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0.1 Resumo e palavras-chave

Nome: Rui Carlos de Mauricio Marreiros.

Orientador: Viktor Grigorievich Kravchenko, Professor Catedratico.
Titulo: Sobre o nicleo de operadores integrais singulares com deslocamento
nao Carlemaneano.

Resumo: Vamos considerar o operador T'= I — cUP,: Ly(T) — L3(T), na
circunferéncia unitaria T, com um deslocamento nao Carlemaneano

a : T — T que tem um conjunto finito de pontos fixos, e onde I é o
operador de identidade, ¢ € C™"(T) é uma fungao matricial continua,
(Up)(t) = /]| (t)|¢(a(t)) é o operador de deslocamento isométrico e

P, = 5([ + 5 ) sao os operadores de projeccao complementares, com
(Se)(t) = fT o(T)(t — t)~'d7 o operador de integragao singular com
nucleo de Cauchy. E suposto que todos os valores préprios da matriz ¢(t) nos
pontos fixos do deslocamento se encontram simultaneamente no interior de T,
ou no exterior de T. Nestas condigoes, e relacionadas, sao obtidas estimativas
para a dimensao do nucleo do operador T, definido na circunferéncia unitaria
ou na recta real compactificada a um ponto. Obtemos estimativas analogas,
em condicoes similares, para um operador com coeficiente polinomial relati-
vamente ao operador de deslocamento; para isso consideramos um operador
matricial associado com os mesmos parametros de Fredholm. Serao conside-
rados casos particulares e exemplos, mostrando que as estimativas propostas
sao 6ptimas. Como aplicacao dos resultados obtidos, analisa-se um problema
de contorno de Riemann generalizado com deslocamento.

Palavras-chave: Operadores integrais singulares, operadores de desloca-

mento, dimensao do ntcleo.



0.2 Abstract and keywords

Name: Rui Carlos de Mauricio Marreiros.

Supervisor: Viktor Grigorievich Kravchenko, Full Professor.

Title: On the kernel of singular integral operators with non-Carleman shift.
Abstract: We will consider the operator T' = I — cUP,;: Ly(T) — L5(T),
on the unit circle T, with a non-Carleman shift a : T — T which has a finite
set of fixed points, and where [ is the identity operator, ¢ € C"*™*(T) is a
continuous matrix function, (Up)(t) = \/|a/(t)|p(a(t)) is the isometric shift
operator and Py = 5([ + S) are the complementary projection operators,
with (Sp)(¢) fT ©(7)(T —t)~tdr the operator of singular integration
with Cauchy kernel. It is supposed that all the eigenvalues of the matrix ¢(t)
at the fixed points of the shift, simultaneously belong either to the interior
of the unit circle T or to its exterior. Under these and related conditions,
estimates for the dimension of the kernel of the operator T', defined on the
unit circle or on the one point compactification of the real line, are obtained.
We obtain analogous estimates, under similar conditions, for an operator with
polynomial coefficient relative to the shift operator; to get it, we consider
an associated matrix operator with the same Fredholm parameters. Parti-
cular cases and examples will be considered, which show that the proposed
estimates are sharp. As an application of the obtained results, a generalized
Riemann boundary value problem with shift is analyzed.

Keywords: Singular integral operators, shift operators, kernel dimension.



0.3 Prefacio

O tema deste trabalho inclui-se na area dos operadores integrais singulares
com deslocamento (OISD), mais concretamente na teoria da solubilidade

destes.

E estudado o operador T = I — ¢cUP,: L3(T') — L2(T), na circunferéncia
unitaria e na recta real compactificada a um ponto, I' = T,I?R, com um
deslocamento nao Carlemaneano « : I' — I' que tem um conjunto finito de
pontos fixos, e onde [ é o operador de identidade, ¢ € C™*"(I") é uma fungao
matricial continua, (Ug)(t) = /|’ (t)|¢(c(t)) é o operador de deslocamento
isométrico e Py = %(I +S5 ) sao os operadores de projeccao complementares,
com (Sp)(t) = fr (1 — t)"*dr o operador de integragao singular
com nucleo de Cauchy.

Os operadores integrais sao profusamente utilizados nos diferentes ramos
das ciéncias, engenharia e tecnologia. Mais concretamente, entre outras,
encontram-se aplicagoes de OISD, problemas de contorno com deslocamento,
equacgoes integrais singulares com deslocamento, na mecanica e geometria:
mecanica dos meios continuos, teoria da elasticidade, teoria da rigidez (ver,
por exemplo [42] e [43]). Em particular, sejam [' uma curva de Lyapunov
fechada, fronteira de uma regiao limitada simplesmente conexa Gy, no plano
complexo C, G_ a regiao simplesmente conexa C\ (G4 UT"), e a,b € H,(T).
O problema de contorno com deslocamento que consiste em determinar as
fungoes ¢ (2) e p_(z), analiticas em G4 e G_, continuas em G UT e
G_UT, respectivamente, que satisfazem a condigao imposta nos seus pontos
fronteira, i. e., em T, o4 (a(t)) = a(t)p_ (£)+b(t)p_(t), com @_(z) = O(|z| )

no infinito, esta ligado com o problema da rigidez de uma superficie fechada



formada por duas partes coladas, (ver o livro de 1. Vekua [42], p. 363-366).
Outro exemplo é o de um problema da teoria da elasticidade para corpos
anisotropicos que é redutivel a um problema de contorno com deslocamento
andlogo ao mencionado acima (ver o livro de N. Vekua [43], p. 361-371). Na
ultima seccao deste trabalho um problema de contorno deste tipo é analisado.

Notamos que também na area de Analise de Sinal, os operadores U e
S sao frequentemente usados; a variavel ¢ 6]10% ¢ interpretada como sendo o
tempo ou a frequéncia, conforme o contexto (ver, por exemplo, o cldssico [3]
e o recente livro [1], entre a vasta bibliografia disponivel). O operador de
integragao singular S na recta real, também designado por transformada de
Hilbert, é utilizado, por exemplo, para a construcao de sinais analiticos e na
denominada Modulacao de Banda Unilateral (ver, por exemplo, [14], [16],
[37] e [1]). Esta pode ser descrita, como um caso particular, pelo operador
T = I—cUP, em Ly(R), aqui estudado. Aplicando a transformada de Fourier
a equagao integral singular no “espago do tempo” (I — cUP,)f = g, onde
(Up)(t) = ¢(t + h), h € R, obtemos a correspondente equagao no “espago
da frequéncia” (ou vice-versa): f(t) + Jpr €t — 7)e f(r)dr = §(t), onde ¢,
]?e g sao as transformadas de Fourier das funcoes ¢, f e g, respectivamente.
A Modulacao de um sinal fisico real no emissor pressupoe a possibilidade de
Demodulagao no receptor, ou seja, o operador responsavel pela Modulagao
deve ser invertivel. Estas sao questoes da teoria da solubilidade dos OISD,

onde este trabalho se insere.

A histéria das equagoes integrais singulares e dos problemas de contorno
para fungoes analiticas comeca com B. Riemann (1857) quando formula o

problema de contorno designado na literatura por problema de Riemann,



problema de Riemann-Hilbert, problema de Hilbert ou problema da con-
jugacao de funcgoes analiticas. A investigacao deste problema é iniciada por
D. Hilbert (1904) que estabelece a sua relagdo com uma equagao integral
de Fredholm. Em investigacoes andlogas, C. Haseman (1907) introduz um
deslocamento no argumento de um dos valores fronteira da funcao analitica
procurada: pela primeira vez é considerado um problema de contorno com
deslocamento para fungoes analiticas. T. Carleman (1932) também estudou
um problema deste tipo com o deslocamento designado posteriormente com
o seu nome (i. e., um deslocamento o para o qual In € N : a,,(t) = t, onde
ap = alag_1(t)), k € N, e ap(t) =1).

A teoria classica das equacoes integrais singulares e de problemas de con-
torno para fungoes analiticas, em cuja origem se encontram os nomes de
D. Hilbert e H. Poincaré, foi estabelecida essencialmente por matematicos
soviéticos no inicio dos anos quarenta. Podemos conhecé-la nos livros [38] e
[10] de dois dos seus mais activos fundadores, N. Muskhelishvili e F. Gakhov.
Nestas também se mostra a sua aplicacao a resolucao de problemas da Fisica-
Matemaética (teoria da elasticidade). O sucesso desta teoria estimulou o es-
tudo de equagoes integrais singulares com deslocamento e de problemas de
contorno com deslocamento para funcoes analiticas. Para o seu desenvol-
vimento foram pioneiros os trabalhos de D. Kveselava e N. Vekua no fim
dos anos quarenta. Em particular sao seus os primeiros resultados da teoria
da solubilidade ao estudarem certos tipos de operadores cujas condicoes de
solubilidade nao dependiam do deslocamento considerado. Foi num traba-
lho de N. Vekua (1948) que pela primeira vez foi considerada uma equagao

integral singular com deslocamento e, além disso, nao necessariamente de



Carleman. Nos vinte anos seguintes, foi construida a teoria de Fredholm
para os operadores integrais singulares com deslocamento de Carleman e
comegou a desenvolver-se a teoria para os operadores integrais singulares
com deslocamento nao Carlemaneano (i. e., um deslocamento « para o
qual fn € N: o, (t) = t).

A teoria de Fredholm (critério para a propriedade de Fredholm do ope-
rador, calculo do indice do operador) para os operadores integrais singulares
com deslocamento de Carleman foi essencialmente construida por G. Litvin-
chuk nos anos sessenta e setenta. Os seus e os resultados acumulados de
matematicos como D. Kveselava, N. Vekua, I. Gohberg, M. Krein, N. Krup-
nik, N. Karapetiants, S. Samko, V. Kravchenko, Iu. Karlovich, entre outros,
foram sumarizados no seu livro [33].

Os anos setenta e oitenta foram um periodo de intenso desenvolvimento
da teoria dos OISD; em particular foi construida a teoria de Fredholm para
os operadores integrais singulares com deslocamento nao Carlemaneano, com
um conjunto nao vazio de pontos fixos, fruto essencialmente dos trabalhos
de V. Kravchenko e de Tu. Karlovich. Os resultados alcangados levaram V.
Kravchenko e G. Litvinchuk a publicar o livro [25], dedicado & descri¢ao sis-
tematica da teoria de Fredholm dos OISD. Entretanto os progressos na teoria
da solubilidade (célculo dos niimeros de defeito do operador, determinagao
de bases nos subespacos do nicleo e conticleo do operador, problemas es-
pectrais) embora mais vagarosamente, também tinham lugar: a teoria da
solubilidade de operadores integrais singulares com deslocamento linear frac-
ciondrio de Carleman (G. Drekova e V. Kravchenko, 1990 [7]; V. Kravchenko

e A. Shaev, 1991 [29]), a teoria da solubilidade para uma classe de equagoes



integrais singulares com deslocamento nao Carlemaneano (A. Baturev, V.
Kravchenko e G. Litvinchuk, 1996 [2]), o problema do espectro de um opera-
dor integral singular com deslocamento linear fraccionédrio de Carleman (V.
Kravchenko, A. Lebre e G. Litvinchuk, 1998 [20]) (ver também [9], [21], [22],
[23] e [24]). Reunindo os desenvolvimentos da teoria, em 2000 G. Litvinchuk
publicou o livro [34] dedicado a descri¢ao sistemdtica da teoria da solubi-
lidade dos OISD, dos problemas de contorno com deslocamento e equacoes
integrais singulares com deslocamento. O tltimo capitulo deste livro é, na
esséncia, o artigo citado [2], e sobre ele escreve o seu autor na introdugao (ver
[34], p. XVI): “At last, Chapter 9 is devoted to a quite new and very difficult
question related to the solvability theory of polynomial singular operator of
type (al + bW)Py + (¢ +dW)P_ on L,(I'),1 < p < oo, but with a non-
Carleman shift. This Chapter is written in the hope of giving a stimulus to
further investigations in this direction, prompting applications to problems
of matematical physics”.

O artigo [2] é o ponto de partida do presente trabalho. Este esta estru-
turado da seguinte maneira:

No Capitulo 1 sao introduzidas as notagoes, definicoes e propriedades
que venham a ser directamente usadas nos capitulos seguintes (secgoes 1.1
a 1.5). Na seccao 1.6 é lembrado o resultado de [2] que iremos generalizar:
uma estimativa para a dimensao do nucleo do operador (I —cU)P; + P_ em
Lo(T).

Os Capitulos 2 e 3 sao constituidos por resultados originais.

No Capitulo 2 iremos considerar o operador T' = (I — ¢U)P, + P_ em

Ly(T); obteremos estimativas para a dimensao do nicleo deste operador nas



diferentes condicoes suficientes explicitas da propriedade de Fredholm para
o operador T"

1. Com coeficiente matricial cujo raio espectral nos pontos fixos do des-
locamento é menor que um; com um deslocamento geral (secgao 2.1).

2. Com coeficiente matricial cujo raio espectral nos pontos fixos do des-
locamento é maior que um; neste caso e seguintes sera considerado um des-
locamento linear fracciondrio (secgao 2.2).

3. Com coeficiente matricial diagonal (2.2.3), e,

4. Com coeficiente matricial triangular (2.2.4).

Um operador com coeficiente matricial do tipo de permutacao é analisado
na seccao 2.3. Na seccao 2.4 transferimos os resultados obtidos para a recta
real. Na seccao 2.5 obteremos estimativas para a dimensao do nicleo de um
operador que contém o operador de deslocamento e poténcias deste.

No Capitulo 3 serao considerados alguns casos particulares e exemplos,
mostrando que as estimativas propostas sao éptimas (secgoes 3.1 a 3.3).
Como ja referimos, na seccao 3.4 analisa-se um problema de contorno de
Riemann generalizado com deslocamento.

Os resultados das seccoes 2.1 e 2.2 foram apresentados na “Internatio-
nal Conference on Factorization, Singular Operators and Related Problems”
FSORP-2002 (Funchal, Portugal) e publicados no artigo [26]. Os resulta-
dos das seccoes 2.4 e 2.5 foram apresentados no “6th Annual Workshop on
Applications and Generalizations of Complex Analysis” - 2003 (Aveiro, Por-
tugal); estes, complementados, e os resultados das secgoes 3.1 a 3.3 foram
apresentados no “International Workshop on Operator Theory and Applica-

tions” IWOTA-2004 (Newcastle upon Tyne, UK) e aceites para publicagao



na forma do artigo [27]. Os resultados da secgao 3.4 foram apresentados
na “Conference on Operator Theory, Function Spaces and Applications”
OTFUSA-2005 (Aveiro, Portugal) e, complementados, na “Conference on
Differential and Difference Equations and Applications” - 2005 (Melbourne,

USA) e aceites para publicagdo na forma do artigo [28].
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Capitulo 1

Conceitos basicos da teoria dos
operadores integrais singulares

com deslocamento

Este Capitulo tem caracter auxiliar: sao introduzidas as notacoes, definig¢oes
e propriedades, relacionadas com os objectos matematicos que dao nome as
respectivas secgoes, e que venham a ser directamente usadas nos capitulos
seguintes. Regra geral omitimos as demonstragoes; estas podem ser encon-
tradas, em [13] (seccao 1.1 e 1.2), [35] (secgao 1.3), [25] (secgoes 1.4 e 1.5) e
[2] (seccao 1.6). No contexto da exposigao serao propostas referéncias biblio-

graficas adicionais.

12



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS 13

1.1 Espacos

Uma curva orientada simples I' (fechada ou aberta) chama-se curva de Lya-
punov se existe a tangente a I' em todo o ponto ¢t € I' e forma com o eixo

real um angulo 6(t) que satisfaz a condigao de Holder
0(t) = 0(t2)| < Alts — 2", A>0, 0<p<l.

Uma curva de Lyapunov fechada I' é a fronteira de uma regiao limitada
simplesmente conexa G, no plano complexo C. Por G_ é designada a regiao
simplesmente conexa C\ (G4 UT). E assumido que a orientagao positiva da
curva I é que deixa a regiao GG, a esquerda quando I' é percorrida no sentido

antihorario.

Lembramos que:
1. O espago de Hilbert Ly(T") é 0 espago de todas as funges ¢ mensuraveis

N . 2 ~ . , .
a Lebesgue na curva I, tais que |p(t)|” sdo integréveis, e com a norma

lell, = ([ o0 |dt|)%.

2. O espago de Banach L. (I") é o espaco de todas as fungoes ¢ limitadas

e analiticas em I' com a norma

ol = ess sup |p(t)] .
tel’

3. O espaco de Banach C(I") é o espago de todas as fungoes ¢ continuas

em [' com a norma
lelle = max|p(t)].
4. O espaco de Banach H,(I') é o espago de todas as funcoes ¢ definidas

na curva [', que satisfazem a condi¢cao de Holder com expoente i, e com a
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norma

_ [o(7) = ()]
ol = max e+ sup ===

Os operadores considerados neste trabalho sao definidos no espago de
Hilbert L3(I"). Este espago consiste nos vectores de dimensao n, com com-
ponentes uy (k= 1,2,...,n) pertencendo ao espaco Lo(I"). Naquele espago a
norma ¢é definida por

||U||Lg = I?I?SXH ||Uk||L2 :

No contexto deste trabalho, I" designara sempre uma curva de Lyapunov
fechada. Em particular, serao consideradas a circunferéncia unitaria e a recta
real compactificada a um ponto; assim lembramos as notagoes habituais:

1. T={t € C: |t| = 1} é a circunferéncia unitdria; T, (T_) designa o
interior (exterior, respectivamente) do circulo unitario.

2. ]10%: R U {o0} é a recta real compactificada a um ponto; C(C_) de-
signa o semi-plano superior (inferior, respectivamente):

Ci(C)={2z€C:Imz>0(<0)}.

1.2 O operador de integracao singular

Vamos definir os operadores que irao estar presentes em todo este trabalho.

Comecemos pelo operador de integracao singular com nicleo de Cauchy

(Sp)(t) = (mi)~* / o(r)(r—t)'dr, Te€T, (1.1)

r

onde o integral é entendido no sentido do valor principal de Cauchy. A fungao
©(t) chama-se a densidade do integral singular e pertence ao espago Lo(I"). O

operador de integracao singular, S : Ly(I") — Lo(I"), satisfaz as propriedades:
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1. O operador S é limitado no espago Lo(T"), I' = T, ]10% (ver, por exemplo,
[13], [32], [8] e [29]; ver também o Capitulo 6, Vol. I, em [39]).

2. O operador S é involutivo, i. e.,
S* =1,

onde I é o operador identidade.
3. O operador S — S* é compacto em Ly(I") (ver [25], p. 25). O operador
S é autoadjunto, i. e., S = S*, para ' =T, I?&

Das propriedades 1 e 2 mencionadas decorre que os operadores

p+:%(1+5), P :%(1_5), (1.2)
sao operadores de projeccao complementares e ortogonais em Lo(I'). A
condicao (P_¢)(t) = 0 ¢é necessaria e suficiente para que uma dada fungao
¢ € Ly(I") seja o valor limite de uma fungao analitica em G, que é repre-
sentada por um integral do tipo de Cauchy com densidade no espago Lo(T).
A condicao (Pyp)(t) = 0 ¢é necesséria e suficiente para que uma dada funcao
p € Ly(T") seja o valor limite de uma fungao analitica em G_, nula no ponto
infinito, e representada por um integral do tipo de Cauchy com densidade no
espago Lo(T"). Os operadores Py permitem representar o espago Lo(I') como

a soma directa

La(1) = L (1)@ Ly (1),
onde L (T) = Py Ly(T) e LO; (I'") = P_Ly(T"); designa-se ainda o espago
Ly(T)=P_ Ly(T)®C ™

Ver informacdo detalhada sobre os operadores S, Py, integrais do tipo de Cauchy e

as chamadas férmulas de Sokhostsky-Plemeli, em [10], [38] e [13].
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Por abuso de notacao, escreveremos simplesmente K : LY(T) — Ly(T)
querendo nos referir ao operador K E,, : LY(T) — L5(T), onde E,, é a matriz

identidade.

1.3 Factorizacao de funcoes matriciais continuas

No que se segue o indice de Cauchy de uma fungao continua f € C(T') ao
longo da linha I' (ver, por exemplo, [10]), para I' =T, IE{, sera designado por
ind f, i.e.,

ind f = %{arg f(®) }er-

Na circunferéncia unitéria, suponhamos que a matriz ¢ € C™*"(T) satisfaz
a condicao

detc(t) #0, VteT.

Entao a fun¢ao matricial continua ¢ pode ser representada da seguinte ma-
neira, designada por factorizacao de ¢ em Ly™"(T) (ver, por exemplo, [4], p.
165-166; ver também [35]),

c=c_Acy, (1.3)

onde

e [Ly(T)]"", e [Ly(T)]"", A=diag{t},

»%; € Z, j = 1,n, sao os indices parciais da factorizacao com »; > 20 > ... >
.

Adicionalmente serd assumido que

e C™(T). (1.4)
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Suponhamos agora que na recta real compactificada a um ponto, a matriz

[e)

c € C™™(R) satisfaz a condicao
detc(t) £0, VteR.

Neste caso a fun¢ao matricial continua ¢ admite a factorizagao em L5*"(R)

(ver, por exemplo, [32]; ver também [8])
c=c_Acy, (1.5)
onde

(t— i)ttt e [Z;(R)]"X", (t+i)ct e [Z;(R)]"X”,

A:diag{(i;f) },
i

»j € Z, j = 1,n, sao os indices parciais da factorizagao com s > 2z >

... > », e Li sdo os espacos das transformadas de Fourier das funcées de
Lgt, respectivamente.

Também aqui assumiremos que
(t—i) et (t+ i)_lcf1 e C""(R). (1.6)

O numero » = 2?:1 »; chama-se o indice total, ou simplesmente, o
indice da factorizagao; tem-se » = ind det c. No caso de ¢ € C(T'), o indice

da factorizacao é » = ind c.

1.4 Operadores de deslocamento

Sejam I' uma curva simples, fechada ou aberta, e a(t) uma transformacao

homeomorfica da curva I' nela prépria. Um homeomorfismo a(t) : I' — '
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chama-se funcao de deslocamento ou simplesmente deslocamento. E assu-
mido que o deslocamento «(t) tem derivada o’(t) que satisfaz a condi¢ao de
Holder para Vt € T' e o/(t) # 0 também para V¢ € I'. Um deslocamento
a(t) : T' — T pode ser classificado dependentemente de:

1. Preservar ou inverter a orientacao na curva I'.

2. Ter ou nao ter pontos periédicos em I'.

3. Se tem pontos periédicos, entao, ou o conjunto destes coincide com T,
ou estes formam um subconjunto fechado de T'.

Designemos por M (a, k) o conjunto dos pontos peridédicos do desloca~
mento «(t) com multiplicidade k. Um deslocamento «(t) tal que M(«, k) =
I, com k > 2, chama-se deslocamento de Carleman. Um deslocamento «(t)

tal que M(a, k) # T, chama-se deslocamento nao Carlemaneano 2.

Definimos agora os seguintes operadores lineares, limitados e continua-
mente invertiveis em Ly(T'):

1. O operador de deslocamento W,

(We)(t) = wla(t)).

2. O operador de deslocamento isométrico U,

(U)(t) = [/ (£)|7 p(a(t)). (1.7)

O operador US — SU é compacto em Lo(I") (ver [25], p. 32 ¢ 33). Em
alguns casos particulares o operador de deslocamento e o operador de in-

tegracao singular comutam, ou anticomutam, considerando um operador de

2Ver informacao detalhada sobre os deslocamentos, a sua classificacdo e propriedades,

em [25], [33] e [34].
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deslocamento linear fraciondrio com um peso adequado (ver [34], p. 12) em
vez do operador (1.7). Assim sendo, vamos considerar o deslocamento linear
fraccionario nao Carlemaneano que preserva a orientacao na circunferéncia

unitaria T, e que nos sera 1til mais adiante

at +b
t) == :T— T, 1.8
) =57 T~ (18)

onde a,b € C: |a|* — |b|* = 1; a(t) tem em T dois pontos fixos 7 e 7 dados

pela férmula

a—at+/(a+a)?—4
’ 20 '

Obviamente 71 # 7 se |Real # 1.

O deslocamento «(t) admite a factorizagao

a(t) = s (B)ta_(1), (1.9)
onde
1 at +b
a(t)==——, a_(t)= :
bt +a t
As funcoes o@l e a_ sao analiticas em T, e T_, respectivamente. Da condi¢ao
a|? 1

la)® — [b]* = 1 tem-se E‘ =1+ W > 1, de onde decorre que ay e a”' sdo

analiticas em T, e T_, respectivamente.
Para o deslocamento linear fracciondrio «(t), é conveniente considerar o

operador de deslocamento isométrico

(Ve)(t) = ar(t)e(alt)), (1.10)

em vez do operador U definido por (1.7), pois o operador V' satisfaz a pro-
priedade adicional V.S = SV e portanto V P. = P.V. De facto:

1. O operador V ¢ isométrico.
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Vol = /
T

Por outro lado, usando a igualdade |a|® — |b|* = 1, temos

Temos
2

L (o) fd

bt+a

/ _ 1 — o2 o %: o
) = G = OO = WO = e ()]

Temos entao

||V90||2=/T|0/(t)|Iso(oz(t))|2 dt]

Fazendo a(t) = t; < o/(t)dt = dt;, obtemos

Vel = / () dta| = o]

< [Vl = llell-

2. Os operadores V e S comutam.

Com efeito

VSe)1) = (ri) " ar 0) | 204

T —aft)

Fazendo 7 = a(t)) < dr = o/(t1)dt,, obtemos

VS0 = (ri) (o) [ E D,

Por outro lado

(SV)(t) = (mi)~! / t1.

T ti—t

Facilmente constatamos que

de onde decorre que V.S = SV.
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Vamos agora considerar o operador de deslocamento isométrico na recta

real compactificada a um ponto R=RU {o0}
(Ug)(t) = plt+h), heRY, (1.11)

com o Unico ponto fixo no infinito.
1. O operador U é isométrico.
2. Os operadores U e S comutam.

Com efeito

(USp)(t) = (m’)_l/R%dr

Fazendo 7 = t1 + h < dr = dt1, obtemos

(USQ)(t) = ()" /IR - fsjﬁ it = () /R %dtl.

Por outro lado

(SU)(#) = (mi) / Pl h) g

e b—t
Constatamos que US = SU.

3. Ao operador de deslocamento U definido por (1.11) em f&, corresponde
um operador de deslocamento linear fraccionario que preserva a orientacao
na circunferéncia unitéria T do tipo de V' definido por (1.10).

De facto, considere-se o operador linear limitado (ver, por exemplo, [13])

o (i) s ) - 1am),

(Be)(&) = |

€ 0 seu 1nverso

(B4¢X@:t%2¢<zfz):LﬂTyeLﬂR)

Determinemos o operador

BUB™ : Ly(T) — Ly(T).
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Obtemos

i i
1—=h —h
1 ( 2>§+2

ih£+1+ih¢ Lher14lh
2 2 2 2

(BUB™¢)(€) =

)

i. e., o operador definido por (1.10) com a =1 — %h eb= %h.

1.5 Operadores emparelhados com desloca-
mento

Chamam-se operadores emparelhados com deslocamento em L5 (I') aos ope-

radores integrais singulares da forma
T(Al, Ag) = A1P+ + AQP_,

onde

A1 = CL1[ + blU, A2 == CLQI—|— b2U

e ay,as, by, by € C™™(I"). As condigoes para a propriedade de Fredholm e
as férmulas para o calculo do indice do operador T'(A;, Ay) sdo conhecidas
(ver o Teorema 1, p. 148, e o Teorema 2, p. 149, em [25]). O critério de
Fredholm para o operador T'(A;, As) pode ser formulado da forma seguinte:
o operador T'(Ay, As) é de Fredholm em L3 (I") se e s6 se os operadores A; e
A, forem continuamente invertiveis em L5(I").

O objecto principal deste trabalho é o operador emparelhado com deslo-

camento

T =1-cUP, : L}T) — L}(T) (1.12)
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na circunferéncia unitéria T, com um deslocamento nao Carlemaneano
a: T — T, que tem um conjunto finito de pontos fixos {7, ..., 75}, s > 1;
I ¢é o operador identidade, ¢ € C™™(T) é uma fun¢ao matricial continua,
U é o operador de deslocamento isométrico definido por (1.7) e Py sdo os
operadores de projeccao complementares com niicleo de Cauchy definidos por
(1.2) (com I' ="T).

No que se segue, o(g) é o espectro de uma matriz g € C"*™ e p(g) é o
raio espectral de g.

O operador T pode ser escrito na forma
T:<I—CU)P++P,

Logo a questao sobre a propriedade de Fredholm do operator T' é equi-
valente a questao sobre a invertibilidade continua do operador I — cU. Em
geral as condigOes necessarias e suficientes de invertibilidade do operador
I — ¢U nao podem ser expressas numa forma explicita (ver [25], p. 102,
103 e 118-142). Uma particulariedade destas condigdes expressa-se pela sua
relagao com uma classe especial de solugoes da equagao funcional homogénea,
o(t) = c(t)p(a(t)), associada ao operador I —cU. Uma vez que se pretendem
condicoes de invertibilidade do operador I — cU, é claro, apriori, que estas
solugbes fundamentais, designadas por a-solugdes (ver a Definigao 5, p. 137
em [25]), nao pertencem ao espago L5 (T) em todo o contorno.

Em quatro casos particulares, as condicoes de invertibilidade para o ope-
rador [ — cU podem ser escritas numa forma explicita simples. Assim, o
operador I — cU é continuamente invertivel se:

Caso 1. A matriz ¢ é tal que todos os seus valores proprios em todos os

pontos fixos do deslocamento se encontram simultaneamente no interior da
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circunferéncia unitéria T, i. e., o[c(7;)] C Ty, j = 1,s. (Ver o Teorema 1, p.
121, em [25]).

Caso 2. A matriz c é tal que todos os seus valores préprios em todos os
pontos fixos do deslocamento se encontram simultaneamente no exterior de
T, i. e, olc(r;)] C T_, j =1,s, e ainda det c(t) # 0,Vt € T. (Ver o Teorema
1, p. 121, em [25]).

Caso 3. A matriz ¢ é a matriz diagonal por blocos

¢ Omxk
= ,
kam Co (t)

onde ¢; € C™™(T), ¢y € C**¥(T), k+m=n, e
ole(m)] € Ty, =15,

oleo(ry)) T, j=1,s,

detco(t) #0, VteT.

(Ver [25], p. 122).

Caso 4. A matriz ¢ é a matriz triangular por blocos

- )
onde os blocos diagonais ¢; e ¢y satisfazem as mesmas condigoes dos da matriz
diagonal no caso 3 e f € C**™(T), k+m = n. (Ver [25]: p. 122; o Teorema
2, p. 123; e 0 Lema 2, p. 124).
Nos casos descritos, condigoes suficientes de invertibilidade do operador
I — cU, e portanto condicoes suficientes da propriedade de Fredholm para o
operador T', obteremos estimativas para a dimensao do ntucleo deste ultimo

operador (Capitulo 2).
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1.6 Uma estimativa para a dimensao do ntcleo
de um operador integral singular com des-
locamento nao Carlemaneano

Como dissemos no Prefacio, em [2] foi obtida uma estimativa para a dimensao

do nucleo do operador
T =(I—-cU)Py+ P_: Ly(T) — Lyo(T),

onde (Uyp)(t) = ]o/(t)|% o(a(t)) e a é um deslocamento nao Carlemaneano
na circunferéncia unitaria T.
Em particular foi mostrado que :

Para uma qualquer func¢ao continua ¢ € C(T) tal que
()l <1, j=1s5,

onde {m,...,7s} sdo os pontos fixos do deslocamento «,
existe um polinémio

m

rit) =[]t =), Ml >1, k=Tm,
k=1

tal que se verifica a condigao
[r(t)e(t)r (a@)]| <1, teT.
Em seguida, utilizando alguns resultados auxiliares, foi mostrado que
dimker T' < m.

A seccao 2.1 do presente trabalho é uma generalizacao natural, do caso escalar

para o caso matricial, deste resultado.



Capitulo 2

Estimativas para a dimensao do
nucleo de operadores integrais

singulares com deslocamento

Consideremos o operador integral singular definido por (1.12)
T =1—cUP, : LX(T) — L2(T).

Nos casos 1 a 4 definidos na seccao 1.5, condigoes suficientes da proprie-
dade de Fredholm para o operador 7', obteremos estimativas para a dimensao
do nucleo deste operador (secgoes 2.1 e 2.2). Um operador com coeficiente
matricial do tipo de permutacao sera analisado na seccao 2.3. Na seccao
2.4 generalizaremos os resultados obtidos na circunferéncia unitaria T, para
recta real compactificada a um ponto HOQ

Na secgao 2.5 iremos considerar um operador 7" em Ly(I"), que contém
o operador de deslocamento e poténcias deste, e um operador matricial as-

sociado T em LyIT), I =T, I?R Mostraremos que os operadores T ¢ T tém

26
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os mesmos parametros de Fredholm. Utilizando os resultados obtidos an-
teriormente sobre T, obteremos estimativas para a dimensao do nicleo do
operador T'.

Naturalmente os resultados obtidos neste trabalho relativamente ao ope-

rador

(o}

T=1-cUP,:L}T)— L3T), I'=T,R,

sao validos para o operador

o

T=1-cUP_:LyT)— Ly(I"), I'=T,R.

2.1 Deslocamento geral

Salvo indicacao contraria, r ird sempre designar uma matriz polinomial n x n

satisfazendo as condigoes
P+Tilp+ - Tiler. (21)
Comecemos por demonstrar os seguintes resultados:

Proposicao 2.1 Para qualquer fun¢do matricial continua d € C™*™(T) tal
que

old(r) C Tsy j=Tps, (2.2)

existe uma norma matricial induzida ||.||, e uma matriz polinomial v satis-

fazendo a condicdo

max ||r(£)d(t)r [a(®)]||, < 1. (2.3)

teT
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Demonstracao. Sejam p; os raios espectrais das matrizes d(7;):
o= pld(ry)], j=Ts.
Pela condigao (2.2) existe um ¢ > 0 tal que
pi<q<l, j=1s.

Para cada d(7;) existe uma norma matricial ||.||; tal que (ver, por exemplo,

o Lema 5.6.10, p. 297, em [17])
pi < lld(m)l; <g<1, j=1Ls.

Facilmente se mostra que a funcao (ver, por exemplo, a pagina 308, em
[17])

Igll, = max{]lgll;}
7j=1,s

define uma norma matricial. Daqui decorre a existéncia de uma norma in-

duzida ||.||, tal que (ver, por exemplo, o Teorema 5.6.26, p. 305, em [17])
lgllo < llgll, -
Entao tem-se
ld(m)lly < ld(m)ll, <g <1, j=T5
Agora vamos considerar uma matriz polinomial r € C™*"*(T) da forma
r=rokE,,

onde

s
o

I
:s‘

(t—)\k), |)\k| > 1,

1

T’()(t) =
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¢ um polinémio de grau m com raizes em T_ e F, é a matriz identidade.
Analisemos agora a fungao matricial d € C™™(T). Vamos considerar
apenas o caso em que maxer ||d(t)||, > 1 pois na hipétese contraria terfamos

simplesmente 74(t) = 1 '. Vamos escrever a fungdo d(t) na forma seguinte

onde

u(t) € C(T),  max [Ju(®)fly =~ <1

e v(t) é uma fungao real continua em T tal que
v(t)>0>0, VteT, (2.4)

o(r;)) <1, j=1,s. (2.5)

Agora constroéi-se uma funcao real continua nao negativa em T tal que

fla®)] > f(t)v(t). (2.6)

Seja
() = vlaa(®)] + ol (O)]vlas(®)] + . + [ olai(®)],

onde afa_1(t)] =t, a_i(t) = a_1[a_r1()].
Note-se que

inf{f(t)} =6 >0,

teT

'Se maxser [|d(t) ||, < 1, como |U| =1 e ||P4|| =1, entdo T = I —dU Py é um operador

invertivel, com inverso determinado pela série de Neumann
T-'=1+dUP; + (dUPy)* + ...,

e portanto dim ker T = 0; este caso é obviamente coerente com a estimativa que obteremos

adiante (Teorema 2.1).
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tendo em conta (2.4).

Mostremos que a condicao (2.6) é satisfeita. De facto

fla(®)] =

= v{asifa(®)]} +v{amfa®fv{assfa(®]} + ... + ] T olaifa®)]}

— o(t) + o(t)olas (O] + v(t)vlas(B)]olacs(®)] + . + () [ vlas(t);

=

k=1

pois [Temy v{ar[a(®)]} = [Tz vlakia(8)] = v(t) [Ty vlor (D)

Por outro lado

Entao temos

Com (2.4) obtemos (2.6).

Considere-se agora a fungao

1 [ 7142
h(z) = —
(2) = exp 2 Jo T— %2

In f(1) |dr|.

A fungao h(z) é continua em T, analitica em T, e satisfaz as seguintes pro-
priedades (ver, por exemplo, [10], [12])

1. |h(t)| = f(t), Vt € T,

2. |h(2)] #0, |z] <1,
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3. h(z) pode ser uniformemente aproximada em T, com uma exactidao
arbitraria ¢, por um polinémio de grau finito com todas as suas raizes em T _
(ver, por exemplo, [36]).

Seja 7o(t) um tal polinémio e
|h(t) — ro(t)| < e <. (2.7)
Regressemos a fungao d(t) = u(t)v(t) e avaliemos a sua norma

mae [u(®)o(t) |, < max o)) max [u(®)ll, =7 0@l (28)

Tendo em conta (2.8), (2.6) e depois (2.7) e a propriedade 1 acima, po-

demos estimar a norma da fungao r(t)d(t)r~!a(t)]. Vejamos

max||r(6)d(t)r~ [a(D)]]|, < max||ro(u(t)o(t)ry [a(®)],
v(t)'f’ (t) H v(t)f(t) H ro(t) H
rola(t)] rola()] |l Il F() o
Hf mait M iy Ml v M ) IR
Continuando tem-se
ZO%H; ZiiéH;H%@““”ﬂ!L
< |[h(t) —ro(t H +1<e Tott)H + 1.
Tendo em conta que )
1 1
T(t)Hoo ~ infyer{Jro(O[}’
ro())] = [h(t) = (A(t) —ro(t))] = [R(t) = |A(t) — 70 ()[|yser

> (f(t) — &)vier > f — ¢,
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onde foi utilizada a designacio f = infyer{f(t)}, f>0,

obtem-se
f(t) H £ _f
To(t) || o f—s ! fv—e. (2.10)

Por outro lado

ro(t) H ro(t) — h(t) H 1 H
=||——>+1|] <el|l—=| +1
F@) ll h(t) o h(t) [l
Tendo em conta que
i . ~ =t
h®)ll  nfier{[P®)]}
e, para Vt € T,
n(t)] = f(t) > [,
obtem-se N
ro(t) H cfp1=S (2.11)
fO Ml f f
Com (2.10) e (2.11), de (2.9) tem-se
- fv+ €
r?eaq,TXHr(t)d(t)r 1[0((75)]“0 vﬁ.
Escolhendo € de modo a que
1 —
<J
<
obtem-se a desigualdade (2.3). m
Proposicao 2.2 Sejam
N=1-aUP,, (2.12)

R=rP_+ (I —-aU)P;,

M=I-rPr PN
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onde a € C™™(T), N € um operador invertivel, r é uma matriz polinomial

n X n satisfazendo as condicoes (2.1) e

n

li(r)= Z max [; j, (2.13)

=1
i=1 J=H"

onde l; ; € o grau do elemento r; ; da matriz polinomial r. Entao tem lugar

as sequintes relagoes
dimker R = dim ker M < [4(r). (2.14)
Demonstracao. Considere-se o operador invertivel 2
K= (P, +Pr'P)N".
Calculemos o produto RK. Temos

R=rP_.+1—-P_ —aUPy=(r—1)P_+N

RK = rPr'PN'—Pr'PN'+ NP, N '+ NPy 'P.N!
= r(I =P )r*P.N'4+1-P N
& RK = M.

Logo
dim ker R = dim ker M.

20 operador inverso do operador P, 4+ P_r~!P_ é representado pela férmula

(Py +Pr Py =("'P 4+ P+ Por P )rl
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Além disso temos
pEkerM < p=rPr'P_N"'p.
Utilizando as condigoes (2.1) e P, = I — P_ obtemos
p=—PorP_r'P.N"p,

o que significa que p pertence a imagem do operador de dimensao finita

P,rP_. Facilmente se verifica que
dimim PyrP_ = l;(r).
Entao dimker M < [;(r) e, portanto, tém lugar as relagoes (2.14). m

Sejam d(t) uma fungao matricial continua que satisfaz a condigao (2.2),
R4 o conjunto de todas as matrizes polinomiais r que satisfazem as condicoes

(2.1) e (2.3) e l;(r) o nimero definido por (2.13). Denotemos

I(d) = min{l,(r)}. (2.15)

reERy

As Proposicoes 2.1 e 2.2 permitem obter uma estimativa para a dimensao

do nicleo do operador (1.12).

Teorema 2.1 Se ¢ € C™*™(T) em (1.12) satisfaz a condi¢io (2.2), entao é
vdalida a estimativa

dimker T < (c). (2.16)

Demonstragao. De acordo com a Proposicao 2.1, existe uma norma ma-
tricial induzida ||.||, e uma matriz polinomial r tal que a(t) = r(¢)c(t)ra(t)]

satisfaz a condigao (2.3). Daqui decorre que o operador definido por (2.12)
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é invertivel. De facto, de (2.3) temos maxycr ||a(t)||, < 1; como ||U] =1
e ||Py]| = 1, entdo N = I — aUP,; é um operador invertivel, com inverso

determinado pela série de Neumann
N '=1+dUP; + (dUPy)* + ....
Agora escrevemos o operador T como um produto dos operadores
T=(I—-cUPy)=7r"'rP_+ (I —aU)P,(P-+1P,).

Os operadores r~'I e (P_ 4+ rP,) sdo ambos continuamente invertiveis e

portanto os seus nucleos sao triviais. Entao
dimker 7" = dimker[r P_ + (I — aU)P;] = dimker R.

Aplicando a Proposicao 2.2 obtemos a desigualdade (2.16). =

2.2 Deslocamento linear fraccionario

Considere-se agora o deslocamento linear fraccionario nao Carlemaneano de-

finido por (1.8)
t+0b
a(t):? i :T— T,
bt +a

e o operador de deslocamento isométrico definido por (1.10)

(Ve)(t) = s () p(alt)).

Facilmente constatamos que todos os resultados anteriores sao validos face a

substituigao de U por V (ver a seccao 1.4).
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2.2.1 Caso1l
Assim seja agora T' o operador
T=1-cVP,: Ly(T)— Ly(T), (2.17)
onde supomos que a matriz ¢ € C"*"(T) satisfaz a condigao
ole(rj)] c Ty, j=1,2. (2.18)
As consideragoes anteriores e o Teorema 2.1 permitem-nos escrever:

Teorema 2.2 Se ¢ € C"*™(T) em (2.17) satisfaz a condigao (2.18), entao
€ vdlida a estimativa

dimker 7" < [(c), (2.19)

onde l(c) € o nimero definido por (2.15) para a matriz c.

2.2.2 Caso 2
Agora vamos considerar o operador
T=1-cVP,: Ly(T)— L5(T), (2.20)
onde supomos que a matriz ¢ € C"*"(T) tem as propriedades
ole(r;)]cT-, j=1,2, (2.21)
detc(t) #0, VteT. (2.22)

E sabido que se a condicdo (2.22) for satisfeita, entdo a funcio matricial
continua ¢ admite a factorizagao (1.3) em L5*"(T). Suponhamos ainda que
a condigao (1.4) é satisfeita.

Tém lugar os resultados seguintes:
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Proposigao 2.3 Sejam
A: Ly(T) — L3(T)
um operador linear limitado, e
D =diag{D_,D,}
a matriz diagonal, onde
D_ = diag {t",t*2 . th},

D, = diag {t™, ™, ... t"},
k]<07j:m;mzzofzzm7ep+q:n

Sao validas as desigualdades

p
dimker(P- + APy) + Z k; < dimker(DP_ + AP, ),

J=1

q
dimker(DP_ + AP;) < dimker(P_ + AP,) + ) _m,. (2.23)

=1

Demonstragao. Comecemos por denotar
Dy =diag{D-, E,;}, D, =diag{E), D,}.

Os operadores

D\P_+P,, Dy,'P_+P,,

sao invertiveis a esquerda. Logo tem-se

dimker(D,P_ + P,) = dimker(D;*P_ + P,) = 0,

p
dim coker (D1 P_ + Py) = — Z kj,

j=1
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q
dim coker (Dy'P_ + P,) = Z m;.
=1

Verifica-se a igualdade
(DP_ + AP,)(Dy;'P_+ P,) = (P_+ AP,)(DiP_+P;) (2.24)
= B
onde designamos
B=DP_+ AP,.

De (2.24) podemos concluir que

dimker(DP_ + AP, ) > dimker B

dimker(DP_ 4+ AP,) < dimker B + dim coker (D, *P_ + P,)

q
& dimker(DP_ + AP,) < dimker B+ Y _m;;
=1
ou seja,

q
dimker B < dimker(DP_ + AP,) < dimker B + Zmz (2.25)

=1

Ainda de (2.24) tem-se

dimker(P_ + AP, ) > dimker B

dimker(P- + AP;) < dim ker B + dim coker (D, P_ + P,)

p
& dimker(P_ + AP,) < dimker B — > k;;
j=1

ou seja,

P
dimker B < dimker(P_ + AP, ) < dimker B — Z k;. (2.26)

j=1
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Das desigualdades (2.25) e (2.26) decorrem (2.23). m

Proposicao 2.4 Seja T o operador definido por (2.20). Se as condigoes

(2.22) e (1.3) com (1.4) forem satisfeitas, entdo é vdlida a estimativa

dimker 7' < dimker(I — A~ 'eZ'e (a)V ' Py) + Z | 7] . (2.27)

%j<0
Demonstracao. Considere-se o produto do operador 1" com um deter-

minado operador continuamente invertivel 3:
(I—cVP)(c-P-—cMag)VT'Py)

=c AA'P_+ P — AT e (ag) VTP,

onde usamos a propriedade VP, = P, V. Como ¢_A.I é um operador conti-

nuamente invertivel, temos
dimker 7" = dim ker Z, (2.28)

onde

Z=AN"'"P_+(I-A"c'eHag)VTHP,.

Analisemos este operador; tem-se
A = diag {9},

com sy 2> o 2> ... 2> .

30 operador inverso do operador c_ P_ — ¢} ' (a_1)V "L P, é representado pela férmula

(cP_ —ci'(a)V Pt =cT'Po —ci(a)V P,
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Tendo em conta a Proposicao 2.3, que m; = —s;, »; < 0, com

A=T-AN'c'eiHa ) V!

P4 (I=Atete a )V )P =T = At le (a )V Py

de (2.28), obtemos (2.27). =

Agora vamos analisar o operador I — A~teZ'e; (o 1)V7IP, em (2.27).

Comecemos por denotar

c=A"cT e o) = e e (am).

I e ¢ coincidem

Tendo em conta (1.4), os valores préprios das matrizes ¢~
nos pontos fixos do deslocamento. Com (2.21), ¢ satisfaz as condigoes da
Proposicao 2.1, i. e., para ¢ existe uma matriz polinomial r satisfazendo as
condigoes (2.1) e (2.3). Para esta matriz ¢ seja [(¢) o nimero definido por

(2.15). Como os operadores V! e V' tém propriedades similares, o operador

I — ¢V 1P, satisfaz todas as condicoes do Teorema 2.2. Entao
dimker(I — ¢V ~'P,) <1(c).
Com (2.27) obtemos a estimativa seguinte.

Teorema 2.3 Seja T o operador definido por (2.20). Se as condigoes (2.21),
(2.22) e (1.3) com (1.4), forem satisfeitas, entdo é vdlida a estimativa
dimker T < 1(2) + Y _ |2, (2.29)
%j<0
onde »; € Z, j = 1,n, sao os indices parciais da factorizagdo (1.3) da matriz

C.
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2.2.3 Caso 3

Considere-se o operador

T:I—CVP+,

41

(2.30)

onde agora é suposto que ¢ € C"*™(T) seja uma matriz diagonal por blocos

¢ Omxk
= Y ,
kam Co (t)

com ¢; € C™™(T), ¢y € C**¥(T), k+m =mn, e
0[01<Tj)} - T-‘r? ] = 1727

olea(my)] C To, j=1,2,
detco(t) #0, VteT.
Vamos reescrever o operador 7' na forma matricial. Temos

Tl Omxk . .
T= Obm T : Ly(T) — L3(T),
2

onde
Ty =1—c, VP, : LY(T) — Ly (T),
Ty =1—c,VP, : LE(T) — LE(T).

Os vectores

a; 0

, € Ly(T),
0 B;

onde «o; € L5 (T) sao fungoes linearmente independentes tais que:

a; € kerTy,i=1,2,....dimker 77,

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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e 3; € LE(T) sdo fungoes linearmente independentes tais que:
Bj € kerTy, 5 =1,2,...,dimkerT5,

sao solucoes linearmente independentes da equacao Ty = 0 e constituem
uma base do ntcleo do operador T'.

Entao obtemos
dimker T = dim ker 77 4 dim ker T5. (2.36)

Notemos agora que:

1. O operador T} satisfaz as condigoes do Teorema 2.2; seja (c1) o nimero
definido por (2.15) para a matriz ¢;.

2. O operador T satisfaz as condigdes do Teorema 2.3; seja [(¢2) o nimero
definido por (2.15) para a matriz ¢, e s os indices parciais da factorizacao
(1.3) da matriz c,.

As consideragoes anteriores permitem-nos escrever a estimativa seguinte.

Teorema 2.4 Seja T o operador definido por (2.30). Se as condigoes (2.32),
(2.33) e (2.34) forem satisfeitas, entao € vdlida a estimativa
dimker T < I(c1) +1(@) + Y |24

;5 <0

2.2.4 Caso 4

Considere-se o operador

T=I1-cVP,, (2.37)



CAPITULO 2. A DIMENSAO DO NUCLEO DE OISD 43
onde ¢ € C™*"(T) é agora uma matriz triangular por blocos

- [ 0

onde os blocos diagonais ¢; € C™™(T) e cg € CH*(T) satisfazem as
condicoes (2.32), (2.33) e (2.34), e f € C**™(T), k +m = n.

Comecemos por escrever o operador 1" na forma matricial. Temos

Tl Omxk
T= : L2(T) — L¥(T), (2.38)
F T
onde
Ty =1—c VP, : LY(T) — Ly(T),
Ty =1—c VP, : L5(T) — LE(T)
[§

F=—fVP, : Ly(T) — L5(T).

oY
Seja p = € L3(T), a € Ly(T) e 8 € LE(T). Temos

g
T1 0 (0% 0
F T 3 0
TlOé 0
& - . (2.39)
Fa+T,3 0
Consideremos os vectores

(67 0
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onde «; sao funcoes linearmente independentes tais que:

a; € ker'Ty,i=1,2,....dimker 77,
e 3; sao fungoes linearmente independentes tais que:

Bj € kerTy, 7 =1,2,... dimker 7.

a.
Neste caso constatamos que ' nao sao solugoes da equagao (2.39),
0
em geral. Os vectores sao solugoes linearmente independentes da
Bi
equagao (2.39). Tem-se
€ kerT.
B

Estas nao sao as tnicas solugoes de (2.39), em geral, como veremos em se-

guida. Considere-se o vector

Q;

g

onde «; € ker Ty, A equagdo (2.39) vem:

Seja (3,; uma solucdo particular da equac@o nao-homogénia (2.40); entao a

funcao §; + B, ¢ solugao de (2.40), i. e,

T5(Bj + Bpi) = —Fa.
Logo, para cada o; € ker T, tal que Fa; € imT5, com qualquer 3; € ker 15,
7 =1,2,...,dimker 75, tem-se

a;

ﬁj + ﬁp,i

€ kerT.
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O numero de solugoes linearmente independentes deste tipo é, no maximo,
igual a dim ker 77.
Deste modo concluimos que o nicleo do operador T' estd contido no

envolucro linear dos vectores

0 a;
ﬁj ﬁp,i

onde ¢+ =1,2,....dimker7Ty, j=1,2,...,dimker75. Logo
dimker T < dim ker T} + dim ker T5. (2.41)

As consideragoes anteriores e o Teorema 2.4 permitem-nos escrever a es-

timativa seguinte.

Teorema 2.5 Seja T o operador definido por (2.37). Se as condigoes (2.32),
(2.33) e (2.34) forem satisfeitas, entdo € vdlida a estimativa

dimker T < I(c1) +1(@) + Y |54

<0

Observagao. A igualdade prevista em (2.41) pode acontecer, em particu-
lar, quando a equagao (2.40) é resolivel para Va;, i = 1,2, ...,dimker T3, ou
se o operador (2.30) puder ser escrito como um produto do operador (2.37)
por um operador invertivel. E o que acontece, por exemplo, nos dois casos
seguintes:

1. Seja o operador 77 definido em (2.38) invertivel & esquerda e Tl(fl) um

seu inverso a esquerda. Constatamos que

I 0 T, O T, O
—FTCY T F T, O T,
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O primeiro operador do primeiro membro da igualdade anterior é invertivel;

logo, com (2.36), tem-se
dimker T = dim ker T} + dim ker T5. (2.42)

2. Seja o operador Ty definido em (2.38) invertivel a direita e T2(71) um

seu inverso a direita. Constatamos que

T, O I 0 T, O
F T ~T{VE T O T,

Analogamente ao caso anterior, é vélida a igualdade (2.42).

2.3 Com coeficiente matricial do tipo de per-
mutacao

Nesta seccao analisamos o operador I — ¢V P,, em que a matriz ¢ pode ter
valores proprios, nos pontos fixos do deslocamento, dentro e fora da circun-
feréncia unitaria.

Assim, considere-se o operador
T=1-cVP,, (2.43)

onde ¢ = [¢;;|™", ¢;; € C(T), i,j = 1,n, é uma matriz do tipo de per-
mutacao, i. e., uma matriz na qual um unico elemento, em cada linha e
coluna, é uma funcao nao identicamente nula, e todos os outros elementos
sao iguais a zero. Vamos mostrar que a dimensao do nicleo do operador
matricial T' é igual a soma das dimensoes dos niicleos de determinados ope-

radores escalares.
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Escrevendo o operador T na forma matricial temos:

I—=biy —=bip .. —bi
—by1 L —Dbap —ban
T = :
—bn_11 —bp_1n
—by 1 —bpo .. —bpp-1 I —Dby,

onde usamos a notagao

bi,j = Ci’jVPJr.

Em cada linha i apenas um dos operadores b; ;, j = 1,n é nao identicamente
nulo; designemos este operador por b;, e por ¢; a correspondente funcao nao
identicamente nula. Podemos proceder do seguinte modo:

1. Se by = by, j = 2,n, multiplicamos & direita o operador T' pelo

operador invertivel

I0 by .. 0
0 I
(2.44)
0
0 0 I

Se by = by 1, ignoramos este passo e passamos ao seguinte.

2. Multiplicamos o operador obtido pelo operador

I 0 0
0 I do,

0
0 0 I
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onde dy ;, j = 3,n, é o elemento ndo nulo da segunda linha, acima da diagonal
principal, do operador obtido pelo produto anterior; notemos que dy; = by

ou dg’j = bel-

Continuamos este processo até obtermos o operador matricial triangular

T 0 0
foq  Th
fnfl,l 0

fn,l fn,2 fn,n—l Tn

onde fi; = b, .0, <n—1e

Tk =71 — bsl...b , g, S n. (245)

Notemos que Y ,_, my = n.
3. Tendo em conta que se f, ; # 0, entdao T; = I, j = 1,n,

é valida a igualdade

T 0o .. 0
f2,1 T2
fn—l,l 0
fn7l fn,2 fn,n—l Tn
1 0 0 7 0 0
for 1 0 Ty
fn—l,l 0 0

fn,l fn,2 fn,nfl I O 0 Tn



CAPITULO 2. A DIMENSAO DO NUCLEO DE OISD 49

Daqui decorre que a dimensao do niicleo (conticleo) do operador matricial T’
é igual a soma das dimensoes dos ntcleos (contcleos, respectivamente) dos

operadores escalares Ty, k = 1,n. Assim podemos escrever:

Proposicao 2.5 O operadorT definido por (2.43) é um operador de Fredholm
em L3 (T) se e s6 se todos os operadores Ty, k = 1,n definidos por (2.45) sao
operadores de Fredholm em Lo(T). Neste caso

dimker T = Z dim ker T},

k=1

dim coker T = Z dim coker T}.
k=1

Agora suponhamos que as fungoes nao identicamente nulas ¢;, i = 1,n,
elementos da matriz ¢, sao prolongaveis analiticamente em T , com a possivel
excepcao de ¢,; usando a propriedade VP, = P,V cada um dos operadores

escalares T}, pode ser escrito da maneira seguinte
2 mp—1 m
Ty = I — cs 5. (a)cgg (7)., (@M )VTEPL my <.

Designando

ey (2.46)

_ 2
Gk = Cs,Csp () sy ()., (0
podemos escrever o operador Tj na forma

Tem-se g € C(T) e V™ um operador de deslocamento isométrico; assim

os Teoremas 2.2 e 2.3, podem ser usados para estimar a dimensao do nicleo
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de cada um dos operadores escalares T} e logo do operador matricial T de-
finido por (2.43). Analisemos esta possibilidade mais detalhadamente: apli-
camos as estimativas (2.19) ou (2.29) ao operador T}, conforme |gx(7;)| < 1
ou |gi(7;)| > 1, respectivamente; 7;, j = 1,2, sdo os pontos pontos fixos
do deslocamento. Por outro lado, podemos constatar que gx(7;), k = 1,n,
coincidem com os valores proprios da matriz ¢ nos pontos pontos fixos do

deslocamento. Temos
det(A —¢c) =0 < det [(A—c¢)cr] =0,

onde ¢1 é a matriz (2.44) com ¢; no lugar de b; e, tal como anteriormente, ¢;
¢é a unica funcao nao identicamente nula da linha 1. Procedendo de maneira
analoga aos pontos 1., 2. e 3. acima, obtemos os valores proprios da matriz
c

Ai(t) = csl(t)...csmk (t), mp<n,

com Y ,_, my = n.

Comparando com (2.46) constatamos a igualdade
Ae(75) = gi(T5).
Designemos por N, o conjunto
Ny ={gk : |ge(1y)] < 1}, (2.48)
e por N_ o conjunto
N = {ge: lon(m)| > 1A lgn()] # 0,% € T} (2.49)

Notemos agora que:
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1. Cada operador T}, tal que g € N, satisfaz as condigoes do Teorema
2.2; seja (gy) o numero definido por (2.15) para a funcao gy.

2. Cada operador T}, tal que g, € N_ satisfaz as condigoes do Teorema
2.3; seja [(gr) o numero definido por (2.15) para a fungao gy.

As consideragoes anteriores permitem-nos escrever a estimativa seguinte.

Teorema 2.6 Sejam T o operador definido por (2.43), gi. as fungoes defini-
das por (2.46), e N1 os conjuntos definidos por (2.48) e (2.49). E vdlida a
estimativa
dimker T < Z l(gr) + Z [1(gx) + max{0, —ind g }] .
grENL grEN—

Como exemplo ilustrativo, seja T o operador definido por (2.43) com

c € C™"(T) a matriz do tipo de permutacao

0 0 .. 0 ¢

0 cy O
c=

0 cpoq 0

¢ 0 ... 0 0

Usando a notacao

bk = CkVP+,]€ :]_,_n,

obtemos:

(a) Se n for um numero par,
dimker T" = dim ker(/ — b,b;) + dimker(I — b,,_1b2)+

+... + dim ker (I - bn_.|_2b2> . (2.50)
2

2
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(b) Se n for um nimero fmpar,

dimker 7" = dimker(/ — b,b1) + dimker(I — b,_1b2) + ...+

n+t1 (251)

+ dim ker (I - bn_+3[)n__1) + dim ker (I - b_) .
2 2 2
2L (n fmpar), forem

2

Se apriori as funcoes ¢, k = ,_g (n par) ou k = 1,
prolongéveis analiticamente em T, as igualdades (2.50) e (2.51) podem ser

escritas na forma:

(a) (n par)

dimker T = dimker(I — c,c;(a)V?Py) + dimker(I — ¢,_jco(a) V2P, )+
+... + dim ker <I — cn_HC%(oz)‘ﬂP > . (2.52)
2
(b) (n fmpar)

dimker T = dim ker(I — c,c1(a)V2P,) + dimker(I — ¢, ico()VZPy) + ..+

+ dim ker (I - cn_+30n__1(oz)V2P+) + dim ker (I - cn_HVP+) . (2.53)
2 2

2.4 Deslocamento na recta real

Nesta seccao iremos considerar o operador integral singular na recta real

compactificada a um ponto,
(2.54)

T=1-cUP, : L}(R) — L}(R),

[¢]
onde ¢ € C™(R ) ¢ uma func@o matricial continua,

(Up)(t) = ot +h), heRT,
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é o operador de deslocamento isométrico com o 1inico ponto fixo no infinito.
Ao operador de deslocamento U em I?&, corresponde um operador de desloca-
mento linear fraccionario que preserva a orientagao na circunferéncia unitaria
T do tipo de V definido por (1.10) (ver a seccao 1.4).

Como é sabido (ver, por exemplo, [13], ver também [35], p. 208), todos
os resultados obtidos na circunferéncia unitéria T (secgbes 2.1 a 2.3) sao
transferiveis para a recta real compactificada a um ponto HOQ: R U {o0}, com
os devidos ajustamentos e correspondéncias, entre as quais destacamos:

1. A uma matriz polinomial em T, com zeros no seu exterior, T_,
corresponde uma matriz racional em ]10& com zeros no semi-plano inferior,
C_ (considerando a orientacao positiva de T), com elementos da forma
rii(t) = pij (%), onde p; ; é um polinémio. Deste modo, o nimero [
definido por (2.15) para uma matriz d; € C™*"(T), é, correspondentemente,
definido por (2.58) para uma matriz dy € C’”X"(HOQ ).

2. A factorizacio em LY*™(T) (1.3) de uma funcdo matricial continua
em T, corresponde a factorizagao em Ly "(R) (1.5) de uma fungao matricial
continua em f&

Assim sendo, podemos escrever, da Proposicao 2.1:

Proposicao 2.6 Para qualquer funcao matricial continua d € C’"X"(]IOQ ) tal
que
old(c0)] C Ty, (2.55)

existe uma norma matricial induzida |.||, e uma matriz racional v com ele-

t—1 . . ‘
- |, onde p; ; € um polindmio, satisfazendo

mentos da formar; j(t) = p; ; (t i
i

as condigoes

max
tG]lOR

[r(®)d(t)r~ ' (t+ h)||, < 1 (2.56)
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P+T:t1P+ = T:t1P+. (257)

Sejam Ry o conjunto de todas as matrizes racionais r que satisfazem as

condigoes (2.56) e (2.57),
li(r) = max/; ;,
1(7) ;:1 max

onde [; j € o grau do polindémio p; ; que corresponde ao elemento r; ; da matriz

racional r, e

[(d) = min{l,(r)}. (2.58)

r€ERy

Do Teorema 2.2 decorre:

Teorema 2.7 Se c € C"X”(I& ) em (2.54) satisfaz a condi¢ao (2.55), entao
€ valida a estimativa

dimker T" < [(c). (2.59)

o

Suponhamos agora que ¢ € C"*"(R) satisfaz as propriedades
ole(o0)] C T, (2.60)

detc(t) £0, VteR. (2.61)

Desta ultima condicao decorre que a fungao matricial continua ¢ admite a
factorizacao (1.5) em L5*™(R). Suponhamos ainda que a condi¢ao (1.6) é
satisfeita.

Do Teorema 2.3 obtemos:
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Teorema 2.8 Se ¢ € C’”X”(]]O% ) em (2.54) satisfaz as condigoes (2.60),
(2.61), (1.5) e (1.6), entao € vdlida a estimativa

dimker T < 1(2) + Y _ |71, (2.62)

%j<0
onde 1(¢) é o mimero definido por (2.58) para a matriz ¢ = cyc e (a ), e

x; €L, j =1,n, sio os indices parciais da factorizagio (1.5) da matriz c.

Os Teoremas 2.4 e 2.5 podem ser formulados de forma andloga para o

operador definido por (2.54).

2.5 Com coeficiente polinomial relativamente

ao operador de deslocamento

2.5.1 Na recta real

Considere-se o operador integral singular na recta real R,

T = AP, + P_ : Ly(R) — Ly(R), (2.63)
onde
A=T+> a;(t)l7, (2.64)
j=1

aj € C’(f&), j = 1,n sao funcoes continuas,
Up)(t) = p(t+h), heRT,

¢ o operador de deslocamento isométrico com o tinico ponto fixo no infinito.
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Comecemos por definir o polinémio
As(n) =14 a;(c0)y’, neT. (2.65)
j=1

A invertibilidade do operador (2.64) implica que (ver, por exemplo, [25], p.
142-145)
Ax(n) #0, neT. (2.66)

Portanto, para o indice k(A) do polinémio A, (1) temos
0 <Ek(A) <n.

Considere-se agora o operador matricial (ver [25], [30])

T = AP, + P_: L}(R) — LZ(R), (2.67)
com
A=1+al, (2.68)
onde
ai(t) ao(t) e a1 (t) an(t)
a(t) =
—Lin-1 O(n—1)><1

e F, é a matriz identidade.

Tem lugar o seguinte resultado fundamental:

Proposicao 2.7 Sejam T e T os operadores definidos por (2.63) e (2.67),
respectivamente. O operador T é um operador de Fredholm em Lo(R) se
e so se o operador T ¢ um operador de Fredholm em LY(R). Neste caso

dimker T = dim ker T e dim coker T = dim coker T .
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Demonstragao. Comecemos por reescrever os operadores 71

T=1+aUP, +aU?P, + ...+ a,U"P, : Ly(R) — Ly(R),

eT:
A Ay Ay . A,
Ao I 0 ... 0
T=| 0 A I .. 0 |:LyR)— Ly(R),
o o o .. I

onde AOZ—UP+, Al :I+G1Up+, AQ :CLQUP+, A3:CL3UP+, ey

An:anUP+.
Temos
0 0 0 I A Ay As A, 00 0 I
00 I 0 Ay I 0 0 0 0 I 0
0 AO I 0 =
0 I 0 0 0 I 0 0
I 0 0 0 0O 0 O I I 0 0 0
I A 0 0
0 I A 0
0 0 .. I A
A, A, ... Ay A

Vamos prosseguir multiplicando a direita o ltimo operador pelos (n — 1)
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operadores invertiveis

I —A, O 0 I 0 0 0
0 I 0 0 0 I —-Ay ... 0
0 0 I 0 00 I 0
0 0 0 I 00 0 I

I 0 0 0

071 O 0

00 I —A

0 0 0 I

Obtemos

I 0 0 0

0 I 0 0

0o 0 .. I 0

Dy, Dy ... D,.1 D
onde D1 = An; D2 = An,1 - AnA(b D3 = An72 - AnflAO —+ AnAg, ey
D= A — AgAg+ A3 A2+ o+ (1) A, AR

E vélida a igualdade seguinte:

I 0 0 0
0 I 0 0
0 O I 0
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I 0 0 0 I 0 0 0
0O I 0 0 071 0 0
o o .. I 0 00 .. I O
Dy Dy ... Dy I 00 .. 0D

No segundo membro da igualdade anterior, o primeiro operador é invertivel;
o segundo operador é de Fredholm se e s6 se o operador D ¢é de Fredholm, e
os respectivos nimeros de defeito coincidem. Usando a propriedade

UP, = P,U, constatamos que D =7. =m
Agora vamos definir
Deo(n) = En +a(co)n, neT,

Se a condi¢ao necessaria para a invertibilidade do operador matricial (2.68)
(ver [25], p. 118-120)
det Do(n) #0, neT,

for satisfeita, entao para o indice k(A) do polinémio det D, (n) tem-se

0<k(A) <n.
Notemos que
det Dog (1) = Aco(n). (2.69)

Logo
k(A) = k(A) = ind A...

Entao, designando por \;(a, o) os valores préprios da matriz a(co), e por n;

as raizes do polinémio A (n), temos A, '(a,00) = —m;, i = 1,n, tendo em
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conta a igualdade (2.69). Notemos ainda que ind A, coincide com o nimero
de raizes do polinémio A, (1) que se encontram no interior do disco unitario,
ou, de forma equivalente, com o nimero de valores préprios da matriz a(oo)
que se encontram no exterior do disco unitario.

Tendo em conta o que referimos na secgao 1.5, as condigoes necessarias
e suficientes de invertibilidade do operador (2.64), e portanto condigoes de
Fredholm para o operador (2.63), podem ser escritas de forma simples em
dois casos extremos. Escrevemos ainda o indice do operador (2.63) nestes

dois casos (ver o Teorema 2, p. 149, em [25]).

Proposicao 2.8 ([25]) Sejam T o operador definido por (2.63) com coefi-
cientes a; € C’(]IOQ), Jj = 1,n, Ax(n) definido por (2.65) e seja satisfeita a
condi¢do (2.66).

Sao verdadeiras as sequintes assergoes:

1. Seind Ay, = 0, entdo o operador T € de Fredholm e
IndT = 0.

2. Seind Ay, =n e a,(t) #0,Vt 6]10%, entao o operador T" € de Fredholm
Ind7 =inda;".

Observacao. Se n = 1, entao as condigoes das assercoes 1 e 2 da Pro-
posicao 2.8 sao nao sé suficientes mas também necessérias para a propriedade

de Fredholm do operador T'.

Consideremos entao os dois casos mencionados.
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Teorema 2.9 Sejam T o operador definido por (2.63) e Ax(n) definido por
(2.65). Seind Ay, =0 e

ai(t) ao(t) e A (t) an(t)
a(t) = )
n—1 O(nfl)xl

entao € vdlida a estimativa
dimker T' < [(a), (2.70)
onde l(a) € o numero definido por (2.58) para a matriz a.

Demonstracao. Uma vez que ind A,, = 0, i.e., o]a(co)] C T4, podemos
aplicar o Teorema 2.7 ao operador T definido por (2.67). Com a Proposigao

2.7, obtemos a estimativa (2.70). =

o

Suponhamos agora que a € C"*"(RR) satisfaz a propriedade
deta(t) £0, VteR. (2.71)

Entao a fungao matricial continua a admite a factorizacao (1.5) em L3 "(R).

E ainda assumido que a condicio (1.6) é satisfeita.

Teorema 2.10 Sejam T o operador definido por (2.63) e Ax(n) definido
por (2.65). Se ind A, = n, a,(t) # 0,Vt EI([J%, e as condigoes (2.71), (1.5)
com (1.6), forem satisfeitas para a matriz a, entdo € vdlida a estimativa
dimker T < 1(a@) + Y _ |34, (2.72)
2¢;<0

1

onde 1(@) é o nmaimero definido por (2.58) para a matriz a = a,a " a*(a_y),

e x; €L, j =1,n, sao os indices parciais da factorizagao (1.5) da matriz a.
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Demonstragao. Como ind A, = n, i.e., ola(co)] C T_, podemos aplicar
o Teorema 2.8 ao operador T definido por (2.67). Com a Proposigao 2.7,

obtemos a estimativa (2.72). m
Se n = 2, a estimativa (2.72) pode ser escrita numa forma mais simples.

Corolario 2.1 Seja n = 2. Nas condi¢oes do Teorema 2.10, é vilida a

estimativa

dimker T < I(a) + max{0, —ind as }. (2.73)

Demonstracao. Se n = 2, a matriz a tem a forma

a= . (2.74)
-1 0
Temos
0 1 a 0
al = ?
10 aq -1

Se ind as < 1, entao os indices parciais s » da factorizagao
al = b, Ab_,

sao iguais a ind ay e 0 (ver [35], p. 147-148). Obviamente os indices parciais
da factorizacao

a=a_Aay,

sao os mesmos. Logo, s6 sao possiveis indices parciais negativos se ind as < 0.

Por outro lado temos
01
a_ =bL, a; = bJTr
10

Obtemos a férmula (2.73). =
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2.5.2 Na circunferéncia unitaria

As Proposicoes 2.7 e 2.8, os Teoremas 2.9 e 2.10, e o Corolario 2.1, podem
ser formulados de forma analoga para o operador definido na circunferéncia
unitaria T,

T = AP, + P_: Ly(T) — Ly(T), (2.75)

onde
n

A = I+ Zaj(t)Vj,
j=1

a; € C(T), j = 1,n sao fungodes continuas,

(Ve)(t) = ay (H)p(a(t)),

¢ o operador de deslocamento isométrico definido por (1.10).



Capitulo 3

Alguns casos particulares e

aplicacoes

Tendo em conta as estimativas para a dimensao do nicleo dos operadores
considerados no Capitulo 2, em particular a estimativa (2.73), iremos con-
siderar dois subtipos do operador definido por (2.63). O primeiro é um
operador T para o qual o nimero /(a~!) ndo desempenhard nenhum papel
na correspondente estimativa para a dimensdo do seu nicleo (secgao 3.1).
Depois consideraremos um operador 1" para o qual indicaremos as condicoes
de Fredholm e os seus nimeros de defeito (secgao 3.2). Deste tltimo ope-
rador daremos exemplos de operadores 7', mostrando que, em geral, nao se
pode excluir nenhum dos termos presentes nas estimativas obtidas; logo po-
demos concluir que as estimativas sao 6ptimas. Consideraremos um exemplo
de um operador, para o qual determinaremos explicitamente uma base do
seu ntcleo. Analisaremos ainda um exemplo do operador definido por (2.43)
(secgao 3.3).

Na seccao 3.4 utilizaremos os resultados obtidos para construir uma esti-

64
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mativa para o numero de solugoes linearmente independentes de um problema

de contorno de Riemann generalizado com deslocamento.

3.1 Um operador com coeficientes prolongaveis
analiticamente no semi-plano inferior

Considere-se o operador integral singular com deslocamento
Ty = [I +a1U + axU?| Py + P_ : Ly(R) — Ly(R), (3.1)

onde a5 € C (HOQ) s@o prolongéveis analiticamente em C_ (o semi-plano infe-
rior).
Como foi referido na seccao 2.5, o operador 7} é de Fredholm em Lo(R)

se e sO se o operador

Al :I+G1U+GQU2

é continuamente invertivel em Ls(R). Com as condigoes impostas aos coefi-

cientes, o operador A; satisfaz as igualdades
P AP =AP, PAP =N0.
De onde decorre que
TV = (P + A P)A

é um operador inverso a direita do operador 7). Portanto, se o operador T}
for de Fredholm, entao

Ind 7T} = dim ker T3.
Seja

Aroo(1) = L+ a1(00)y + ax(c0)y®, neT, (3.2)
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Aio(n) #0, neT. (3:3)

Tendo em conta a Proposicao 2.8, podemos escrever

Teorema 3.1 Sejam T, o operador definido por (3.1) com coeficientes
a9 € C’(]lo%) prolongdveis analiticamente em C_, Ay (1) definido por (3.2)
e seja satisfeita a condi¢ao (3.3).

Sao verdadeiras as sequintes assercoes:

1. Seind A; o =0, entdo o operador Ty € invertivel.

2. Seind Ay o =2 e as(t) #0,Vt EEOQ, entao o operador Ty € invertivel a
direita e

dim ker T} = —ind as.

Considere-se de novo o caso quando ind 4, .. = 2. Da demonstragao
do Corolério 2.1, como inday, < 0, uma vez que as € C(]IOQ) ¢ prolongével
analiticamente em C_, os indices parciais da matriz (2.74) sao s = inday e
2y = 0. Nao é dificil construir um exemplo de um operador 7T}, satisfazendo
as condigoes da asser¢ao 2 do Teorema 3.1, tal que [(a) = 0, e entao terfamos

a igualdade prevista na estimativa (2.73).

3.2 Um operador definido como um produto
de operadores

Agora considere-se o operador

Ty = [I +a1U + axU?| Py + P_ : Ly(R) — Ly(R), (3.4)
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onde a5 € C(f&), a1(t) = a_(t) + ar(t), az(t) = a_(t)ar(t + h), ax sdo
prolongaveis analiticamente em C. (os semi-planos superior e inferior), res-
pectivamente.
Seja
Ay =T+ (a_(t) + ay(t))U + a_(t)ay(t + h)U?

AQ,OO(TI) =1 + (Vl + V2)77 + V1V27727 n € T? (35)

onde 11 = a_(0), vy = ay(00).

A invertibilidade do operador A, implica que

A2,oo(77) 7é O’ n € T. (36)

Enao |n 2] # 1, onde 1 2 s@o as raizes do polinémio A, o (n). Note-se que

1
= - 3.7
T2 o (3.7)

O operador T3 pode ser escrito como o produto de operadores
Ty =T31.122, (3.8)

onde

Toy = A PL+ P, Thy=AgoPL + P, (3.9)

AQJII—FCL_U, A272:I+CL+U.

Tendo em conta a observacao depois da Proposigao 2.8, e as igualdades (3.8),
(3.7), considerando condigoes impostas aos coeficientes a4 similares aquelas

impostas ao coeficiente a; do operador T' com n = 1, dependendo do valor
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de ind As o, decorre que o operator 15 é de Fredholm se e s6 se ind As o, = k,
0<k<2

Utilizando a igualdade (3.8), analisemos mais detalhadamente o operador
Ts.
O operador Ty ¢ invertivel quando |v;| < 1, e ¢é invertivel a direita quando
11| > 1.
O operador Ty 5 ¢ invertivel quando |vs| < 1, e é invertivel a esquerda quando
v > 1.

Temos
Ind 7, = Ind T ; + IndT5 5 = dimker 75 ; — dim coker 75 5.

Denotando
inda- = -, inday =7, m22>0,
podemos escrever
Ind T3 =0, quando |vy2| <1, (Ind Ay o = 0),
Ind T, = —v,, quando || <1, |1n] > 1, (ind Ay = 1),
Ind Ty = v, quando || > 1, |a| < 1, (ind Ag o = 1),

Ind Ty = 71 — 72, quando |vy5] > 1, (ind Ay o = 2).
Além disso, pode-se mostrar que se verificam as seguintes igualdades:
dimker Ty = 0, quando |v19] <1ou |r| <1, || > 1. (3.10)

dimker Ty = v, quando |v]| > 1, o] < 1ou |vs] > 1. (3.11)

A igualdade (3.10) é 6bvia. Para demonstrar a igualdade (3.11), tem-se em

conta que:
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- O operador Ty, ¢é invertivel a direita e Tz(il) = (P; + Ag,lP_)AQ_j é um

operador inverso a direita do operador 75, e

- Como o operador 755 € invertivel a esquerda, dim ker 755 = 0.

Consideremos o projector no ntcleo do operador 75 5,
H=1—T "oy = —(I — As))PL AP

Constata-se que

7T, = 1.

Portanto II é também um projector no nicleo do operador T5.
Logo
dimker 75 = dimker T5 1 = ;.

Reunimos os resultados sobre o operador 75 no Teorema seguinte:

Teorema 3.2 Sejam Ty o operador definido por (3.4) com coeficientes
ajo € C’(I&), ar1(t) = a_(t) + a4 (t), as(t) = a_(t)ay(t + h), ax com prolon-
gamento analitico em Cy., respectivamente, Ay (n) definido por (3.5) e seja
satisfeita a condi¢io (3.6).

O operador T, é de Fredholm se e so se for satisfeita uma das sequintes
condigoes:

1. ind Ag oo = 0. Além disso, o operador Ty € invertivel.

2. ind Ay oo =1 com

(a) la_(00)| < 1, |as(00)] > 1 e ay(t) # 0,¥t €R. Além disso, o

operador Ty € invertivel a esquerda e

dim coker 7 = ind a, .
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(b) la_(00)| > 1, |as(c0)| < 1 e a_(t) # 0,¥t €R. Além disso, o

operador Ty € invertivel a direita e
dimker75 = —inda_.
3. ind Ag o =2 e ax(t) #0,Vt €R. Além disso,

dimker7y, = —inda_ e dimcoker7; =inda,.

3.3 Exemplos

Nesta secgdo vamos aplicar a estimativa (2.73) a dois exemplos concretos
do operador T3 estudado na seccao anterior. Daremos um exemplo de um
operador para o qual determinaremos uma base do seu ntucleo. Iremos ainda

analisar um exemplo do operador definido por (2.43).

Exemplo 1. Seja

t+1 t—1

a_(t) = Qt—i’

Pelo Teorema 3.2 temos

dimker 75 = 1.

A matriz

a_(t)+ay(t) a_(t)ar(t+1)
-1 0
2t+2:+2t—2: 4t+Z:t+1—Z:
— t—1 t+1¢ t—it+141
-1 0
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admite a factorizacao

alt) = a_ (YA ()as (1),

onde
—44 —8it +1 ] 14+2it+1
1 0
10
A(t) = ,
0 1
-1 0
a (t)=| 2+4 t—z: 4—8zt
g bre gyt
t+1

Comprova-se que
pla*(c0)] < 1, mas, max pla”'(t)] > 1.
teRr

Seja
t+2+ 3

Entao tem-se

mzaixp[r(t)fi(t)rfl(t +1)] < 1.

Logo l(a) = 1.

Agora apliquemos a estimativa (2.73) ao operador T5; obtemos
dimkerT; <1+40.

Ou seja

1 =dimkerT; <1.

71
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FExemplo 2. Seja agora

w®=2(5) . al =2 OO =i+,

Neste caso

dim ker T, = 2.

A matriz

) t—l—z: 2+2t—@: A t—i—z: 2t+1—z:
- t—1 t+1 t—1 t+1+1
—1 0

admite a factorizagao

alt) = a_ (A (t)as (1),

onde )
—208+4i (t4+i\* | 142t
a_(t) = 125 t—i 5 t—i
1 0
1 0
A(t)_ t—1 -1 )
0 ( Z.)
t+1
—1 0
a,(t) = —6+8¢+2+4¢t—;+2(t—§)2 4—8i
25 5 t+i t+i) g 1T
t+1

Verifica-se que

pla(c0)] < 1, mas, max pla™'(t)] > 1.
teER
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Como no exemplo anterior, seja

Entao tem-se

max p[r(t)a(t)r (t +1)] < 1.

o
teER

Logo l(a) =

Aplicando a estimativa (2.73) ao operador T» obtem-se
dimker7s <1+ 1.

Ou seja

2 =dimker T, < 2.

Exemplo 3. Considere-se o operador

T3 = A3P+ + P LQ(R) — LQ(R), (312)
onde
t4i\"
A3:I—u<t_i> U, (3.13)

comk >0, ueC, |pl#1.

Este operador é um exemplo do operador T5; definido em (3.9); como tal
temos (ver a secgao 3.2):

1. O operador T3 é invertivel quando |u| < 1; um operador inverso do

[e.9]

operador T3 é Té_l) = (Py + AgP_)Agl, onde, neste caso,
A0 = ) |

t+1

— t—1
t+i ti\* [t h+i\"

= 1 U+ u? U? + ...

+'u(t—z') s <t—i) <t+h—z'> to
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N k Nk
t t
u( H.) U < H.)
t—1 t—1

2. O operador Ty é invertivel a direita quando |u| > 1; um operador

pois

< lul 101 = lul < 1.

inverso a direita do operador T3 é, evidentemente, Té_l) = (P, + A3P_) A3

Calculemos Az'; de

N\ k
Ay = f—u(tﬂ_) U

N\ k K
t—1 w\t+1
temos L
-\ k - N
Ajt=—2U? I—l(t_Z) ! (“?) 1.
" wA\t+1 t+1
Como
1 (t—i\" L/t —i\" 1
S(5) =BG o= <
wA\t+1 " t+1 W

usando a correspondente série de Neumann, podemos escrever
e e N R T
A= -y —( Z.) U ( Z.) I
7 . t+1 t+1
1 1 (t—i\" 1 (t—i\" (t—h—i\"
= ——UIT+-= U+ = U2+ ..
I { +,u(t+i) +u2 <t—i—i) (t—h+z’) T
1 (t—i\" (t—h—i\"
+— ; | -
pwm o\t +i t—h+1

(i) o (5
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1 t—i\" 1 /t—i\"[t—h—i\"
= ——U" - Ut
14 {(t+i) +u(t+i) (t—h+i) +
Lt Frt—h—i\*(t—2n—i ’“U_2+ N
p \t+i t—h+i t—2h+1 o
1 (t—z)k<t—h—z’)k
+— . -
pwm o\t +i t—h+1
N k N\ Kk
t— — — — —
B e
t—(m—1)h+i t—mh+1
1 /(t—h—1i\" 1 (t—h—i\*[t—2n—i\"
S S R B B 5 o R U2+ ..
{u(t—h—i—i) +,u2 (t—h—i—i) (t—2h+z’) Tt
Ll (t=hei Frt—2n—i\"
pt\t— b+ t—2h4i)

(t—mh i Bt —(m41)h kU*(m+1>+... |
t—mh+i) \t—(m+1)h+i

Obtemos

Ayl =

_—Z t—h—i\"[t—2n—i\" t—(m+1h—1 kU—(m+1)
B prtt \t —h+i) \t—2h+i) T\t—(m+1)h+i '

(3.14)

3. Um projector no niucleo do operador 75 é
M=1-—T Ty =—(I— Ay)P A P

4. A dimensao do nicleo do operador T3 (com |u| > 1) é k. Vamos
construir uma base no subespaco ker T5. Considere-se a seguinte familia de

fungdes de Ly(R), com prolongamento analitico em D_:

Calculemos
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Com (3.13) e (3.14) temos
t+1 1 t—h—1 t—2h—1
My, = — UP, < —
7t ”(t—z‘) +{ ;Jumﬂ (t—h+i) (t—2h+i)
“\t—(m+ Dh+i (t — i)
t+41 1 t—h—1 t—2h—1
= UP — ] ...
“(t—z‘ *{Zumﬂ (t—h—l—i) (t—2h+i)
t—(m+1)h—i\" 1
\t—(m+1h+i) (t—(m+1)h—i)
t+41 1 t—h—1 t—2h—1
= (i) v e () (o) -
t—(m+1)h—i\" 1
\t—=(m+1h+i) (t—(m+Dh—=0i) [’

porque as funcgoes situadas dentro do somatorio sao prolongaveis analitica-

mente em D, . Prosseguimos
t+1 1 t—1 t—h—1
7t 'u(t—z') {mzzoumﬂ <t+z’) (t—h+i)
t—mh—i\" 1
S \t—mh+1i) (t—mh—1i)

B ii t—h—i\" [(t—mh—i\" 1 L1
& \t—h+i) T\t—mh+i) (t—mh—i) (t — i)

=1

As funcoes obtidas

Iy, € ker Ty, 1 =1,k,

sao linearmente independentes: as fungoes situadas dentro do somatorio sao

prolongaveis analiticamente em C, e as funcgoes m, | = 1,k, sdo pro-

longaveis analiticamente em C_ e formam um sistema de funcoes linearmente
independentes; logo as funcoes [lp; constituem uma base do ntcleo do ope-

rador T3.
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5. Ilustremos as estimativas (2.70) e (2.72), para n = 1, aplicando-as ao

operador T3, com |u| < 1 e |u] > 1, respectivamente. Vamos reescrever o

operador T3:
T3 = I + CLUP+,

t+i\"
ondea(t):—u(t_i) ,k>0,peC, |pl#1.

(a) Seja |p| < 1. Temos

t+i\"
HA\ TS

Logo, tendo em conta o Teorema 2.9, r = 1 e [(a) = 0, e portanto

la(t)] = = |ul<1, WVteR.

0 =dimkerT; <0.

(b) Seja agora |u| > 1. Temos

N\ k
t—1
—1
H <t+z’)

Entao, tendo em conta o Teorema 2.10, r =1 e I(a) = 0.

o (t)| = —|u!| <1, VteR.

Por outro lado, o indice da factorizacao (1.5) da fungao a(t) é —k.
Logo
k =dimkerT3 < k.

Ezemplo 4. Considere-se em Ly(R) os operadores

t+1

T, = I-2—U*P,,
t—1
t+ 2
o= -2 pep,
t— 2

onde (Up)(t) = p(t+1).
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A dimensao do nicleo de cada um destes operadores é 1; a estimativa
(2.72) aplicada a estes operadores da-nos o mesmo valor (ver o exemplo 3,

ponto 5(b)). Deste modo
1 =dimker7, <1, 1=dimker7; <1. (3.15)

Seja agora T o operador definido em L3(R)

Ty =1—cUP,,
onde ¢ é a matriz
0 0 0 ¢
0 0 ¢ O
c= ,
0 c3 0 O
cgu 0 0 O
com
t—14+1 t—14+ 2
) = —— fy=—"=
at) o W=
t+1+ 3 t+1+2¢
) = o— -T2 O S iy
cs(?) = @l t—i

A igualdade (2.52) permite-nos escrever

dimker Ty = dimker(I — cyc;(t + 1)U?Py) + dimker(I — czco(t + 1)U Py)

= dimker T, + dimker T5 = 2.
Com (3.15) e o Teorema 2.6 obtemos

2 = dimker Ty < 2.
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3.4 Um problema de contorno de Riemann
generalizado com deslocamento

Este tipo de problemas tém sido estudados nos ltimos cinquenta anos. Par-
ticularmente nos anos sessenta e setenta a teoria deste tipo de problemas
de contorno foi intensamente desenvolvida, aparentemente estimulada pelos
livros [43] e [42], publicados em 1950 e 1959, respectivamente, e onde sao
considerados problemas de contorno com deslocamento e suas aplicagoes a
mecanica dos meios continuos (ver o Prefdcio). No livro de I. Vekua [42], em
particular, é mostrado que o problema da rigidez de uma superficie fechada
formada por duas partes coladas, dependendo de condigoes adicionais, é re-
duzido ao problema de contorno (3.16) definido abaixo, com a = ¢ = 0, e num
contorno fechado (ver [42], p. 363-366; ver também [34], p. 173-175). No
livro de N. Vekua [43], é considerado um problema da teoria da elasticidade
para corpos anisotrépicos. O ntmero de solugoes linearmente independentes
deste problema é majorado pelo nimero de solucoes linearmente indepen-
dentes do problema (3.16), também com a = ¢ = 0 e num contorno fechado
(ver [43], p. 361-371; ver também [34], p. 340-341).

Como foi referido no Prefacio, foi construida a teoria de Fredholm para
problemas de contorno com deslocamento (de Carleman e ndo Carlemane-
ano) [25]. Mas as questoes mais finas e precisas (e interessantes do ponto
de vista das aplicagoes) sobre a solubilidade de problemas de contorno com
deslocamento sé foram consideradas sob condigoes muito restritivas para os
respectivos coeficientes [33]. Recentemente o desenvolvimento com sucesso

da teoria dos operadores integrais singulares com deslocamento linear frac-
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ciondrio de Carleman e conjugacao (ver, por exemplo, [9], [20], [21], [22],
[23] e [24]) torna possivel a construgao da teoria da solubilidade para os pro-
blemas de contorno relacionados (ver [34]). Contudo mantém-se aberta a
questao sobre a solubilidade dos problemas de contorno com deslocamento
nao Carlemaneano. Nesta seccao é construida uma estimativa para o nimero
de solucgoes linearmente independentes de um problema de Riemann genera-
lizado com deslocamento nao Carlemaneano.

No que se segue, EQ”(R) designara o espaco linear real correspondente
a LY'(R), m = 1,2,3. Em EQ(R) vamos considerar o seguinte problema
de contorno: determinar as fungdes ¢, (2) e ¢_(z), analiticas em C; e C_,
respectivamente, que satisfazem a condigao imposta nos seus pontos fronteira,
i. e., em R,

P+ = ap_ +bp_(a) + p= +dp_(a), ¢_(00)=0. (3.16)
Em (3.16)
at)=t+h, heR",
ea,b,c,de C’(]lo%)
Tal como anteriormente, U : Ly(R) — Ly(R) é o operador de desloca-

mento isométrico
(Up)(t) = p(t+h).

Considere-se também o operador de conjugacao complexa C,

(Co)(t) = (1),

que goza das propriedades:
1. O operador C' ¢ limitado e antilinear em Ly(R). O operador C é

limitado e linear em Ly (R).
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2. O operador C' é involutivo, i. e.,
C?=1. (3.17)

Os operadores U e C' gozam das propriedades:

CU =UC, (3.18)
UP, = P,U, (3.19)
CP. = P.C, (3.20)

onde Py : Ly(R) — Lo(R) sdo os operadores de projeccio complementares
definidos por (1.2) (com S : Ly(R) — Ly(R) o operador de integracio singular
definido por (1.1))

Considere-se o operador emparelhado
Ky =—P; + (al +bU + cC + dUC)P-.

O problema de contorno, com a condigao fronteira (3.16), é equivalente ao

problema de determinar o nicleo do operador Ki; assim temos
n = dim ker K7, (3.21)

onde n é o nimero de solucoes linearmente independentes do problema de

contorno (3.16).

Proposicao 3.1 Seja Ky : L2(R) — L:(R) o operador emparelhado com

deslocamento

Ky = (MiI + MyU)P, + (MsI + M,U)P-, (3.22)
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onde Mj, j = 1,4, sao as fungoes matriciais

-1 ¢ 0 d
Ml = ) M2 = _ )
0 a 0 b
a 0 b 0
M3 = ) M, = _ )
¢ —1 d 0
entao € valida a igualdade
L.
n=g dim ker K. (3.23)

Demonstracao. E sabido que (ver, por exemplo, [34]), das propriedades

(3.17), (3.18), (3.19) e (3.20) decorre a igualdade
Nydiag (K, Ky)N7t = Ko,
entre os operadores Ky, K; e o seu operador associado
Ky = —P, 4 (al +bU — ¢C — dUC)P_,

onde N; ¢ o operador invertivel em L2(R)

N 1 I T
1= —=
vV2\ o —¢
Entao temos
dim ker K, + dim ker K; = dim ker K. (3.24)

Por outro lado os operadores K; e K 1 sao semelhantes,
() 'K, (i) = Ky,

de onde tem-se

dim ker K| = dimker[?l.
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Com (3.21) e (3.24) obtem-se (3.23). m

Analisemos mais detalhadamente o caso quando b = 0.

Se a funcao a € C (IE&) satisfaz a propriedade
a(t) £0, VteR, (3.25)

os coeficientes do operador emparelhado K, definido por (3.22), i. e., os

operadores funcionais
My I + MU, M3l + MyU,

sdo invertiveis, e portanto o operador K ¢ de Fredholm em L2(R) (ver a

seccao 1.5).

Seja
Ky = (MsI + MyU) 'K, (3.26)
onde
at 0 0 0
(M31+M4U)_1 = I+ _ U,
ca=t —1 da '(a) 0
entao
Ky = (Aol + AU + AU Py + P,
onde
—a~! alc
AO = 5 (327)
—a7'¢ |c|fa -7
0 da™*
A= ) (3.28)

—da Y (a) eda™' + da"'(a)c(a)

0 0
A2: )

0 f
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f=a"a)dd(a). (3.29)

Tendo em conta (3.26) e (3.23) temos
1 . ~
n=g dim ker K. (3.30)
Proposigao 3.2 Seja Ky : L3(R) — L3(R) o operador emparelhado
Ks = (Bol + ByU)P, + P_, (3.31)

onde By e By sao as fungoes matriciais

Ao 0 A 0
By = ol|l, B = . (3.32)
0 0 1 0 -1 0

e Ay, Ay e f sao definidas por (3.27), (3.28) e (3.29), respectivamente; entao
€ vdlida a igualdade

1
n= 3 dim ker K.

Demonstracao. Designemos por /N o operador invertivel em Eg(R)

I 0 0
N=10 1 0 [;

0 UP, I
facilmente se verifica que
K, 0
KgN — fUP+ )
0 O 1

onde K3 é o operador definido por (3.26). Com (3.30) decorre imediatamente

a assercao da Proposi¢ao. m
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Como sabemos, se Ay € C 2Xz(]lo%) satisfaz a propriedade
det Ag(t) #£0, Vit €R,

entdo a funcdo matricial continua Ay admite a factorizacdo (1.5) em L3**(R)

que, por conveniéncia, aqui lembramos
Ag=A_AA,, (3.33)

onde

2x2

(t—i) 1A% € [@(R)}M, (+ita e [L®)]

_t_,l’.
Ct44

A = diag (6”,07), 0(t)

»12 € 7 sao os indices parciais da factorizacao com s > s5. Além disso é

suposto que a condigao (1.6) ¢ satisfeita.

o

Proposicao 3.3 Seja a € C(R) uma fungao escalar que satisfaz a proprie-
dade (3.25) e

a=a_0a,, k,=inda,

uma factorizagdo de a em Ls(R); entdo os indices parciais da factoriza¢ao

da func¢ao matricial Ay definida por (3.27) sao
i = —ko+k, = —k,—k, (3.34)
onde k € a dimensao do nicleo do operador
I—Pu Pu"P_,

eu.=Pu,u=c_(a_ay) ', c.=P_c.
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Demonstracao. A funcao Ay pode ser escrita como o produto

Ay=60""B_MB,,

onde
1 0 a”t 0 1 0
B_ = ,
[G 0 ay uy 1
1 u a’l 0 -1 ¢
B+ _ + + + :
0 1 0 a— 0 1
1 U_
M =

e Ccy = P:tC, U+ = Piu.

Entdo para construir a factorizacdo da funcdo matricial Ay em L3**(R),
é necessdrio factorizar o factor central M. E sabido que a fungao matricial
hermitiana M admite a factorizacao seguinte em L3**(R) (ver, por exemplo,

[34], p. 157-158, [35], p. 289, ver também [5] e [6])
M = M_diag (6%,607%) M,
onde k é a dimensao do ntucleo do operador
I —Pu Pu"P_, (3.35)
ou seja, k ¢ a multiplicidade de 1 como valor proprio do operador autoadjunto
Pu Pu_P_.
A 1ltima igualdade significa que

Ay = B_M_diag (0 % o~ %"\, B,
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é uma factorizacdo da funcdo matricial Ay em L3**(R), e os niimeros inteiros

definidos por (3.34) séo os seus indices parciais. m

Deve ser sublinhado que, no caso da funcao matricial M admitir uma
factorizacdo canénica (k = 0) em L3**(R), um algoritmo para calcular os
factores externos M. é proposto em [5].

Agora vamos introduzir algumas notagoes:
s - -
wyp = +2;, j=1,2,

onde

1
o= 5(%3' + []), (3.36)

respectivamente; entao o factor central da factorizagao (3.33) da fungao ma-

tricial Ay pode ser escrito na forma
. + +
A=A_A,, AL=diag(0™,07), (3.37)
respectivamente.

Proposicao 3.4 Sejam a € C’(]]OR) uma funcao escalar que satisfaz a propri-
edade (3.25), By a fun¢do matricial definida em (3.32), Ay e 519 0s factores
externos e os indices parciais, respectivamente, da factorizacao em LgXQ(R)

da fungao matricial Ay definida por (3.27). Entao

n < —(dimker K — 23] — 231, ), (3.38)

N —

onde K : L3(R) — L3(R) € o operador emparelhado

K = (I + AU)P, + P_, (3.39)
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A € a fungao matricial
A = diag (AZ'A~!, 1) B diag (A7 (@) AT (@), 1), (3.40)
A+ sdo definidos por (8.37) e s, sio definidos por (3.36).
Demonstracao. O operador Kj definido por (3.31) admite a facto-
rizacao seguinte
K3 = diag (A_, 1) Kx[diag (A, 1) P, + diag (AZ', 1)P_], (3.41)

onde

Ky = [diag (A, )] + ZLU] P+ P,

A = diag (A~1,1)B,diag (A (a), 1).
Teém lugar as igualdades
K K_ = diag (A_, 1)K, (3.42)
K =KK,, (3.43)

onde

K =P, +diag(A_,1)P_, K, =diag(Ay,1)Py + P_,
K= [diag (A, 1)I + diag (A~ 1)ZU] P, + P,

e K é o operador (3.39).

Retomemos a igualdade (3.42). O operador diag (A_,1) é obviamente

invertivel. O operador K_ é invertivel a esquerda: tem-se dimker K_ = 0
e dim coker K_ = —3; — 3, em L3(R) (ver, por exemplo, [40]). Em L3(R)
tem-se

dim coker K_ = —23¢; — 2z, . (3.44)
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Entao de (3.42) pode-se concluir que
dim ker Ky < dim ker K + dim coker K _. (3.45)
O operador K, também ¢é invertivel a esquerda; de (3.43) obtemos
dimker K < dim ker K. (3.46)

Os factores externos na factorizagao (3.41) sdo operadores invertiveis; tendo

em conta a Proposicao 3.2, temos
1.
n = édlmkerKA.
Com as desigualdades (3.45) e (3.46) obtemos

n < —(dimker K + dim coker K_).

N —

Daqui, com (3.44), decorre a asser¢ao da Proposi¢do. m

Agora vamos utilizar o limite superior (2.59) proposto no Teorema 2.7
para afinar a estimativa para o nimero de solugoes linearmente independentes
do problema de contorno (3.16); tendo em atengao que o operador K aqui

considerado ¢ definido em L3(R), podemos escrever:

Proposicao 3.5 Sejam K o operador definido por (3.39) e a € C(f&) uma

fungao escalar que satisfaz a propriedade (3.25). Entdo € vdlida a estimativa
dimker K < 2I(A), (3.47)
onde l(A) € o nimero definido por (2.58) para a matriz A.

Demonstracao. Tendo em conta o Teorema 2.7, basta demonstrar que

a funcao matricial (3.40) satisfaz a condigao

o[A(c0)] € T,
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De facto, se Ay s@o os factores externos da factorizagao (3.33) da funcao

matricial (3.27), entao

ou

AT (00) = Ay (00) A (00). (3.48)

Tendo presente (3.40), temos
A(o0) = diag (AZ!(00), 1) By (00)diag (A1 (c0), 1).
Com (3.48) podemos escrever
A(o0) = diag (A7 (00), 1) By (c0)diag (A5 (00), 1)diag (A_(00), 1)

A dltima igualdade significa que as matrizes A(oc) e By (oo)diag (Ay*(c0), 1)

sao semelhantes. Verificamos facilmente que a matriz

la| " ed —la|*d 0
Bi(co)diag (A (0),1) = | d+1a| 2 ()2d —|a| *ed |d|*a? :
—(a)~'e (@)~! 0

[e.e]
é nilpotente; logo A(co) também o é, os seus valores préprios sao todos iguais

a zero, e a assercao da Proposicao é verdadeira. m

Utilizando as Proposicoes 3.4 e 3.5, podemos escrever o resultado principal

desta secgao:

Teorema 3.3 Sejam a € C’(]IOQ) uma fungao escalar que satisfaz a propri-

edade (3.25), ko, = inda, k a dimensao do nicleo do operador (3.35), A a
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fungao matricial definida por (3.40) e l[(A) o nimero definido por (2.58) para

a matriz A. Entao € vdlida a estimativa
n < I(A) + max(k, — k,0) + max(k, + k,0), (3.49)

onde n € o numero de solucoes linearmente independentes do problema de

contorno de Riemann generalizado com deslocamento (3.16).
Demonstracao. Em (3.38), em vez de —23¢; — 23, , considere-se a soma
max(—s, 0) + max(—sz,0),

ou, com (3.34),
max(k, — k,0) + max(k, + k,0).

Com (3.47) obtemos (3.49). m

Observacao. Sobre o caso quando a = 0. Temos o problema de contorno

pr =bp_(a) + - +dp_(a), @-_(c0) =0,

Considere-se a funcao de deslocamento

e o problema

pila) =bla - +clap-(a™h) +d(a )P

Designemos
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Obtemos o problema de contorno com o deslocamento o™*

Vi =a_ + - +dig_(al), ¢_(o0) =0,

que facilmente constatamos ser equivalente ao problema (3.16) com b = 0.
Logo o nimero de solucoes linearmente independentes no caso de a = 0 pode

ser estimado analogamente ao caso de b = 0.

Exemplo. Em ZQ(R) vamos considerar o problema de contorno

pr =0p_ +0-+p_(a), ¢_(0) =0,
onde a(t) =t + 1.
Este problema tem duas solugoes linearmente independentes:
A0 = 2t+) +(ar) QL=
G0 = —ila+) QP =it-i
e portanto n = 2.

A fungao matricial Ay definida por (3.27) admite a seguinte factorizagao

em L3**(R)

| -1 1 6=t 0 10
07t 0 -1 0 0 ot 01
logo os indices parciais sdo s = 3y = —1, e portanto, 2 =n < [(A) + 2.

Agora vamos calcular o nimero [(A); a fun¢do matricial definida por
(3.40) é
1 -1 0
A= 1400 (a) -1 007 (a)
—1 1 0
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Constatamos que todos os valores préprios da funcao A sao iguais a zero;
logo {(A) = 0. Obtemos

2=n<2.
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