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Resumo. Neste trabalho apresenta-se um modelo de elementos finitos, baseado na teoria
classica de placas, para a analise linear e ndo-linear de estruturas do tipo placa/casca
integrando sensores e actuadores piezoeléctricos. E usado um simples e eficiente elemento
placa/casca triangular plano de 3 nds, e em cuja formulacdo se introduz um grau de
liberdade referente ao potencial eléctrico, por cada camada piezoeléctrica do elemento
finito. E utilizada a formulag&o Lagrangeana actualizada associada & tecnica de Newton -
Raphson para a solucéo iterativa das equacdes de equilibrio .O modelo pode ser aplicado a
cascas piezolaminadas com geometria e carregamento arbitrarios. Apresentam-se Varios
exemplos ilustrativos cujos resultados mostram a eficiencia do modelo proposto.
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1. INTRODUCAO

Nos ultimos anos 0 estudo de estruturas inteligentes tem atraido muitos investigadores
devido as suas potenciais vantagens numa larga gama de aplicagdes, tais como controle de
forma, supressdo de vibragoes, atenuacdo de ruido e deteccdo de dano. O uso de materiais
“inteligentes’ tal como os materiais piezoeléctricos na forma de |&minas ou “patches’,
embebidas ou coladas na superficie de estruturas construidas de materiais compdsitos, permite
assim obter estruturas que por um lado sdo adaptativas e por outro revelam excelentes
propriedades mecénicas, aumentando assim bastante o desempenho e a fiabiliadde de sistemas
estruturais. Os materiais piezoeléctricos tém a propriedade de gerar uma carga eléctrica sob a
accdo duma carga mecanica e o reverso, isto €, aplicando um campo eléctrico nos elementos
piezoeléctricos da estrutura, esta deforma-se.

Investigacdo pioneira no dominio das estruturas inteligentes é devida a Allik e Hughes [1]
que analisaram a interacdo entre electricidade e elasticidade. Referem-se ainda os trabalhos de
Crawley e Luis [2], que estudaram o controle de vibragdes de vigas laminadas com material
piezoeléctrico embebido ou colado a superficie da viga, e de Tzou e Tseng [3], que
apresentaram uma formulagéo por elementos finitos em placa e cascas contendo actuadores e
sensores piezoeléctricos. Mais recentemente sdo de referir os trabalhos de Chandrachekhara e
Agarwal [4] , Saravanos et al. [5], os quais apresentaram respectivamente, formulagdes por
elementos finitos para o controle de vibracdes, controle de deslocamentos de flex&o, e andlise
dindmica de placas laminadas. Referem-se ainda revisdes bibliograficas acerca da modelacéo
de estruturas adaptativas por elementos finitos publicada por Benjeddou [6] e Senthil et al.
[7]. Recentemente Yi et al. [8] desenvolveu um elemento finito 3D para analise da resposta
ndo-linear dindmica de estruturas laminadas adaptativas usando uma formulacéo Lagrangeana
actualizada. Os resultados numéricos mostram que a amplitude, a frequéncia da vibracdo e as
diferencas de potencial sdo significativamente infuenciadas pelas grandes deformactes da
estrutura.

Neste trabalho, € apresentado um modelo de elementos finitos, baseado na teoria classica
de placas, para a andlise linear e ndo-linear de estruturas do tipo placa/casca integrando
sensores e actuadores piezoeléctrico na forma de |aminas ou “patches’. E usado um simples e
eficiente elemento placa/casca triangular plano de 3 nds, com 18 graus de liberdade referentes
ao vector de deslocamentos generalizados, e em cuja formulagdo se introduz um grau de
liberdade referente ao potencial eléctrico, por cada camada piezoeléctrica do elemento finito.
E utilizada a formulagio Lagrangeana actualizada associada a tecnica de Newton -Raphson
para a solucéo iterativa das equacdes de equilibrio. O modelo pode ser aplicado a cascas
piezolaminadas com geometria e carregamento arbitrarios. Apresentam-se varios exemplos
ilustrativos cujos resultados mostram a eficiencia do modelo proposto.

2. CAMPO DOSDESLOCAMENTOS E DEFORM AQOES
E usadaa Teoria Cléassica de Kirchhoff. Assume-se que as componentes do deslocamento,
Figura 1, dum ponto genérico referenciadas ao sistema de eixos locais (X,y,z), tém aforma:
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U(x,¥,2) = Uo (x,Y) - 27l
V(X! y! Z) = VO(X’ y) tz qX (1)
W(X,Y,2) = wo(X,y)

onde (ug,vy,w,) Sd0 0s deslocamentos dum ponto no plano dereferencia do laminado, e
_ w iw

Oy =- ‘ﬂ_ and gy = ‘ﬂ_ S80 as rotaghes em torno dos eixos X e Yy, respectivamente.
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Figure 2. Elemento finito triangular com os eixos materiais (1,2,3) e geometricos (X,y,2)

A presente teoria considera grandes deslocamentos e pequenas deformagdes. As

componentes das deformacdes de Green associadas com 0s deslocamentos da equagéo (1) sdo
dadas por:
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3. LAMINADOS PIEZOELECTRICOS. RELAQOES CONSTITUTIVAS.
Num material piezoeléctrico, a interaccdo entre os campos mecéanico e eléctrico sdo
definidos pelas equactes de Maxwell [9]:

1 1
F =3 Cijki &ij & ~ €ijk &j Ex - > P Ex E| (€©)
tal que
F F
Sij = o Dj =- = (4)
ET TE;

onde E € o vector do campo electrico, D é o vector do deslocamento electrico, C o tensor dos
mabdulos de elasticidade, e o tensor das deformagdes, s 0 tensor dastensdes, e o tensor dos
mbdulos piezoeléctricos, e p 0 tensor das constantes dieléctricas, no sistema de eixos
materiais 1,2,3.

Substituindo as equagdes (3) em (4), sdo obtidas as equagdes constitutivas dum meio
piezoeléctrico deformavel [10]:

D=ge' & +pE (5)

T

onde S =|Syy Syy Sxy| €0 vector das tensdes elasticas e €= [exx ey gxy]T € 0 vector das

deformagbes elagticas, Q € a matriz conditutiva, € ¢é a matriz dos coeficientes

piezoeléctricos, E 0 vector do campo electrico, D o vector do deslocamento eléctricoe p a
matriz dos coeficientes dieléctricos, no sistema de eixos local (x,y,z) do elemento laminado.

O vector do campo eléctrico E , é o gradiente negativo do potencial eléctrico f nalamina

k: _ )
E =-Nf (6)
E={o 0 E,}T ©)
onde
E, =-f/ty (8)
Sendo ainda[10]:
e=Qd (9)

onde d é a matriz dos coeficientes de deformacao piezoeléctricos no sistema de eixos local
(x,y,2) do laminado, as equacdes (5) podem também ser escritas na forma:
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s=Q(e- dE)
D=(Qd) e +pE (10)
O vector das deformagdes em electroelasticdade pode entéo ser escrito na forma:
el +aNLy
S L P (11)
t -E b

em que as deformagdes mecanicas podem ser representadas pela soma das respectivas parte
linear e ndo-linear.
A parte linear pode ser escrita sinteticamente na forma seguinte:
gt =ek +z8} (12)

As equacdes constitutivas (5) podem ser ent&o escritas na forma:

. 150 éQ eujel+eMN§ .
G:l_’:é_(-gl- _ai _ y=Ce (13)
iDp @' Pai -E

Integrando as tensdes ao longo da espessura do laminado, obtém-se as relagdes entre as
forcas e momentos resultantes e as deformagoes

5 ING_ A Bu[‘LP éACOL EU
|

|M¥) ggD ebbgOBqH\Eg (14)

onde os elementos da rigidez mecanica, de membrana, flexdo-membrana e flexéo sdo dados
por:

Bjj = a 6 (hk -hyq )/2 (i,j=126) (15

Os elementos da rigidez piezoel éctrica sdo:
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NP
Aﬁ— a Qim Ay (i - hie1)

(i,m,j=1,2,6) (16)
NP

Bf = ké_laim Oy (hk2 - hk-lz)/z

onde h é a espessura total do laminado e h, e k,_, sdo as distdncias da superficie de
referéncia do laminado a superficie superior e inferior da lamina k, respectivamente, N é o

nimero de laminas, e NP é o niimero de laminas ou patches de material piezoeléctrico.

Por sua vez integrando o vector D ao longo das espessuras das laminas piezoel éctricas,
vem:

[A¢B 'em

l\g [Ad{E} (17)

onde
P

A= a Bijlhg-hya) (ij=123) (18)
k=1

4. FORMULACAO POR ELEMENTOSFINITOS.

4.1 Formulagéo L agrangeana Actualizada.

O principio do trabalho virtual € usado em conjugacdo com a formulagdo Lagrangeana
actualizada. Uma configuracdo de referéncia é associada com o tempo t, e a configuacédo
actualizada é associada com o tempo corrente t+Dt. A formulagdo segue o
desenvolvimento apresentado por Bathe [11]. As equacOes de equilibrio linearizadas para um
elemento finito laminado s&o:

N { hy hy TR LA fl
&0 06 o d(tek) Cy tep dz'dA®+ 5 o d(tel'(\”-) 'Sy dz'dA ¢y
K= 1T A€h, taeh, 4 b(lg)
R N hy N
*DlAC- 3 o od(tek) 'Sy dz 'dA®
k=1 tAe hk-l

Substituindo as equagdes (11) and (13), na equacdo (19), pode escrever-se:



José Moita, Cristovao Mota Soares, e Carlos Mota Soares

| h ol = 1. h L U
Ny k fe-fi éQ e je kK Jetil . .
ai o odj y ég TG <ydz'dA®+ o g dj K tSkdztdAey
k:l}tAehkl n Ep ¢ Pg, (- E% tn€hk-1 A 0 b

T
~o N hi falo .
“UDAe. g 5 5 d &Y 1§, dz taa® (20)
k=1 ta® hyg tT' g

Assumindo-se ainda que o carregamento € independente do estado de deformacéo do
corpo, o termo correspondente ao trabalho virtual externo vem entdo dado por:

DA = 5 MR du dOVi+ o OET du dOS+ &R du+

OV OS |

(21)
o' "a df d°V + 5" TQ df dOS+aPp df;
Ov os i

onde f é vector das forgas de volume, T o vector das forgas de superficie, F sdo forgas
concentradas, q 0 vector das cargas eléctricasde volume, Q o vector das cargas eléctricas de
superficieeP cargas eléctricas pontuais.

No presente trabalho um elemento finito triangular plano de trés nds € usado para obter a

resposta ndo-linear de estruturas multilaminadas finas do tipo placa-casca. Como se mosta na
Figura 1, o elemento tem trés nds com seis graus de liberdade por n6, os deslocamentos uj Vj

Wj e as rotagdes qy;,0dy;,q, - Os deslocamentos locais u, v, w, S30 expressos em termos das

varidveis nodais através das funcdes de forma dadas em termos de coordenadas de érea L;
[12]:

3 e
d:éNidi:Na (22)
i=1
O vector das deformagdes no plano da superficie media (ou de membrana) €, e 0 vector
das curvaturas €, , sdo dados por:

3

en = aBd; =BMaf, (23)
i=1

—~ _3op b e

€, = aBjd; =B" aj (24)
i=1

O vector do campo eléctrico é dado por:

E=-B'f (25)
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onde B™, BP si0 as matrizes de deformacio linear-deslocamento de membrana e de flexdo
respectivamente, e B ¢amatriz campo eléctrico — potencial
Substituindo estas Ultimas equagdes na equacdo (20), vem:

. ‘ ) R N
Nt P jail 8™ QU éQ el @™ oUjan, , e,
ai o odjy e (0er o€ Ul ydz dA
K=1f ta®hka .f}ﬁ e0 B'geée -pPoe0 B
T ot
e jag’ eB"' o ISU . el

tAehkl @O 0 19« b

N he jag eégmb o s
"PAC-a 5 odi,y é L0 [—y dz'dA®

k=1 tp® hyy Tf}g e0 B'g TDK

Ao primeiro termo do primeiro membro corresponde a matriz de rigidez linear do
elemento, a qual é definida por:

&- kbu .
e_€ w ¢ U N he gmb gu éQ eu M gu
= Lol A P . p t
KiZe L (La=a o oé G er qe L0 dz 'dA® (27)
& K=1 taeh,, 80 B g e -pPpéel B
fu  ffH
onde:
L N i mb! = nmb t
Kw=4&a o oB QB"™ dz 'dA
K=1 tAehk-l
N hy T
Kyi=2a o o B™ &Bf dz'da (28)
K=1 tAehk-l
N hy
Kfk,b=a o o B T&T B™ g toa
K=1 ta€h, ;
N hy T
Kkk=4a o o-B pBf dz'dA
K=1 tAehk-l

Entrando com a definicdo de deformagdo ndo-linear no segundo termo do primeiro

membro da equagdo (19), e fazendo a integracdo ao longo da espessura, este termo pode ser
escrito naforma:
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N e 1T . 61
3o odl@ s dztaac= 5 5 )ng lug i ug J)E]I dA® (29
i=1tpe hyq tpe 2

onde i,j =X,y € ug=u,V,w

Os deslocamentos us foram definidos na equacédo (1), e contém uma componente referente
a0 alongamento na superficie média, e outra devida a flexdo. Considerando apenas 0s
deslocamentos na superficie média, expandindo o segundo membro da equacéo (29), vem
ainda:

e 461 Vi _ . _
0 Sijj dg_ (u s,i Us, J'E dA = ¢ {NX[UO,X dug x +Vox dvox + Wox dWo,x] +
tAe 2 tAe

t e
2ny |_uO,X dUO’y + VO,X dVO,y + WO,X d\NO,yJ+ Ny[UO,y dUO’y + VO,y dVO,y + WO,y dWO,y]} dA

(30)
Ent&o o0 segundo termo do primeiro membro da equagéo (19) pode ser escrito [13]:
N hi T
& o ()d(té{(\‘L) ts dz'dA® = §da® (GTt G) a® 'dA® (31)
i=1tp®hy g tat

e amatriz de rigidez geometrica do elemento é dada por:

&S KU s ol
KE=eé g“ Ju= q<““ O (32)
85 Kerg @ 0 OQ

sendo
KS,= 0 G't G 'dA (33)
tAe
onde G é uma matriz de derivadas apropriadas, designada por matriz deformac&o ndo-linear —
deslocamento, e t amatriz das forgas de membrana actualizadas.
O primeiro termo do segundo membro da equacéo (19), tendo em conta a equagéo (21), e
assumindo que a carga eléctrica é zero, pode ser escrito na forma:

~ T T T T T
DA = 5 da® N°p°°dA®+ oda® N°t° Ods®+da® FP (34)
ope Oge

~

onde p°,t° F° sdo os vectores de forcas distribuidas nas superficies tranversal e dos lados, e

das forgas concentradas.
O vector das forcas externas é entéo definido por:
T T
ngt — NE pe OdAe+ d\|e i€ OdSe+F§ (35)
ope OSe
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Ao segundo termo do segundo membro da equacdo (19), corresponde o vector das forgas
internas, o qual € definido por:

R egm
% Y= 0 &
TFmt?g tac @ 0

A equacdo (26) € valida para qualquer campo de deslocamentos virtual, da® e df°®.
Considerando as relagdes (27), (33), (35), (36), eintroduzindo um ciclo iterativo, tem-se

ok +ief (osef = oo - TR S 37

t___ N T ..
ou il 'l'me ot t e
FE = - o °v 'dA 36
int Ba %Dg y (36)

fT

A geometria do elemento, assim como as matrizes de rigidez e o vector das forgas externas
s80 inicialmente obtidas no sistema de coordenadas locais fixado no elemento. Para obter a
solucdo de estruturas genéricas, transformacBes de coordenadas locais para globais sdo
realizadas [12]. Depois destas transformagdes, o0 sistema de equagbes incrementais no
referencial X,Y,Z séo:

o (KL + K ) D (D)% = "R - R (R ) (38)

ondeDq = {Dq Df ©) }T € 0 vector dos deslocamentos generalizados e dos potenciais eléctricos
incrementais, no sistema de coordenadas globais.

Assumindo que tanto sensores como actuadores piezoeléctricos estdo colados ou
embebidos na estrutura, a equagao anterior pode ser escrita na seguinte forma desenvolvida:

t+At . (kl) t+At
@l kLo ®) Fmec t+Ataf‘<L(A) Af(A)OU tHAL, o
om0 A 0u— % Aqg = : g '1”t (39)
Lo kLOU € of 1At : t+At( ) 2
e 0 i i L(A) ¢ (A)] 1 T
HMEEKN i H % . K™ ar ) p ™ %

onde A e S designam actuador e sensor, respectivamente.
Quando se tém laminas piezoeléctricas funcionando s6 como actuadores ou SO como
Sensores, tem-se respectivamente:

vl o] o =k e oo TR @

t+H%KL KL(S)U . ‘é(k-l)

N (k)
Ga "w d L KS, O 1 Dgit e t+Dt
CacLO KL(S)U+§ Ouu OgU: %Df S)%’) {Fext}'t+Dt{Fint} (41)
t+x €8 fu ¢
t+Dt

onde F*= iKtEA) Dngé o vector de carga actuadora devido ao potencial eléctrico
|

aplicado nas |&minas piezoeléctricas.

10
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O sistema de equacdes (41) pode ser decomposto, tomando a forma:

e (k-1) t+Dt t+Dt
t+Dt Kleu M Kﬁu] {Da} = {Fe")}?‘:}- t+Dt{Fl%lt} (42)
{Df }(k) - Gt+Dt K L(S (k-1) ul T t+DtéKL(S) u(k-l) {Dq}(k) _ t:g{ﬁﬁt}p )

ét+Dt ff H % t+Dté fu g i;
Introduzindo as condicdes de fronteira, o sistema de equagdes (40) ou o sistema de
equacoes (42) e (43) sao resolvidos usando atecnica de Newton-Raphson [14].

5. APLICACOES NUMERICAS

5.1 Andliselinear duma viga piezoeléctrica bimorfica.

Uma viga piezoeléctrica bimorfica, Figura 2, encastrada numa extremidade, € constituida
por duas |[aminas de PVDF coladas. Estas laminas sdo polarizadas em direccOes opostas. As
propriedades materiais e piezoeléctricas do PVDF sdo:Ey =E, =2GPa,G,, =1GPA,

Nyp =0, e31 = €3, = 0.046 C/m?, pa33 =1.062x10™° F/m.

As superficies superior e inferior da viga é aplicada uma diferenca de potencial de 1 Volt,
funcionando as laminas piezoeléctricas como actuadores. O desdocamento obtido na
extremidade livre da viga, usando uma malha de (5x2) elementos triangulares, é dado na
Tabela 1, onde é comparado com outras solugbes obtidas por outros autores. Uma boa
concordancia de resultados é observada.

Figura2. Vigaencastrada bimorfica.

11
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A distribuicéo do potencial eléctrico na viga para um deslocamento prescrito de 10 mm na
sua extremidade livre € dada na Tabela 2, onde é comparada com as distribui¢6es obtidas por
outros autores. Da Tabela 2 observa-se uma boa concordancia entre os resultados obtidos

pelos diferentes autores.

Deslocamentos transversais x 107’ m

Localizacdo y (mm) 20 40 60 80 100
Analytical solution

Suleman and Venkayya[15] 0.138 0.552 1.24 221 3.45
Q9-FSDT5P

Franco et al.[16] 0.138 0.552 1.24 211 3.45
FSDT4P

Suleman and Venkayya[15] 0.14 0.55 1.24 221 3.45
CPT

Present Solution 0.137 0.550 1.240 2.210 3.45
Experimental

Suleman and Venkayya[15] - - - - 3.45

Tabelal. Dedocamentos transversais produzidos por um potencial de 1Volt.

5.2 Anadlise ndo-linear duma viga piezoeléctrica bimorfl ca.

A mesma viga do problema anterior é analizada novamente, considerando agora
deformag&o ndo-linear. O potencial eléctrico nos elementos 1,2 para diferentes niveis de carga
mecénica, estdo indicados na Tabela 3, onde o nivel de carga m=1.0 corresponde ao
deslocamento de 10 mm em andlise linear. Como se esperava, observa-se um ligeiro
decréscimo no deslocamento na analise ndo-linear, resultando disto menores potenciais

eléctricos.
Potencial eléctrico (V)
Elementos le2 3 e4 5e6 7e8 9e10
Q9-FSDT5P
Franco et al. [16] 290 226 161 97 32
FSDT4P
Suleman e Venkayya[15] 290 - - - -
Present Solution (CPT) 295 229 163 98 32

Tabela 2. Distribuicdo do potencial e éctrico para um deslocamento de 10 mm na extremidade livre.

12
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Tipo de andlise Andlise Linear Andlise néo-linear

Potencial Deslocamento Potencial Deslocamento
Nivel de carga eléctrico na extremidade eléctrico na extremidade

n (Volts) (mm) (Volts) (mm)

0.2 59 2.00 59 2.00

0.4 118 4.00 117.76 3.99

0.6 177 6.00 176.42 5.98

0.8 236 8.00 234.91 7.94

1.0 295 10.00 293.08 9.89

Tabela 3. Potencial € éctrico nos dementos 1,2 e desd ocamentos na extremidade livre para diferentes niveis
de carga.

5.3 Painel cilindrico laminado com actuadores piezoelectricos

Um painel cilindrico laminado, com laminas piezoeléctricas PXE-52 coladas nas suas su-
perficies superior e inferior, Figura 3, articulado nos bordos rectos e livre nos bordos curvos,
esta sujeito a uma carga concentrada aplicada no seu ponto central e a uma diferenca de po-

tencial aplicada nas Iaminas piezoeléctricas. A sequéncia de laminagdo é [p/90°/0°/90°/ p]
onde p representa as laminas piezoeléctricas feitas de PXE-52, com as seguintes
caracteristicas materiais: E; = E, =62.5GPa, Gi, =24GPa,n;, =0.3, e piezoeléctricas

d3y = dgp =- 280X10712 MV, da3 =700 X102 MV, p33 =3.45x108Fim. As restantes
lGminas sdo feitas de S-idro/epoxy, cujas caracteristicas materiais sd0
E,=55GPa, E; =16 GPa, Gy, =7.6GPA, ny, =0.28. . As caracteristicas geométricas
s8 : R=2540 mm, L =508 mm, g=0.1rad, e as espessuras das laminas S-vidro/epoxy e
PXE-52 s&o respectivamente de 0.0004 m e 0.0002 m.

Na Figura 4 apresentam-se as curvas carga-deslocamento em comportamento ndo-linear,
para diferentes casos de carga, obtidas com o painel discretizado por uma malha de (8x8)
elementos. O carregamento do ponto central é definido por Fe=1m Floq cOm Flec=30N, ea

diferenca de potencial aplicado é definido por V=m V° com V°=250 V. Soluces alternativas
ndo foram encontradas na literatura disponivel.
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Z

Figura 3. Painel cilindrico.
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Figura 4. Curvas de carga— deslocamento.

6. CONCLUSOES

Um elemento finito baseado na teoria cléssica de Kirchhoff foi desenvolvido para a
andlise geometricamente ndo-linear de placas e cascas piezolaminadas, usando a formulacéo
Lagrangeana. O modelo foi aplicado na analise linear e ndo-linear de problemas simples e
ilustrativos. Os resulttados obtidos na andlise linear foram comparados com modelos

14



José Moita, Cristovao Mota Soares, e Carlos Mota Soares

alternativos e uma excelente concordancia foi encontrada. Os resultados também mostram

que

os deslocamentos transversais sdo significativamente influenciados na andlise

geometricamente ndo-linear. Devido a falta de exemplos na literatura disponivel, no que
respeita a andlise ndo-linear, os resultados aqui apresentados podem ser usados por outros
autores parafins compararativos.
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