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Resumo

Os métodos numéricos e estocasticos, conjugados, obviamente, com a fisica e a quimica,
representam os pilares da construcdo dos modelos climdticos que hoje se utilizam. A
motivacdo para os compreender, investigar e, eventualmente, melhorar, é a fonte para a

maior parte da investigacao realizada.

Este trabalho pode dividir-se em duas partes. A primeira é dedicada a implementacéo
de esquemas numéricos e ao estudo de algumas das suas caracteristicas especificas, e
a segunda a um tépico de investigacdo relativamente novo, a constru¢do de esquemas
numéricos invariantes, cimentado nas simetrias das equacoes diferenciais.

De uma forma mais concisa, pode dizer-se que a primeira parte se centra na imple-
mentacao de alguns dos algoritmos utilizados pelos modelos numéricos que estudam a
estrutura da turbuléncia na camada limite planetdria. Adicionalmente, sdo implemen-
tados varios outros métodos para resolver os mesmos problemas, com a intencdo de
comparar os resultados obtidos e de comprovar os estudos realizados para a estabili-

dade numérica.

A segunda fase deste trabalho dedica-se a construcdo de esquemas numeéricos invari-
antes, e, devido ao facto deste tipo de esquemas se basear nas algebras de Lie e nas
simetrias das equacdes de derivadas parciais, representa um lado com um pendor mate-
matico mais pronunciado para o trabalho desenvolvido. A inclusdo deste tépico visa dois
propositos fundamentais. Primeiro, comparar alguns dos esquemas que sio possiveis de
obter através desta técnica com os esquemas cldssicos, e, em segundo lugar, desenvol-
ver um esquema numeérico invariante que possa ser utilizado para comparacdo com os

métodos que foram desenvolvidos na primeira parte do trabalho.

Palavras-chave
Métodos Numéricos, Equacoes de Derivadas Parciais, Turbuléncia, Parametrizagéo, Si-
metrias de Equacdes de Derivadas Parciais, Esquemas Invariantes.
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Abstract

The numerical and stochastic methods, obviously conjugated with physics and chemis-
try, are the pillars in the construction of climatic models currently used. The motivation
to understand, investigate, and, eventually, improve them is the source for the major
part of the research made.

We can divide the work done in two parts. The first is dedicated to the implementation
of numerical schemes and the study of some of their specific characteristics, and the
second one to a brand new topic of research, the construction of invariant numerical
schemes, based on the symmetries of the differential equations.

In a more concise way, we can say that the first part in centered on the implementa-
tion of some of the algorithms used by the numerical models that study the structure
of turbulence in the Planetary Boundary Layer. In addition, several other methods are
implemented to solve the same problems with the aim of comparing the results, and
also to prove the studies made for the local numerical stability.

The second phase of this work is concerned with the construction of invariant numerical
schemes, and, due to the fact that this type of schemes is based on Lie algebras and
the symmetry of partial differential equations, represents a stronger mathematical side
of the work. The addition of this subject has two fundamental purposes. First, compare
some of the schemes that are possible to obtain by this technique with the classical ones,
and secondly, to develop an invariant numerical scheme that can be used to compare
with the ones developed in the first part of the work.

Keywords: Numerical Methods, Partial Differential Equations, Turbulence, Parameteri-

zation, Symmetries of Partial Differential Equations, Invariant Schemes.
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Introducao

A principal base de motivagdo para o trabalho desenvolvido sustentou-se na interdis-
ciplinaridade inerente ao tema proposto. A possibilidade de poder contactar com pro-
blemas reais, neste caso problemas associados a dinamica de fluidos na atmosfera, que
permitem a aplicacdo de conceitos matemadticos aprendidos previamente, representou
uma oportunidade impossivel de ndo aceitar. Apesar de ser um campo absolutamente
novo, em que os conceitos vdo muito além daqueles que se ensinam nas disciplinas de
qualquer curso de Matematica, a vontade de aprender e de apresentar alguma contri-
buicao foi sempre maior do que as dificuldades encontradas.

O tema sugerido no programa de doutoramento conecta-se ao modelo de camada limite
1D desenvolvido por A. Pier Siebesma, Jodo Teixeira e Pedro Soares, o qual utiliza uma
parametrizacdo da camada limite convectiva, com uma combinacdo das aproximacdes
de difusdo turbulenta e de fluxo-de-massa. A parametrizacdo que se utiliza no modelo
considera que os fluxos de subescala sdo originados por duas escalas diferentes de mis-
tura turbulenta, uma delas associada aos pequenos turbilhdes e a outra as térmicas. Os
pequenos turbilhdes sdo parametrizados por uma aproximacdo de difusdo turbulenta
que se resolve através de um esquema numérico semi-implicito.

Neste contexto, a primeira contribuicdo do trabalho realizado compreende a criacao
de quatro esquemas numéricos diferentes para a resolucdo da parte associada a difusdo
turbulenta da parametrizagéo. Estes esquemas foram criados por forma a testar possiveis
esquemas explicitos e semi-implicitos na resolu¢do do problema. Conjuntamente com
a discretizacdo, foram apresentados os estudos de estabilidade numérica associados a
cada um dos esquemas numeéricos deduzidos.

Em 1999, Jodo Teixeira, pleno conhecedor dos problemas fisicos associados a resolucdo

da difusdo turbulenta, apresenta as primeiras ideias para a construcdo de um esquema
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numérico que, independentemente dos valores das difusividades considerados, possa
garantir, por construcdo, a estabilidade numérica. A abordagem ao tema é desenvolvida
para a equacdo da difusdo do calor com uma difusividade constante. Em 2008, o tema
¢ novamente aflorado, agora com a contribuicao adicional de Piotr Flatou e Marcin Wi-
tek, mas considerando uma equagéo de advecc¢do-difusdo, com difusividade e adveccao
constantes. Estes dois trabalhos servem de guia para os resultados que sdo obtidos no
Capitulo 4.

O problema da difusdo turbulenta possui caracteristicas peculiares que ndo sdo, natu-
ralmente, resolvidas pelos esquemas cldssicos, andlogos aos apresentados no Capitulo
3. A variacdo das difusividades no espaco e no tempo é uma dessas caracteristicas. Ao
contrario dos trabalhos anteriormente citados, o objectivo é resolver um problema em
que os coeficientes da difusividade diferem de né para né na malha construida. Este
procedimento, como € 6bvio, é sustentado pela fisica do problema, ou seja, tem como
alvo a criacdo de um esquema numérico que consiga captar a influéncia dos coeficientes
de difusdo e que, partindo de uma base explicita, providencie um esquema numérico
que garanta a estabilidade numérica por constru¢do. O cumprimento de todos estes ob-
jectivos forneceria um método capaz de substituir os que actualmente séo utilizados nos
modelos de difusdo onde os valores dos coeficientes difusivos atingem valores muito
elevados. No entanto, os objectivos ndo foram, até a presente data, completamente sa-
tisfeitos. Foram dados passos importantes que permitem continuar a trilhar o caminho,
de onde sobressai a garantia da construgdo de um processo iterativo convergente e de
um tempo de execu¢do computacional que, em média, supera completamente qualquer
outro esquema semi-implicito utilizado. No entanto, o facto de se verificar um cresci-
mento muito rdpido nos valores dos coeficientes difusivos junto a superficie terrestre
implica que as abordagens experimentadas ainda ndo se tenham revelado uma alterna-
tiva concreta para o esquema originalmente utilizado no modelo 1D.

Outro problema merecedor de andlise, devido as caracteristicas pretendidas para este
novo esquema numeérico, foi o estudo da estabilidade numérica dos esquemas de dife-
rencas finitas com malhas ndo uniformes. Como se pretende que o novo esquema seja
aplicado sobre uma malha nao uniforme, é necessario ter o conhecimento da condicdo

de estabilidade numérica que serve de base a construcdo do mesmo. Por essa razao,
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apresenta-se um esquema para malhas ndo uniformes em conjunto com a respectiva
analise de estabilidade numérica. A abordagem utilizada no estudo da estabilidade nu-
mérica é inovadora, tendo sido adoptada pela impossibilidade de tratar de forma anali-
tica os factores de amplificacdo, a semelhanca do que foi efectuado no Capitulo 3.

A impossibilidade de tratar de forma eficiente os perfis no topo da camada limite convec-
tiva representa outra caracteristica fisica importante inerente aos modelos de camada
limite. Este problema levou a que se equacionasse a utilizacdo de malhas médveis na re-
solucdo do problema. O objectivo inicial consistia na obtencao de um esquema numérico
que preservasse as simetrias presentes na equacao de derivadas parciais, mas, apds uma
cooperacao com Alexander Bihlo, foi possivel provar que as simetrias da equagdo eram
preservadas, na sua plenitude, pelos métodos implementados no Capitulo 3. Este facto
implicou um desvio positivo em relagao aos planos inicialmente elaborados, optando-se
pela utilizagdo de malhas r-adaptaveis, mantendo como objectivo a producdo de um
esquema numérico invariante para a resolu¢do do problema. O conceito de método nu-
mérico com malhas r-adaptaveis foi muito investigado durante as décadas de 80 e 90,
no entanto, nos tltimos anos, a investigacdo realizada em torno destes esquemas numé-
ricos focou-se na utilizacdo dos grupos de simetria, o que representou uma abordagem
inovadora. Embora sejam ainda muito escassos os resultados disponiveis com a aplica-
cdo desta estratégia, a conjugacdo das ideias apresentadas nos trabalhos de Huang e
Russell e de Bihlo e Popovych permitiu desenvolver uma primeira aproximacdo para a

resolucédo do problema.
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Introducao matematica

1.1 Introducao

A elevada complexidade associada as equacoes que governam os escoamentos dos flui-
dos na atmosfera e nos oceanos faz com que, a excepcdo de casos muito particulares,
com imposicdo de fortes restricoes, seja impossivel a obtencdo de solugdes analiticas
para os problemas. Esta impossibilidade é um dos pontos que fortalece a importancia
da analise numérica (AN) na drea da dindmica de fluidos geofisicos (DFG). A inexequi-
bilidade da realizacéo e repeticdo de experiéncias em laboratério, ao contrario do que
acontece com a mecanica de fluidos (MF) nos seus varios campos de aplicacdo, é outro
factor que evidencia a importancia da AN na DFG.

Neste capitulo introduzem-se os conceitos matematicos necessdrios a realizacdo deste
trabalho. O capitulo inicia-se com um enquadramento da AN no estudo dos escoa-
mentos geofisicos, seguindo Nebeker (1995). Posteriormente, realiza-se uma exposicdo
muito sumaria dos topicos associados aos métodos numéricos, construido, fundamental-
mente, com base nas referéncias Haltiner e Williams (1980), Iserles (1996) e Fletcher
(1991). Finalmente, utilizando as referéncias Bluman e Kumei (1989), Olver (1995),
Hydon (2000) e Cantwell (2002), é feita uma introducéo a teoria das simetrias para

equacgodes de derivadas parciais (EDPs).
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1.2 Enquadramento histdrico

A génese da AN estd intrinsecamente ligada a DFG. Para compreender a relacdo simbié-
tica existente entre as duas é necessdrio realizar uma pequena sinopse historica sobre os
modelos numéricos de previsdo do tempo. A ideia de prever o tempo para o dia seguinte
e os dias subsequentes € algo tdo antigo como a histéria da humanidade. No entanto,
o primeiro passo, realmente merecedor de realce, é dado no inicio do séc. XX no artigo
publicado por Bjerknes (1904). Vilhelm F. K. Bjerknes foi o primeiro a colocar o pro-
blema como um conjunto de equagdes dependentes do tempo, obtidas a partir da fisica
do problema, que deviam ser resolvidas a partir de um conjunto de condicGes iniciais
preestabelecido. No entanto, rapidamente se deparou com a assustadora tarefa de inte-
grar um conjunto de EDPs complicadas. Por essa razdo, os seus estudos resumiram-se
apenas a elaboracao de algumas representacoes graficas de "solugoes".

Posteriormente, ainda no inicio do séc. XX, Lewis Fry Richardson, deu o passo mais im-
portante para o aparecimento da AN. A ideia de Richardson foi a de resolver o problema
da previsao do tempo através de uma aproximacao das equagdes diferenciais com base
numa sequéncia de operacoes aritméticas, construindo dessa forma um método que po-
deria ser executado passo-a-passo por pessoas que, eventualmente, poderiam ndo ter
qualquer formacgdo em meteorologia. Esse método, na ideia dele, devia ser construido
por forma a que se obtivesse a solucdo em determinados pontos do dominio. O mé-
todo por ele concebido consistia na aproximacao, através de diferencas finitas, das de-
rivadas espaciais das incégnitas do problema nos pontos estabelecidos no dominio. A
semelhanca do que era feito para o espaco, o tempo deveria também ser dividido em
intervalos finitos e as derivadas temporais aproximadas com base nessa divisdo. O livro
de Richardson (1922) representa o culminar de todo o trabalho desenvolvido. E igual-
mente interessante notar que as pessoas que realizavam os cdlculos para a obtencdo da
previsao meteoroldgica se designavam por "computadores". No entanto, deve salientar-
se que todo este trabalho se revelou ingldrio, principalmente devido ao elevadissimo
numero de calculos que eram necessarios para se obter uma previsdo do tempo para
o dia seguinte, implicando esse facto, portanto, a contratacdo de um numero muito

grande de "computadores" que permitissem a realizacao dos célculos, fazendo-o de uma
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forma lenta e tediosa. Sob o ponto de vista dos resultados obtidos, Richardson deparou-
se também com um enorme problema. Ao utilizar um passo de tempo de 6 horas, os
seus resultados rapidamente convergiam para um resultado desprovido de qualquer sig-
nificado fisico. A solucdo para este problema aparece apenas em 1928, com o trabalho
realizado por Richard Courant, Karl Friedrichs e Hans Lewy, acerca da estabilidade nu-
mérica, Courant et al. (1928), originalmente escrito em alemdo, mas com uma traducao
para inglés, Courant et al. (1967).

Por todas estas razoes, o trabalho de Richardson foi abandonado e relegado para um es-
tado de curiosidade ou, como ele mesmo o descreveu, "um sonho", até ao aparecimento
dos computadores digitais. No inicio dos anos 40, o matematico John von Neumann,
cuja obra é fulcral para a drea da AN, comecou a interessar-se pela hidrodinamica, o
que o levou a procurar auxilio na drea da matematica relacionada com a resolucéao de
equacoes diferenciais ndo-lineares. Numa dessas tentativas contactou Alan Turing, o in-
ventor do computador electrénico, que lhe deu uma ideia para a construcdo de uma
maquina electréonica automatizada que pudesse realizar calculos sequenciais a uma ve-
locidade muito superior aquela que estava ao alcance de qualquer ser humano. No ano
de 1943 von Neumann ajudou a construir o Electronic Numerical Integrator and Compu-
ter (ENIAC), na Universidade da Pennsylvania e, em 1945, o Electronic Discrete Variable
Calculator (EDVAC), na Universidade de Princeton. Como necessidade de obter previ-
sOes atmosféricas e, igualmente, como desafio pessoal, von Neumann juntou-se a Jules
Charney e, ao invés do que fez Richardson, construiram um modelo atmosférico baseado
em dinamicas simples, utilizando uma tnica equagdo para prever a pressdo na atmos-
fera. Os resultados obtidos superaram as expectativas em todos os niveis e podem ser
encontrados no trabalho Charney et al. (1950). Como em toda a investigacao, o sucesso
destes resultados despertaram o interesse em outros investigadores, por isso, é natural
encontrar neste periodo alguns dos mais notdveis resultados quer na area da AN, quer
na area da DFG.

O aparecimento dos computadores foi um marco revoluciondrio para a investigacdo
sobre os escoamentos geofisicos, acabando por acentuar a interdisciplinaridade entre a

AN e a DFG .
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1.3 Método das diferencas finitas

Um dos métodos que mais se utiliza na resolucdo de problemas cuja formulacéo é feita
através de EDPs é o método das diferencas finitas. A aplicacdo do método a malhas com
uma discretizacao ortogonal, no espago e no tempo, € metodologia comum a muitos
problemas das mais diversas areas da ciéncia, no entanto, devido, fundamentalmente, a
fisica dos problemas, nos ultimos anos tem-se intensificado a investigacdo sobre métodos
numéricos que ndo utilizem uma discretizagdo rectangular do dominio. A resolu¢édo dos
problemas fisicos com uma malha rectangular faz com que, em muitos casos, se percam
algumas das propriedades fisicas mais importantes dos problemas que se pretendem
resolver. Uma das vertentes que actualmente tem inovado neste campo € a dos métodos
invariantes, a qual sera apresentada e explorada no Capitulo 5 deste trabalho.

Nesta seccdo serdo apenas apresentados, de forma sucinta, os esquemas cldssicos que,
por alguma forma, se encontram relacionados com os novos métodos numéricos a explo-
rar. Sdo igualmente apresentados os resultados mais importantes que lhes sdo inerentes,

principalmente no que concerne a estabilidade numérica.

1.3.1 Métodos classicos: construcao, erro de truncatura e estabilidade

Uma grande parte do trabalho é produzido com base na equagéo do calor, por essa razao,
esta é a equacdo que se escolhe para fazer a apresentacdo dos conceitos relacionados
com o método das diferencas finitas. Considere-se entdo a equacao de derivadas parciais
(EDP) definida por,

Opu(z,t) = 0, (k(x) Opu(z,t)) + Y(z,t), (1.1)

onde (x) representa o coeficiente da conducdo do calor, podendo ou ndo depender de
x, e Y(x,t) é a fonte de calor, ou o sumidouro, no caso de i) < 0. A equacdo (1.1) é
regularmente designada por equacao da difusdo, e a razdo para tal acontecer prende-se
com o facto de esta ser utilizada para modelar fenémenos de difusdo, em particular, a
difusdo do calor.

O problema formulado com recurso as EDPs s6 ficard bem definido quando forem defi-

nidas as condicOes iniciais, ou seja, o estado inicial da solucéo, ou seja, a solugdo para
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u(z,0) = u’(z),

e as condicOes de fronteira. Quando as condic¢des de fronteira sdo definidas através de
uma funcgao, eventualmente dependente de ¢, diz-se que as condicoes de fronteira sdo do
tipo Dirichlet, caso sejam definidas através de um fluxo, designam-se por condicoes de
fronteira do tipo von Neumann, e, caso sejam apresentadas através de uma combinacéo
entre fluxos e valores de uma funcao, entao as condi¢des dizem-se do tipo Robin.

A apresentacao dos métodos das diferencas finitas para a resolucdo numérica da equagédo
do calor serd feita com uma equagéo que deriva de (1.1), mas que evidencia simplifica-
¢Oes importantes,

Oyu(x,t) = K Oggpu(z,t). (1.2)

A EDP (1.2) representa um exemplo cldssico de uma equagéo parabdlica. Deve notar-se
que quando se considera x < 0 o problema deixa de ser um problema bem-posto.

Admita-se que sdo dadas condicOes de fronteira do tipo Dirichlet,

u(0,t) = B(t), (1.3)

u(f, t) = 7(75)7 (1.4)

para0 <z < /et >0, e que a condicdo inicial para a equacao é definida por,

u(z,0) = f(x). (1.5)

O método de obtencdo da aproximacdo numérica para a solucdo deste problema de
valor inicial com condicOes de fronteira (PVIF), através do método das diferencas finitas,

inicia-se com a construcdo de uma malha rectangular, definida pelos nodos (z;, ), com,

0:t0<t1<t2<...,

O=z0<z1 <2< ...<Tp, <Tpy,41=>~.
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Por razdes de simplicidade, a discretizagdo do dominio é construida com uma malha

uniforme em ambas as direc¢Oes, ou seja, com,

l
A:C = ijrl —Ij = —,
Ny

espacamento entre os nos espaciais da malha, e,
At = tn—l—l —tn,

que representa o passo do tempo. De acordo com as definicbes assumidas para os pontos
da malha, u} ~ u (zj,tn) = u(jAz, nAt).

Os métodos que sdo construidos para resolver um PVIF, através de um esquema de dife-
rencas finitas, podem ser divididos em dois tipos: explicito ou implicito. Num esquema
de aproximacdo explicito, a aproximacdo em qualquer ponto pertencente ao instante
t = t,1 depende exclusivamente das aproximacoes que foram obtidas, ou seja, que sdo
conhecidas, em instantes de tempo anteriores. No que diz respeito ao caso implicito,
o esquema utiliza aproximagdes que se encontram no instante de tempo que se estd a
utilizar para fazer a aproximacao, ou seja, utiliza valores que ainda sdo desconhecidos.
Estas caracteristicas fazem com que os esquemas explicitos sejam de resolucdo directa,
enquanto que os implicitos obrigam a resolucao de um sistema de equacgdes.

A técnica mais utilizada para construir um esquema de diferencas finitas recorre a ex-
pansdo em série de Taylor em torno do ponto onde se pretende realizar a aproximacao.

Desta forma, no esquema explicito, a derivada de segunda ordem no espaco é aproxi-

mada por,
oy w(@gnte) = 2u (@5 tn) +u (@51 t0) 2
Opgth (mj,tn) = (Am)z + 0 ((Aw) )
Uy - 2uf Ui 2
= o ((a2y?), (1.6)

onde o erro que afecta a aproximaciio é proporcional a (Az)?. De forma analoga, a

10
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derivada de primeira ordem em relacdo ao tempo é aproximada por,

ou ulxji, ty —ul(zi,ty
umt
=2 T LO(A, (1.7)

At

sendo, neste caso, o erro que afecta a aproximacao proporcional a At¢. Na pratica, deve-
se procurar sempre garantir que as aproximacoes possuam ordens de precisdo seme-
lhantes, o que, neste caso, leva a que se faca a escolha dos passos espacial e temporal,

por forma a que,

At ~ (Az)?,

e, no caso em que Az < 1, a consequéncia que se retira desta relacdo é a de que o passo
no tempo tem de ser muito menor do que o passo no espago.
Introduzindo as aproximagodes (1.6) e (1.7) em (1.2), e rearranjando a expressdo obtida,

pode escrever-se,

u;?+1 = apuj_y + (1= 2a,)uf +apuly, n=0,1,2,...,7=1,...,n, (1.8)
com,
KAt
o = . (1.9
T (Be)?

A figura 1.1 apresenta a molécula computacional associada a este esquema.

tn—l—l

tn ® ®

tn—l

Tji—-1 Tj Tj1
Figura 1.1: Molécula computacional do esquema explicito.

No que concerne a condig¢éo inicial (1.5), a sua utilizacdo na resolucdo do problema
obriga a que,

11
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Em relacdo as condicoes de fronteira (1.3) e (1.4), representadas na figura 1.2, tem-se:

uy =Bp=PB(tn), n=0,1,..; (1.11)
Wy =T =7 (), n=01,.... (1.12)
t
" J] A |
tl e 0
to ® i
i) I T2 Tng+1

Figura 1.2: Colocagdo das condi¢des iniciais, B, e de fronteira, [, na malha.

Por razdes de consisténcia, deve obrigar-se as condicOes iniciais e as condi¢des de fron-

teira a coincidirem nos cantos da regido discretizada, ou seja,

fo=f(0) =u(0,0) = 5(0) = Fo

frot1 = F(6) = u(f,0) = ~(0) = 0.

As quatro equacoes (1.8), (1.10), (1.11) e (1.12) definem o algoritmo do esquema
numérico explicito que se utiliza para aproximar o PVIF apresentado.

O esquema explicito pode ser descrito sob a forma matricial. Considerando,

u" = (u?,ug,,uzz) ~ (u(xy,tn),u(x2,tn), . s u (T, tn)),

o vector cujas entradas sdo as aproximacOes numeéricas para os valores da solu¢do no
instante ¢,, nos pontos do interior do dominio, e omitindo os pontos da fronteira zg = 0
e r,,+1 = ¢, pois nesses os valores sdo directamente obtidos através das condi¢des de

fronteira, é possivel escrever (1.8) através da seguinte equacdo,

un+1 — Au® +bn7

12
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com,
1—2a,  ay 0 e 0 0 O on
Qe 1— 20y Qg e 0 0 0
e 0 Qg 1—2a, ... 0 0 . b 0
0
0 0 0 v 1= 20y Qe 0
0 0 0 .. oy 1 —2ay QYn

A matriz A é uma matrix simétrica e tridiagonal. As contribuicoes das condicoes de
fronteira nos nés da fronteira aparecem no vector b".

Por forma a escolher o esquema numérico a utilizar, é necessario perceber porque razoes
o esquema de diferencas finitas que se escolhe, por vezes, falha. Para realizar esse es-
tudo pode-se investigar o comportamento do esquema numérico com funcgdes simples.
Notando que a solugdo geral da equacao do calor pode ser decomposta numa soma dos
varios modos de Fourier, o estudo pode concentrar-se em perceber o resultado produzido
pelo esquema numérico quando se utiliza uma funcao exponencial complexa individual,
salvaguardando-se que € sempre possivel reconstruir o efeito cumulativo através da uti-
lizacdo de combinacgdes lineares adequadas.

Suponha-se entdo que, no instante ¢ = t,,, a solucdo é puramente exponencial,
u(z,t,) = e,

pelo que,

ui =u (acj,tn) = %,

Substituindo estes valores na equacdo que define o esquema numérico no interior do
dominio, (1.8), percebe-se que o valor que se obtém no instante ¢ = t,,,; continua a ser

uma exponencial,

U?Jrl — )\ez@:j ,

com,

A
A =1 — 4a,, sin® (C;)

13



INTRODUGAO MATEMATICA

Desta forma, o efeito que o esquema numérico produz na realizagdo de um dnico passo
temporal é o de multiplicar a exponencial complexa pelo factor A\, que se designa por

factor de amplificacdo. Continuando a iterar obtém-se,

U (2, tygm) = AN ™%,

Consequentemente, a estabilidade do esquema ficara completamente determinada pela
grandeza do factor de amplificacdo. Se |A| > 1, entdo A\™ apresenta um crescimento
exponencial com m — oo, e, portanto, as solucbes numeéricas tornar-se-ao ilimitadas
quando ¢ — oo. Esta ocorréncia é completamente incompativel com o comportamento
das solucoes analiticas da equagéo do calor, consequentemente, a condicao de estabili-
dade necessaria a impor ao esquema numeérico explicito é a de que o factor de amplifi-
cacdo satisfaca a relacéo,

A < 1. (1.13)

Este método de analisar a estabilidade de um esquema numérico foi desenvolvido em
meados do século XIX pelo matemdtico Hingaro John von Neumann. O critério de es-
tabilidade (1.13) distingue, de forma muito eficaz, os métodos estaveis, ou seja, os mé-
todos com aplicacdo valida, dos métodos instaveis. Para o caso particular do método

explicito (1.8), o critério de estabilidade de von Neumann exige que,

AN
(Az)?

< (1.14)

Oy =

DO | —
[\~
=N

0 que representa uma forte restricao sobre o passo de tempo. Esta restri¢do faz com que,
para passos Nno espago pequenos, seja necessario recorrer a valores de At extremamente
pequenos, o que implica a realizacdo de um numero de itera¢des muitissimo elevado,
mesmo quando se pretende perceber a evolucao da solucdo em pequenos periodos de
tempo. Por outro lado, o valor de x é também fundamental na eficdcia deste método,
quanto maior for o valor de k, menor terd de ser o valor de At. Além disso, devido a
precisdo finita que € utilizada pelos computadores, este facto conduz a uma maior pro-
pagacao dos erros de arredondamento, que, no final, podem originar uma significativa

reducdo da qualidade da solu¢do numérica obtida. Quando, como neste caso, nem todas

14
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as escolhas para os passos no tempo e no espago conduzem a um esquema convergente,
diz-se que o esquema é condicionalmente estavel.

No sentido de produzir um algoritmo que garanta melhores resultados, constrdi-se um
esquema em que a aproximacdo para a derivada espacial de segunda ordem é aproxi-

mada em torno dos pontos que sdo vizinhos de (xj, tn+1). Assim,

O*u u (211, tng1) — 2u (@5, tng1) +u (zj-1,tns1) 2
gz (irtnt1) = (Az)? e ((M) )
n+1 n+1 n+1
Uy 2uj + (O 9
_ o +O <(Aac) ) . (1.15)

A introducao das relacées (1.15), (1.7) em (1.2) fornece o seguinte esquema de dife-
rencas finitas,

—oz,iu?jrrll + (14 2a4) u;.”rl — a,iu?irll =azuy, n=01,2...,5=1...,n, (1.16)

em que «, assume a forma referida em (1.9). Com as condicdes iniciais e de fronteira
apresentadas em (1.10), (1.11) e (1.12), verifica-se que o método se pode definir através
da seguinte forma matricial,

T..n+l +1
Au" =u" + b,

em que A se obtém da matriz A, obtida para o esquema explicito, substituindo «,, por
— .. O facto da matriz A ser uma matriz tridiagonal, permite que o sistema de equacdes
lineares que se obtém possa ser resolvido de uma forma muito eficaz.

A dependéncia computacional do esquema implicito, (1.16), é dada pela molécula re-

presentada na figura 1.3.

tn—l—l l

!
- *

tn—1

Tji—1 Tj Tj4l
Figura 1.3: Molécula computacional do esquema implicito.

No que diz respeito a estabilidade numérica, a aplicacdo do critério de analise de von

15



INTRODUGAO MATEMATICA

Neumann permite concluir que o factor de amplificagédo, neste caso, é dado por,

1

A= .
A
1 + 4a, sin? <C ;)

Atendendo a que oy, > 0, infere-se que o factor de amplificacdo é sempre menor do que
1, em valor absoluto, o que significa que o critério de estabilidade (1.13) é verificado
para qualquer escolha dos passos At e Az, o que equivale a afirmar que o esquema

implicito (1.16) é incondicionalmente estavel.

1.3.2 Relacdo entre andlise de escala e diferencas finitas

A complexidade dos problemas exige que se empregue cada vez mais poder computa-
cional na resolucdo dos mesmos. Para evidenciar esta necessidade basta efectuar uma
andlise de escala elementar para um esquema de diferencas finitas simples. Para fa-
zer esta andlise de escala deve analisar-se a escala do tempo e as escalas do espaco e
integra-las nos esquemas de diferencas finitas que se pretendem utilizar. Como exemplo
para esta analise assuma-se, para o caso da escala do tempo, que a variavel fisica u varia
significativamente ao longo de uma escala de tempo caracteristica 7' e que essa variacao

é dada por U. Fazendo esta definicdo de escala obtém-se,

du U

dt T
Assumindo que a escala do tempo que define a variacdo para v é a mesma que define as
derivadas de u, a andlise de escala facilmente se estende as derivadas sucessivas de u,

obtendo-se,
du_d (dy /1) _U
de2  dt \ dt N

T T2

Esta andlise é fundamental na discretizacdo das equacdes para a sua resolucdo através
dos esquemas de diferencas finitas. A discretizacao, além de ser necessaria é igualmente
obrigatdria, uma vez que os computadores possuem memodria finita e, por isso, sdo in-
capazes de tratar as derivadas de forma diferente.

No sentido de se discretizar as equacdes no tempo € necessario definir os instantes

temporais t,, onde a solugdo para a equacao vai ser aproximada. Para isso, define-se,
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usualmente, um passo de tempo constante, A¢, que separara os instantes sucessivos em
que se resolvem as equacOes em andlise. Dessa forma, denotando o instante inicial por

tg, Os restantes instantes obtém-se através da relacao,
th=to+nAt=t, 1 +At, n=1,2,.... (1.17)

O valor de u em ¢, é aproximado por u", ou seja, u" ~ wu(t"). No sentido de se obter

. - du y
uma aproximacdo para — em t,, conhecendo apenas os valores da funcdo u em #y,

dt
k=1,2,...,n, a aplicacdo directa da definicdo da derivada fornece,
du, . . u(t+ At) —ult)
@i A (18

pelo que, recorrendo a (1.17), facilmente se verifica que a aproximacéo para a derivada
du

3 &M t, pode ser conseguida através de,
du un Tt — "
A v (119

Para analisar a precisdo com que é realizada esta aproximacao basta recorrer ao teorema

de Taylor,

2 42
u(t + At) = u(t) + At%(t) + @Tt)%(t) +

(a0 g
31 de3

(t)+ 0O <(At)4) . (1.20)

A aplicacdo de uma simples de andlise de escala gera os seguintes resultados,

(At)? d*u o U
S @(t) ~ (At) T2

A
3! de?

U
(1) ~ (A1) .

—~

Por conseguinte, a utilizacdo de um valor pequeno para At conduz a seguinte aproxi-
macao,

(1.21)

du _u(t+At)—u(t)+O<At U>.

= At TT

Consequentemente, o erro relativo que afecta a aproximacao para a derivada, ou seja,
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a diferenca entre a aproximacdo de diferencas finitas e a derivada, dividida pela escala
U/T, é da ordem At/T. Para que esta aproximacdo se possa considerar aceitavel é
necessario que o erro seja muito menor que um, o que implica que o valor de At tenha
de ser muito menor do que a escala de tempo que se considera, 7. Para as aproximacoes
de diferencas finitas é comum néo se tecerem estas consideracdes de escala e apresentar
simplesmente,

du U
E(t") ~—— + O (AY). (1.22)

Nos esquemas de diferencas finitas é natural que a aproximacao dependa do passo que
¢ utilizado para fabricar a discretizacéo, por essa razdo, o erro, ou comummente desig-
nado por erro de truncatura, €, em (1.22), proporcional a At, e, por isso, a aproximacao
diz-se de ordem um. Caso o erro de truncatura seja proporcional a (At)” a aproximac&o
dir-se-a de ordem p.

Para o caso das derivadas no espaco, a analise é analoga a que anteriormente foi apre-
sentada para o caso das derivadas no tempo. Existe, no entanto, uma situacdo que se
deve realcar, que diz respeito aos passos utilizados na discretizagdo horizontal, quando
se consideram os casos 2D e 3D. Geralmente opta-se por escolher o passo segundo a
direccao-z igual ao passo segundo a direc¢do-y, no entanto, pode, obviamente, escolher-
se um valor para Az diferente do valor de Ay. Por simplicidade, escolha-se Ax = Ay
para a discretizacdo horizontal, com uma escala de comprimento horizontal L, e Az
para a discretizagdo vertical, com a escala de comprimento vertical igual a H, no caso
de uma anélise 3D. E necessério impor que Az < L e que Az < H.

Todas estas restri¢des, associadas ao passo de tempo e as malhas horizontais e verticais,
sdo fundamentais para perceber as exigéncias computacionais impostas pela resolucao
dos problemas na DFG. Para que se faca uma pequena ideia desta exigéncia admita-se
que se pretende fazer uma simulacdo numa regido definida horizontalmente por S e

com uma altura H, entdo o numero de pontos, M, a utilizar é dado por,

enquanto que o numero de passos de tempo necessdrios, para realizar a simulagdo num
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periodo de tempo P, é dado por,
_r
At

N
Para se conseguir perceber o nimero elevadissimo de pontos que constituem a malha
para um modelo deste género, considere-se um modelo, por exemplo, ocednico, para
resolver turbilhdes geostréficos, onde se considera S ~ 104 m?, Az ~ Ay < 10* m, com
massas de dgua estratificadas H/Az ~ 50m. Para este modelo o numero de pontos a
considerar no espaco ¢ dado por M ~ 5 x 107. Para cada um destes pontos, em cada
instante ¢,,, é necessario guardar informacao acerca de um conjunto de varidveis neces-
sarias para a simulacdo, como as componentes da velocidade tridimensional, a pressao,
a temperatura, entre outras. Admitindo que cada varidvel consome 4 ou 8 bytes de
memoria, dependendo da precisdo que se pretende utilizar, para a resolucdo deste pro-
blema sdo necessdrios, pelo menos, 2 Gigabytes de RAM. O numero de operagdes em
ponto flutuante a serem executadas para simular um dnico ano pode ser estimado con-
siderando um passo de tempo associado ao periodo de rotagio da terra, At ~ 103s,
conduzindo a um valor para N na ordem de 30000. O nimero de operacdes necessdrias
para se poder simular um ano completo pode ser estimado através da analise do nimero
de operacoes que é exigido em cada ponto da malha de discretizagdo para cada instante
temporal, conduzindo a valores da ordem de 10'°. Consequentemente, resolvendo este
problema num dos melhores 500 supercomputadores existentes, com 1 Teraflops=10!2
operacdes em ponto flutuante por segundo, dedicado exclusivamente a realizacio des-
tes calculos, o resultado seria devolvido em pouco mais do que 30 minutos. Correndo
este problema num PC de ultima geracao, com 1-2 Gigaflops, seria necessdrio esperar
alguns dias para que se pudessem obter os resultados. No entanto, é necessdrio notar
que, mesmo para um modelo desta dimensao, apenas é possivel resolver as maiores es-
calas de movimento, pois movimentos que se realizem em escalas de tempo e de espaco
inferiores aquelas que sdo utilizadas, simplesmente ndo podem ser resolvidas com este
nivel de discretizacao da malha. Isto ndo significa que todos os movimentos que se pro-
cessam em escalas mais pequenas possam ser desprezados nos modelos de larga-escala
para a atmosfera e oceanos. Na verdade ndo podem e a sua influéncia deve ser incluida

nos modelos de larga-escala. A forma de fazer essa inclusdo é através da técnica de

19



INTRODUGAO MATEMATICA

parametrizacéo.
A questdo que hoje se levanta é a de saber se é possivel resolver de forma explicita
em todas as escalas. Para que se pudesse cumprir esta tarefa no problema apresentado

seriam necessdrios, na grelha horizontal, um ntimero de pontos da ordem 10%*

, 0 que
implicaria a exigéncia de um computador com 5 x 10'6 Gigabytes de meméria, e um valor
para o numero dos passos de tempo da ordem de 3 x 107, conduzindo estes valores a
um numero de operacdes da ordem de 1034. Desejando esperar 10° segundos para obter
os resultados, seria necessdrio utilizar um computador que realizasse 10%® operagdes
em ponto flutuante por segundo. Fazendo uma comparacdo com as capacidades dos
computadores actuais, o factor que nos separa é 10'6 = 253 maior, quer no que diz
respeito a velocidade, quer no que se refere a memdria. Uma aplicacio simples da lei
de Moore, que estabelece um regra de previsdao de um ganho de um factor 2 em cada
18 meses, conduz a conclusdo de que sera necessario esperar 53 vezes 18 meses , ou
seja, cerca de 80 anos, até que os computadores permitam realizar a tarefa cumprindo
todas estas premissas. Deve salientar-se que esta conclusdo é deduzida com base na
verificagdo da lei de Moore durante os préximos 80 anos!

O que se pode concluir de toda esta andlise é o seguinte: o aumento da resolucdo dos mo-
delos existentes continuara a exigir computadores cada vez mais potentes; os modelos
vao ter de continuar a recorrer a parametrizacdo da turbuléncia e de outros movimentos
de pequena-escala; o espacamento que se utiliza na simulacdo em DFG continuara a ser
crucial para todos os modelos, quer devido aos elevados tamanhos dos dominios, quer

ao grande intervalo de escalas dos movimentos a resolver.

1.3.3 Difusividades nao constantes

No capitulo 3 verificar-se-a que a parametrizacdo da turbuléncia obriga a que os coe-
ficientes a considerar dependam da variavel de espaco e da variavel de tempo, assim
como, de forma implicita, do valor da temperatura potencial e da altura da camada
limite atmosférica (CLA), a qual, por sua vez, depende do fluxo turbulento vertical da
temperatura potencial. Desta forma, a discretizacao a realizar na resolucao do problema
deve assumir um coeficiente da difusividade nédo constante, ao contrario do que € feito

na introducdo ao método das diferencas finitas apresentada anteriormente. O estudo
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destes casos pode ser efectuado através da aproximacdo de volume de controlo. Para
explicar esta aproximacdo considere-se uma malha 1D com n volumes de controlo. A

divergéncia do fluxo de calor que sai do volume j é aproximada por,
1
VoF= (Fj+1/2 _ Fj_lh) : (1.23)

que, para a difusdo do fluxo de calor no ponto de indice j + 1/2 assume a forma,

ou

Fj+1/2 = :‘ij+1/2 a—x (124)

T=Tjt1/2

E, considerando a aplicacao de diferencas centradas para aproximar o valor do gradiente

de u no ponto x;,1s,, obtém-se,

0 1
—u ~ E (u]‘_H — u]‘) . (125)

Oz T=Tjt1/2

Procedendo de forma andloga para o ponto z;_./,, 0 esquema que se obtém para apro-

ximar a divergéncia de fluxo é o seguinte,

V-F= Ai (Fj+1/2 - FJ‘*1/2>

(/ij_l/Quj_l — [nj_1/2 + nj+1/2] uj + nj+1/2uj+1> . (1.26)

O desenvolvimento em série de Taylor prova que, para uma malha regularmente espa-
cada, o erro de truncatura associado a esta aproximacao é dado por,
1 0*u

2
V-F— W <I€j_1/2uj,1 = |Kj—1p T Kjpipp| Uj + I€j+1/2uj+1) =a(Azx) Il + ...,

em que o € R.

A expressdo apresentada em (1.26) é uma forma conservativa de fluxo, porém, em certos
casos, se se conhecer a expressdo analitica de k(z,t), podera ser mais preciso realizar a
expansdo do termo da difusdo através da regra da cadeia,

L AN LYY
ox AT or) Oz oz R&’UQ’
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procedimento que introduz um termo advectivo efectivo.

Deve notar-se que a introducdo de difusividades ndo constantes podem gerar o apa-
recimento de termos fonte e/ou comportamentos estranhos para as solucbes numé-
ricas. Assim, deve ter-se algum cuidado na andlise e compreensio desses efeitos. A
dependéncia das difusividades em relacdo a temperatura é outra dificuldade de ocor-
réncia regular, sendo que esta proporciona um tratamento mais especifico, uma vez
que gera ndo-linearidade na equagédo. No que concerne a implementacdo numérica, as
ndo-linearidades ndo provocam qualquer transtorno na aplicacdo dos métodos explici-
tos, mas podem ser de tratamento mais complicado quando se utilizam métodos impli-
citos. Para ultrapassar esse obstdculo é comum proceder a linearizacdo das equagdes e
itera-las, ou entdo recorrer a uma ferramenta mais poderosa, utilizar um esquema de

relaxac@o nao linear, tal como o Full Approximation Storage (FAS) multi-grid.

1.4 Simetrias de equacoes diferenciais

A construcdo dos métodos numeéricos invariantes depende da aplicagcdo do teorema do
prolongamento, o qual permite obter as solucdes invariantes para as EDPs, a partir dos
grupos de simetria de pontos. Esta técnica foi desenvolvida pelo matematico Sophus Lie
em 1880 e permite a obtencao sistemadtica de todos os grupos de simetria de pontos para
sistemas de equacoes diferenciais. Deve realcar-se que, dentro da andlise das simetrias,
existem outros grupos de simetria que se revelam mais complicados do que os grupos
de simetria de pontos, assim como simetrias que ndo possuem propriedades de grupo,
os quais, embora importantes para outro tipo de estudos, ndo sdo fundamentais para
a construcdo dos métodos numéricos invariantes. Os métodos de simetrias de grupos
revelam-se uma ferramenta extremamente poderosa na analise das equacoes diferenci-
ais, uma vez que as simetrias proporcionam, regularmente, o inico método pratico para
obter as solu¢des analiticas. Nos ultimos anos tem-se intensificado a investigacdo nesta
area, proporcionando enormes avancos. O livro de Olver (1993) fornece uma aborda-
gem extremamente moderna sobre a teoria de Lie da simetria de grupos. Os livros de
Bluman e Kumei (1989), Olver (1995), Hydon (2000) e Cantwell (2002) constroem um

leque de referéncias fundamentais para o estudo dos grupos de simetria.
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Os temas que serdo abordados com maior énfase nesta seccdo sdo os que concernem aos

métodos de prolongamento e aos grupos de simetria.

Definicao 1.1. Um conjunto G, munido de uma lei de composicdo inteira
(.) : G — G, designada por produto ou multiplicagdo, é um grupo se forem verificados

0s seguintes axiomas:
1. g-(h-k)=(g-h) k,Vg,h k € G (propriedade associativa);
2. deeG:e-g=g-eVg € G (elemento identidade);
3.VgeG,3g7teG:g-gt =g ! g = e (elemento inverso).

Denotando por R? = {(z1,22,...,24) : T1,29,...,74 € R} 0 espaco euclidiano de di-
mensio d e adoptando a convenciio z; : R — R para a funcio coordenada i, podem

apresentar-se as seguintes definicoes.

Definicao 1.2. Um espago localmente euclidiano de dimensdo d € um espago topologico M

onde cada ponto p € M possui uma vizinhanga U C M homeomorfa a um aberto de R%.

Definicdo 1.3. O homeomorfismo ¢ : U — R? designa-se por sistema de coordenadas ou
carta e as fungbes ¢; = x; o ¢ designam-se por fungoes coordenadas. De forma abreviada,

escreve-se (U, ¢) para designar o sistema de coordenadas.

Em muitas situacOes é usual escrever z; no lugar de ¢; e, consequentemente, denotar o

sistema de coordenadas por (U, 1, x2, ..., Zq)-

Definicdo 1.4. Um sistema de coordenadas (U, ¢) diz-se centrado num ponto p € M se

o(p) = 0.

Definicio 1.5. Uma estrutura diferencidvel de classe C* (1 <k < oo) num espago local-
mente euclidiano M de dimensdo m ¢é uma coleccdo de sistemas de coordenadas

C ={(Uq, ¢0) : « € A} que satisfaz as seguintes propriedades:

i) {Uy: a € A} é uma cobertura aberta de A, i.e.,

U Uy, = M; (1.27)
acA
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ii) As fungées de transicdo ¢, o ¢El sdo de classe C*, para quaisquer «, 8 € A;

iii) A colecgdo C € maximal: se (U, ¢) € um sistema de coordenadas com as propriedades

b odt e o 0@ ! sdo de classe CF para todo o a € A, entdo (U, ¢) € C.

Um par (M, C) é designado por variedade diferencidvel de dimensdo d.
Uma colecgdo de sistemas de coordenadas que satisfaz as condigdes i) e ii) recebe a designa-

¢do de atlas.

Apesar de uma variedade ser um conjunto mais geral do que R?, pode-se trabalhar
localmente como se se estivesse a trabalhar em R?. A identificacio de um ponto p na
variedade com a coordenada =z = x,(p), permite que se faca uso das ferramentas de
célculo disponiveis para trabalhar em R?, sem que haja a necessidade de as reformular
para espagos mais abstractos. Por uma questao de simplicidade, é comum assumir-se
que as variedades que se utilizam para desenvolver a teoria em torno das simetrias para

as equacoes diferenciais sejam conexas e infinitamente diferencidveis.
Definicdo 1.6. Sejam M e N variedades diferencidveis.

i) Uma aplicagdo f : M — R diz-se uma funcdo diferencidvel se f o ¢! é de classe C*,

para todos os sistemas de coordenadas (U, ¢).

ii) Uma aplicagdo ¥ : M — N diz-se uma aplicagdo diferencidvel se 7o W o ¢~! é de

classe C°, para todos os sistemas de coordenadas (U, ¢) de M e (V,7) de N.

Uma aplicagdo diferencidvel ¥ : M — N bijectiva, com inversa diferencidvel, designa-se

por difeomorfismo.

Para verificar se uma aplicacdo ¥ : M — N é diferenciavel basta verificar se, para
cada p € M, existem sistemas de coordenadas (U, ¢) de M e (V,7) de N, comp € U e
U(p) € V, de tal forma que 7o W o ¢! é de classe C*°.

O conjunto das aplica¢des diferencidveis entre duas variedades M e N é designado por
C*°(M; N). No caso em que se considera N = R, o conjunto das fung¢des diferencidveis
f: M — R é denotado por C*°(M) no lugar de C*°(M; R).

Para se compreender a obtencdo dos grupos de simetria é necessario definir espago
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tangente. O espaco tangente a R? num ponto p € R é definido como sendo o conjunto
TpIRd = {(p,v) CVE Rd}.

Este espaco tangente admite uma estrutura de espaco vectorial real onde, a adicdo é
definida por:

(p,v1) + (p,v2) = (p, v1 + v2),

e a multiplicacdo por escalares se define por:

A(p,v) = (p, \v).

Desta forma existe existe um isomorfismo natural Tde ~ R% no entanto, em muitas
situagdes, é preferivel ver T, R como o conjunto dos vectores com origem em p.

Para o caso em que se considera uma k-superficie S C R¢, o espaco tangente a S num
ponto p € S define-se com sendo o subespaco 7,5 C T,R?, formado pelos vectores
tangentes (p, V), para os quais existe uma curva diferenciavel v : (—¢,¢) — RY, com
Y(t) €5,7(0) =per/(0) =v.

Deve notar-se que um vector tangente (p, v) actua nas funcdes diferencidveis definidas
numa vizinhanca de p, ou seja, se f : U — R é uma funcao diferencidvel num aberto U
que contém p, pode escolher-se uma curva diferencidvel v : (—¢,¢) — U, com v(0) = p
e 7'(0) = v, e define-se

d
(p,v)(f) = e Hfov-

Observe-se que esta operacao ndo depende da escolha de ~, de facto, esta definicdo ndo
¢ mais do que a derivada direccional de f em p na direccdo v.

De seguida define-se o espago tangente a uma variedade diferenciavel M num ponto
p € M. Esta definicdo pode ser feita através de trés abordagens diferentes, duas em que
se utilizam sistemas de coordenadas e uma outra em que nio se utiliza este mecanismo.
Aquela que aqui é apresentada néo recorre a qualquer sistema de coordenadas. Fixe-se
entdo um ponto p € M e considerem-se duas funcoes diferencidveis definidas numa
vizinhancadep, f: U - Reg:V — R, onde U e V sdo abertos que contém p. Diz-se

que ambas as funcbes definem o mesmo germe em p, se existe um aberto W C U NV
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contendo p, tal que,

f‘W:g’W'

Designando por G, o conjunto de todos os germes no ponto p, conclui-se que G, possui

uma estrutura de dlgebra sobre R, definindo-se a adicao,

1+ 19l = [f +4gl,

o produto,

e a multiplicacdo por escalares,

Alfl =l

Consequentemente, faz sentido falar no valor de um germe [f] € G, no ponto p, nome-

adamente f(p). Por outro lado, ndo tem sentido falar no valor de [f] € G, em pontos

q # p-

Definicdo 1.7. Um vector tangente num ponto p € M é uma derivagdo linear de G,, i.e., é

uma aplicagdo v : G, — R, tal que:
D v([fT+ Alg)) = v([f]) + Av(lg]);
i) v([f]lg]) = v([fDg(p) + f(p)v(g))

Designa-se por espago tangente o conjunto dos vectores tangentes no ponto p e denota-se

por Ty, M.

O espago tangente possui uma estrutura natural de espaco vectorial real, uma vez que,
se vi, vy € T, M sdo derivagoes lineares, entdo v; + Avy também € uma derivacéo linear,

para todo o A € R. O fibrado tangente de M define-se por

™ = | ) T,M.
peEM

A projeccdo natural 7 : TM — M associa a um vector tangente v € 7,,M o seu ponto
base, ou seja, m(v) = p. A designacdo de "fibrado" deriva do facto de 7'M poder ser visto

como um conjunto de fibras justapostas umas as outras, formando uma variedade.
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Para definir os conceitos associados as algebras de Lie é necessario apresentar a definicao

de campo vectorial e alguns dos resultados que lhe estdo associados.

Definicao 1.8. Um campo vectorial numa variedade M é uma aplicagdo X : M — TM,
tal que m o X = I. O campo vectorial X diz-se de classe C*° se a aplicagdo X : M — T M

é de classe C'™°.

O conjunto dos campos vectoriais C*° numa variedade M ¢ denotado por X(M).
Para cada p € M, X, ¢ uma derivacdo e, consequentemente, dada uma funcéo

f € C°°(M) pode definir-se uma nova funcdo X (f) : M — R por

X(f)(p) = X,(f) = df(Xp).

Considerando (U, z1,...,z4) um sistema de coordenadas da variedade M, os campos

vectoriais

€ X(U) séo definidos por

T

) )
oz, (p) =

Ci=1,....d.
8xip ’

Se X € X(M) é um campo vectorial em M, entdo a restricdo de X ao aberto U, denotada

por X|;;, pode ser escrita na forma

)
X|,=S X;—
’U Z ! Bmz ’
=1
onde X; : U — R sdo fun¢des que recebem a designacdo de componentes do campo

vectorial X em relacdo as coordenadas (z1,...,zq).

Definicdo 1.9. Um caminho numa variedade M é uma aplica¢do continua ~y :|a,b[— M e

um caminho suave é um caminho em que a aplicagdo ~ é de classe C*°.

No caso em que o intervalo ndo é aberto diz-se que v : I — M ¢é suave se possui
uma extensdo a um caminho suave definido num intervalo aberto J D I. Neste caso a

derivada de v é definida por

. 0
) =dy- 5 t € TynM,
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e esta definida paratodo ot € I.

Definicdo 1.10. Seja X € X(M) um campo vectorial. Um caminho suave v : I — M

diz-se uma curva integral de X se

fY(t) - X’y(t)v
paratodoot € I.

Em coordenadas locais (U, z1, ..., z4), 0 caminho ~(¢) fica determinado pelas suas com-

ponentes v;(t) = x;(7y(t)), sendo, por exemplo, a derivada dada por

Por outro lado, as curvas integrais de um campo vectorial X, com componentes X; em
relacdo as coordenadas (x1, ..., z4) sdo as solu¢des do sistema de equacdes diferenciais
ordindrias (EDOs)

dvi
dt

=X;(m(t),...,v®), i=1,...,d
Os resultados standard sobre a existéncia, a unicidade e o intervalo maximo de definicdo
de solucgdes de um sistema de EDOs fornecem a seguinte proposicao.

Proposicdo 1.1. Seja X € X(M) um campo vectorial. Para cada p € M, existem valores

ap, by € RU {—00,+00} e uma curva suave vy, :|a,, b,[— M, tais que:
D) 0 €lap, byl e 1, (0) = p;
i) v, é uma curva integral de X;

iii) Sen :]c,d[— M €é uma curva integral de X que satisfaz i) e ii), entdo |c, d[Cla,, b,[ e
er‘]c,d[ ="

A curva suave v, apresentada na ultima proposigdo recebe a designacdo de curva inte-
gral maximal de X por p, e a proposi¢do mostra que, por cada ponto, passa uma tnica

curva integral maximal. Desta forma, para cada t € R pode definir-se

D; = {p eM:t E]ap,bp[},
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e, consequentemente, o fluxo do campo vectorial X € X(M) é a aplicagdo ¢% : Dy — M
definida por

O’ () = 7p(1).

Um campo vectorial diz-se completo se D, = M, para todo o t € R, ou seja, se a curva
integral maximal por qualquer p € M estd definida para ¢ €] — 0o, +oo[. Nessa situagdo,
o fluxo de X pode ser visto como uma aplicacdo definida de R x M para M, em que
(t,p) = ¢ (p)-

Se X € X(M) é um campo vectorial e f € C°(M), entdo X(f) € C>(M) e as ex-
pressoes em coordenadas locais mostram que X é um operador diferencial de primeira
ordem. A iteracdo desta construcio permite obter as "poténcias" X*, que correspondem

simplesmente aos operadores diferenciais de ordem &,
X = X (x5)).

que permite escrever a seguinte proposicao.

Proposicdo 1.2 (Férmula de Taylor). Seja X € X(M) é um campo vectorial e

f € C°°(M). Para cada p € M e k inteiro positivo é vdlida a seguinte expansdo

tk

2
fodk :f+tX(f)+%X2(f)+--.+ng(f)+O<tk“),

emquet— O (t"““) € uma fungdo de classe C*° numa vizinhanga da origem, cujos termos

de ordem inferior ou igual a k sdo nulos.

Outra notagdo importante associada ao fluxo de um campo vectorial é a notagdo de

exponencial,

exp(tX) = ¢ly.

Com esta notacdo é possivel apresentar as seguintes propriedades para a funcdo expo-
nencial,

exp(tX) ™! = exp(—tX)

exp((t + ) X) = exp(tX) o exp(sX).
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De seguida pode apresentar-se a defini¢do de paréntesis de Lie.

Definicdo 1.11. Sejam X,Y € X(M) dois campos vectoriais. O paréntesis de Lie de X e
Y € o campo vectorial [X,Y] € X(M) definido por

(X Y](f) =X (Y(f) - Y (X(f)),

para qualquer f € C*(M).

Note-se que, por definicdo, [X, Y] é um operador diferencial de ordem ndo superior a 2.
A proposicdo que se segue fornece as propriedades mais importantes do paréntesis de

Lie.
Proposicao 1.3. O paréntesis de Lie satisfaz as seguintes propriedades:
i) Anti-simetria: [X,Y] = —[Y, X|;
ii) Bilinearidade: [aX + VY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z], Ya,b € Z;
iii) Identidade de Jacobi: [X,[Y,Z]| +[Y,[Z, X]| + [Z,[X,Y]] = 0;
iv) Identidade de Leibniz: [X, fY]| = X(f)Y + f[X,Y], Vf € C®(M).

A axiomatizacdo das propriedades do paréntesis de Lie de campos vectoriais é sinteti-

zada na definicdo que se segue.

Definicdo 1.12. Uma dlgebra de Lie é um espago vectorial g com uma operagdo

[.,.] : @ X g — g, designada paréntesis de Lie, que satisfaz:
i) Anti-simetria: [X,Y] = -[Y, X];
i) Bilinearidade: [aX + bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z], Va,b € Z;
iii) Identidade de Jacobi: [X,[Y,Z]] + [Y,[Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

As élgebras de Lie de dimensao finita estdo intrinsecamente associadas a seguinte classe

de grupos.

Definicao 1.13. Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura diferencidvel, tal que

a operagdo multiplicagcdo
m: GxG — G
(9:h) = gh
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e inversdo
v G — G

g = g

sdo aplicagobes diferencidveis.

Definicdo 1.14. Dados um grupo de Lie G e um campo vectorial X, X diz-se invariante a
esquerda se

(Ly)X = X.

paratodoo g € G, onde L, : G — G é a translagdo a esquerda, h — gh. De forma andloga

se definem os campos vectoriais invariantes a direita.

Para construir os grupos de simetria de uma equacgao diferencial utiliza-se a teoria apre-
sentada anteriormente, assim como o conceito de que uma simetria de uma equacao
diferencial é uma aplicacdo que transforma solucées de uma equacao noutras solucoes.
Com o objectivo de entender este conceito, considere-se o espaco, Sz, que contém todas

as solu¢des de uma equacao diferencial,

E (x, D%u) = 0, (1.28)

onde F representa um operador linear de z e das derivadas de u. Uma simetria, S, é um
automorfismo de Sy, ou seja, S : S;, — Sp. Assim, o facto de u pertencer a S, implica
que Su também pertence a S7. A obtencdo dos grupos de simetria para as equacoes
diferenciais assenta fundamentalmente no teorema de Lie.

Para apresentar a teoria que regula a obtencao dos grupos de simetria utiliza-se uma EDP
de ordem n dependente de m variaveis, definida num subconjunto simplesmente conexo
Q C R™. Assuma-se também que esta equagdo diferencial toma a forma apresentada em

(1.28) e que E é uma funcao analitica definida em R™ x R,

[0 7
D%y = 01
- a o O 0
0x'0x5? ... Oxm™
onde a = (o, ag,. .., q,,) representa um vector multi-indice associado a derivada par-
cial de ordem o, com «; € Ny, parai € {1,2,...,m} e |a] = >, o;. A teoria que se

segue é igualmente extensivel a sistemas de equacdes diferenciais.
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Uma definicdo capital para a obtencao dos grupos de simetria € a de gerador infinitesi-

mal.

Definicdo 1.15. O campo vectorial,

m

0 0
v = Z{k(x,u)a—wk + o(x, u)%, (1.29)

i=1

com (x,u) € Q x R, designa-se por gerador infinitesimal de um grupo de Lie de pardmetro

local e € um operador diferencial de primeira ordem.

No sentido de determinar o grupo de simetria, deve construir-se um método que per-
mita determinar quais as condicGes a impor a & e a ¢, por forma a que se possa garantir
que G, grupo gerado por v, é um grupo de simetria para (1.28). Para realizar esta ta-
refa é necessario apresentar a definicdo de prolongamento de ordem n de G, que se
trata de uma extensdo natural da accdo de G de (x,u) para a coleccdo de todas as
derivadas de u até a ordem n. Assim, o n-ésimo prolongamento é uma ac¢do sobre

(X, Uy Ugy , Uy - - - s Uy U2, U2 4,5 - - -), garantindo que a ordem das derivadas néo é su-

xr1) Tx1T2?
perior a n, denotando-se por prG. Para obter pr"G, considere-se D", a aplicacdo de
jacto-n definida por,

D":(x,u) — (X,u,ugcl,um,...,ugcm,u2 u? ) . (1.30)

17 Tr1x2?

Desta forma, o n-ésimo prolongamento deve satisfazer a relacao,
D" oG =pr"GoD". (1.3D)

Para que a relacdo (1.31) seja valida, deve garantir-se que a regra da derivacdo para a
funcdo composta € valida para o calculo multidimensional.

O gerador infinitesimal de pr"G é designado por prolongamento de ordem n de v e
denota-se por pr" v. A condi¢do (1.31) permite a obtencdo de uma forma explicita para

pr'v.

Teorema 1.1. Seja v um campo vectorial definido como em (1.29). O prolongamento de
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ordem n de v € dado por
3}

Oug’

priv=v+y ¢* (1.32)

onde se toma a soma sobre todos os multi-indices o, com || < n. As fungbes ¢ sdo dadas

por
9% = Da <¢ -> Ekumk> + D Gk, (1.33)

k=1 k=1

ou

onde Dy, denota o operador de derivada total e u,, = Er
Tk

Deve notar-se que no teorema anterior, mais propriamente em (1.33), se utiliza a no-
tacdo uq k, €m que k denota a ordem da derivada e o o multi-indice associado a essa
derivada.

O teorema que se segue representa o resultado central da teoria das simetrias de grupos
de Lie. A sua formulacdo proporciona condicGes necessdrias e suficientes para que um
campo vectorial da forma (1.29) gere as simetrias da equacéo diferencial em andlise. A

prova pode ser encontrada, por exemplo, no segundo capitulo do livro de Olver (1995).

Teorema 1.2. Considere-se uma EDP de ordem n definida por (1.28) e v um campo vec-
torial definido por (1.29). Entdo v gera um grupo local de simetrias de um sé pardmetro

para (1.28), se e somente se,

pr' v [E (x, D%)] = 0, (1.34)

sempre que E (x, D*u) = 0.

A aplicacdo deste teorema a uma EDP fornece um sistema de EDPs nas fungoes &, e ¢. Na
maioria dos casos, a resolucao destas equagoes efectua-se de forma directa, devolvendo
um conjunto de campos vectoriais que gera todos os grupos de simetria de pontos. Os
campos vectoriais que satisfazem (1.34) sdo designados por simetrias infinitesimais.

Uma das propriedades mais importantes para estas simetrias infinitesimais € a de que
elas formam uma dlgebra de Lie com a utilizacdo dos parentéses de Lie. O teorema que

se segue € outro resultado fundamental para a obtenc¢édo dos grupos de simetria.

Teorema 1.3. Seja (1.28) uma equagdo diferencial definida em M = Q x R™. O conjunto

de todas as simetrias infinitesimais forma uma dlgebra de Lie de campos vectoriais em M.
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Além disso, se esta dlgebra de Lie é de dimensdo finita, entdo o grupo de simetria é um

grupo de Lie de transformagdo local que actua sobre M.

O procedimento para determinar os grupos de simetria admitidos para uma determi-
nada EDP do tipo (1.28) pode ser estabelecido de forma algoritmica. O processo inicia-
se com uma EDP e com um grupo de um parametro local de transformacoes G que
actua sobre um aberto M C X x U com um gerador infinitesimal dado por (1.29).
De seguida, prolonga-se o gerador para o espaco M (") pela férmula do prolongamento
(1.32), conjugada com (1.33). Segue-se a aplicacdo do critério de invaridncia infinite-
simal (1.34) e da férmula (1.32) sobre uma variedade. O resultado que se obtém é um
sistema de equacoes diferenciais simples para os coeficientes dos geradores dos grupos
de simetria, S, sendo possivel a reconstrucdo dos grupos através deles. Para o caso em
que se considera um sistema de EDPs, a metodologia é analoga aquela que se descreveu
para uma unica EDP. Os detalhes e provas podem ser encontradas em Olver (1993) e
Bluman e Kumei (1989).

Por razdes de enquadramento com o trabalho apresentado neste documento, utiliza-se
a equacao da difusdo do calor unidimensional, normalizada, para exibir uma aplicacdo
do teorema 1.2,

U = Uy (1.35)

Para calcular as simetrias da equagéo (1.35), considera-se que esta equacdo define uma

2
sub-variedade em X x U(%) através de A(x,t,u?) = % - % = 0. Defina-se o seguinte
X
campo vectorial,
v =¢(x,t,u)0p + (2, t,u)0 + d(z,t,u)0y, (1.36)

em X x U. Para determinar os possiveis grupos de simetria da equacdo é necessdrio
prolongar a accdo de v para o segundo espaco de jactos. Com base no teorema 1.1,

pode escrever-se,

B B
+ ¢t —, (1.37)

4 xt
¢ Ozt Ougg

0 0 0
2., r_ t Y T
pr'v=v+¢ aux+¢8ut+¢ B

em que os coeficientes ¢*, @', p**, ¢**, ¢'* sdo calculados a partir de (1.33), sendo dados

34



SIMETRIAS DE EQUAGCOES DIFERENCIAIS

por,
ou 8
¢ = Dig = - Di§ = =Dy
o6 (06 _or\ou_ocou_vcouvu_orou 138
ot Ou Ot) ot O0tdx Oudx ot Oudt?’ )
- 99 82 82u

9% N (2 a% a?g) ou 9% ou 9%t du <8u>2

0x? drdu  0x2) dx  9x2 0t Ou? Ot \Ox

TR E A YO o
ou? Oxdu ) \ Ox Oxdu Ot Ox
9% (ou\® (09 _0t\ *u _or 9%u
_EF<EJ'+G%_2%J5§_QEﬁM%
06 Oud®*u Ot Ou d*u 267’ ou 0%u
Ou Ox 0x2  Ou Ot Ox2 Ou Ox Oxot

(1.39)

A aplicacio de pr? v a A(z, t,u(?) providencia o critério infinitesimal de invariancia da

sub-variedade

ot = ¢, (1.40)

o qual deve ser satisfeito sempre que
Ut — Ugy = 0.

Substituindo entdo as expressdes obtidas para os coeficientes no critério de invariancia,

(1.40), obtém-se a seguinte relacdo

fole 0p Or\ Ou 0E0u O Oudu Ot O%u B 0%
Oou Ot

ot o Otor Dudr ot Ouol  ox?

) (@) )
Ou? Ozxdu oz Ou? ot \ Ox
o%¢ <6u>3 L0 Pu 08 0u Ou
ou? \ Ox Ox OzOt Ou Oz Ox?
(2 a) By o
ou Ox ) Ox? OxOu Ot Ox
WAy
OxOu 022 ) Ox  0Ox2 Ot

2 2
_Oroudtu 07 du 9u (1.41)

Ou Ot Ox2 Ou Ox OxOt

35



INTRODUGAO MATEMATICA

A igualdade entre os coeficientes das respectivas derivadas gera um sistema de EDPs, o

qual é apresentado na tabela 1.1.

Derivadas Coeficientes (Equacodes diferenciais a resolver)
ou P N
Ox 0xdt ou

0%u or
Oxdt 0= _2£
<au>3 o 0%
Ox ou?
<8u> 2 0%u o O
Ox ) 0Ox? Ou?
02u\’ or o
<@> “ou Ou

ou 0%u o 5 0*r o€
Ox 02 ou Oxou ou
0%u dp Ot P 09 285
0x2 ou Ot 0x?  Ou Ox
<@>2 A 2 % _ 0
ox Ou? Ozdu
Ou L9 _, P 9%
oz ot Oxdu  Oxz2
] 0p _ 9%
ot  0z?

Tabela 1.1: Sistema de equagdes diferenciais resultante do critério de invaridncia.

A resolucao deste sistema de equacoes diferenciais permite a obtencao das expressoes

para os coeficientes do gerador infinitesimal,

f(l‘, t, u) = C1 4 Cyx + 205t + 4Cgat, (1.42)
7(x,t,u) = Co + 2C4t + 4Cst?, (1.43)
oz, t,u) = (Cg — Csx — 2Cst — C6562) u+ a(zx,t), (1.44)
em que C;,i = 1,2,...,6, sdo constantes e «(z,t) € uma solucdo arbitrdria da equacéo

da difuséo do calor.
Podem, de seguida, definir-se os geradores da algebra de Lie, basta introduzir os coefi-
cientes na expressido do gerador infinitesimal (1.36) e colocar em evidéncia cada uma

das constantes, uma vez que as mesmas representam os parametros dos subgrupos uni-

36



SIMETRIAS DE EQUAGCOES DIFERENCIAIS

dimensionais. Desta forma,

v =ttt w) D+ ot u) D

Ox ot ou
0 51 0
= [C} + Cuz + 205t + 4Csat] — + [02 + 204t + 4G5t } <
Ox ot
+ [<C3 — Csz — 2Cst — CGxQ) u+ oz, t)} a%’

e, de forma equivalente,

0 0 0 0 0 0 0

0 50 9 0 0
+ Cs <4xt8_x + 4t 5% (x* + 2t)u8u> +oz(ac,t)au.

Este resultado permite que se conclua que

vy = Oy, vy = 0,
V3 = U0y, vy = x0, + 2t0;,
Vs = 2t0; — U0y, v = 4txdy, + 420, — <:U2 + Qt) U0y,

adicionada da dlgebra de dimenséo infinita, v, = a(x,t)d,.
As relacoes de comutacdo de Lie entre estes campos vectoriais, [v;, v;] = v;Vv; — v;Vv;,

sdo dadas pela tabela 1.2,

Vi Vo V3 V4 V5 Vg Vao
Vi 0 0 0 \21 —V3 2vs Va,
Vo 0 0 0 2vo 2vy 4vy—2vy v,
V3 0 0 0 0 0 0 ~Va,
V4 —Vi —2vy 0 0 Vs Vg Vo
V5 V3 —2v1 0 —V5 0 0 Vo
Vg —2V5 2V3 - 4V4 0 —2V6 0 0 v
Vo || Vo, Vo Va —Vo/  —Vy7 — Vo 0

Tabela 1.2: Tabela de comutagdo de Lie.

com o/ = za, + 2tay, o = 2ta, +zae o = dtwa, + 420 + (22 + 2t)a.
O processo que é utilizado para obter o grupo de transformacdes, gerado por uma de-
terminada simetria infinitesimal, é conhecido como exponenciacdo do campo vectorial.

Para se exponenciar uma simetria infinitesimal, vj, resolve-se o sistema de EDOs de
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primeira ordem
di df da
<E7 &7 E) = (§ (wvtvu) s T (w7t7u) 7¢ (m,t,u))
sujeito as condicOes iniciais

(0)) = (z,t,u).

—
N
—
(@)
N—
]
—
(@)
N—
Iy

Se u(x,t) for uma solucgéo para a equacdo da difusdo do calor, entdo a accdo da simetria

gerada por v em u € descrita por:

w(x,t) = p(exp (evy)) u(z,t), k=1,2,...,6. (1.45)

Nesta situacdo, u(x,t) serd a nova solucdo, obtida a partir de u(z,t) através da accdo
do gerador de simetria vi, e p (exp (evy)) u(x,t) é a accdo do grupo local gerado por vy,
em u. O pardmetro real ¢ é designado por pardmetro de grupo. Consequentemente, a
exponenciacao das simetrias infinitesimais obtidas para a equacdo da difusao do calor,

no caso unidimensional, produz as seguintes transformacoes de simetria:

p(exp (evy)) u(z,t) = u(z —¢,t) (translacdo no espaco)

p(exp (eve)) u(z,t) = u(z,t —¢) (translacdo no tempo)

p (exp (evy)) u(z,t) = eu(x,t) (dilatacao)

p(exp (evy)) u(x, t) = e /% <6€£C, ezet) (dilatacao)

p (exp (evy)) u(zx,t) = ety (x — 2¢et,t) (transformacdo galileana)

p (exp (evg)) u(zx,t) = #67512/(1+45t)u i ! (projeccéo)
6 ’ V1 + 4et 14 4et’ 1+ 4et

As relagbes anteriores servem para definir a ac¢do dos subgrupos de simetria de um para-
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metro da equacao da difusdo do calor, por isso, de forma equivalente, poder escrever-se:

G1:(x+et,u); Go : (z,t+e,u);
G3 :(x,t,eu); Gy : (eam,e%t,u> :
t —ex?
Gs : (w -+ 2€t,t,ue_m_€2t) : G i , cuy/1— detei—a<t | ;
1—4et’ 1 —4et

Go : (z,t,u+ea(z,t)).

Com base nos subgrupos obtidos, pode dizer-se que, se u(x,t) é uma solucdo para a
equacdo da difusdo do calor, entdo, por intermédio da aplicacdo directa da accdo de
cada um dos subgrupos, é possivel obter outras solucoes para a equacdo a partir da

solucdo u, mais propriamente:

[G1] up(z,t) =u(z —e,t);
[G9] ug(x,t) = u(z,t —e);
[G3] us(z,t) = e*u(z,t);

[G4] ug(z,t) =u (xefe, t€72€> ;

Gs]  us(,t) = e =ty (z — 221, 1) 5

1 —ea? x t
G 1) = ——eTHiet , ]
[Ge] us(z,1) \/1+4gt6 u<1+45t 1+ 4et )

(G4l Ug(z,t) = u(z,t) + eafx, t).

Pode afirmar-se assim que G; evidencia uma translacdo no espaco, Go uma translacdo
no tempo, G3 e GG, sdo simetrias que reflectem a linearidade da equacdo, G4 é uma
simetria de escala e G5 pode ser interpretada como uma certa mudanca de referencial
inercial. Gg ndo possui uma interpretacdo directa. E importante notar que no caso de u

ser constante, a solu¢do ug € uma gaussiana.
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2

Introducao fisica

2.1 Introducao

A dinamica da troposfera é uma area essencial de estudo, visto que estd é a camada que
mais influencia a forma de viver no planeta Terra. A circulacdo de grande-escala nesta
camada é fomentada, fundamentalmente, pelo diferencial de absor¢do da energia solar
na superficie terrestre. No que concerne aos modelos de circulacdo global (MCGs), as
ondas e os turbilhdes sdo os elementos mais influentes. De entre todas as camadas da
troposfera, aquela que mais sofre esta influéncia é a CLA.

Neste capitulo apresentam-se os resultados e os conceitos fundamentais sobre a dina-
mica de fluidos na Atmosfera. Pretende-se fornecer a informacdo necessaria sobre as
equacodes que descrevem a fisica e a dindmica dos escoamentos atmosféricos. Este capi-
tulo pode ser dividido em trés partes fundamentais. A primeira parte do capitulo aborda
e justifica as equacdes aproximadas para a CLA, a segunda parte dedica-se a introducéo
do conceito da turbuléncia e decomposicdo de Reynolds, apresentando-se, posterior-
mente, as equacOes para as varidveis médias do escoamento. Finalmente, na terceira
parte do capitulo, apresenta-se uma sumadria introducé@o a analise dimensional e a teoria
da semelhanca dinamica, fundamentais para a construcdo do esquema difusividade-de-
turbilhdes/fluxo-de-massa (DTFM), descrito no capitulo 3.

A construcao deste capitulo resultou da consulta de varias referéncias bibliogréficas, das
quais se destacam, Gill (1982), Pedlosky (1987), Holton (2004), Stull (1988), Vallis
(2006), McWilliams (2006), Cohen e Kundu (2008), Miranda (2001), Tsonis (2007),
Salby (1996), Curry e Webster (1999) e Wallace e Hobbs (2006).
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2.2 A atmosfera como um continuum

Os principios cientificos de funcionamento basico da atmosfera sédo regidos pelas leis ge-
rais da mecanica e da termodindmica. A pressdo na atmosfera pode ser entendida como
a forga que € exercida por unidade de drea, numa superficie sélida unitaria imersa num
qualquer ponto da atmosfera, devido ao choque e saltos continuos das moléculas na
superficie. Uma determinada massa de ar atmosférico, a volume e temperatura cons-
tantes, estd sempre sujeito a mesma pressdo. Esta afirmacdo é vdlida para substéancias
termodinamicamente puras e pode ser demonstrada, em particular, para os gases per-
feitos através das leis de Boyle e de Charles. A lei de Boyle diz que durante um processo
isotérmico a razdo entre a pressdo e a densidade € constante, e, por outro lado, a lei
de Charles afirma que num processo isobarico, isto €, a pressdo constante, o volume de
uma quantidade constante de gas aumenta de forma proporcional com a temperatura.
Do ponto de vista matematico, os significados que as propriedades possuem na atmos-
fera dependem da definicdo de um continuum. A existéncia de um continuum permite
afirmar que as propriedades em qualquer ponto podem ser expressas em funcdo das pro-
priedades num ponto vizinho, porque as propriedades e as suas derivadas sdo continuas,
no que diz respeito as variacoes no espacgo.

Do ponto de vista mecanico, a atmosfera é uma fina camada de misturas gasosas que
envolve a superficie da terra e que permanece adjacente a terra devido a forca de gravi-
dade.

A atmosfera é composta por um grupo de camadas, cada uma das quais caracterizada
por uma diferente distribuicdo da temperatura. A camada que se encontra acima da su-
perficie terrestre, designada por troposfera, caracteriza-se por um decrescimento linear
da temperatura com a altitude. Deve ainda salientar-se que o gradiente da tempera-
tura possui uma variacdo mais acentuada na parte inferior do que na parte superior da

troposfera, onde permanece praticamente inalterado.
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2.3 Quantidades fundamentais para a definicio da dinAmica

da atmosfera

A atmosfera terrestre pode ser considerada como um meio de fluido continuo ou con-
tinuum onde se pode definir um conjunto de quantidades fisicas, tais como, a pressao,
a densidade e a temperatura, que sdo fundamentais para a definicdo do estado da at-
mosfera. Cada uma destas varidveis estd unicamente definida em cada ponto (z,y, z)
da atmosfera, sendo consideradas como fung¢des continuas no espago e no tempo. De
seguida apresentam-se as equacdes necessarias para a realizacao dos estudos dos esco-

amentos que se processam na atmosfera.

2.3.1 Equacao de estado

A equacdo de estado, geralmente designada por equacdo de estado para um gas ideal,
surge como uma das equacdes fundamentais para o estudo da atmosfera, estabelecendo
uma relacdo entre as varidveis pressdo, temperatura e volume especifico, para um sis-
tema que se encontra em equilibrio termodinamico.

A atmosfera inclui-se, do ponto de vista mecanico, no conjunto dos fluidos Newtonianos.
Sob o ponto de vista termodindmico, assume-se que a atmosfera € composta por ar seco,

com comportamento tipico da lei dos gases ideais, com calores especificos ¢, e c,,
pa=RT < p=pRT, (2.1)
com R = ¢,(y — 1), v = ¢p/cy, € que,
e =c,T, (2.2)

sendo p a pressdo atmosférica, « = 1/p o volume especifico, p a densidade da atmosfera,
R a constante especifica do gas, 7' a temperatura absoluta da atmosfera e e a energia
interna por unidade de massa.

A equacao de estado para o ar, na sua forma geral, obtém-se considerando um elemento

genérico de ar com volume V' e massa m, admitindo que este elemento contém ar seco

43



INTRODUGAO FISICA

(d), vapor de dgua (v) e dgua liquida (7). Desta forma, a massa do elemento é dada por
m = mgq + my, + my, (2.3)

admitindo a auséncia de gelo para aplicacbes na camada limite. Por conseguinte, a

massa volumica para este elemento define-se por

_m_Md, My T
P=5 + =+

. 2.

Atendendo a que a relagdo definida por (2.1) é verificada pelos gases que constituem a

atmosfera, quer individualmente, quer numa mistura, € possivel escrever,
Pd = paRa'T, (2.5)
em que p, € a pressao parcial do ar seco e R; a constante de gas ideal para o ar seco, €,
Po = po By T, (2.6)

onde p, € a pressdo parcial do vapor de agua, também designada por tensdo de vapor,
e R, é a constante do gas ideal para o vapor de dgua. Assumindo que a dgua liquida
ndo afecta a pressdio, a lei de Dalton! permite que se afirme que p = pg + p,, qQue, em

conjunto com (2.4), (2.5), (2.6), e com e = Ry/R,, permite escrever,

1 v
p=pRyT [H— (——1> p__ﬁ} =p Ry Ty, 2.7)
€R pp

de onde se obtém, com a utilizacdo da aproximacdo 1/ep ~ 1 + 0.61 g, a definicdo de
temperatura virtual, T,

T,=T (1+0.61lq, —q), 2.8)

onde ¢, representa a humidade especifica e ¢; o contetido de agua liquida.
O ar himido é menos denso que o ar seco, por conseguinte, a temperatura virtual, 7T,

¢ sempre maior do que a temperatura, 7. Por outro lado, a temperatura virtual, T, é

I"Numa mistura gasosa, a pressio de cada componente ¢ independente da pressdo dos demais, a pressio
total (p) é igual a soma das pressdes parciais dos componentes".
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inversamente proporcional a densidade, o que faz dela uma variavel apropriada para o
calculo das flutuacoes.

A soma de ¢, com ¢; constitui a humidade especifica total, ¢;, ou seja,

m m
Qtzqv+ql=—v+—l=&+ﬁ. (2.9
m o m p p

Outro aspecto importante a reter acerca da equacdo (2.1) é que, no caso em que as
velocidades relativas sdo pequenas, a pressdo sofre apenas uma ligeira alteracdo ao
valor que teria na auséncia de movimento, p,(z,), ou seja,

dpa
Do 4 9pa =0, (2.10)
dz,

onde g representa a aceleracdo gravitica, e,

o pa(za)
Pa(2a) = RT, () (2.11)

considerando-se as func¢oes p,(z4), pa(za) € Tu(z,) dependentes de uma unica varidvel,
mais concretamente, a altitude standard z,, através da qual se define uma atmosfera
standard, ou seja, um estado basico em que as flutuacdes provocadas pelo movimento
ocorrem. Assume-se o conhecimento do estado bdsico standard, apesar de a sua deter-
minacdo, a partir dos primeiros principios, obrigar a consideracdo de mecanismos como
a transferéncia radiativa na atmosfera.

Pode deduzir-se para a temperatura standard, T,(z,), partindo da primeira lei da termo-

dinamica, a seguinte equacgéo,

d7, + R,(T,) =0, (2.12)
dz,

k(Ta)

considerando dRa(Ta) /dzqa = pa Qa(Ta), com k(7,) o coeficiente da condutividade tér-
mica e sendo Qa(Ta) a taxa de fornecimento de calor por unidade de massa, através da
transferéncia radiativa de calor. Em muitas situacdes considera-se um valor médio para
o calor, desprezando-se as variagdes, o que faz com que se considerem os valores de

referéncia para as variaveis termodinamicas como sendo os valores do estado standard
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ao nivel do solo, py = p.(0), po = pa(0) e Ty = T,(0). Com esta hipétese, da equagédo
hidrostatica (2.10) pode obter-se a seguinte razdo adimensional para as quantidades de

referéncia,
_gHo _ Ho
po/po  RIo/g’

Bo (2.13)

sendo Hj uma escala caracteristica de comprimento para o movimento vertical. A razdo

(2.13) designa-se por ntimero de Boussinesq, Bo.

2.3.2 Equacao hidrostatica

A equacéo hidrostatica traduz a expressdo formal do equilibrio hidrostético puro, onde
o gradiente vertical da forca de pressdo é equilibrado pela forca de gravidade. Assim,
o estado da atmosfera que corresponde a auséncia de movimento atmosférico em que
a forca de gravidade é exactamente igual ao gradiente vertical da forca de pressao,
designa-se por equilibrio hidrostatico.

Para compreender a fisica associada a equacgdo hidrostdtica, considere-se uma massa de
ar que se encontra entre as alturas z e z + dz. O gradiente vertical da pressdo que actua
sobre essa massa de ar é entdo dado por dp/dz e o peso da massa de ar, por unidade
de drea, é dado por pg. Consequentemente, sob a hipétese do equilibrio hidrostatico,
o gradiente vertical da pressdo terd de ser igual a forca de gravidade, e, portanto, a

equacao hidrostdtica pode ser escrita da seguinte forma,

0
a—p = —r9, (2.14)
z

sendo z a altura geométrica, medida a partir do nivel médio do mar.
Num sistema de coordenadas isobdricas, a equacdo hidrostatica pode escrever-se do

seguinte modo,
d T
o _RT _ g (2.15)
0z g
onde ® representa o geopotencial e H se designa por escala da altura.

A combinac¢do da equacdo de estado com a equacao hidrostdtica pode representar-se

por
o RT
— =—a=-——.
0z P
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A equacgdo hidrostatica sugere a existéncia de uma relacdo monotdnica univoca entre
a pressdo e a altura da atmosfera, o que permite a utilizacdo da pressdo como coorde-

nada vertical independente e a altitude geopotencial, Z = Z(z,y, p), como uma variavel

Z=-H <£>,
Po

em que pg representa a pressao de referéncia.

dependente, com,

Para uma atmosfera isotérmica a uma temperatura 7j, a coordenada z € igual a altura

geométrica e o perfil da densidade é dado pela densidade de referéncia, ou seja,
(=) = poexp (~77)
po(z) = poexp (— ) -

2.4 Leis fundamentais de conservacao

As leis fundamentais da dindmica de fluidos e da termodinamica sdo aplicaveis aos es-
coamentos atmosféricos, no que diz respeito as variaveis de campo, pressao, densidade
e temperatura, como variaveis dependentes do espaco e do tempo. Em termos gerais,
os movimentos atmosféricos sdo regidos por trés principios fisicos fundamentais: a lei
da conservacdo do momento (segunda lei de Newton para o movimento), a lei da con-
servacao da massa (continuidade) e a lei da conservacdo da energia (primeira lei da

termodindmica).

2.4.1 Equacoes da conservacao do momento

A segunda lei de Newton para o movimento afirma que a taxa de variacdo do momento,
por unidade de massa, corresponde a aceleracdo de um objecto, em relacdo a um sistema
de coordenadas fixo no espago, que iguala a soma de todas as forcas que actuam sobre

0 mesmo,

D(mu)
o = > F. (2.16)

O termo do lado direito da equagéo (2.16) é constituido pelas forcas fundamentais dos
escoamentos atmosféricos, mais concretamente, a forca de pressao, a forca de gravidade

e as forcas de tensdo. Desta forma, a equacao (2.16) pode escrever-se da seguinte forma,
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D(mu)
Dt

= —le—i—g*—F, (2.17)
P

onde u representa o vector tridimensional da velocidade, u = (u, v, w), g* a forca gra-
vitacional e F o conjunto das for¢as de tensdo. No que diz respeito aos escoamentos
geofisicos, a fim de validar a lei de Newton para o movimento, aplicdvel a aceleracdo
no sistema de coordenadas terrestre, é necessdrio a inclusdo de duas forcas aparentes
que estdo associadas ao movimento de rotagdo do planeta Terra: a forca de Coriolis, que
desvia as particulas de ar para a direita no Hemisfério Norte e para a esquerda no He-
misfério Sul, dependente da velocidade do ar e da latitude, atingindo um maximo nos
polos e tendendo para zero no equador; e a forca centrifuga, que deflecte radialmente as
particulas de ar e é dirigida para fora em relagdo ao eixo de rotacdo. Assim, para que a
equacdo (2.17) se possa aplicar aos escoamentos atmosféricos é necessdrio reescrevé-la
com a introducéo dos termos que a estas forcas dizem respeito,

D(mu)

1
Tt:——Vp—ZQxV+g*+QQR—F, (2.18)
p

em que €2 representa a velocidade angular da Terra, 2£2 x u o termo da Coriolis e Q?R.
a forca centrifuga. A forca gravitacional, ao contrdrio da forca centrifuga, actua em
direccao ao centro da Terra. A resultante destas duas forgas, gravitacional e centrifuga,
designa-se por forca de gravidade, g = g* + Q°R.

A aceleracgdo total de uma particula individual de fluido é igual a soma de todas as
forcas que actuam sobre essa particula no dominio de escoamento do fluido. Conse-
quentemente, no caso de se considerar a atmosfera, a equacdo vectorial do movimento,
por unidade de massa de fluido, para um movimento que € realizado num sistema de

coordenadas fixo, em relacdo a Terra, adquire a seguinte forma,

D 1
_u:—_Vp—Qqu+g—F, (2.19)
Dt p

onde se emprega a notacdo de derivada material, ou total, a qual inclui a variacdo

48



LEIS FUNDAMENTAIS DE CONSERVAGAO

instantanea e o efeito de adveccao,

A equacdo (2.19) exprime a lei fundamental da dinadmica, a qual traduz o balanc¢o do
momento linear que, no caso de um fluido, assume a forma de Navier-Stokes.

A andlise a equacdo (2.19) é feita em conformidade com o escoamento que se pretende
estudar, o que proporciona a aplicacdo de um conjunto de argumentos que permitem
uma melhor compreensdao do mesmo. Um dos argumentos mais eficazes é a analise de
escalas. A aplicacdo desta técnica permite que se perceba quais os termos que possuem
pouca ou nenhuma influéncia sobre o escoamento, quando comparados com os restan-
tes, podendo, portanto, ser removidos da equacdo. De forma simplificada, as componen-

tes horizontais da equagdo do movimento (2.19) podem ser representadas por

Du ov

- - 4 F 2.2
Dt v ox * e (2.20)
Dv ov
— =——+ F 2.21
i + fu 9y + Fy, (2.21)

em que os primeiros termos do lado esquerdo representam as derivadas totais para u e
v, respectivamente, e os segundos, as forcas de Coriolis, — fv, fu, sendo f o parametro
de Coriolis. No que diz respeito ao lado direito, os primeiros termos sdo as componentes
do gradiente de pressdo, enquanto que F, e F, sdo as componentes zonal e meridional

da tensdo gerada por pequenos turbilhdes, respectivamente.

2.4.2 Equacao da conservacao da massa

A equacdo da conservacdo da massa, também designada por equacdo da continuidade,
¢ uma equacdo hidrodindmica que exprime o principio de conserva¢do da massa num
fluido, ou seja, 0 aumento da massa de um volume de fluido hipotético é igual ao total do
escoamento da massa que entra nesse volume. Esta equacdo € escrita, geralmente, numa
das duas seguintes formas: na forma da divergéncia de massa, baseada no conceito de
escoamento Euleriano, ou sob a forma da divergéncia da velocidade, que se baseia no

conceito de escoamento Lagrangiano.
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Na primeira delas considera-se um elemento infinitesimal de fluido fixo no espago, com
forma cuibica e medidas dos lados dx, dy, 6z, através do qual se processa o escoamento
do ar. Considerando que o fluxo de massa no centro do elemento é dado por pu, a
aplicacdo da férmula de Taylor, em torno deste ponto, fornece os valores para os fluxos
que se processam em cada uma das faces do elemento.

A equacdo da continuidade, na forma de divergéncia de massa, é dada por

op
i . — 2.22
T + V- (pu) =0, ( )

e, na forma da divergéncia da velocidade,

Dp ou ov  Ow Dp B
m‘l‘ﬂa—x‘Fp@—y‘l—g—O@Dtﬁ-p(V u) = 0. (2.23)

Para o caso em que o escoamento é realizado com um fluido incompressivel tem-se
Dp/Dt = 0, e, consequentemente, a equagdo da continuidade é simplificada para a
forma V-u=0.

Para provar que as duas formas sao equivalentes, basta para isso notar que,
V-(pu) =pV-u+u-Vp. (2.24)

A introducdo de (2.24) em (2.22) devolve,

dp 1Dp
_ . . :O —_—— . :O
8t+pV u+u-Vp @th—FV u )

que é simplesmente a equacdo (2.23).

2.4.3 Conservacao da energia

A lei da conservagdo da energia afirma que a soma de toda a energia no universo €é
constante. A radiacdo solar que é absorvida pela superficie terrestre e pela sua atmosfera
designa-se por energia interna.

Para obter a equacao da conservacao da energia, considerem-se as trés componentes da
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equacao do momento num sistema de coordenadas cartesianas:

D 10

—u:———p+Qstinap—2chosap—ﬂ—FFx; (2.25)
Dt p Oz a

Dv 10p VW

— =220 5 — — + F; 2.26
D 3y ucosp — — + L'y ( )
D 10 2+
—w:—g———p—i—QQucosgp—u v + F,. (2.27)
Dt p Oz

que, apdés manipulacdo e simplificacdo, se podem apresentar da seguinte forma,

D w2+ 02 2 1
D |uirvirw) —gw—“u-Vp+u-F, (2.28)
Dt 2 p

em que F = (F,, F,, F.). Um aspecto imediatamente observado nesta equacio é a

auséncia dos termos de Coriolis e de curvatura, o que indica que os efeitos de rotacdo
e os termos de curvatura ndo tém qualquer influéncia sobre a energia do sistema da
atmosfera terrestre.

Relativamente a equacdo (2.28), podem realizar-se simplificacoes, no sentido de obter

a contribuicdo de todas as energias: cinética, gravitacional e mecanica. Para isso basta

notar que,
Dz D®
_ - — —_— s — 2.2
guw 9Dt = D’ (2.29)

e, a substituicao de (2.29) em (2.28), resulta em,

D 2 2 2 1

2 MY gl = —2u.Vp+u-F. (2.30)

Dt 2 p

A equacdo (2.30) é designada por equacdo da energia mecanica, designagdo que deriva
do facto da equagdo apresentar a contribuicdo de todas as formas mecanicas da energia,
mais propriamente, a soma da energia cinética com a energia potencial gravitacional,
que se designa por energia mecanica. A expressao (2.30) afirma que ao longo do escoa-
mento a taxa de variacdo da energia mecanica, por unidade de volume, é igual a taxa a
que o trabalho é realizado pelo gradiente da forca de pressao.

Para que a equagao apresente a contribuicdo da energia térmica € necessario introduzir
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a primeira lei da termodinamica, que € representada por

DT Da

Q:CUD—t —l—pD—t, (231)

onde () representa a taxa de aquecimento diabético. De uma forma mais concreta, () re-
presenta a absorcdo da radiagdo solar, que se converte em energia interna, sob a forma
das variacOes na temperatura, e em energia mecanica, que se torna aparente na realiza-
cdo do trabalho, Da/D t. Realizando a soma termo a termo, a equagdo (2.30) pode ser

transformada com a equacao (2.31), obtendo-se

: DI' Da D [u?+0v2+w? 1
—p— A Pp—F — |————— 4 ®|+-u-Vp—u-F 2.32
Q C”Dt —i—th—l—Dt[ 2 + —i—pu Vp—u-F, (2.32)
e, notando que,
1 Dp Op
u-Vp=a |2 P 2.33
PR a[Dt at}, (2.33)

e que,

P + =t = , (2.34)

pode escrever-se,

. D [u?+v®+w? Op
Q=— |—— — +d+C,T+ —a— —u-F 2.35
Dt 2 v TR T T (2.35)

que se designa por equacdo da energia.
No caso em que o escoamento € adiabdtico, o (Op/0t) = 0, desprovido de tensdo, (F =
0), e estaciondrio, pode dizer-se que,

D [u?+ v+ w?

— |12 L4 0,7 -
D1 2 + &+ C,T + pa 0,

ou seja,

u? +v? + w?

5 + ® + C,T + pa = constante. (2.36)

A equacgdo (2.36) é conhecida por equacdo de Bernoulli para um escoamento incom-
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pressivel. Finalmente,

u? +v? + w?

5 + ® + pa = constante,

sugere que, para uma atmosfera em repouso, um aumento no geopotencial produza

uma diminuicdo na pressao hidrostatica.

2.5 Termodinamicas da atmosfera seca

A derivada da equacdo de estado (2.1) em relacdo ao tempo fornece a seguinte relacgéo,
p— +a— = R—. (2.37)

Utilizando a primeira lei da termodinamica (2.31) e notando que ¢, = ¢, + R obtém-se,

6o DT_ Dy
~%Dpr T YD

que, dividida por T, fornece,

Q DInT RDlnp

T %Dt Dt (-38)

onde se utiliza a equacio de estado (2.1) para obter a relacio a/T = R/p. O termo Q/T
¢ designado por entropia.

Um processo em que a entropia € constante no tempo diz-se isentrépico, ou seja,

DInT RDlnp:

_ . 2.3
EY D 0 (2.39)

2.5.1 Temperatura potencial

A temperatura potencial, denotada por 6, é a temperatura que uma parcela de ar devia
ter se fosse adiabaticamente comprimida (ou expandida) a partir da sua pressao origi-
nal, p, até uma pressao de referéncia, py. Curvas com constante temperatura potencial
sdo designadas por isentropicas e o escoamento que se processa através de superficies

com temperatura potencial constante designa-se por escoamento isentrépico.
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Com a intencdo de obter uma expressao para 6, integra-se (2.39) para uma pressao de

p até py e uma temperatura de 7' até a temperatura potencial 6,

0 PO
/ chlnT:/ RDInp.
T D

O resultado que se obtém é dado por

_ 0\ _ R, (m 0N _p, (P
¢p(In@ —InT)=R(Inpy —Inp) < In <T> = gln <E> & In (T) =In <?> ,

ou seja,

R/cp
=T <@> , (2.40)
b

onde T e p sdo a temperatura inicial e a pressao inicial da parcela de ar, respectivamente.
A expressdo (2.40) é conhecida por equacdo de Poisson.

A temperatura potencial é conservada quando ndo existem efeitos diabaticos. Existe
uma relacdo muito préxima entre a temperatura potencial e a entropia, visto que as
superficies bi-dimensionais com constante temperatura potencial na atmosfera, que sdo
praticamente paralelas a superficie terrestre, sdo conhecidas como superficies isentrépi-
cas, ou seja, superficies com entropia constante. As parcelas de ar para as quais nao se
adiciona ou remove qualquer calor movem-se em superficies isentrépicas, dessa forma, a
temperatura potencial é conservada ao longo da trajectdria da parcela de ar. A utilizacao
de superficies isentrépicas permite também a diminuicdo em uma unidade a dimenséo
do problema de seguimento do movimento de uma parcela de ar num espago tridimen-
sional (latitude, longitude, altitude), sendo nesse caso possivel estudar o problema a
duas dimensoes (latitude e longitude) numa superficie isentrdpica.

O gradiente vertical da temperatura potencial determina a forma como se processa a
estratificacdo do ar na atmosfera: se a temperatura potencial aumenta com a altitude,
diz-se que o ar se encontra estavelmente estratificado; se a temperatura potencial dimi-
nui com a altitude, o ar diz-se negativamente estratificado; se a temperatura potencial

ndo se altera com a altitude, entdo o ar diz-se neutralmente estratificado. Sob o ponto
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de vista matematico tem-se:

Do .

— >0 para ar estavel,
Dz

Do

— = (0 para ar neutro,
Dz

Do s
— < 0 para ar instavel.
Dz

2.5.2 Estabilidade atmosférica

A estabilidade atmosférica mede o grau até ao qual a atmosfera resiste a turbuléncia e ao
movimento vertical, por isso, € utilizada para descrever o estado da atmosfera quando
uma parcela de ar retorna a sua posicdo original, apés um deslocamento vertical as-
cendente ou descendente. Este procedimento dependera da forma como a temperatura
desta parcela de ar se relaciona com a temperatura do ar que encontra no movimento
ascendente ou descendente. O critério de estabilidade é fundamental para fazer o estudo
da troposfera.

Considerando a equacdo apresentada para a temperatura potencial, (2.40), e calculando

a derivada em relacdo a altura, z, obtém-se,

oo _owT  R[ow op) 10 _ 10T R op
0z 0z ¢ | 02 0z 00z T 0z pcydz

A utilizacdo da equacdo hidrostdtica, (2.14), e da equacdo de estado, (2.1), permite

reescrever a equacao anterior da seguinte forma,

T 06 T 06
Y 4T el =T,->-2
0 0z Tlee 17002
onde I'; = g/c, é o gradiente adiabético seco e I' = —07'/0z € o gradiente ambiental.

O gradiente adiabdtico é a variacdo de temperatura que ocorre nas massas de ar que
realizam movimento vertical.

A estabilidade da atmosfera pode entao exprimir-se por trés condigoes:

(i) se 90/0z > 0, entdo I' < I'y, o que significa que a atmosfera permanece estatica-

mente estavel, neste caso, uma subida adiabatica de uma parcela de ar, mais fria
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do que o ambiente circundante, tende a fazer a parcela de ar voltar a sua posicdo

original;

(ii) se 90/0z = 0, entdo I = T'y, ou seja, a atmosfera encontra-se neutralmente estd-
vel, caso em que a subida de uma parcela de ar ocupard uma nova posicdo, visto
que a temperatura da parcela é a mesma das parcelas que se encontram na sua

vizinhanca;

(iii) se 00/0z < 0, entdo I' > Ty, o que indica a existéncia de uma estratificacédo
absolutamente instdvel, situacdo em que a parcela de ar que sobe na atmosfera
estard sempre mais quente do que as que se encontram na sua vizinhanca e, devido
a esse facto, tendera a afastar-se da sua posicdo original, caso em que acontece

conveccao livre.

2.5.3 Frequéncia de Brunt-Vaisila

Numa atmosfera estaticamente estdvel, quando uma parcela de ar sobe para um am-
biente em que as suas vizinhas se encontram a uma temperatura mais alta, a parcela
é forcada a voltar ao seu nivel inicial, apds se esgotar a forca de impulso que a obri-
gou subir. Estes casos originam um conjunto de oscilagdes em torno da posi¢ado original
da parcela. A frequéncia dessas oscilacoes de flutuacdo é designada por frequéncia de
Brunt-Viisild, a qual depende de uma forca de restauro que actua sobre a parcela, que,
em termos matematicos, é dada pelo produto da gravidade com a diferenca de densida-
des entre a parcela e o ambiente envolvente.

Considerando §z o deslocamento vertical da parcela de ar em torno da sua posi¢do

inicial, a segunda lei de Newton permite que se escreva,

F, Dw  D?
massa Dt ﬁ(&)' (2.41)

Admita-se que p, e p, sdo as densidades da parcela de ar e do ambiente, respectiva-
mente, e que 7, e T, sdo as temperaturas da parcela de ar e do ambiente, respectiva-

mente. De acordo com o que atras foi referido, a forca de restauro por unidade de massa
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para a parcela de ar pode ser descrita por

F —
: [M] g. (2.42)
massa Pa

A aplicacdo da equacao de estado, (2.1), permite reescrever (2.42) da seguinte forma,

F, 1 1 T, - 1T,
— | = — | T = — p . 2.43
massa [Ta TJ g g[ T, ] (2.43)

Na expressdo (2.43) o termo (7}, — T;,) pode ser substituido por (I'y — I')dz, porque a
parcela seca arrefece sob o regime de um gradiente adiabatico seco, I'y, e pode, por
isso, ser comparada com o ambiente, cuja temperatura varia a uma taxa descrita pelo
gradiente do ambiente, I'. Assim, a forca de restauro por unidade de massa serda dada
por

F, 9

=L (1 -1)s= (2.44)

Da conjugacdo das expressoes (2.41) e (2.44) resulta uma equagcdo diferencial ordinaria
de segunda ordem,
D2

=—(62) + % (Tq —T) 8z = 0. (2.45)

A solucao desta equacdo diferencial descreve uma oscilacdo de flutuacdo com um pe-

riodo 27 /N, em que,

69 1/2
9 ] : (2.46)

N2 = | LT, -T)| & N = [55

T

sendo N designada por frequéncia de Brunt-Véisila.

Quando na presenca de uma atmosfera estaticamente estavel, 0.6 > 0, de forma conse-
quente, N > 0, o que significa que serdo geradas oscilacdes por flutuacdo. Para o caso
absolutamente instavel, 9.0 < 0, tem-se N € C, o que corresponde a uma perturbacao
crescente. Finalmente, para o caso neutral, 9,0 = 0, garante que N = 0, e, portanto,

ndo existem oscilacoes de flutuagao.
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2.5.4 Equacoes termodinamicas para a temperatura potencial e humidade

A equacdo da termodindmica para o ar seco exprime-se por

00 00 00 ol 0 00 0 00 0 00
Zhu o= fwe— = (A=) = (do== ) + — (M= 2.
ot " Yar Ve, T Ve T oy <Agax> oy <A98y> s <)\082> » (247)
sendo a temperatura potencial, #, definida através da relacao,
p 7Rd/cpd
o1 (_> , (2.48)
Po

em que c,q € o calor especifico do ar seco a pressdo constante e p, € a pressdo referéncia.

A temperatura potencial relaciona-se com a entropia do ar seco, s, de acordo com,
s = cpq In(6).

Na equacdo (2.47), o parametro Sy inclui os efeitos ndo adiabdticos, como a radiacdo,
as transicOes de fase, entre outros, e \y representa a condutividade térmica.
O sistema completa-se com a equacdo de conservagdo de humidade especifica,

9 @b  O0q Oq _ 9 (,0w\, 9 (g, 0 ([ Ja
UGS W _qu+ax (Aq 8x>+8y (Aq 6y>+az </\q az>, (2.49)

onde S, contém os termos fonte e sumidouro de vapor de 4gua associados as transicoes
de fase e )\, ¢ a difusividade do vapor.

O sistema composto pelas equacoes (2.7), (2.19), (2.22), (2.47) e (2.49), geralmente
designado por sistema de Boussinesq, constitui um sistema fechado de sete equacoes
a sete incognitas, caso se conhecam os termos de fonte e sumidouro, Sy e S,,, e as

constantes c,q, Rq, g, 2, i1, Ag € Aq.

2.5.5 Equacoes aproximadas na camada limite

O sistema de equacdes referido anteriormente pode ser simplificado tendo em conta
um conjunto de aproximacoes fundamentadas pela andlise de escala. Quando a escala
vertical do escoamento é muito menor que a escala horizontal, situacdo corrente para

os escoamentos de larga escala, a equacdo do movimento vertical pode ser substituida
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pela condicdo de equilibrio hidrostatico,

0
8_p =—pg. (2.50)
z

Deve notar-se que esta condi¢do ndo é estritamente verificada na camada limite, mas,
uma vez que a camada limite nunca se afasta desse estado de equilibrio, define-se um
estado de referéncia (p,,6,, p,) barotrépico, ou seja, dependente apenas da altitude,
adiabético e em equilibrio hidrostatico. As diferentes equacoes de balanco e de estado
podem ser entdo simplificadas realizando uma linearizacdo em torno do estado de refe-
réncia, ou seja, p = p, +p', p = pr +p € 0 = 6, + 0, 0 que equivale a admitir que as
perturbacdes p’, p’ e 6’ sdo pequenas quando comparadas com os valores de referéncia.
Na camada limite, a escala vertical do escoamento é sempre muito inferior a escala de

variacdo de densidade,

[ 1o
a7

o que justifica a substituicdo da equacao da continuidade pela condi¢do de incompres-

sibilidade,
ou Ov Ow
—+—+—=0. 2.51
ox + oy + 0z ( )
Estas condicOes permitem a obtencdo da aproximacdo de Boussinesq, que afirma que
as flutuacoes da densidade aparecem exclusivamente associadas a gravidade no termo

de flutuagdo p'/p, = —#6./6,,. Considerando entdo as aproximacdes hidrostética e de

Boussinesq, as equacdes do balan¢o do momento linear (2.22) definem-se da seguinte

forma: b w
u p
o7 = _;%—2(Qyw—ﬁzv)+yAu,
Dv 1 Op
— = —— = —2(Qu—-Q, Av, 2.52
D3 paD (Qu w) + v Av (2.52)
Dw 1 Op 0,
o7 _;&+g9—w—2(ﬁmv—9yw)+qu.

Notando que as componentes do vector 2 sdo dadas por
Q= (Qgg, Qy, QZ) = (0,]|Q| cos ¢, |Q|sin ),

em que ¢ representa latitude da origem do sistema, ¢ € [0,7/2], entdo o sistema de
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equacgoes anterior pode ser apresentado da seguinte forma,

Du 1 op
- = = fw— Au,
D: P w— fv+vAu
Dv 1 op
— = - = - A 2.53
Y oy fu+vAv, (2.53)
Dw 1 dp 0,
S L N
| D b0 T 0g, T Iwtvar

onde se definem os pardmetros de Coriolis f = 2|Q|sin¢ > 0, para o hemisfério norte,
e f« = 2|Q|cos p, e se admite que a viscosidade é constante, utilizando-se a viscosidade
cinemadtica, v = u/p,. Nas equacoes (2.52) e (2.53) as varidveis termodindmicas p, p e 6,
representam perturbacoes em relacdo ao estado de referéncia, mas, por uma questao de
simplicidade, omite-se ’. A densidade do estado de referéncia é considerada constante.
No primeiro membro da equacdo estdo presentes os termos de tendéncia e de adveccao
do campo de velocidade, enquanto que no termo do lado direito se encontram a forca
do gradiente de pressdo, a forca de Coriolis, a flutuacdo e a difusao. A flutuacdo aparece

como uma fungéo da temperatura potencial virtual, 6,,

0, =0 (1+0.61q, —q). (2.54)

A definicao de estabilidade na atmosfera baseia-se no sinal da forc¢a de flutuacao, B, de
uma parcela verticalmente deslocada, numa atmosfera com um perfil de temperatura

T,. A forca de flutuacdo por unidade de massa, B, é dada por

T, (2.55)

2.6 Turbuléncia

O sistema de Boussinesq € o cerne do problema da turbuléncia. A impossibilidade de se
obter uma solucdo analitica para este sistema implica a recorréncia aos métodos numé-
ricos de integracdo para a resolucdo do problema, os quais exigem a realizacdo de uma
discretizacdo, reduzindo, dessa forma, o numero de graus de liberdade para um valor

finito. A discretizacdo do sistema representa apenas 0S processos que ocorrem numa es-
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cala espaco-temporal superior ou igual a malha da discretizacdo. Os novos termos que
decorrem da discretizacdo das equacgoes sdo os termos turbulentos e traduzem o efeito
das escalas nao representadas sobre as escalas do modelo, pelo que é comum designa-los
por termos de sub-escala.

Em 1895 Reynolds mostrou que as contribui¢des equivalentes aos termos de sub-escala
sdo responsaveis pelo caracter irregular (turbulento) do escoamento de um fluido em
determinados regimes. Para tal, considerou uma forma para abordar os escoamentos
turbulentos que consistia numa decomposi¢do das varidveis do escoamento em duas
partes distintas, uma parte média e uma parte de perturbacdes em torno do valor mé-
dio. Esta ideia de decompor as variaveis de um escoamento revelou-se tdo eficaz, que
continua a ser uma das vertentes mais utilizadas no estudo da turbuléncia. Em termos
numeéricos, o valor médio representa a média da variavel num elemento da grelha no
dominio de discretizagéo.

Uma caracteristica inerente aos escoamentos turbulentos é a presenca de uma cascata de
energia, ou seja, os turbilhoes de maior escala retiram energia cinética ao escoamento
médio, transferindo-a, através das interaccOes entre os turbilhdes, para os turbilhdes
de menor dimensao, acabando nos turbilhdes de menor dimensao com a conversdo da
energia cinética em energia interna, através de friccao viscosa. Esta dissipacdo da ener-
gia cinética nos escoamentos turbulentos para energia interna € realizada a uma taxa
média de e ~ U3/L, por unidade de massa, em que U e L representam as escalas para a
velocidade e para o comprimento dos turbilhdes que contém energia, respectivamente.
O mecanismo de producéo de energia cinética turbulenta decai num periodo de tempo
da ordem u? /e ~ L/U, pois a energia cinética turbulenta por unidade de massa é U?, o
que revela uma velocidade bastante grande. Numa situacdo deste género, o decaimento
da energia contida nos turbilhdes nao se deve a friccdo viscosa, mas sim a cascata de
energia, uma vez que a friccao viscosa pode ser negligenciada em relacdo ao niumero de
Reynolds, Re = UL /v.

As exigéncias computacionais que sdo inerentes a utilizacdo da simulacdo numérica di-
recta (SND) fundamentam a utilizacdo de métodos menos onerosos, entre esses destacam-
se aqueles que se baseiam na utilizacdo das médias de Reynolds. A razdo para a SND

possuir um custo computacional tdo elevado prende-se com o facto de ser necessario
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construir uma malha com um ntimero de nds que permita a cobertura total de todas as
escalas dos turbilhdes presentes no escoamento turbulento, situagdo que, mesmo com o
desenvolvimento computacional observado nos tltimos anos, se revela ainda impossivel
de realizar. A utilizacdo das médias de Reynolds permite que se obtenham resultados
muito bons com a utilizacdo de malhas muito menos densas. Porém, existem situagoes
em que os resultados saem prejudicados com a utilizacdo deste processo, uma vez que
o processo implica a exclusdo da simulacéo de turbilhdes inferiores a uma determinada
escala, como acontece com os escoamentos atmosféricos na regido adjacente a superficie
terrestre. No entanto, a utilizacdo das médias de Reynolds, como se comprovara nesta
seccdo, introduz nas equacdes um conjunto de novos termos, designados por tensoes
de Reynolds, que, para serem resolvidos numericamente, tém de ser parametrizados ou
modelados.

Os modelos que se utilizam para resolver os escoamentos turbulentos dividem-se em
duas classes fundamentais: os que utilizam as médias de Reynolds, Navier-Stokes com
médias de Reynolds (NSMR), também designados por modelos de fecho, que se baseiam
na média de conjunto; e os de simulacdo de grandes turbilhdes (SGT), que utilizam a

média no espaco.

2.6.1 Instabilidade do escoamento e transicao para turbuléncia

A compreensao do conceito de estabilidade estatica ou instabilidade estatica e a andlise
ao parametro,
g 00 gop

e (2.56)

sdo fundamentais para o estudo das instabilidades que ocorrem nos escoamentos. De
uma forma mais concreta, o valor de s, definido por (2.56), pode ser utilizado para
medir a estabilidade estdtica de uma camada atmosférica. Esta medicdo é feita com
base no critério de andlise aos movimentos verticais das parcelas de fluido na atmosfera,
mais concretamente, se os movimentos sao suprimidos ou desencadeados pela forca de
flutuacdo, que é gerada pela diferenca de densidade da parcela em relacdo ao meio
que a rodeia. Se o valor de s é negativo diz-se que a camada de fluido se encontra

gravitacionalmente instavel, e, como consequéncia, a parcela tende a afastar-se cada
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vez mais do seu ponto de equilibrio.

Outro tipo de instabilidade que ocorre nos escoamentos € a instabilidade dinamica ou hi-
drodinamica. Ao serem introduzidas perturbagdes no escoamento, intencional ou inad-
vertidamente, estas tendem a crescer no espaco €/0u no tempo em que se processa 0O
escoamento, alterando, irreversivelmente, a natureza do escoamento. Se as perturba-
¢Oes tendem a desaparecer no espago ou no tempo, diz-se que o escoamento € dinami-
camente estavel. Um escoamento pode ser estavel para perturbagdes infinitesimais, mas

tornar-se instavel para perturbagdes de grande amplitude.

2.6.2 Modelos matematicos para o estudo de escoamentos turbulentos

As equacgdes da continuidade, movimento e energia termodinamica, apresentadas como
expressOes matematicas para a conservacdo da massa, do momento e do calor, res-
pectivamente, para um elemento de volume de fluido podem ser aplicadas, tanto aos
escoamentos laminares, como aos escoamentos turbulentos. No que diz respeito aos
escoamentos turbulentos, todas as varidveis e respectivas derivadas presentes na formu-
lacdo do problema evidenciam irregularidades espaciais e temporais. Esta propriedade
faz com que todos os termos que definem as equacdes do escoamento sejam significa-
tivos, o que faz da aproximacdo de Boussinesq a unica simplificacdo vidvel. Em parti-
cular, as equacoes instantaneas, com a inclusdo da aproximacdo de Boussinesq, para
um escoamento turbulento termicamente estratificado, num referencial em rotagdo com

referéncia fixa na superficie da Terra, sdo dadas por

ou Ov Ow
R I 2.5
8x+8y+8z ’ (257)
ou ou ou ou 1 dp 9

hufins —_ = S 2.5
8t+u8x+vay+w8z v p08m+yvu’ (2.58)
ov ov ov ov 1 Op 9
ot T as ey T Ve T T T gy TV Y @:59)

T 1

ow 4 u@_w + Ua_w + w@_w - g— —@ + VVQw, (2.60)

ot Oz oy 0z Tog po 0z

O¢ 90q  Oq  Oq 2

8t+u&r+v3y+waz_amv q. (2.61)
00 00 00 00 9

Actualmente ndo é conhecida qualquer solucdo, obtida através de métodos puramente
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analiticos, para o sistema de equacgdes nao linear definido por (2.57)-(2.62). No en-
tanto, o recurso aos computadores tem proporcionado solugdes numéricas para uma
variedade de escoamentos com numeros de Reynolds pequenos. Os escoamentos tur-
bulentos com numeros de Reynolds elevados, tais como aqueles que se processam na
atmosfera, inclusivamente na CLA, apenas sdo possiveis de resolver com a inclusdo das
médias de Reynolds nas equacdes. A resolucdo numeérica destes problemas recorre a
utilizacdo de métodos de diferencas finitas e de elementos finitos.

As duas técnicas mais utilizadas para resolver numericamente os escoamentos turbu-
lentos sdo a SND e a SGT. Na técnica de SND o procedimento empregue concerne na
resolucdo directa das equacOes instantdneas que definem o escoamento. A principal
razdo para a dificuldade da aplicacdo desta técnica prende-se com a incapacidade do
modelo numérico resolver todas as escalas que estao presentes num problema de esco-
amento turbulento. As restricdes que a utilizacdo da técnica de SND impoe faz com que
a técnica de SGT seja a mais admissivel na simulacdo dos escoamentos turbulentos. A
facilidade computacional que advém da utilizacdo desta técnica resulta do facto de se
resolverem apenas algumas das escalas do movimento para um determinado intervalo
de escalas, entre o tamanho mais pequeno da malha e a maior dimensao do dominio de
escoamento. Deve ressalvar-se que as escalas mais pequenas nao sao resolvidas quando
se utiliza esta técnica, no entanto, as contribuicdes das mesmas, tanto as mais impor-
tantes, no que diz respeito a dissipacdo de energia, como as menores, associadas aos
transportes turbulentos, sdo usualmente parametrizadas através da utilizacdo de mode-
los de sub-escala mais simples, Mason (1994) , Leslie e Quarini (1979). A origem da
técnica de SGT estd intrinsecamente ligada a previsao global do tempo e aos MCGs.

Os primeiros trabalhos que utilizaram a simulacdo com a técnica SGT em escoamentos
turbulentos, incluindo para a CLA, foram publicados por Deardorff (1970a,b, 1972a,b,
1973). Estes trabalhos tém servido de base para muitas das modelag¢des realizadas para
CLA em condicOes neutras e instaveis, mesmo na presenc¢a de conveccao humida e de
nuvens. Deve salientar-se a barreira com que se deparam as simulacées SGT na camada
limite nocturna estdvel (CLNE), mesmo nos periodos de transi¢do da manha e do crepts-
culo. A principal razao para a ocorréncia deste problema é a diminuiciao acentuada das

escalas dos turbilhOes que se encontram nesta camada, o que faz com que a transferén-
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cia de energia, assim como outros processos de trocas, sejam fortemente influenciados

ou dominados pelos movimentos de sub-escala.

2.6.3 Modelos de turbuléncia com médias de Reynolds

As integracOes numéricas nas técnicas SND e SGT fornecem varidveis para o escoamento
turbulento altamente irregulares como func¢des do tempo e do espaco. O trabalho de
Reynolds (1894) apresenta as condicOes e a forma de aplicacdo de uma média a utilizar
nas equagoes que regem um escoamento turbulento. A introducdo desta técnica nas
equacdes de Navier-Stokes (NS) designa-se por NSMR.

Para apresentar as "condi¢Oes de Reynolds" para o cédlculo das médias nas equagdes do
escoamento, assumam-se duas variaveis independentes, ou fungdes de outras variaveis,
quaisquer, a, b, com valores médios @ = A e b = B, respectivamente, e o uma constante

real arbitraria. Com estas hipoteses, sdo validos os seguintes pressupostos:

* A média da soma € igual a soma das médias,

a+b=a+b=A+ B:; (2.63)

* Os escalares ndo afectam, nem sao afectados, pelas médias,

aa =aa = oA, a@a=a, Va € R; (2.64)

* A média do produto de uma quantidade média por uma outra qualquer quantidade

¢ igual ao produto das quantidades médias,

ab= Ab= Ab= AB. (2.65)

* A média das derivadas espaciais e temporais de uma quantidade ¢é igual a corres-

pondente derivada da média,

da _da DA,

9 " 95 s (2.66)
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* A média dos integrais no espaco e no tempo de uma quantidade € igual ao corres-

pondente integral da média,

/ad,S:/Eds:/Ads. (2.67)

Nas condicbes (2.66)-(2.67) a varidvel s pode representar uma varidvel de espaco,
s =ux,y, 2z, ou de tempo, s = t. As condicOes apresentadas em (2.63)—(2.67) sdo requisi-
tos impostos ao operador que se utiliza para calcular as médias. Deve também notar-se
que as condicoes (2.63) e (2.64), conjugadas, garantem a linearidade do operador que
se utiliza para o cdlculo das médias.

A imposicdo destas condi¢Oes sobre o operador de suavizacdo permite chegar aos se-

guintes resultados:

A=A, (2.68)
d =0, (2.69)
AB = AB, (2.70)
A = AV =0, (2.71)
a’ dd 0d  Bd
AL L 2.72
Ox 0 oy 0z Ot (2.72)

onde se utiliza a notacdo ( )’ para denotar a perturbacdo em relagido ao valor médio
da derivada, ou seja, as varidveis instantaneas reflectem a soma da parte média com
a perturbacido, a = A+ d e b = B + /. As condicOes (2.63)-(2.67) em conjugacao
com os resultados resultantes (2.68)—(2.72) sdo utilizadas no processo de obtenc¢édo das
equacgdes para as variaveis médias. Nao se deve olvidar o facto de esta técnica de cal-
culo da média ser apenas estritamente valida para conjuntos de observaces, média
de conjunto, o que sustenta a sua frequente aplicacdo em estudos tedricos. Na pratica,
principalmente para escoamentos geofisicos, a capacidade de utilizacao desta técnica é
praticamente impossivel, o que obriga a utilizacdo das técnicas de calculo da média no
tempo e no espaco. Porém, estas técnicas para o calculo das médias, apenas verificam,
de forma exacta, as condi¢des de Reynolds, quando se aplicam outras condicdes, e.g.,

estacionaridade e homogeneidade do escoamento.
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O procedimento usual para obter as equacoes com as médias de Reynolds é o de subs-
tituir nas equacgoes que definem o escoamento as varidveis instantaneas, u, v, w, ..., pela
sua decomposicdo em parte média e turbulenta, ou seja, u = u + v’ = U + «/, ..., cal-
culando de seguida a média de toda a equacdo com o uso das condicées de Reynolds
(2.63)—(2.67) e dos resultados (2.68)—(2.72). Sempre que possivel, substitui-se a nota-
cdo () pela letra maitiscula correspondente a varidvel. A razio para tal procedimento
prende-se meramente com a simplificacdo e nitidez das equagdes, no entanto, existem

casos em que tal é inexequivel, como acontece com a equacéo de estado que de seguida

se apresenta.

2.6.4 Equacao de estado

A equacdo de estado verifica-se para a média, ou seja, partindo da lei,
p = pRT,, (2.73)

e, introduzindo as partes médias e turbulentas de cada uma das variaveis, p = p + p/,
p=p+p eT,=T,+T, obtém-se,

= /

ﬁ+p’:(ﬁ+p’)R(TU+T5)@p;p = (B+0) (TU+T;>. (2.74)

O célculo da média da equagéo, conjugado com as condicoes (2.63)—-(2.67), devolve,

p+yp
R

=pL, +pL} + p'T, + p'T). (2.75)

:U"E\|

_|_

||

=@+ (T+1y)
Finalmente, a aplicacdo dos resultados (2.68)-(2.72), permite escrever,

D

7 =pT, & P = pRT,, (2.76)

=0T, + T <

porque o termo p'T, possui uma ordem muito inferior em relacdo aos restantes termos

da equacao.

67



INTRODUGAO FISICA

2.6.5 Equacao da continuidade

Para obter a equacdo da continuidade para as variaveis médias considera-se a equacao

da continuidade,
ou Ov Ow

Vu=0& —+ —

que, com a introducio das partes médias, w = U,v = V,w = W, e turbulentas, v’, v, v/,

equivale a,

ou oV oW o o ow
v —0. 2.
<8x+8y+8z>+<8x+8y+82> 0 (2.78)

Consequentemente, o calculo da média para a equacao (2.78), com posterior aplicacdo

das condicoes (2.63)-(2.67), fornece,

o0 oV oW
or Oy 0z

N———
+

e,notandoque, U =U, V=V, W =W, e que, v/ = 0 = v/ = w/, obtém-se,

ou ov ow

ou seja, a equacdo da continuidade também se verifica para as velocidades médias. A

introducao deste resultado em (2.78) origina,

oo o
or Oy 0z

=0, (2.80)

que se trata de uma equacao de continuidade para as flutuagoes turbulentas da velo-
cidade. Portanto, a equagdo da continuidade para as partes turbulentas possui exac-
tamente a mesma forma da equacgdo da continuidade para as varidveis instantaneas e
médias. Esta situacdo ndo ocorrera com as equacgoes da conservagdo do momento nem
do calor devido a presenca, em ambas, de um termo de advec¢do nao-linear.

A equacgdo (2.80) serd fundamental para escrever os termos de adveccao turbulentos

sob a forma de fluxo.
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2.6.6 Equacao da conservacao do calor

Para compreender o sentido da afirmacdo apresentada no tltimo paragrafo da subsec-
cdo anterior, considerem-se para andlise apenas os termos de adveccdo na equacdo da

conservacgao do calor nas variaveis instantaneas,

00 00 00
ag = u— +v—+

o 3y W (2.81)

Em combinacdo com a equagdo da continuidade (2.77), a equagdo (2.81) pode ser re-
digida da seguinte forma,

ag = % (ub) + a% (vd) + % (wh) . (2.82)

Expressando as varidveis instantaneas em func¢édo das respectivas partes médias e tur-
bulentas, aplicando a média a toda a expressdo (2.82), e utilizando as condicoes das

médias de Reynolds (2.63)-(2.67), obtém-se,

_ 9 0 9 O (=N, 9 (=), O (0
Ao = - (U@)+8y (VO)+ 5 (WO) + 5- (ua )+8y (va )+8z <w9 ) (2.83)

Desta forma, a aplicacao do resultado (2.79) na equacao (2.83) devolve,

A@:U%—i—‘/%—FW%—F% (W) +a% (W) +%(W>. (2.84)
Apos os célculos das médias, os termos nao lineares de adveccdo fornecem, além dos
termos que podem ser interpretados como adveccdo ou transporte pelo escoamento
médio, alguns termos adicionais que envolvem covariancias, também designados por
fluxos turbulentos. Estes fluxos acabam por ser, simplesmente, os gradientes no espago
(divergéncia) dos transportes turbulentos. No final, a equacao da conservacdo do calor

para a temperatura potencial média é dada por,

00 00 0O 0O
U Ve, T =

o (o (@) + 5 (77) + o= (@) 289
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2.6.7 Conservacao do momento

As trés equacoOes da conservacdo do momento, com a introducdo da aproximacao de

Boussinesq, sdo dadas por

@—Fu@—kv@—kw@—v—i@—ku @JF@JF@ (2.86)

ot Ox oy 0z po O 0x2  0y? 022 )’ '

ov ov ov ov 1 0p v 0%v

— — — — =—fu— —— —t+ =+ = 2.

ot +u8m+vay+waz Ju p08y+y<8x2 +8y2 +8z2>’ (2.87)
ow ow ow ow 0, 1 0p Pw  Pw  Ow

A aplicacdo de um raciocinio analogo ao que foi empregue na obtencédo da equagao para

a conservacao do calor gera,

oU U _oU U 18P )
—<%(uu>+a—y<uv>+£<uw) , (2.89)
oV oV 9V oV 1 0P )

_ ((% (W) n a% (W) 4 % (W)) . (2.90)

Interpretando-se as equacgoes da seguinte forma:

o(. AT
0S termos Q representam o armazenamento do momento médio (1nerc1a);

ot

o) , ,90) a(.)
ox v y W 0z
através do vento médio;

e 0s termos U

representam a advec¢do do momento médio

* o termo —g representa a gravidade na direccao vertical;

* os termos fV e —fU sdo os termos que representam a influéncia do movimento

de rotacdo da Terra, ou seja, o efeito de Coriolis;
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® OS termos ———

1 0P 1 oP 1 0P (1
— e ———— sdo os termos que representam a média da

, —— e
po Ox"  po Oy — po Oz

forca do gradiente de presséo;

® OS termos

0’()  9*()  9°()
Ox? * 0y? + 072

representam a influéncia das tensoes viscosas nos

movimentos médios e, finalmente;

o(Tw) (%) _(T7w)

* 0s termos — — — representam a influéncia das

Oz oy 0z

tensoes de Reynolds nos movimentos médios, podendo ser descritos como a diver-

géncia dos fluxos turbulentos do momento.

Sintetizando, os resultados que se obtém para as variaveis médias do escoamento sao,

oU  9U U oU  ddd  dud  duw
o Ve Vet T e Ty T e Y
1 9P
——a—+uV2U, (2.92)
po Ox
v 9V 9V oV i v v
o Ve Ve Wt e Tay T e - Y
1 9P
——a—+uv2v, (2.93)
po Oy
ow —|—an +V8W +W8W n ow'u! n ow'v’ n ow'w’ B %
ot Oz y 9z ' oz | oy oz Yo,
1 9P
——a—+uV2VV, (2.94)
po Oz
oU vV oW
ov oV oW 2.
Ox + Oy * 0z ’ (2.95)
o o0 oo oo O(w) o(vo) o(wr) )
00 00 og ag 0(wr) o(ve) o(wr)
U Vo t Wt T T — Ve (2.97)

onde se desprezam possiveis termos de fonte para as equacgoes (2.96) e (2.97). Este

grupo de relacOes designa-se por sistema de equacdes de Reynolds.

Existem duas ilagdes importantes a realcar acerca das equagdes de Reynolds. A primeira

consiste no comportamento fortemente irregular e aleatério evidenciado pelas varia-

veis instantaneas nas equagoes originais, em contraposi¢do com o comportamento das
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variaveis médias, no tempo e no espaco, nas equagdes de Reynolds, cuja variacdo €é
efectuada de forma lenta e suave. Consequentemente, nas equagoes originais é pratica-
mente impossivel proceder a qualquer simplificacdo, visto que todos os termos presentes
sdo determinantes para o escoamento, enquanto que nas equagdes de Reynolds as sim-
plificacbes podem ser facilmente aplicadas, em virtude do escoamento que se estd a
estudar. Este processo de simplificacdo produz, frequentemente, equacoes muito mais
simples de analisar, podendo, por exemplo, utilizar-se aproximacoes de camada limite e
consideracdes acerca da estacionaridade e homogeneidade do escoamento.

O segundo aspecto que merece realce é o de que a criacdo deste sistema de equacdes de
progndstico para as varidveis médias do escoamento dd origem a um conjunto de novos

termos desconhecidos,

ou'v ouv' ouw Ovw Ov'v ovw ow'uw Ow'v ow'w'

Or Oy Oz  Ox Oy 0z 0Ox Oy 0z’ (2.98)
ou'e’ o'e’ ow'e’
ox * Oy B 0z’ (2.99)
ou'q o'q' ouw'q
5 By Br (2.100)

que representam as divergéncias dos fluxos turbulentos e provém da néo linearidade dos
termos advectivos presentes nas equagdes para as varidveis instantaneas. Todos estes
novos termos se apresentam em forma de varidncias e covaridncias e representam os
fluxos turbulentos do momento linear, (2.98), fluxos turbulentos do calor, (2.99), e os
fluxos turbulentos da humidade, (2.100). Além disso, estes novos termos sugerem que
as flutuagoes de velocidade, temperatura e humidade sejam os elementos fundamentais
da redistribuicdo do momento, do calor e da humidade na CLA.

No que diz respeito ao estudo da turbuléncia, deve notar-se que o numero de novos
termos desconhecidos, ou seja, incognitas, para o novo sistema € amplamente superior
ao numero de equacgdes que o formam, o que torna este sistema um sistema aberto,
portanto, sem resolucdo. Esta caracteristica define o que se designa por problema do
fecho da turbuléncia e considera-se o maior obstaculo para o desenvolvimento de uma
teoria geral e rigorosa. Este problema torna-se mais complexo quando se constroem as

equagdes para os momentos de ordem superior, Stull (1988). A relacdo entre a ordem
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do fecho da turbuléncia, até a segunda ordem, e os termos envolvidos nas equacées do

momento sdo apresentados na tabela 2.1, enquanto que a tabela 2.2 apresenta a relagéo

entre as variaveis de prognostico e as variaveis a parametrizar.

Ordem do fecho

Triangulo de correlacdo das incognitas

Zero

Um

Dois

u
v
uw'u/
u'v’
v'v! v'w!
uw'u'u
u'v'
v’ v'w!
Vv v'v'w!

w
uw'w!
w/w//
uw'w!
wlw/l
,Ulw/w/l wlwlw/l

Tabela 2.1: Tridngulos de correlagdo ilustrando as incognitas associadas aos dife-
rentes niveis do fecho da turbuléncia, apenas para as equagdes do

Exemplo
de
variavel
de
progndstico

S~

()

Sl

o0 o,

momento.

Momento
estatistico

Primeiro

Segundo

Terceiro

Equacao Variavel w 4
parametrizada .5 5
e &
g.. 3]
S
ou; 0
L — — — ! ul!, 3 6
ot Ox; '/ J
o — 1,0, 1,0 0,1
8tuiuj 7 Uy U Uy Uy U Uy, 6 10
o0, o0 0,0 1o 0
—uulu, = ... — ——uusuLu wsuLuLu 10 15
ot P ik Ox,, v I k™M 053 "k

Tabela 2.2: Exemplos de equagdes de progndstico para os primeiros trés momentos
estatisticos, indicando o ndmero de equagdes e o nimero de incogni-

tas.

Num grande ntumero de casos, no que diz respeito a modelagdo numérica, os termos

de difusdo molecular sdo desprezados, pois os fluxos turbulentos das equacoes de prog-

ndstico sdo varias ordens de grandeza superiores aos termos de difusdo molecular no

interior da CLA, como se pode comprovar no trabalho de Garratt (1992).
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2.6.8 Energia cinética turbulenta

A adicdo da energia cinética turbulenta (ECT) as equagdes do movimento forma um
conjunto éptimo para as equacdes dindmicas, no qual se baseiam a maioria dos modelos
de turbuléncia mais utilizados em dindmica de fluidos computacional (DFC).

A ECT é uma quantidade muito importante para o estudo da turbuléncia, uma vez que
representa a intensidade com que a turbuléncia se faz sentir. Por definicdo, a ECT média,

denotada por ¢, é dada pela soma das variancias da velocidade dividida por dois, ou seja,

e =

%(W+W+W>. (2.101)
Deve observar-se que a notac¢do utilizada para denotar a ECT é diferente daquela que é
comum encontrar nos estudos relacionados com a aplicacdo do modelo de turbuléncia
k — e, como é exemplo o trabalho de Mohammadi e Pironneau (1993), onde se utiliza ,
no entanto, e para ser coerente com a principal referéncia utilizada na construgéo deste
capitulo, Stull (1988), utiliza-se €.

Uma forma aproximada da equacao da ECT para um escoamento que se desenvolve de

forma gradual na CLA é,

De —0U —9V g — 0 [—  wyp
_ ] Tl 2 g Tl — 2.102
D= uw'w P vwaz—i— UOwGU 9 <w6+ ) €, (2.102)

em que ¢ e ¢’ representam as componentes média e turbulenta da ECT por unidade de
massa, respectivamente, w'f, é o fluxo virtual do calor e ¢ é a taxa de dissipacdo de
energia. O termo que se encontra do lado esquerdo da equacdo (2.102) representa as
variagoes local e advectiva de €, enquanto que os termos que compdem o lado direito
representam a producdo de tensdo, a producao ou destruicdo de flutuacao, o transporte
turbulento, incluindo o que é formado por flutuagdes na pressao, e a taxa de dissipacdo
provocada pela viscosidade.

Os termos de producdo e destrui¢do de flutuacdo e os de producdo de tensdo estdo

relacionados pelo fluxo do niimero de Richardson,

g oUu oV
f— 07 Tw! —— Iy! — 2.1
R <Tvow9v>/<uw 52 + v'w 5 | (2.103)
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que se encontra relacionado com o gradiente no nimero de Richardson da seguinte
forma,
K

Richardson (1920) concluiu que, nas suas grandezas relativas, um critério para a ndo
extincdo da turbuléncia é Rf < Rf. = 1, estudo que ndo incluiu o termo de dissipa-
cdo. Estudos de turbuléncia subsequentes, tedricos e experimentais, forneceram valores
de Rf. para a camada limite estavel (CLE) muito mais baixos, mais concretamente no

intervalo [0.2, 0.5], como se constata em Arya (1972) e em Stull (1988).

2.6.9 Teorias do gradiente de transporte

O problema do fecho da turbuléncia é referido pela primeira vez por Keller e Friedman
(1924) durante um estudo sobre as caracteristicas ndo lineares da turbuléncia.

Para realizar o fecho do conjunto das equacoes (2.92)-(2.97) ou uma forma simplificada
das mesmas associada a um escoamento especifico, as varidncias e covaridncias devem
ser definidas em torno de varidveis conhecidas ou através do desenvolvimento de equa-
coes adicionais, situacdo em que o problema do fecho da turbuléncia se desloca para
um nivel superior na hierarquia das equacdes que podem ser desenvolvidas. A aproxi-
macdo que mais amplamente € utilizada baseia-se na analogia entre as transferéncias
moleculares e turbulentas e é designada por gradiente de transporte. O motivo dessa
designacao deve-se ao facto dos transportes turbulentos ou fluxos estarem relacionados
com os gradientes para as varidveis médias correspondentes. O desenvolvimento recorre

fundamentalmente as duas hipdteses que se seguem, embora existam outras.

Hipotese da viscosidade de turbilhoes

No trabalho de Boussinesq (1877) é sugerido, em analogia com a lei de Stokes para a
viscosidade molecular, que o tensor de corte turbulento na direccdo do escoamento seja
eXpresso por,

oU
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Em analogia com as relacbes constitutivas mais gerais,

(m e o awy e ow
Tey = Tyz = M 8y o )’ Tez = Tz = W B or )’ Tyz = Tzy = MU 2 ay )

a equacao (2.105) pode generalizar-se por forma a exprimir as varias componentes de
tensdo de Reynolds através dos gradientes das varidveis médias. Em particular, quando
os gradientes médios nas direc¢des de x e de y podem ser desprezados, por comparacao
com os que se verificam na direccdo de z, aproximacdo de camada limite usual, as
relacGes simples de viscosidade de turbilhdes que se utilizam para os fluxos verticais do

momento sdo dadas por

' = Km%—U, (2.106)
yA
v = —Km%—z. (2.107)

Os estudos realizados tém proposto relacdes semelhantes para os fluxos turbulentos do
calor, vapor de dgua e outros constituintes, e.g., poluentes, que sdo analogas as leis de
Fourier e de Fick para a difusdo molecular do calor e da massa. De facto, seguindo o

mesmo raciocinio para a aproximacgao do fluxo vertical do calor, tem-se

00

v = —Kp—, (2.108)
0z
e para o fluxo vertical do vapor de dgua
qw = —Kwa—Q, (2.109)
0z

relacées em que K} e K, sdo designados por coeficientes de troca de turbilhdes ou
difusividade de turbilhées do calor e do vapor de dgua, respectivamente, e onde Q e ¢’
denotam as partes média e turbulenta da humidade especifica.

Deve ressalvar-se que as relacoes de gradiente de transporte (2.108) e (2.109) néo se
baseiam em qualquer lei da fisica, ou seja, ndo existe nenhuma teoria rigorosa que as
sustenta. A forma como sdo obtidas €, de algum modo, intuitiva e baseia-se na seme-

lhanca entre as transferéncias moleculares e turbulentas. Em circunstancias normais é
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de esperar que o escoamento do calor se processe das regides mais quentes para as re-
gides mais frias, gerando, dessa forma, um gradiente de temperatura. Da mesma forma,
¢ de esperar que as transferéncias de massa e de momento sejam também proporcionais
aos gradientes médios. Porém, deve salientar-se que existem situacdes em que estas ex-
pectativas saem goradas, ou seja, os dados experimentais ndo corroboram as relacdes,
incluindo para escoamentos na CLA.

A analogia entre as transferéncias moleculares e turbulentas tem-se revelando fraca
e apenas qualitativa. As difusividades de turbilhoes, definidas a partir das relacoes
(2.106)—-(2.109), sdo, regra geral, varias ordens de grandeza superiores as partes mole-
culares correspondentes, o que indicia um dominio da mistura turbulenta sobre as trocas
moleculares. Portanto, as difusividades de turbilhées ndo podem ser consideradas ape-
nas como propriedades do fluido, sdo, verdadeiramente, propriedades do escoamento
ou da turbuléncia, podendo variar fortemente de escoamento para escoamento ou até
dentro do mesmo escoamento de uma regido para outra.

A teoria-K reveste-se assim de algumas limitacoes, no que diz respeito a analogia entre
a difusdo molecular e a difusdo turbulenta. No entanto, as equacoes (2.106)-(2.109)
ndo sio necessariamente restritivas, uma vez que a sua utilizacao é feita apenas com o
intuito de substituir um conjunto de incégnitas, fluxos, por outro, difusividade de turbi-
lhoes. Contudo, algumas restri¢des sdo impostas quando se assume que as difusividades
de turbilhdes dependem, de alguma forma definida, das coordenadas e dos parametros
do escoamento. Por isso, este aspecto constitui uma teoria semi-empirica que se baseia
numa hipdtese e, por essa razdo, terd de estar sujeita a verificacdo experimental. A su-
posicdo que Boussinesq prop0s originalmente, que as difusividades de turbilhdes sao
constantes para todo o escoamento, funciona bem para escoamentos turbulentos livres,
longe de qualquer fronteira e é regularmente utilizada em atmosfera livre. No entanto,
quando aplicada em escoamentos de camada limite e em canais conduz a resultados
incorrectos. Geralmente, a admissdo de uma difusividade de turbilhdes constante nio é
aplicavel em regides adjacentes a uma superficie rigida. Nestas regides devem ser reali-
zadas outras hipdteses mais aceitaveis, se se tiver em conta a variacdo da difusividade de
turbilhdes da distancia em relagédo a superficie. A distribuicdo linear de K, na camada

de superficie neutra funciona bastante bem.
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Hipotese de comprimento da mistura

Ao tentar especificar a viscosidade de turbilhées como uma funcao da geometria e dos
parametros do escoamento, o trabalho de Prandtl (1925) realiza uma extensio da ana-
logia molecular, criando um mecanismo hipotético para a mistura turbulenta. De acordo
com a teoria cinética dos gases, o momento e outras propriedades sdo transferidas
quando as moléculas colidem umas com as outras, o que permite exprimir a viscosidade
molecular como um produto da velocidade molecular média e o comprimento médio do
caminho livre, ou seja, a distancia média percorrida pelas moléculas antes de colidirem.
A hipoétese formulada por Prandtl consiste num mecanismo semelhante a transferéncia
nos escoamentos turbulentos assumindo os turbilhdes como "bolhas" de fluido, analogas
as moléculas, que se afastam do corpo principal do fluido e percorrem uma determinada
distancia, designada por comprimento de mistura, analoga ao comprimento do caminho
livre, antes de se misturarem subitamente com o meio ambiente. Quando a velocidade,
temperatura e outras propriedades do fluido sdo diferentes daquelas que estdo presen-
tes no ambiente onde se insere a parcela de mistura, é expectdvel que se verifiquem
flutuagdes nessas propriedades, resultando, portanto, trocas de momento, calor, etc. No
caso em que os movimentos dos turbilhdes ocorrem mais ou menos de forma aleatéria
em todas as direc¢des, pode provar-se que o balango dessas trocas, ou seja, a média
das trocas, de momento, calor, entre outros, ocorre na direccdo em que a velocidade, a
temperatura, ..., diminuem.

Para se compreender o mecanismo descrito anteriormente para a criacao de flutuacoes
turbulentas e das suas covariancias, fluxos, avalia-se o caso usual do crescimento da
velocidade média com a altura na camada de superficie (figura 2.1).

Na figura 2.1, as flutuacoes longitudinais da velocidade no nivel z podem ser entendidas
como uma mistura entre as parcelas de fluido que se encontram neste nivel e as que
provém de niveis superiores ou inferiores. Por exemplo, uma parcela que chega ao nivel
z provindo de um nivel inferior, digamos z — ¢, gera uma flutuacdo negativa no nivel z
com grandeza,

U(z—1¥) %U(z)—ﬁg—[j@u':U(z—E)—U(z) ~—l0—, (2.110)
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U —

Figura 2.1: Esquema para a velocidade média na camada de superficie e corre-
lagdes esperadas entre as flutuagdes longitudinal e vertical da veloci-
dade.
associada a sua velocidade vertical positiva (flutuacdo) w’. Esta dltima aproximacéo
baseia-se na hipdtese de um perfil de velocidade linear ao longo do comprimento de
mistura ¢, que € considerada, neste caso, uma quantidade de flutuacdo com valores
positivos para os movimentos ascendentes, e com valores negativos para os movimen-
tos descendentes da parcela. Considerando a accao das varias parcelas que chegam ao
nivel z e procedendo ao cdlculo da média, chega-se a uma expressao para o fluxo do

momento,

ww! = —Wa—U, (2.111)
0z

que acaba por nédo ser muito util devido a inexisténcia de uma forma para conhecer /.

A figura 2.2 mostra a forma como podem ser distinguidos os fechos locais e nao-locais
da turbuléncia. Na figura da esquerda € apresentado o perfil vertical para a temperatura
potencial média no periodo diurno, verificando-se uma ligeira inversao junto a super-
ficie, a que se segue uma camada instavel e uma camada quase-neutra. Junto ao topo
da CLA, o perfil torna-se estavel. As linhas a tracejado exemplificam o movimento das
parcelas de ar no interior da CLA. As trés linhas verticais mais a direita indicam que a
CLA se encontra dividida em regimes de escoamento turbulento e laminar, assim como
em regimes de estabilidade de acordo com a métodos locais ou ndo locais utilizados. Na
figura da direita, sdo apresentadas setas verticais, que indicam as grandezas e direccoes

dos fluxos verticais do calor, quando se utilizam fechos locais e nao locais.
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Assumindo que num escoamento turbulento as flutuagdes que se registam na velocidade
em todas as direccdes sdo da mesma ordem de grandeza e estdo relacionadas entre si,
pode dizer-se que,

ou

w,Nu/QEa—, (2.112)
z

0 que permite obter a seguinte expressdo para o comprimento de mistura,

2
' ~ —0? (a—U> , (2.113)
0z

relacdo semelhante aquela que foi originalmente apresentada por Prandtl,

ou
(), 2116

ou

0z

ww' ~ —02,

em que /,, representa um comprimento de mistura médio.
Note-se que as equacdes (2.112) e (2.114) sdo obtidas para um escoamento médio
unidireccional que se processa na direccao de x. Estas equacoes podem ser generalizadas

para um escoamento na CLA com perfis U e V' da seguinte forma,

wfwg‘%_z , (2.115)
T = 2, 38_‘; (%)7 (2.116)
= 2 %_‘Zf (%_D. (2.117)

Podem igualmente ser construidas hipdteses de comprimento de mistura para as trans-

feréncias verticais de calor e de vapor de dgua,

ov| (00
— | | = 2.11
0z ‘ <82> ’ (2.118)

ov| [0Q

0w = —lly

q,w, - _emew

onde ¢}, e ¢,, representam os comprimentos de mistura para as transferéncias de calor e

de vapor de agua, que podem ser diferentes das que se assumem para 0 momento.
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As relacoes (2.116)—(2.119) constituem relagdes de fecho de turbuléncia se os varios
comprimentos de mistura forem descritos como funcdes da geometria do escoamento e,
possivelmente, de outras propriedades do escoamento.

Para uma maior descri¢do das equagdes com momentos estatisticos de ordens superiores

e fechos da turbuléncia de ordens superiores pode consultar-se o livro de Stull (1988).

2.6.10 Analise dimensional e teoria da semelhanca

A andlise dimensional e a teoria da semelhanca sdo duas ferramentas frequentemente
utilizadas nos estudos dos escoamentos, quer na geofisica, quer nas engenharias.

No que diz respeito a andlise dimensional, pode afirmar-se que se trata de um mé-
todo simples, revelando enorme eficacia quando aplicado a investigacdo de determina-
dos fendmenos, assim como no estabelecimento de relacoes entre as varias quantidades
e/ou parametros, baseando-se apenas nas suas dimensoes. As relacoes que se constroem
baseiam-se num conjunto fundamental de dimensoes. Geralmente utilizam-se dois sis-
temas para estabelecer estas relacoes, o sistema [MLT] e o sistema [FLT], em que [L] é o
comprimento, [T] o tempo, [M] a massa e [F] a forca. Estes sistemas sdo utilizados com
o intuito de exprimir as dimensdes de todas as quantidades envolvidas em torno das
dimensoes fundamentais. A representacdo das dimensdes de uma quantidade ou de um
parametro em funcdo das dimensdes fundamentais constitui uma férmula dimensional,

por exemplo, a lei de Newton da viscosidade estabelece que,

Av F Ay

Fens Ry © =5 a0

2.12
Ay (2.120)

em que F' = ma representa a forca, S representa a drea, Av o incremento na velocidade,
Ay o comprimento e p a viscosidade dindmica, e, consequentemente, a andlise dimen-
sional, no sistema [MLT], estabelece a seguinte relacdo de dimensao para a viscosidade

de um fluido,

MLT 2 L
=== ML™'T ™, (2.121)
enquanto que, para a viscosidade cinematica,
ML'T~!
v=Lo = H = g =T (2.122)
p p
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Quando os expoentes que constam na relacao final de formula dimensional sdo todos
iguais a zero, o parametro que se estd a analisar diz-se adimensional. Nas diversas dreas
da ciéncia a utilizacdo de parametros adimensionais € pratica comum, por exemplo, na
analise dos escoamentos um dos parametros que aparece constantemente € o nimero

de Reynolds, que é definido por

Re = VL2 _, (pey = WLILIIAL _ LT LML

n W MLTIT!

= M2L.OTO, (2.123)

Os parametros ou grupos adimensionais possuem um significado especial em qualquer
analise dimensional, na qual, o principal objectivo é a procura de determinadas rela-
¢Oes funcionais entre os varios parametros adimensionais. Existem algumas razoes que
justificam a escolha da utilizacdo dos grupos adimensionais, no lugar das variaveis e
quantidades dimensionais. A primeira delas subsiste no facto de que as expressdes ma-
tematicas das leis fundamentais serem, em termos de dimensdo, homogéneas, ou seja,
todos os termos que constam numa expressao ou equacio possuem as mesmas dimen-
soes, 0 que, consequentemente, permite a escrita dos mesmos em formas adimensionais,
simplesmente com uma escolha apropriada de escalas para a normalizacdo das varia-
veis. A segunda razao deriva do facto das relagdes adimensionais, representadas na
forma matematica, serem independentes do sistema de unidades utilizado e, portanto,
as comparacoes de dados e resultados tornam-se mais simples de realizar. A terceira
razdo, e, provavelmente, a mais forte, estd relacionada com o facto da adimensionali-
zacdo reduzir sempre o nimero de parametros que exprimem uma relacdo funcional.
Este procedimento segue o teorema de IT Buckingham, que foi inicialmente proposto
por Lord Rayleigh (1877) com bases tedricas sélidas, suportadas por dlgebra matricial
e pelo conceito de caracteristica de uma matriz ndo quadrada, mas que, no entanto,
os créditos sdo atribuidos a Buckingham (1914), mesmo havendo referéncia ao mesmo
em publicacdes independentes, como, por exemplo, no trabalho de Vaschy (1892). O
teorema pode ser explicado da seguinte forma. Dadas m quantidades (qi1, g2, ..., qm),
envolvendo n dimensdes fundamentais, que geram uma equacao dimensionalmente ho-
mogénea, é sempre possivel exprimir a relacdo em torno de m — n grupos adimensio-

nais independentes (IIy, I, ... ,II,,—, ), sendo cada um deles construido a partir das m
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quantidades originais. Dessa forma, a relacao funcional dimensional,

f(q17qQ7"'7QTTL) :07 (2124)

é equivalente a relacdo adimensional,

F (I, 1,...,,) =0, (2.125)

ou, de forma equivalente,

I, = Fy (T, 15, ..., Tn_p) = 0. (2.126)

Em particular, quando € possivel formar apenas um grupo adimensional a partir de todas
as quantidades, ou seja, quando m — n = 1, esse grupo tera de ser uma constante, uma
vez que nesse caso nao poderd ser funcdo de qualquer outro pardmetro. No caso de
existirem dois grupos adimensionais, um terd de ser uma funcdo unica do outro, e assim
sucessivamente. Repare-se que a andlise dimensional ndo fornece as expressoes para as
funcoes F;, ou valores para qualquer constante que possa resultar da andlise.

O teorema de IT Buckingham e a andlise dimensional sdo formalismos meramente ma-
tematicos que nao tratam a fisica do problema, ao invés, a teoria da semelhancga é com-
posta por varios passos, alguns dos quais requerem forte intuicéo fisica, consideracoes
tedricas, informacdo observacional a priori e possiveis construcdes experimentais para a
comprovacdo da teoria. O desenvolvimento da teoria da semelhanca pode ser descrito

nos cinco passos que se seguem:

1. Definir o alvo da teoria com todos os pressupostos claramente definidos. Sdo enun-
ciados os pressupostos restritivos, por forma a que se possa reduzir o numero de
variaveis independentes envolvidas na hipétese de semelhanca, o que permite a
reducdo do niimero de parametros adimensionais a um minimo que sera con-
sistente com a fisica do problema. Quanto menor for o nimero de parametros
adimensionais, mais eficazes serdo as previsdes da teoria da semelhanca, assim
como se facilita a verificacdo das mesmas e a determinagéo das relagdes empiricas

de semelhanca. Como exemplo, as hipéteses de simplificacdo que comummente
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se utilizam para as teorias da semelhanca propostas para a CLA sdo: escoamento
médio estacionario; escoamento médio horizontalmente homogéneo, que implica
uma superficie homogénea e plana; viscosidade e outras difusividades molecula-
res ndo relevantes na esséncia do escoamento na CLA fora das camadas mole-
culares; varidaveis de cobertura junto a superficie, as quais podem ser ignoradas
na formulacdo da teoria da semelhanca para a parte horizontalmente homogénea
da CLA. Outros pressupostos poderdo ser utilizados, dependendo do tipo de CLA
que se pretende utilizar, e.g., para uma CLA barotrdpica, os ventos geostroficos
sdo independentes da altura, e do regime de estabilidade que se admite, ou seja,
em condi¢des convectivas os efeitos de tensdo e o parametro de Coriolis sdo ig-
norados. Nas teorias da semelhanca para camada de superficie, os parametros de
Coriolis, os ventos geostroficos e tensoes, e a altura da CLA sao todos considerados

irrelevantes;

. Construir a hipdtese de semelhanca acerca da dependéncia funcional entre as va-
ridveis, ou seja, seleccionar o conjunto 6ptimo para as variaveis independentes
relevantes, em relacdo as quais uma ou mais varidveis de interesse podem depen-
der. Considera-se, nessa relacdo funcional, uma tnica varidvel dependente de cada
vez. Este passo € crucial para a construcdo de uma teoria da semelhanca com su-
cesso e envolve a seleccdo das varidveis independentes na formulacdo da hipdtese
de semelhanca. Ndo se pode ignorar qualquer varidvel ou parametro importante
em relacdo aos quais a variavel dependente tem uma dependéncia real, uma vez
que isso pode conduzir a uma relacdo errénea ou desprovida de significado fisico.
Por outro lado, se forem envolvidas variaveis desnecessarias ou irrelevantes na hi-
potese de semelhanca original, acentua-se fortemente a complicagdo da analise,
o que pode tornar a determinacdo empirica das varias relagdes funcionais extre-
mamente dificil, ou até mesmo impossivel. Um apoio fundamental para discernir
sobre a existéncia de variaveis ou parametros irrelevantes que possam ser remo-
vidos da teoria da semelhanca, sem grande perda de generalidade, sdo os dados
experimentais. A ideia fundamental serd sempre a de manter o niumero de varia-
veis independentes no seu valor minimo, mas sempre sem perder a consisténcia

fisica do problema. Para minimizar a complexidade do problema, ocasionalmente,
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torna-se necessario fraccionar o dominio do problema em varios sub-dominios,
o que permite a formulacdo de hipdteses de semelhanca mais simples para cada
um dos sub-dominios separadamente. No caso da CLA, essa divisdo € realizada,
geralmente, em dois sub-dominios, um que diz respeito a camada limite de super-

ficie (CS) e outro que corresponde & camada de mistura (CM).

3. Organizar as variaveis em grupos adimensionais e realizar a analise dimensional,
depois de determinar o niumero de possiveis grupos adimensionais independentes.
Embora este passo seja imediato, apds a determinacdo dos grupos adimensionais,
convém notar que existe sempre alguma flexibilidade na escolha dos parametros

adimensionais.

4. Exprimir as relacdes funcionais entre os grupos adimensionais, um dos quais de-
verd conter a varidvel dependente. Estas relacdes, uma para cada variavel de-
pendente, constituem as relacdes de semelhanca ou previsoes da teoria da seme-
lhanca. As relacoes de semelhanca que se estabelecem sdo simplesmente expres-
soes dos grupos adimensionais que contém variaveis dependentes como funcoes
nao especificadas dos outros parametros adimensionais. No caso em que nao existe
um paradmetro de semelhanca que possa ser formado apenas pelas varidveis inde-

pendentes, o parametro dependente, grupo-II, terd de ser uma constante.

5. Recolher os dados relevantes a partir de experiéncias anteriores que satisfacam
0s pressupostos restritivos da teoria da semelhanga ou realizar uma nova expe-
riéncia para testar a hipotese de semelhanca inicial e das previsdes da teoria da
semelhanca. Os dados experimentais fornecem a informacao acerca da validade da
hipétese de semelhanca inicial. Se a teoria é verificada pelos dados experimentais,
estes dados poderao ser utilizados para determinar as formas empiricas das varias
funcoes de semelhanca através da aproximacdo de curvas com a utilizacao de gra-
ficos dos dados. Este passo consiste na criacdo de um conjunto de curvas, obtidas
empiricamente por aproximacdo, com base nos dados experimentais, todas elas
envolvendo pardmetros de semelhanca adimensionais. Para que seja admitido o
sucesso de uma teoria de semelhanca, esta deve ser verificada pelas experiéncias e

as relacoes de semelhanca empiricas obtidas devem ser universais, por forma a que
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possam ser utilizadas noutros locais com diferentes caracteristicas de superficie e

condicOes meteoroldgicas.

Com o objectivo de ilustrar o método e a utilidade da andlise dimensional e da teoria da
semelhanca idealize-se a seguinte situacdo. Admita-se a existéncia de uma relacdo para
o gradiente da temperatura potencial média, 90/9z, como uma funcdo dependente:
da altura, z, acima de uma superficie uniformemente aquecida; do fluxo de calor na
superficie, w'6/; do parAmetro de flutuacéo, g/Tp, que aparece nas expressdes para a
estabilidade estdtica e aceleracdo de flutuacgéo; e das propriedades relevantes do fluido,
p € ¢, na proximidade da camada de superficie, quando os mecanismos de mistura sdo
dominados por conveccao livre. Para criar uma relagao funcional na forma dimensional,

f <%’WS’T%’Z”O’ cp> — 0, (2.127)

seria necessdrio a realizacdo de um numero exaustivo de observagdes para a tempera-
tura como funcdo da altura e do fluxo de calor na superficie em diferentes instantes
e locais. Se p e ¢, forem combinados com w6, no que se pode designar por fluxo
de calor cinemético, w6,/ (pcp), a simplificacdo obtida serd considerdvel. Pois, nessas

circunstancias, a relacdo (2.127) pode ser apresentada como,

00 W, g

82, pey 7?0’

=0. (2.128)

Utilizando o método de andlise dimensional, e notando que apenas é possivel formar

um grupo adimensional a partir das quantidades fornecidas, obtém-se,

00 (we.\ "

7 \ e

1/3
(i) AB— ¢ (2.129)
To

onde o termo do lado esquerdo representa o grupo adimensional cuja previsdo revela
ser uma constante. O valor da constante C' pode ser obtido a partir de uma tinica experi-
éncia cuidadosamente realizada, no entanto, para uma verificacdo experimental devem
realizar-se observacoes extensivas que comprovem cabalmente a relacdo.

O grupo adimensional que se pretende construir a partir de um determinado leque de

quantidades fornecido pode ser formado meramente por inspeccdo, o que acontece re-
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gularmente. No entanto, existe uma abordagem mais formal, e também mais geral, que
recorre a algebra linear. Esta abordagem consiste na construcgéo e resolucdo de um sis-
tema de equagdes algébricas para os expoentes das vdrias quantidades envolvidas na
obtencdo do grupo adimensional. O grupo adimensional formado a partir dos parame-
tros da equacdo (2.128) pode ser descrito por

NCENNCANT A
Hl— <E> pcp <TO> Z, (2130)

onde se assume, de forma arbitraria, que um dos indices dos expoentes € igual a uni-
dade, neste caso o expoente do gradiente vertical da temperatura potencial média,
00 /0z. Este procedimento é realizado com a nocao de que qualquer poténcia arbitrdria
de uma quantidade adimensional é ainda uma quantidade adimensional. Consequente-
mente, escrevendo a equacgdo (2.130) em torno das dimensdes fundamentais escolhidas

tem-se,

[LOTOK®] = [KL7Y[KLT Y [LT 2K )P[L)Y = [LotAr—iT—a-20ge—A+1) (2.131)

donde resulta o seguinte sistema de equacoes,

a - B + 1 =0 a = -2/3
a 4+ B + v -1 =0=98=1/3 . (2.132)
—a — 20 =0 v = 4/3

A substituicdo dos valores obtidos para as incégnitas do sistema na equagdo (2.130),
igualando o Unico grupo adimensional a uma constante, resulta em (2.129).

Um procedimento que fornece outra aproximacao € o seguinte. Formular, em primeiro
lugar, as escalas caracteristicas para o comprimento, velocidade, etc., a partir de combi-
nacoes das variaveis independentes e, de seguida, utilizar essas escalas para normalizar
as variaveis dependentes. No caso das escalas muiltiplas, as razdes entre elas formam os
grupos adimensionais independentes. Para a situacdo apresentada anteriormente, que
caracteriza a distribuicdo da temperatura sobre uma superficie aquecida, com a consi-

deracdo de 0©/90z como varidvel dependente e as restantes quantidades como varidveis
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independentes, podem ser formuladas, com base nas variaveis independentes, as se-

guintes escalas:

Comprimento: z
w'e’ g
T tura: 0y = - = —1/3
emperatura ¥ ( e, ) <T0> z (2.133)
i, g\
Velocidade: up = =z
pcp To

Desta forma, o grupo adimensional, que envolve a variavel dependente, apropriado é

z 00
)

o qual, pelo facto de nao poderem ser formados outros grupos adimensionais inde-

definido por

pendentes a partir das variaveis independentes, tera de ser uma constante. Este pro-
cedimento conduz, novamente, a relacdo (2.129) e revela-se mais conveniente quando
o grupo de variaveis dependentes sdo fun¢des do mesmo conjunto de variaveis inde-
pendentes. Por exemplo, os desvios padrdo da temperatura e as flutuagdes verticais da

velocidade na camada de superficie convectiva livre sdo dados por

90—y, TV — e, (2.135)
Of ug

0 que, ap0s substituicdo nas equacodes de (2.133), fornece,

_ 2/3
_ w'd’ / < g >_1/3 -1/3
g9 = Cp p— z )
PCp Ty
1/3
w'é's g /
Ow = C — .
w w P To

Estas duas relacOes sdo bastante uteis para a CS diurna quando regida por condi-

(2.136)

¢Oes instdveis, sendo suportadas por muitos trabalhos, de onde se podem destacar
Monin e Yaglom (1971) e Wyngaard (1973), e de onde se retira que ¢y ~ 1.3 e ¢, =~ 1.4.
A teoria de semelhanca que anteriormente foi apresentada foi originalmente apresen-

tada por Monin e Obukhov (1954) e recebe usualmente a designacdo de teoria da se-
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melhanca para conveccao livre local. A teoria da semelhanca em conveccao livre local e
a andlise de escala ndo se revelam aplicdveis as flutuacoes das velocidades horizontais,
pelo que, o, e 0, ndo sdo proporcionais a uy. Pelo contrério, sdo fortemente influen-
ciados pelos movimentos dos grandes turbilhées que se estendem ao longo de toda a
profundidade da CLA. Uma vez que a altura da CLA é ignorada para a conveccao li-
vre local, a sua aplicabilidade estd limitida as flutuagdes que se verificam na velocidade
vertical e na temperatura.

Se a lista de variaveis adicionarmos a altura da CLA, z;, entdo, pelo teorema de II Buc-

kingham, os dois grupos adimensionais e a relacdo funcional prevista sera dada por
N\ —2/3 13
109/
99 ((wb's <i> A= F <3> . (2.137)
0z \ pecp To Z;

Numa primeira anédlise deve assumir-se que o,,/us e 04/0; terdo de ser considerados

dependentes de z/z;, no entanto, as experiéncias revelam que esta dependéncia é fraca
ou mesmo inexistente, o que justifica a irrelevincia de z; na hipdtese original. No en-
tanto, quando o objectivo € o estudo da estrutura da turbuléncia na camada de mistura
ou o, € 0, na camada de superficie, a inclusdo de z; serd plenamente justificada, o que
pode ser comprovado no trabalho de Deardorff (1970b), onde se apresenta uma hipo-
tese para teoria da semelhanca na camada de mistura, a qual afirma que a estrutura
da turbuléncia nesta camada depende de z, g/Tp, w6,/ (p ¢p) € z;, sendo as escalas de

semelhanca relevantes as seguintes,

Comprimento: Z
w6’ 2/ gz —1/3
Temperatura: 7T, = 2 <?Z> (2.138)
PCp 0
o7, 9\’
Velocidade: W, = 52
pep To

As previsoes de semelhanca correspondentes apontam para que os parametros de estru-
tura adimensional o, /W, o,,/W,, ..., devam ser uma funcéo unica de z/z;. Esta teoria
da semelhanca para a camada de mistura mostrou-se extremamente util na descricao da

turbuléncia e da difusdo CLA no trabalho de Arya (1999).
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Modelo de camada limite 1D

3.1 Introducao

O modelo de camada limite 1D é uma versao unidimensional do modelo SGT do Konin-
klijk Nederlands Meteorologisch Instituut (KNMI) desenvolvido por Cuijpers e Duynkerke
(1993) que inclui modificagdes nas condicoes de fronteira e na representacdo dos efei-
tos de subescala. Trata-se de um modelo de alta resolucdo vertical, desenvolvido es-
pecialmente para a aplicacdo de parametrizacdes para a turbuléncia em MCGs e mo-
delos de area limitada (MALs). O modelo foi inicialmente implementado em FOR-
TRAN77, podendo os fundamentos da sua construcdo ser consultados nos trabalhos
Teixeira e Siebesma (2000). Numa fase posterior foi melhorado e reescrito em FOR-
TRAN90, desenvolvimentos que podem ser encontrados nos trabalhos de Soares et al.
(2001) e de Siebesma et al. (2000).

O modelo é desenvolvido com base nas equa¢des da dinamica e da termodinamica in-
cluindo uma parametrizacao dos efeitos de subescala. As equagdes do modelo sédo escri-
tas para uma coluna vertical, para um escoamento inviscido com rotacdo, assumindo a
existéncia de um estado de referéncia em equilibrio hidrostatico e geostroéfico.

As variaveis de prognéstico consideradas no modelo sdo as duas componentes da ve-
locidade do vento, (u,v), e as propriedades termodindmicas conservadas em processos
adiabaticos, incluindo condensacao/evaporagao, seguem o trabalho de Betts (1973), a
temperatura potencial da dgua liquida, 6;, e a humidade especifica total, ¢.

Este modelo ndo contempla quaisquer influéncia da orografia, nem inclui qualquer mo-

delo de superficie. Os fluxos de superficie, ou seja, o fluxo cinemadtico de calor sensivel,
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o fluxo de vapor e o fluxo do momento, sdo prescritos. A temperatura e a humidade
especifica do primeiro nivel do modelo sdo determinadas com recurso a teoria da seme-
lhanca de Monin-Obukov descrita no capitulo anterior.

Este capitulo divide-se em duas partes distintas. Numa primeira parte apresenta-se o
modelo de camada limite 1D, com enfoque em todos os pormenores fundamentais que
o definem, enquanto que, na segunda parte, se desenvolvem métodos numéricos de
diferencas finitas, acompanhados do respectivo estudo de estabilidade numérica, para a

resolucdo numérica da parte difusiva no esquema de parametrizacdo DTFM.

3.2 Equacoes do modelo

As equagdes que regem este fendmeno sdo as equagoes de progndstico para as varidveis
médias , 7, 0, e §;, em conjunto com a equacio da continuidade, ou seja, as equacdes de
NS, da termodindmica, de conservacdo da humidade especifica total e de conservacdo
da massa.

Para uma coluna vertical as equacées do movimento médio sdo dadas por:

ou w1 0p

o os —;a—x—i-fv, (3.1)
ov ow'v' 1 0p
TR, P o Oy - fU. (3.2)

A utilizacdo das componentes do vento geostroéfico permite a seguinte simplificagdo para

as equacoes (3.1) e (3.2), obtendo-se,

oU ow'u!
= =5 + f(V =), (3.3)
ov ow'v’
= f(U—uy). (3.4)

No que diz respeito a equagdo de termodinamica observa-se que,

00, ow'd;
— = A .
BN s + A9+ R, (3.5)

onde Ay representa a adveccdo horizontal e R representa o termo de forcamento radia-

92



ESQUEMAS DE SUPERFICIE

tivo. Por dltimo, a equagdo de humidade especifica total é dada por,

aQt:_awg+u4

oo 50

onde A, representa a advecc¢do horizontal da humidade. O conjunto constituido por es-
tas quatro equacoes formam as equacoes de progndstico do modelo. A estas equacdes
devem acrescentar-se as diversas equacoes de diagndstico, a equagdo da continuidade
para um fluido incompressivel, a equacao de estado, a condicdo de equilibrio hidrosta-

tico e as defini¢Oes das diversas variaveis.

3.3 Esquemas de superficie

Os fluxos de superficie, <w’ 9, ) e <w’ q; ) , e avelocidade de atrito, u,, sdo predefinidos
S S

e representam a base para o forcamento que se verifica no interior da CLA. Na CLA

os gradientes de U, V, 6, e §; sdo calculados com base na teoria da semelhanca de

Monin-Obukhov, utilizando os perfis apresentados em Dyer (1974),

kz oU z —1/4
w=——=1_[(1-16 , 3.
4 Uy 0z < LMO> 3.7
em que Lyjo = — (ul Oys) / (k: g 6;)5>. Relativamente & temperatura e & humidade,

as expressoes utilizadas sdo as seguintes,

kz 00, z —1/2
= =11 3.
©ho 0. 0 < 6 LMO) ; (3.8)
i ~-1/2
gphq:—z%:<l—16 i ) , (3.9)
qt. 0z MO
com,
el:—i<w9) (3.10)
* Uy l 87
1
— ! 4!
qt, = ” (w qt>s. (3.11)

Estas aproximacdes sdo validas para uma CLA instdvel, o que equivale a dizer que

Lyo < 0. No caso correspondente a uma CLA estavel, Ly;o > 0, as expressoes para
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©ho € Phg sdo dadas por
z

I (3.12)

©Ohqg = Pre =1+5

As propriedades de superficie para 9_1/5 e ¢, podem ser igualmente calculadas com base
na versao integral das expressdes anteriores. Deve ainda realcar-se que estas relacoes
ndo sdo apropriadas quando u, = 0, correspondente a um regime de convecgao livre.
Para essa situacdo os gradientes verticais termodindmicos seguem as indicagdes apre-

sentadas em Priestley (1954),

2/3 -1/3
D~ o1 (we)? <ai> ) (3.13)
z S V0
0Qy ——\?3 (g o —4/3
S =0T (w qt)s i 243, (3.14)

3.4 Turbuléncia

A primeira versdao do modelo consistia na utilizacdo de um fecho de ordem 1 para a
turbuléncia. Posteriormente adicionou-se uma equacdo de prognéstico para a ECT que
servia como parametrizacao adicional para a turbuléncia de sub-escala. Esta ac¢do per-
mitiu a utilizagdo de um fecho de ordem 1.5 para os fluxos turbulentos. Ambos os fechos
consideram que os fluxos turbulentos que constam nas equacdes de prognostico (3.3)-

(3.6) sdo parametrizados com recurso as relacoes,

uww' = —Km(g—U, (3.15)
z

vw = —Km%—v, (3.16)
z

€,

w'f] = —Kh?, (3.17)
z

w'q, = —Kq%. (3.18)
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3.4.1 Fecho de ordem 1

Tendo em conta o trabalho de Holtslag (1998), as difusividades turbulentas correspon-
dem a perfis verticais calculados através de expressdes empiricas para a CLA. Expressoes
essas que dependem do diagnéstico da altura da CLA, z;, assim como de outras varia-
veis de escala da CLA. O coeficiente de difusdo para o calor e humidade, K}, obedece a
teoria da semelhanca préximo da superficie, ou seja, é nulo junto a superficie e possui

um maximo em K,y /(wsz;) ~ 0.1, com

2
Kh = kZU* gp];()l z (1 — i> s (319)
Zi
onde ¢y, € uma funcao de estabilidade definida por
L o\ /3
Pho = (1 -39 ) . (3.20)
Lo

As difusividades para as duas componentes do momento linear, v e v, definem-se de
forma analoga,

2
Ko = ks ) 2 (1 — i) , (3.21)

Zi

em que a funcéo de estabilidade possui a forma,

Lo\ 13
Lo

3.4.2 Fecho de ordem 1.5
A equacao,

Oe ——o0U ——0V g —= 0 [—  wyp
— = — —_— = —_— 4+ = - + — 2
T uw'w 9 v'w 92 Uw 0! 9 w'e 5 e, (3.23)

pode reescrever-se com base na relagao

= /z 3
Lo eve N (3.24)

T Un/3 I ©
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Ap6s a eliminacgao dos termos associados a pressdo, obtém-se,

Je U o g —— D —
= ! == — ! —— + L — — (w'e!) = L . 2
Bt w5 —w' 8y+@vw9v az<we) lme\/g (3.25)

No modelo numérico esta equacdo é discretizada e resolvida pelo método de passos frac-
ciondrios, com uma metodologia anéloga aquela que é adoptada no modelo ECHAM!,
descrito nos trabalhos Roeckner et al. (1992) e Brinkop e Roeckner (1995), e a ECT é
obtida nos niveis de indice inteiro, ou seja, nos niveis de massa. Numa primeira fase
calcula-se a tendéncia associada a todos os termos, com excep¢do do termo de trans-
porte, e, posteriormente, a tendéncia associada ao termo excluido do conjunto anterior.
A simplificacdo da equacao (3.25) ignora o termo de transporte, o mesmo € dizer
que esta equacao inclui apenas os termos relativos a producdo de energia por efeitos
de corte, producdo por flutuagdo e dissipaciio. O fluxo turbulento de flutuacio w6/

relaciona-se com os fluxos w'q; e w'6; através da equacéo,
w0, = Ayw'0) + Dy w'q;, (3.26)

em que A; =1+ 0.61¢; e D; = 0.61.

Note-se que os termos turbulentos w'u/, w'v’, w'6] e w'q; sdo resolvidos por uma apro-
ximacdo de difusdo-K, e que as respectivas difusividades turbulentas sdo fun¢des de um
comprimento da mistura e da raiz quadrada de ECT, ou seja, K, , = L5 1 Ve, pelo
que se pode escrever,

e U \? W\ g 96, dq]

— =+el — el — = Vel A— +Di——| — Leve
% o (a) Vel (8) + Vel [ 2y taz} Ao

(3.27)
onde [}, ,, e c¢; seguem o trabalho de Mailhot e Benoit (1982). A equacédo (3.27) pode
ser redigida de uma forma compacta,
e

E - Be \/% - Ce E\/%, (328)

'A designacio ECHAM deriva de uma combinagéo entre EC que designa o ECMWF e HAM para a
localizacdo do Max-Planck-Institut fiir Meteorologie, Hamburgo.
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com
oUN?  [oVv\?%| ¢ 06, dq;
B, =1, <§> + <§> + szlh c1 |:At£ + Dt§:| , (3.29)
e
C3
C, = l—l (3.30)

A aplicacdo do método das diferencas finitas resulta numa equacdo quadratica em
/ 61*1+1’
2
n+1
[en+ T _ e B, Ce (\/e* >

31
At 2 2 (3.31)

Este esquema obtém-se de forma implicita, sendo a solucdo da equacdo obtida através

de

1
n+1 n
Vel = iC. —1+\/1+2CeAt <2B6At+2\/e > , (3.32)

ou

1
n+1 __ n
Ve Yo —1—\/1+206At <2B8At+2\/e) : (3.33)

Destas duas solugodes, s6 a primeira, (3.32), possui significado fisico, pelo que vent+! > 0
e, tomando o limite At — 0 em (3.31), obtém-se Vet — \/en — 0.
O valor da ECT calculado através do procedimento anterior é corrigido com a incluséo

do efeito do transporte turbulento,

0 0
8_;3_ 82(

w’e’) , (3.34)

equacao que, apos discretizacdo, resulta no seguinte esquema de diferencas finitas,

entl — entl _ % <_Ke%> At. (3.35)

A equacédo (3.35) € integrada com base no trabalho desenvolvido por Teixeira e Siebesma
(2000). Por uma questdo de simplicidade, sem perda de generalidade, pode assumir-
se K. constante, conduzindo essa assumpcao a seguinte discretizacdo para a equacdo
(3.35),

—aKe?fll +(1+ 20&[{)6?+1 — aKe?ill = 6? + et (3.36)
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onde ax = (K At)/(Az)*. Os coeficientes de difusido sdo regularmente valores de
uma grandeza elevada, quando comparados com o passo do tempo e a resolucdo uti-
lizada em MCGs e modelos numéricos de previsao do tempo (MNPT). Estes valores
elevados para os coeficientes de difusdo geram problemas de estabilidade nos métodos
de diferencas finitas explicitos, por esse motivo, o modelo é construido com base num
esquema implicito para resolver a equacdo (3.35). Esta opcao ¢ igualmente aplicada a

outras equacoes de progndstico do modelo.

3.5 Condensacao e radiacao

O esquema de condensacdo estad preparado para diagnosticar, sempre que ocorre satura-
cdo, o conteudo de dgua liquida numa parcela de ar que ascenda na CLA. Este esquema
baseia-se no trabalho de Sommeria e Deardorff (1977) e constrédi-se sob a ideia de que
um ponto da grelha esta sempre saturado (¢; > 0) ou nao estd saturado (¢ = 0).

Obtidos 0;, ¢, e utilizando a funcdo de Exner, II, definida por

p Rd/cpd
m— <_> , (3.37)
Po

pode calcular-se a temperatura da dgua liquida
T, = 0,11 (3.38)

A tensdo de saturagdo, em funcdo de Tj, e, (77), é calculada através da expressao descrita
por Bolton (1980),

Tl—273.16>]’ (3.39)

€s (Tl) = €59 €XP |:at ( T, — b,

onde e,, = 610.78 Pa, a; = 17.27 e by = 35.86 K. Assim, a humidade especifica de satura-

cdo em funcdo de 7Tj, ¢, (17), é obtida com a seguinte férmula

€s
S(T) =0622( — & ). 3.40
4 (1) <p—0.37863> (3.40)

98



ESQUEMA DE DTFM PARA A PARAMETRIZACAO DA CLA

-1

Uma vez que, regra geral, < 0.01, a expansdo em série de Taylor permite relaci-

onar ¢ (7;) com a humidade especifica de saturacido em funcdo de T’

qs = qs(T) = qs (T}) + <qu3 (T)>T_T (T -T). (3.41)

Notando que a utilizacdo da equacao de Clausius-Clapeyron permite afirmar que

9gs Ly
T =0.622 3.42
<8T( )>TTZ (Rdj?) ’ (3.42)

sendo L, = 2.5 x 10%J - kg™* o calor latente de vaporizacio, e tendo em conta que

L
0, =60— — 3.43
l deth ( 4 )

assim como as equacoes (3.38), (3.41), (3.42), e ainda que ¢; = ¢;—qs, pode determinar-

se a humidade especifica de saturacdo através da regra

-1
0.622 L2 0.622 L?
s = (gs (Tl) (1 + m%) ( o . s (Tl)> ) (3.44)

sendo o contetdo de dgua liquida obtido através de ¢; = max {¢; — ¢5,0}.

3.6 Esquema de DTFM para a parametrizacao da CLA

A construcdo do esquema de DTFM ¢é realizada com base na divisdo da mistura em duas
escalas, ambas responsaveis pelo transporte turbulento de subescala, o qual € feito numa

escala de mistura local, associada aos pequenos turbilhoes,
/ ~
wop~ —K——,
e numa escala de mistura nao local, associada as correntes ascendentes,

W~ M (60— 3) .
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Apesar do trabalho desenvolvido estar apenas associado a escala de mistura local, con-
vém apresentar uma breve exposi¢do do esquema, no sentido de enquadrar os resultados
obtidos.

Para construir o esquema, comece-se por definir uma seccdo de drea fixa, a,, a qual é
ocupada pelo movimento ascendente vigoroso. Desta forma, o fluxo turbulento de uma

qualquer propriedade do escoamento, ¢, pode ser decomposta na soma de trés termos,

W = GUWU + (1 - au)Wa + au (Wy — wa) (Pu — Ba) 5 (3.45)

onde o indice u significa o relacionamento com a regido do movimento ascendente e
o indice a com o ambiente circundante. O termo a,w'¢’, representa a turbuléncia nas
ascendentes, o termo (1 — a,)w’¢’, descreve a turbuléncia na vizinhanca e o termo
ay (Wy — wg) (¢ — ¢q) exprime a contribuicdo das ascendentes para o transporte turbu-
lento vertical da propriedade do fluido ¢.

A expressao (3.45) pode ser simplificada com a consideragdo dos seguintes pressupos-

tos:

* aseccdo associada as ascendentes com maior velocidade é, por regra, muito redu-
zida, o que significa que a, < 1, consequentemente, o segundo termo da equagédo

do lado direito pode ser desprezado e ¢, ~ ¢;
* wy ~0;

* a turbuléncia no ambiente circundante pode ser representada por uma aproxi-
macao de difusdo-K, ao invés de ser desprezada, como acontece no esquema de

fluxo-de-massa (FM).

A aplicacdo destas simplificacOes permite escrever a mistura turbulenta com base na

soma das contribuicoes da difusao turbulenta e do FM

g9

W' 0z

LM (¢u — 5) , (3.46)

em que M = a,w, representa o coeficiente de FM associado as térmicas mais fortes.
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3.6.1 Contribuicdo do termo de difusdo-K

O esquema de parametrizacdo DTFM é composto por duas contribuicdes, a da difusdo-
K, explicada de seguida, e a do FM, que pode ser consultada nos trabalhos Soares et al.
(2001), Teixeira et al. (2004) e Teixeira e Cheinet (2004).

A especificacdo da difusividade turbulenta para o calor e humidade segue Troen e Mahrt
(1986), utilizando perfis verticais de K que dependem das escalas caracteristicas da
CLA. Esta abordagem tem-se revelado uma aproximacdo muito robusta, como se com-
prova nos trabalhos de Troen e Mahrt (1986) e Holtslag et al. (1995). Desta forma, K}, é
definida por (3.19). Os perfis para K} possuem trés propriedades fundamentais: obede-
cem a teoria da semelhanca na CLA; anulam-se na inversdo; e possuem o valor maximo

adimensionalizado K.« /(wsz;) ~ 0.1.

3.6.2 Implementacido numérica do esquema DTFM

O esquema de parametrizacdo anteriormente descrito é implementado no modelo de
camada limite descrito na primeira seccdo deste capitulo, por forma a que o esquema
numérico associado consiga acoplar as contribui¢ées dos dois termos turbulentos: o
termo difusivo e o FM.

A componente da velocidade vertical da ascendente, associada ao FM, é discretizada nos
niveis intermédios, assim como a taxa de mistura lateral, obtendo-se,

Uit e 1+ 2zmim 1+ 22mm7

onde z,,;; = 0.5Az¢;, com Az o espacamento vertical na malha e ¢; a taxa de mistura
lateral no nivel j.

Partindo da equacdo de progndstico (2.96) com um termo fonte que inclua o efeito
provocado pelo forcamento de larga escala ou outros processos fisicos parametrizados,
considerando ¢; nulo, e ainda que a tendéncia s6 se pode alterar através da divergéncia

de fluxo turbulento ou por um forcamento, a equacao resultante é dada por,

0 00
o0 -2 <_K§ M (6 - @)) S (3.47)
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A forma como a parametrizagdo do esquema DTFM ¢é construida leva a que exista uma
dependéncia de duas contribui¢des que devem ser resolvidas em simultaneo, processo
que obriga a resolver uma equacao do tipo adveccao-difusdo. Os coeficientes da difusdo
e do FM representam o maior problema no que diz respeito a estabilidade numérica,
uma vez que os valores que se atingem na CLA podem ser extremamente elevados,
Teixeira e Siebesma (2000). Este facto faz com que os esquemas explicitos tenham sido
preteridos na aproximac¢do de ambas as contribuicoes na implementacdo original desta
parametrizacdo no modelo DTFM, utilizando-se um esquema de diferencas centradas
para o termo da difusdo e um esquema de diferencas avancadas para o termo do FM.

Desta forma, a discretiza¢do da equagéo (3.47) é dada por,
—alT 4 (L+ 20k + Bar) 07— (ac + Bar) 077 = 07+ ST, (3.48)

sendo ax = K"At/ (Az)?, Bar = M™At/Az. A derivada vertical que envolve as propri-
edades da ascendente é considerada como explicita no tempo.

Uma vez que a equacao é ndo-linear, pois os coeficientes do fluxo-de-massa e da difusdo
dependem das variaveis médias, o esquema implicito que é proposto pode evidenciar
problemas de estabilidade numérica. Por esta razdo, a primeira abordagem que € apre-
sentada sobre a aproximacdo que é feita para o termo da difusdo na parametrizacio
DTFM incide sobre o estudo da estabilidade numérica dos esquemas de diferencas fini-

tas de utilizacdo possivel em alternativa ao esquema implicito originalmente utilizado.

3.7 Esquemas numéricos para resolver a difusao-K e respec-

tivas analises de estabilidade

O modelo descrito no inicio deste capitulo utiliza uma grelha do tipo daquela que é
esquematizada na figura 3.1, ou seja, do tipo deslocado. As equagdes sdo aproximadas
por diferencas finitas centradas no espaco, sendo as varidveis médias U, V, ©; e Q;
definidas nos niveis de indice inteiro, também designados indices de massa, enquanto
que os fluxos e a ECT sdo obtidos nos niveis de indice intermédio, igualmente designados

por niveis de fluxo.
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j+1
J+1e e, w'0), w'qy, w'u!, w'v'
J U,V,p, 0, q

0

. 0 e . ),

Figura 3.1: Esquematiza¢cdo da aproximagdo das varidveis do modelo 1D na grelha
vertical.

A resolugdo numérica do problema descrito na sec¢do anterior recorre a varias técnicas
de diferencas finitas. Pretende-se comparar o desempenho de cada um dos esquemas e
tecer consideracoes sobre a sensibilidade dos pardmetros do problema.

A resolucao do termo da difusdo no esquema DTFM serd realizada com dois tipos de es-
quemas numéricos de diferencas finitas: explicito e semi-implicito, aplicados em malhas
fixas.

Em todas as simulagdes realizadas sdo consideradas as seguintes caracteristicas:

* As condicoes de fronteira utilizadas para implementar os métodos sdo condicoes
do tipo von Neumann. Assim, o fluxo de superficie é dado por w6’y = 9,,6(0,t) =

—0.02Kms™~!, enquanto que, no topo da CLA se considera um fluxo nulo.

* O perfil inicial da temperatura potencial segue uma regra linear em z, sendo o

valor da temperatura potencial inicial na superficie igual a 300 K.
* O dominio vertical varia no intervalo 0 m — 3000 m.
* A simulacdo é feita para um periodo de tempo igual a 28800 s, ou seja, 8 horas.
* A resolucdo vertical é 1 m e o passo do tempo € 1s.

* A expressao que se utiliza para « é definida por

P
K:m(z,t):koi<1—i> )

Zq Zq
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com kg = Ctw,, onde C = 0.5, 7 = 600.0 e w, = (gﬂweszi)l/?’, velocidade convec-

tiva.

Consequentemente, as simulacdes que aqui sdo efectuadas apresentam uma malha mais
fina do que aquela que se utiliza na implementagéo original do esquema DTFM, onde
¢ utilizada uma resolucao vertical de 20m e um passo de tempo de tempo igual a 2s.
Atendendo ao intervalo de tempo em que se realiza a simulac@o e ao espago onde esta
é realizada, constata-se a utilizacdo de malha espago-tempo com um total de 864 x 10°

7

nos.

3.7.1 Esquemas explicitos

Um esquema explicito possui uma grande vantagem computacional sobre os esquemas
semi-implicitos ou totalmente implicitos. O niimero de operagdes a realizar para obter a
solucao é sempre muito menor do que em qualquer um dos outros dois tipos de métodos,
isto porque os métodos implicitos e semi-implicitos obrigam a resolucdo de um sistema
de equacées, de grandes dimensoes, para cada instante de tempo. No entanto, este tipo
de esquema apresenta uma enorme desvantagem, para garantir estabilidade numeérica
€ necessario impor um passo de tempo muito menor do que aquele que € exigido pelos
esquemas implicitos ou semi-implicitos. Em muitos casos € mesmo impossivel garantir
a convergéncia para a solucao do problema.

A diferenca entre os dois esquemas explicitos que aqui serdo apresentados prende-se
com a forma como € feita a abordagem ao problema, que conduz a uma resolucao de
k(z,t) nos indices inteiros, num dos casos, e, no outro, a uma resolucdo em niveis de
indice intermédio.

A equacao de derivadas parciais que se pretende resolver é aquela que esta associada ao

termo da difusdo no esquema DTFM, ou seja, a equac¢do do calor com difusividade nao

9 _ 9 </@(z,t)%>, (3.49)

constante unidimensional,

ot 0z 0z

onde x varia no espaco e no tempo, dependendo de © e da altura da CLA.

Para definir o esquema nos niveis de massa, comeca-se por exprimir a equacéo (3.49)
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na forma advectiva,
00 Ok 00 %0

ot 9202 "o (3.50)
que permite escrever,
= oo )
+ <1 — 204&?) 07
- io‘ (=5 + 405 4 5 ) B, 3.51)

com a = At/ (Az)>.
No que diz respeito ao segundo esquema explicito, a ideia da discretizacdo segue o que

foi apresentado em (1.23), que, aplicada a equacao (3.49), se traduz no resultado,
O =07 + anjyg, (9?+1 - 9?) — K], (9? - 9;11) : (3.52)
que equivale a,
07 = Rl 07+ (1 — R, — aRl /2) 07 + a0, ). (3.53)

E facil verificar que, para o caso em que « € constante, este esquema, tal como o esquema
(3.51), se traduz no esquema explicito classico apresentado na introducao ao método

das diferencas finitas do Capitulo 1,
07 = 071 + (1= 20) 07 + o 0]y (3.54)

A aplicacdo de condicdes de fronteira do tipo Neumann implica a utilizacdo de um
ponto ficticio, ndo pertencente ao dominio, que, ao ser introduzido no esquema e mani-
pulado com as equacdes adjacentes aos niveis da fronteira, fornece uma equagéo para
a fronteira. Para o método dado por (3.53), a aplicagdo deste raciocinio aos dados do
problema fornece,

0" =07 — W'l Az. (3.55)

Aplicando (3.55) na férmula (3.53) e introduzindo o resultado obtido em (3.55) obtém-
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se,

O+ = 0 WK, RO R (0 07), W > 1. (3.56)

Desta forma, o valor da aproximacéao para 6 em z, no instante de tempo ¢ = ¢,, 1 € obtido
com a aplicacdo da férmula (3.56). No caso da fronteira do topo, a analise a realizar
¢ analoga. Para implementar, uma vez que nado se conhece o valor e/ou expressdo de
k(z,t) para z < zg, o que se faz é utilizar o valor de k?/2 em detrimento de k™, for

Para o esquema explicito que utiliza apenas niveis de massa, (3.51), o raciocinio a apli-

car é exactamente analogo.

Estabilidade dos esquemas explicitos

A andlise de estabilidade numérica efectua-se da forma que foi descrita no Capitulo 1,
no entanto, deve notar-se que, para os métodos que agora se estudam, os parametros
que definem a estabilidade numérica dependerdo da posicdo no espaco e no tempo,
devido ao facto de as difusividades nao serem constantes. No que diz respeito a estabi-
lidade numérica do esquema explicito que utiliza o célculo de k(z,t) em niveis de fluxo,
(3.53), seguindo o raciocinio e a notacao que sdo apresentados na seccdo 1.3, o factor

de amplificacao é dado por
A=14a (cos(CAz) —1) </@§L+1/2 + /@?_1/2) +ia sin(CAz) (K?+1/2 — K?_l/Q) . (3.57)

Notando que a estabilidade numérica do esquema ¢é garantida se |\| < 1,

Az Az
) n n 2 n n
4 v sin (C 7) (Hj+1/2 + :‘%-,1/2) |:—1 + « sin <C —2 > <l€j+1/2 + :‘ijl/2>:|
Az 2
2 2 n n
+ a“sin <C <> ) (ﬁjJrl/Q + fij,1/2> <0,

e, Como

A
4 o sin? (C g) </€?+1/2 + /i;Ll/Q) > 0,

Az 2
2 in2 n n
o sin <C 5 > (mj+1/2 + mj_1/2> > 0,
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deve impor-se que

) Az
—1 4+ asin® <§ 7) </€?+1/2 + /i?,l/z) <0&a (ﬁ;-ﬂrl/z + K?J/Q) <L

Como k = k(z,t), a condicdo a impor para se garantir estabilidade numérica do esquema

de diferencas finitas (3.53) é definida por

At 1
2amaxk(z,t) <14 ——maxn(z,t) < -
z,t (Az) z,t 2
Az)?
PP 5 (3.58)
Qma}tx k(z,t)

Quanto ao esquema que utiliza apenas niveis de massa, (3.51), aplicando o mesmo

raciocinio, obtém-se a seguinte expressao para o factor de amplificacao,

' 1 1 ,
Ii?_1:| eZCAZ + |:1 — 20[/{?] + « |:—Z,LQ?+1 + K? + ZK?—1:| e—ZCAz'

| =

1
A= a[zﬁ?_,_l + KJ? —
A utilizacdo da férmula de Euler, conjugada com alguma algebra, permite obter,

A= {1 —dary sin? <C %)] + z‘% {n}ﬂrl — n?l] sin((Az). (3.59)

Para garantirmos a estabilidade temos de garantir que |\| < 1, o que, neste caso, signi-

fica,
A A 2 2
0 < 8ak} sin? <C {) [1 — 20k} sin? <C {)} — % sin? (CAz) (/i;ﬁrl — li?_l) <1.

Neste caso a condic¢éo de estabilidade numérica é obtida em duas etapas. Numa primeira

andlise é necessario garantir que,
) Az
1 —QQK?SIDQ <C7 >0,

pois, em caso contrario, os valores situar-se-ao fora do intervalo de estabilidade, porque
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K (2j,tn) > 0. Por esta razdo,

(3.60)

DO | —

ok} sin <C—> l& ak} <

Por outro lado, é necessario garantir que,

8a k] sin (g—) {1—20[5 sin (g—)} — oZsin (CAZ)( — KT 1>2§1,

donde se extrai que,

8a k] sin <C—> Sl@San?SSam%Xﬁ(z,t)gl
Z7

(A2)°

8max r(z,t)
z,t

< At < (3.61)
Comparando as condi¢des de estabilidade obtidas para estes dois métodos, dadas por
(3.60) e (3.61), verifica-se que a condi¢do correspondente ao método que utiliza apenas

niveis inteiros é mais restritiva do que a do esquema que utiliza os niveis intermédios.

600 T T
Aproximagao inicial
Aproximagédo média de quatro horas
— = = Aproximagdo média de oito horas
500 n
400 -
E 300 p A .
N /71
1
1
1
200} ! s
1
1
1
1
100~ ! s
1
1
1
1
0 /! | | (Y | | |
299.5 300 300.5 301 301.5 302 302.5 303 303.5

K]

Figura 3.2: Perfis para a temperatura potencial utilizando um esquema explicito
com niveis infermédios, com a resolugdo Az = 1m e At = 0.01s.
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500

T T T T
Perfil da média do fluxo turbulento ao fim de 1 hora
Perfil da média do fluxo turbulento ao fim de 4 horas
450 - - = - Perfil da média do fluxo turbulento ao fim de 8 horas [
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Figura 3.3: Perfis para os fluxos turbulentos verticais médios utilizando um esquema
explicito com niveis infermédios, com aresolugdo Az = 1me At = 0.01s.
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Figura 3.4: Perfis para a difusividade utilizando um esquema explicito com niveis
intermédios, com a resolugdo Az = 1m e At = 0.01s.

109



MODELO DE CAMADA LIMITE 1D
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Figura 3.5: Evolugdo da altura da CLA, utilizando um esquema explicito com niveis
intermédios, com a resolugdo Az = 1m e At = 0.01s.
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Figura 3.6: Perfis para a temperatura potencial utilizando um esquema explicito
com niveis inteiros, com aresolugdo Az = 1m e At = 0.01s.
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500 T T
Perfil da média do fluxo turbulento ao fim de 1 hora
Perfil da média do fluxo turbulento ao fim de 4 horas
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Figura 3.7: Perfis para os fluxos turbulentos verticais médios utilizando um esquema
explicito com niveis inteiros, com a resolugcdo Az = 1m e At = 0.01s.
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Figura 3.8: Perfis para a difusividade utilizando um esquema explicito com niveis
inteiros, com aresolugdo Az =1me At = 0.01s.
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Figura 3.9: Evolugdo da altura da CLA, utilizando um esquema explicito com niveis
intermédios, com a resolugcdo Az = 1m e At = 0.01s.
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Figura 3.10: Perfis para a temperatura potencial utilizando um esquema explicito
com niveis infeiros e um esquema explicito com niveis de fluxo, com a
resolugdo Az =1me A¢ = 0.01s.
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3.7.2 Esquemas semi-implicitos

Os esquemas semi-implicitos seguem a ideia de construcdo aplicada na obtencdo dos
esquemas explicitos. A semelhanca do que aconteceu com os esquemas explicitos, sio
apresentados dois tipos de esquemas semi-implicitos, um que é completamente imple-
mentado em niveis de massa e outro que utiliza o calculo da difusividade « nos niveis
intermédios. A razdo para se designarem por esquemas semi-implicitos e ndo por esque-
mas implicitos, prende-se com o facto de ser impossivel a obtencédo de « no nivel ¢, 1,
uma vez que a obtengao do valor implica o conhecimento do fluxo turbulento vertical e
da altura da CLA nesse instante, os quais dependem dos valores de § em t = t,,41.
Fazendo as aproximagoes necessarias para as derivadas parciais que constam na equacao
(3.50), e introduzindo-as na prépria equagao, obtém-se,

(07

+1 +1
(Wi —amy =) O (14 267 0) 03745

S R P nt+l _ gn
( Kit 4/4]—1—&]_1) 07 =05,

(3.62)

| Q

Relativamente as condi¢des de fronteira, o procedimento segue as ideias anteriormente
apresentadas para os esquemas explicitos.

No caso em que se utilizam os niveis de fluxo para obter os valores de x, a aproximacao
que estd na base da construcdo do esquema € a da divergéncia do fluxo, (1.23), que,
introduzida na equacéo (3.49), resulta no esquema

—ak 0 (1 kI ekl ) O — a0 = 07 (3.63)

No que concerne as condices de estabilidade numeérica, os resultados que se obtém
revelam maior interesse do que aqueles que sdo apresentados pelos esquemas explicitos.
Para o esquema de diferencas finitas semi-implicito com niveis inteiros, (3.62), a apli-
cacao do critério de estabilidade de von Neuman permite a obtencdo do seguinte factor

de amplificacdo

1
A= Az o )
1+ 4 a K} sen? <C 7) + 25 (K?il - /i?H) sen ((Az)

A estabilidade numérica deste esquema ¢ garantida se se verificar o critério de estabili-
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dade |A\| < 1, o que, neste caso, corresponde a garantir que

Az o
n 2 . n
‘1 +4akj sen <C 7) —HE (lij_l — l€j+1) sen (CAz)| > 1,
ou seja,
Az\\? e 2
n_...2 n n .
(1 +4a k] sen ({ 7>> + (5 (Kjfl - “jJrl) sen ((Az)) > 1.
Como

v
[

A 2
<1+4a/<c?sen2 <CTZ>>

(Fc}ll — ﬁ?ﬂ) sen (CAz)>2 >0,

fica imediatamente provado que |\| < 1, quaisquer que sejam os valores de x, Az, At, C,
o que permite concluir que o método ¢ incondicionalmente estavel.
No que diz respeito ao esquema semi-implicito com niveis intermédios, (3.63), o factor

de amplificacao é dado por

1

A= .
Az ]
1+2a </@§L_1/2 + Ii?+1/2) sen? <C 7) + i (m}‘_% - /-c;?+1/2) sen (CAz)

Portanto, seguindo o raciocinio anteriormente apresentado, verifica-se a estabilidade
incondicional deste esquema de diferencas finitas.

As figuras 3.11-3.14 representam os resultados obtidos para os perfis da temperatura
potencial, os fluxos turbulentos verticais, as difusividades e para a evolucao da altura da
camada limite com o tempo, através do esquema semi-implicito que utiliza apenas ni-
veis inteiros, enquanto que as figuras 3.15-3.18 representam os perfis correspondentes
aos mesmos itens, mas com a aplicacdo do esquema semi-implicito que utiliza niveis in-
termédios. No final apresentam-se duas figuras de comparacao de resultados, a primeira
em que se comparam os perfis da temperatura potencial obtidos pela aplicacdo dos dois
esquemas semi-implicitos, 3.19, e a segunda em que se comparam os perfis obtidos com

0s quatro esquemas numéricos, 3.20.
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Figura 3.11: Perfis para a temperatura potencial ufiizando um esquema

semi-implicito com niveis infeiros, com a resolugdo Az = 1m e
At = 1s.
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Figura 3.12: Perfis para os fluxos turbulentos verticais médios utilizando um esquema
semi-implicito com niveis inteiros, com a resolucdo Az =1me At = 1s.

115



MODELO DE CAMADA LIMITE 1D
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Figura 3.13: Perfis para a difusividade utilizando um esquema semi-implicito com
niveis inteiros, com a resolugdo Az =1me At = 1s.
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Figura 3.14: Evolugcdo da altura da CLA, utilizando um esquema semi-implicito com
niveis intermédios, com a resolugcdo Az = 1m e At = 1s.
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Figura 3.15: Perfis para a temperatura potencial utiizando um esquema
semi-implicito com niveis intermédios, com a resolugdo Az = 1m
e At =1s.
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Figura 3.16: Perfis para os fluxos turbulentos verticais médios utilizando um esquema
semi-implicito com niveis intermédios, com a resolu¢éo Az = 1m e
At = 1s.
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Figura 3.17: Perfis para a difusividade utilizando um esquema semi-implicito com
niveis intermédios, com aresolu¢do Az = 1m e At = 1s.
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Figura 3.18: Evolugdo da altura da CLA, utilizando um esquema semi-implicito com
niveis intermédios, com a resolugcdo Az = 1m e At = 1s.
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Figura 3.19: Perfis para a temperatura potencial utiizando um esquema
semi-implicifo com niveis inteiros € um esquema semi-implicito
com niveis de fluxo, com aresolugdo Az = 1me At = 1s.
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Figura 3.20: Perfis para a temperatura potfencial utilizando esquemas
semi-implicitos e explicitos com niveis inteiros e de fluxo.
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3.8 Conclusoes

A realizacdo deste estudo permitiu obter conhecimento sobre os parametros que devem
ser simulados num modelo de camada limite. O estudo focou-se fundamentalmente na
parte da difusdo devido ao objectivo de criar um novo esquema numérico que permita
reproduzir a influéncia da difusividade num esquema com malhas ndo uniformes, como
se vera no proximo capitulo.

O estudo da estabilidade numérica, realizado para cada um dos métodos apresentados,
permite concluir que os métodos explicitos obrigam ao cumprimento de restricoes mais
exigentes, ou seja, sdo condicionalmente estaveis, enquanto que os métodos implicitos
sdo incondicionalmente estaveis.

Em relacéo aos resultados obtidos, verifica-se que aqueles que sdo produzidos pelos dois
primeiros esquemas numéricos, ou seja, os esquemas explicitos, sdo praticamente iguais
(figura 3.10), enquanto que aqueles que se obtém através da utilizacdo dos esquemas
semi-implicitos apresentam uma ligeira diferenca, ndo muito relevante, mas que sobres-
sai na comparacao (figura 3.19). No global, quando se comparam todas as solugdes
numéricas obtidas pelos quatro esquemas apresentados (figura 3.20), verifica-se uma
grande homogeneidade nos resultados, ndo havendo um que se destaque claramente
em relacdo aos restantes. Esta semelhanca leva a que a escolha do método a utilizar se
baseie em condicoes técnicas e/ou na fisica que estd associada ao problema.

No que diz respeito a fisica do problema, os valores elevados que a funcdo x(z,t) atinge
na CLA, fazem com que os métodos explicitos apresentem condicOes muito restritivas
de aplicacdo, obrigando a que se considerem passos de tempo muito pequenos para se
garantir estabilidade numérica. Nas simulaces que foram apresentadas, o maior passo
de tempo que garante a estabilidade numérica dos métodos explicitos é At = 0.01s, o
que impde a utilizacdo de uma malha com 8.64 x 10? vértices, enquanto que no caso
dos métodos semi-implicitos esse nimero decai para 8.64 x 107. Esta caracteristica é
determinante no tempo de execucdo de cada um dos tipos de esquemas numeéricos,
representando as solu¢des numéricas dos métodos explicitos um custo computacional
muito superior aquele que é evidenciado pelos esquemas semi-implicitos. Esta facto re-

presenta o principal motivo para a pretericdo dos esquemas explicitos na implementacao
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do modelo da camada limite.

Finalmente, a divergéncia de fluxo é o tultimo aspecto de decisdo para a escolha de
um dos dois métodos semi-implicitos. A utilizacdo de um método conservativo, em pro-
blemas com as caracteristicas fisicas que possui o problema da difusdo-K no esquema
DTFM, capta de forma mais eficiente as propriedades fisicas do problema. Perante todas
estas consideracoes, o método de diferencas finitas semi-implicito com niveis de fluxo

revela-se o mais adequado para a resolucdo da difusdo no esquema DTFM.
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4

Resolucao numérica da difusao-K no esquema

DTFM com malhas nao uniformes

4.1 Introducao

O problema da difusdo do esquema DTFM, apresentado e resolvido numericamente no
capitulo anterior, possui caracteristicas fisicas que os métodos utilizados, assim como
aquele que foi originalmente empregue no modelo numérico, ndo conseguem reflectir
na sua totalidade. Nas conclusdes do Capitulo 3 apresentam-se as razoes que conduzi-
ram a escolha do método semi-implicito com niveis de fluxo para resolver o problema.
No entanto, existe uma outra caracteristica fisica do problema que este método néo in-
corpora, a variacdo da difusividade no espaco. Como os valores da funcao x variam no
tempo e no espaco, a construcdo de um esquema numeérico que consiga traduzir essa va-
riacdo representara uma melhor opc¢éo para resolucao do problema. Para tal, o esquema
deve utilizar, para cada nivel ¢ = ¢,,, um passo Az que nao seja fixo, ou seja, 0s passos
no espaco devem reflectir a variacao de x, o que implica a utilizacdo de um método com
malhas nao uniformes. Este é o objectivo fundamental para este capitulo.

Na primeira parte deste capitulo sdo apresentadas as ideias que norteiam a construcéo
de um esquema com as caracteristicas que se pretendem para o esquema associado aos
objectivos propostos, mas utilizando um valor de x constante. De seguida procede-se a
andlise de estabilidade numérica em esquemas com malhas ndo uniformes. A parte final
do capitulo, dedica-se a obtencdo de um esquema que resolva o problema nas condicoes

projectadas.
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4.2 Esquema numérico com interpolacao

No trabalho desenvolvido por Teixeira (1999) é apresentado um esquema para a resolu-
cdo numérica da equacdo da difusdo, que se baseia no seguinte esquema de diferencas

finitas explicito,

u}”l = agui_y + (1= 20) uj + aulyy, 4.1)
K At , . .. . .
onde se assume «,, = W O esquema numeérico definido por (4.1) é conjugado com
X

uma regra de interpolacdo, originando um método de aproximacdo do tipo
semi-Lagrangeano.
A construcdo deste novo esquema assenta na condicdo de estabilidade numérica de

(4.1), que, como foi referido na seccao 1.3.1 é dada por,

1 Ax?
< e At —.
“=3 =9k

O esquema que se constroi terd um passo no espago que diferird do passo que define
a malha fixa, As, respeitando a condicdo As > Ax. Para determinar o valor de As,

substitui-se Ax por As na condicdo de estabilidade e, rearranjando a equacao obtida

K At
As = | —,
\ B

. . - - 1
onde (3 é um valor que respeita a condicao de estabilidade, 5 < 5 Perante os resultados

para As, pode escrever-se,

dos testes numéricos apresentados no trabalho de Teixeira (1999), verifica-se que o

. . 1

valor de 3 que garante os melhores resultados, para os casos analisados, é § = -, o
8

que faz com que, nesse caso, As = 2 /2 x At. Finalmente, com base em todos os pontos

apresentados anteriormente, o esquema que se utiliza para obter a solu¢do numérica é,

u;-H'l = asuj_ps + (1= 205) U} + asufya, (4.2)

em que u?_, € uj, 5, sdo obtidos por interpolagéo.
A qualidade dos resultados dependera sempre, de forma directa, da escolha que se fizer

para efectuar a interpolacdo, como se comprova nos testes numéricos apresentados em
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Teixeira (1999). Obviamente que, perante esta situacdo, a primeira abordagem ao es-
quema remete para a utilizacdo de métodos de interpolacdo de ordens superiores a um,
no entanto, este procedimento terd sempre de ser enquadrado com as caracteristicas do
problema que se estd a resolver, visto que o custo computacional associado a obtencao
da solucdo numérica estd intrinsecamente ligado a ordem da interpolacdo que se utiliza.
De acordo com o que atrds foi descrito, o esquema inovador apresentado por Teixeira
(1999) para a resolucao de equagdo da difusdo do calor pode entdo ser descrito através

do seguinte algoritmo.

Algoritmo 1: Esquema proposto em Teixeira (1999).

Entrada: u(z,ty), k, Az, At,
Saida: u(x,t,), n > 1

As  ((kA1)/8)'?;

as < K At/As?;

para cada ¢, faca

para cada j faca

se j = 0 ou j = m entao
Aplicar as condicOes de fronteira para obter as
respectivas aproximacoes.

senao
Calcular u] A, eu] A, por interpolacdo;

n+1
L U;

n n n
—asul Ag+ (1 —2ay) u + o Ul A

Os resultados que derivam da aplicacao do esquema descrito pelo algoritmo 1 sdo apre-
sentados na figura 4.1. Para os obter considerou-se a equacao (1.2), apresentada para
os métodos explicito e implicito no Capitulo 1, com x constante igual a 10. Foram utili-
zadas condic¢oes de fronteira do tipo von Neumann, correspondentes a auséncia de fluxo
na fronteira, ou seja,

Onu(0,t) = 0 = Oqhu(l,t), t>0,
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Evolugéo da solugéo durante o periodo O< t < 400
10 T T T T T T T T T
t=0, concentragao inicial
t=200s
o t=400s M

Concentragédo
[6;]
T
|

0 | | |
-250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250
Distancia

Figura 4.1: Resultados obtidos pelo novo esquema para uma concentragdo inicial
Gaussiana.

e admitiu-se que a solucdo inicial segue uma distribuicdo de Gauss,

u(z.0) 1000 [_ (z — p)?

=P . —250 < < 250,
oV 2m P 202 } -

com = 0e o =50.

A figura 4.2 apresenta uma sobreposicao dos resultados obtidos com os trés esquemas,
(1.8), (1.16) e (4.2), com o intuito de comparar a qualidade dos resultados obtidos pela
aplicacdo dos mesmos na resolucdo do problema anteriormente apresentado.

A construcdo deste novo esquema permite que se realizem, desde ja, algumas obser-
vacdes importantes. Pelo que foi referido até aqui, no que diz respeito aos métodos
numéricos que se podem utilizar para resolver um problema de EDPs, existe uma vasta
lista a que é possivel recorrer. No entanto, cada um desses métodos possui caracteristicas
intrinsecas que os distinguem, definindo, completamente, a escolha do método de dife-
rencas finitas a utilizar para resolver um determinado problema. Consequentemente, a
natureza do problema é determinante na escolha do método.

Relativamente ao método explicito, ndo é exigida a resolucdo de qualquer sistema, o
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Evolugéo da solugéo durante o periodo O< t < 400
10 T T T T T T T T T
t=0, concentragao inicial
t=200s — Novo Esquema
9 t=400s - Novo Esquema
t=200s — Esquema Explicito
— — —t=400s - Esquema Explicito
t=200s — Esquema Implicito ]
t=400s — Esquema Implicito
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[6;]
T
|

0 | | | |
-250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250
Distancia

Figura 4.2: Resultados obtidos pelo novo esquema e pelos esquemas explicito e
implicito, para uma concentragdo inicial Gaussiana.

que pode parecer vantajoso No entanto, este facto sé se revela uma vantagem quando o
valor do coeficiente de difusividade é pequeno, caso em que a exigéncia aplicada sobre
o passo de tempo, At, ndo é muito restritiva. Esta ndo é uma configuracao correspon-
dente aos problemas de simulacdo de escoamentos turbulentos na atmosfera, onde é
necessdrio a utilizacdo de coeficientes de difusividade que, por vezes, assumem valores
muito elevados, na ordem das dezenas. Esta caracteristica inibe, regularmente, a esco-
lha de um método de diferencas finitas explicito para resolver o problema da difusdo no
esquema DTFM.

A ideia que sustém a construcdo deste esquema agrupa a maior vantagem do método
explicito, resolucdo directa, ou seja, sem resolucdo de qualquer sistema de equacoes
lineares, com a melhor vantagem do método implicito, a garantia de que é sempre
estavel. A forma como € idealizado o método permite que se garanta a estabilidade
numérica quaisquer que sejam os valores assumidos para «. Assim, para problemas em
que o valor do coeficiente de difusividade assume valores relativamente elevados, fara
todo o sentido recorrer a este novo método.

Os dois maiores desafios na implementacdo deste esquema sdo: a escolha do método
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de interpolacdo e respectiva ordem; e a forma como se incorporam as condi¢bes de
fronteira no processo de cdlculo, uma vez que quanto maior for o valor de x, maior tera
de ser o valor de As, o que pode originar problemas junto as fronteiras do dominio que

se esta a utilizar.

4.3 Malhas nao uniformes

Os métodos classicos apresentados no Capitulo 1 utilizam todos, por uma questdo de
simplicidade na implementacdo, um passo Az, Unico, em torno de qualquer ponto da
malha (z;,t,). No entanto, pode acontecer que, principalmente por natureza do pro-
blema, se necessite, ou seja conveniente, a utilizagcdo de dois passos espaciais distintos,
ou seja, um passo a esquerda, Ax_, diferente do passo a direita, Az . Para criar um
esquema que satisfaca esta condicdo, utiliza-se o mesmo raciocinio apresentado no Ca-
pitulo 1, ou seja, procede-se a expansdo em série de Taylor e conjugam-se os resultados
obtidos. Neste contexto, o desenvolvimento em série de Taylor a esquerda do ponto

(x,tn) com um passo Az_ devolve,

(g — Axtn) = (e ta) — Az 5 25, t)
Az_)? 9%u
S )
(Az_)* &u
"6 ot
(Az_)* d'u

e, a direita do mesmo ponto, com um passo Ax .,

u(zj + Az, tn) = u(z),tn) + Aﬂ“r%(xj’ tn)
(Acy)? 2%u

T o)
Az, )? Bu
gt
(Azy)* 0'u
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A utilizacdo de (4.3) e (4.4) permite escrever,

uj —ui np_ Ou Az 02u

e,
Ui ng, — U Ou Az, 9%
%:%(xj’t”)+f@($j,tn)+... : (4.6)

Somando (4.5) com (4.6) obtém-se,

ou I N L R e Azry — Ax_

Outro modo de definir a aproximacao para a derivada de primeira ordem com diferencas

ndo centradas obtém-se da subtraccao de (4.3) a (4.4), o que devolve,

ou B U?+Ax+ - U?_Ax, Lo <Am+ — Ax_> ‘

8_x(wj’ tn) = Ar_ + Az, 2 (4.8)

A aproximacdo para a derivada de segunda ordem, pode ser construida multiplicando
(4.3) por Az e (4.4) por Az_, com subsequente soma dos dois resultados obtidos, o

que equivale a escrever,

0%u 2 n
@(:ﬂj’tn) T Az (A + Aw+)uj_Ax*
2 n
NN i

2 n
Ax_ (Az_ + Ax+)uj+A“

+0 <M) ] (4.9)

+

3

A introducdo das aproximacodes (4.8) e (4.9) em (1.2) revela o seguinte esquema,

nal 2k At n
J Ax_ (Az_ + Azy)

(1 2k At n
Ax_ Az i
2k At

n . 1
+ Az, (Az_ + Azy) Yi+azy (4.10)

u

O esquema de diferencas finitas definido por (4.10) é construido para uma difusividade
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constante, no entanto, pode aplicar-se um raciocinio semelhante para obter um esquema
de diferencas finitas numa malha ndo uniforme quando as difusividades variam no es-
paco e no tempo.

Analisando as aproximacoes (4.7), (4.8) e (4.9), verifica-se a existéncia de uma caracte-
ristica comum, quando Ax_ for igual a Az a ordem de convergéncia das aproximacoes
aumenta. Este aspecto sera igualmente importante para a realizacdo do estudo de es-
tabilidade numérica para o esquema de diferencas finitas ndo centradas definido por
(4.10).

A aplicacdo do critério de estabilidade de von Neumann a (4.10) permite escrever,

28r(L—r) r? (8% + 11?)

Al=1-r)? 11
A= = gt e, (411
com
v = 2kAt,
y=Az_/Axy,

r =~/ (Az_Aay),

B =ycos l+cos ﬁ,
\/ yr V r

W= ysin l—i—sin ﬁ
\/ yr V r

Devido a complexidade da expressdo (4.11), o estudo da estabilidade através do método
de von Neumann apenas sera realizado sob uma vertente grafica, o qual é apresentado
nas figuras 4.3-4.7.

A principal razdo para a construcdo de um esquema com estas caracteristicas e da res-
pectiva andlise de estabilidade € a construcdo de um esquema semelhante ao que foi
apresentado na primeira parte deste capitulo, mas agora para a situacdo em que se
possui uma difusividade que varia no espago e no tempo. Esta caracteristica sugere a
utilizacdo de um esquema de diferencas finitas com malhas ndo uniformes na resolucao

do problema de difusdo-K no esquema DTFM.
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Limite de estabilidade numérica

--‘Regiédo-de Estabilidade- -

I I I I I I I I I
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_ Ax_

T Az

Y

@ k=1, 0<y<50

Limite de estabilidade numérica

05F R -----Regido de Estabilidade
I I I I I I I I I
05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 1.3 1.4 15
Az
v= Awxy

B k=1 05<y<15

Figura 4.3: Regides de estabilidade numérica (a branco) para o esquema (4.10),
comk =1, quando Az_ > Az, com Az_ ~ Az,
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Limite de estabilidade numérica
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Az
V= Azy

(@ k=10,0<y <50

Limite de estabilidade numérica

0.5 - o - Regido de Estabilidade -
L L L L L L L L L
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 12 13 14 15
Az
V= Azy

b k=10,05<y<15

Figura 4.4: Regides de estabilidade numérica (a branco) para o esquema (4.10),
com k =10, quando Az_ > Az, com Az_ ~ Az,
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Limite de estabilidade numérica

05 - o b Regiéo de Estabilidade - E ERSEE
L L L L L L L L L
5 10 15 20 25 30 35 40 45
Az
V= Azy

(@ k=20,0<y<50

Limite de estabilidade numérica

0.5 - o - Regido de Estabilidade - o E R
L L L L L L L L L
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 12 13 14 15
Az
V= Azy

(b) K=20,05<y<15

Figura 4.5: Regides de estabilidade numérica (a branco) para o esquema (4.10),
com k =20, quando Az_ > Az, com Az_ ~ Az,
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Limite de estabilidade numérica

2k At
Ar_Awxy

0.5} Regido de Estabilidade

| | | |
5 10 15 20 25 30 35 40 45
Ax_

yIAz.,.

(@ k=30,0<y<50

Limite de estabilidade numérica

Regido de Estabilidade -

| | | |
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
Ax_

y_Ax+

(b) k=30,05<y<15

Figura 4.6: Regides de estabilidade numérica (a branco) para o esquema (4.10),
com x = 30, quando Az_ > Axzi, COM Az_ = Axy.
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2k At
Ar_Awxy

Limite de estabilidade numérica

Regiéo de Estabilidade

15 20 25 30 35
Az
Yy = R
() k=140,0<y <50

Limite de estabilidade numérica

Regido de Estabilidade -

40 45

15

1 1 1 1
0.8 0.9 1 11 12 13 1.4
Az
Yy = R
(b) k=40, 05<y<15
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Figura 4.7: Regides de estabilidade numérica (a branco) para o esquema (4.10),
com k =40, quando Az_ > Az, com Az_ ~ Az,
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4.4 Resolucdo da difusdo no esquema DTFM com uma malha

nao uniforme

A resolucdo do problema da difusividade de turbilhdes no modelo DTFM efectuada no
capitulo anterior utilizou sempre, quer nos esquemas em que os valores de x(z,t) foram
calculados em niveis de indice inteiro, quer naqueles em que foram calculados em niveis
de indice intermédio, um passo espacial igual, tanto a esquerda como a direita do ponto
em que se pretendia realizar a aproximac¢do. No entanto, atendendo a fisica do pro-
blema, seria mais correcto que os passos espaciais a utilizar ndo fossem iguais, ou seja,
que traduzissem a influéncia da grandeza do valor de « a esquerda e a direita do ponto.
A realizacdo dessa tarefa implicara a utilizagdo das ideias que foram apresentadas no
inicio deste capitulo, quando se apresentou o esquema numérico do trabalho de Teixeira
(1999). Desta forma, utilizando a aproximacao de divergéncia de fluxo apresentada em

(1.23), pode escrever-se,

n+1 __ gn
07+t = g7
2
o _ o
(Asy)? + As_As, <J+AS+ J>

+ /i?+AS+/2At

2
— K an At 0" — 07" A, ). (4.12)
=8/ (As_)?+ As_As, <J =8 *)

Facilmente se verifica que, considerando as difusividades constantes e os dois passos no
espaco em torno de z; iguais, o esquema resultante corresponde ao esquema de Euler.

A implementacao deste esquema requer a aplicagdo de alguns procedimentos nada co-
muns aos esquemas de diferencas finitas cldssicos. O primeiro deles estd relacionado
com o facto de se utilizar no esquema o valor de 7, 5, € K]_A, , sem que se possua
o conhecimento dos passos a esquerda, As_, nem a direita, As,, do ponto z;, 0s quais

sdo definidos por,

Ae Ky As_ <K§L—As, + “?+As+) At
28K7 A, '
e
Asy — Ky As, ("i;‘tAs_ + ”?+As+> At.
25“?—As,
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Algoritmo 2: Algoritmo proposto para a resolucédo da difusdo no esquema DTFM.

Entrada: 0(x,ty), x(z,t), Az, At, 5
Saida: 6(z,t,), n > 1

para cada ¢, faca

para cada x; faca

para cada i = 1,2, 3 faca

1/2
n n n
As "iijs_ <"€ij3_ + Kj+As+) At .
- 28K ’
J+Asy
1/
n n n
As, o | Do <“J’+A5+ N KJ+AS+> ALY
+ n 2
2/8"€ij3_

Obter 07 _», e 87, A, por interpolacdo;
2At

(As_)? + AsyAs_
2At

(Asi)? + AspAs_

Ot 0 oy, (006, —07) oo (07074,

n .
Qs — K/ijs,/Q Y

n .
Ols+<_"‘€j+A5+/2 ;

Devido a este interrelacionamento, e, além disso, por ainda se relacionarem com a restri-
cdo de estabilidade numérica, utiliza-se um esquema iterativo que permite a obtencdo
dos valores para As_ e para As,, valores esses que garantem sempre a estabilidade
numérica do esquema que se utiliza. Este ponto ndo foi abordado na apresentacao do
esquema (4.10) na sec¢do anterior, uma vez que se tratava de um esquema que utilizava
um valor constante para a difusividade. Apds a obtencao dos valores de As_ e de As.,
¢ necessario conhecer os valores de 9]”_ A €de 9;1_ As,» OS quais se determinam através
de interpolacdo polinomial. Tal como na construcdo do esquema apresentado no traba-
lho de Teixeira (1999), o esquema de diferencas finitas (4.12) depende, em termos de
precisdo, do método de interpolacdo que € utilizado. Por uma questao de simplicidade,
devido a dimensdo do problema, utiliza-se interpolacéo linear. Deve salientar-se que o
parametro 3 deve se escolhido com base no critério de estabilidade que estad associado
ao método explicito que se utiliza para construir o esquema iterativo.

O algoritmo 2 traduz a construcdo e aplicacdo do esquema apresentado em (4.12).
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Um aspecto importante a reter acerca deste algoritmo € o facto de ser construido um
processo iterativo apenas com 3 iteracdes para obter as aproximacoes para As_ e Asy.
A razdo para a aplicagéo deste critério prende-se com a precisdao numérica dos resultados
que se obtém apos a aplicagdo de 3 iteracoes, que, na maioria dos casos, corresponde a
garantir a igualdade entre o valor da segunda e o da terceira iteracdes, ou seja, precisdo

maxima.

4.5 Conclusoes

O trabalho realizado neste capitulo teve sempre como objectivo final a constru¢do de um
novo método de diferencas finitas que permitisse a resolucdo do problema da difusdo
no esquema DTFM. Assim, por forma a enquadrar os resultados apresentados no final
do capitulo, comecou-se por apresentar um método que, partindo do esquema de Euler,
utilizasse a condicdo de estabilidade numérica para obter um método que garantisse a
estabilidade numérica por construgdo. O estudo foi iniciado com difusividades constan-
tes e verificou-se que um método numérico assim construido representa um alternativa
muito valida aos esquemas que sdo normalmente utilizados. A maior observacao a re-
portar dos estudos efectuados foi o excelente comportamento que o método apresenta
quando se consideram valores para x com grandezas da ordem semelhantes aquelas
que se verificam em algumas partes da CLA. Como este método é construido com a
utilizacdo de um método de interpolagdo, conclui-se que a qualidade das aproximacdes
estard sempre intrinsecamente dependente da regra e da ordem de interpolacdo que é
utilizada.

Posteriormente, apresentou-se um esquema numérico com malhas nao uniformes, que,
aplicado a equacao da difusdo do calor, (1.2), forneceu o esquema de diferencas finitas
(4.10). A partir de uma deducdo grafica que relaciona os passos a esquerda e a direita
com o coeficiente de estabilidade, inferiu-se que o esquema obtido é numericamente
estavel quando r = 2kAt/Ax_Axz; < 1. Uma andlise mais pormenorizada revelou a
presenca de algumas instabilidades quando Az < Az

Na parte final do capitulo apresenta-se um método numérico para resolver o problema

da difusdo no esquema DTFM, onde a grande inovacdo é a utilizacdo de um esquema
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explicito com um passo de tempo igual a At = 1s e um passo no espaco Az = 1m.
Como se viu anteriormente, com estes parametros ndo é possivel garantir a estabilidade
do esquema numérico, no entanto, como o esquema € conjugado com uma técnica de
interpolacdo que ajusta o passo no espaco em funcdo da condicdo de estabilidade, o
esquema é numericamente estavel por construcdo. Este facto proporciona uma melhoria
enorme nos custos computacionais em relagdo aos métodos explicitos apresentados no
capitulo anterior, verificando-se mesmo melhores tempos de execucdo do que aqueles
que sdo verificados com os esquemas semi-implicitos. No entanto, quando se comparam
os resultados obtidos através deste novo esquema com os que se obtém com aqueles que
foram desenvolvidos no capitulo anterior, observa-se uma deterioracdo dos resultados,
a qual deriva, quase certamente, da conjugacdo do passo espacial admitido junto da
fronteira com as condicGes de fronteira. A ser ultrapassado este obstaculo, este esquema
sera o método que melhores resultados fornecera para o problema da difusdo-K no
esquema DTFM. Além disso, o facto de incluir os efeitos da grandeza das difusividade

em cada ponto da malha torna-o ainda de utilizacdo mais interessante.
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O

Resolucao do problema da difusao no esquema

DTFM com malhas adaptaveis

5.1 Introducao

A dindmica da turbuléncia pode, para a mecanica de fluidos, ser descrita através de
argumentos que se baseiam nas simetrias. Kolmogorov (1942) propés um modelo de
turbuléncia que se baseava especialmente em hipdteses de auto-semelhanca das so-
lucdes. A partir de simetrias para as equacdes NS, Unal (1994) calculou as solucdes
auto-semelhantes que verificavam a cascata de energia de Kolmogorov. Por outro lado,
Oberlack (1999) utilizou a simetria das equacdes de NS para apresentar novas leis de
escala, leis que foram confirmadas através de experiéncias e por simulacdo, assim como,
leis de paridade no trabalho Oberlack (2000). Finalmente, Grassi et al. (2000) € outra
referéncia que da énfase as simetrias no seio da mecanica dos fluidos, calculando as
solucdes auto-semelhantes que representam as solugdes de vortice das equagdes de NS.
No que diz respeito a modelacdo da turbuléncia, existe uma relagdo bem desenvolvida
entre os métodos directos, SND, e as técnicas de cdlculo de médias de Reynolds para as
equacdes de NS. A invaridncia de Galileu e a indiferenca material sdo duas das sime-
trias importantes que as equacdes de NS devem evidenciar nos modelos de pequenas
escalas. Um dos primeiros trabalhos a sugerir a utilizacdo das simetrias para modelar a
turbuléncia foi Gyr et al. (1999). Os trabalhos de Razafindralandy e Hamdouni (2005)
apresentam, de forma explicita, uma familia de modelos de SGT que respeitam essas

simetrias, mostrando as suas vantagens em relacdo aos modelos classicos.

141



RESOLUGAO DO PROBLEMA DA DIFUSAO NO ESQUEMA DTFM COM MALHAS ADAPTAVEIS

Relativamente a simulacdo, é, portanto, fundamental desenvolver métodos numéricos
que preservem as simetrias. Essa ideia resume-se a conseguir transportar as proprieda-
des geométricas das equacoes para um nivel discreto. A maioria dos métodos numéricos
classicos ndo preservam algumas das simetrias, gerando, muitas das vezes, resultados
desprovidos de interesse fisico. Os métodos invariantes, onde se preservam algumas das
propriedades associadas ao grupo de simetria, sdo construidos com a intencao de eviden-
ciar as propriedades fisicas das solucdes no seio das simetrias, assim como, minimizar
as degradacoes puramente numéricas. O desenvolvimento das técnicas de construcio
dos métodos geométricos para as EDPs é uma matéria de investigacdo que se encontra
ainda a dar os primeiros passos. Principalmente por essa razdo, as aproximacoes que se
encontram na bibliografia sdo muito diversificadas. As primeiras aproximacoes geomé-
tricas foram desenvolvidas por Bakirova et al. (1997), e baseiam-se na formulacdo de
um esquema em termos de invariantes discretos, e por Dorodnitsyn (1994). Indepen-
dentemente da natureza da solucdo da equacdo, auto-semelhante ou ndo, os métodos
invariantes ndo sio sistematicamente mais precisos, nem mesmo mais vantajosos em ter-
mos do tempo de célculo. Actualmente, ndo se conhece um integrador geométrico para
o qual as performances superem aquelas que os métodos mais sofisticados apresentam
e que seja suficientemente genérico para que possa ser aplicado a qualquer EDP.

A ideia inicial para a introduc@o deste tépico na resolucdo do problema da difusdo-K
no esquema DTFM sofreu uma ligeira alteracdo. Os esquemas numéricos invariantes
encontram-se ainda numa fase muito inicial e, por essa razéo, os resultados disponiveis
ndo permitem uma resolucéo tio eficaz como aquela que é realizada através de esque-
mas numéricos construidos com base nos métodos classicos apresentados no Capitulo
1. Por esse motivo, apés o estudo das simetrias para EDP associada ao problema da
difusdo-K no esquema DTFM, verificou-se que os métodos numéricos que se utilizaram
no Capitulo 3 garantem a captacao de todas as simetrias presentes na equagao. Isso fez
com que o trabalho desenvolvido se tivesse de processar com um objectivo ligeiramente
diferente, mas mantendo a teoria associada aos métodos invariantes. Assim, como um
dos obstaculos na resolucdo da difusividade de turbilhdes no esquema DTFM esta as-
sociado a definicao dos resultados nas regioes onde se verificam maiores gradientes da

temperatura potencial, ou seja, junto a superficie terrestre e na camada de inversao, sera
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extremamente Util criar um método numérico que, partindo de uma malha inicial com
pontos equidistantes, ajuste a malha de iteracdo para iteragdo, por forma a deslocar os
nos para as regides onde ocorrem os maiores gradientes. Este ponto serda desenvolvido
com base nos trabalhos recentemente publicados por Budd et al. (2009) e Huang e Zhou
(2010) acerca do topico malhas r-adaptaveis.

O capitulo inicia com uma exposi¢do sumaria sobre os métodos que se conhecem para
construir esquemas invariantes e termina com a aplicacdo da teoria sobre as malhas
r-adaptdveis e com a construcdo de esquemas que permitam realizar os objectivos pro-

postos.

5.2 Construcao dos esquemas de discretizacao invariantes

A construcdo dos esquemas de discretizacdo invariantes para as equacoes diferenciais
pode ser interpretado como uma parte do esforco que se tem realizado para transformar
a andlise dos grupos de simetria numa ferramenta eficiente para a andlise das equacoes
as diferencas. Até a presente data, existem trés metodologias principais para a cons-
trucao dos esquemas de discretizacdo com a preservacao de algumas propriedades de

invariancia.

5.2.1 Meétodo invariante das diferencas

O primeiro método foi desenvolvido por Dorodnitsyn e pode ser consultado com mais
rigor em Valiquette e Winternitz (2005), Dorodnitsyn (2011), Bakirova et al. (1997),
Levi e Winternitz (2006) e Dorodnitsyn e Kozlov (2003). Este método utiliza os gera-
dores infinitesimais v das transformacoes de simetria de um parametro, que geram a
algebra maximal de invaridncia de Lie, para o sistema de equacoes diferenciais que se

estd a considerar. Estes geradores assumem a forma,
V= f(-% u)aar + (25(.%', u)aw

onde = (z1,...,2p) e u = (u1,...,uq) sdo os vectores de dimensdo p e g repre-
sentantes das variaveis independentes e dependentes, respectivamente. Ao invés de se

proceder ao prolongamento de v a ordens de derivadas mais elevadas de u em rela-
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cdo a x, procedimento comum na analise de simetria para as equacOes diferenciais,
Bluman e Kumei (1989), Olver (2000), Ovsiannikov (1982), neste método os campos
vectoriais sdo prolongados a todos os pontos do esquema de discretizacdo, ou seja, a
coleccdo de pontos da malha que se utilizam para realizar a aproximacao do sistema de

equacoes diferenciais até a ordem pretendida. Este prolongamento assume a seguinte

forma,
m
prv = Z §(m27 uz)amz + ¢(xi7 ui)auw
i—1
com z; = (T15,...,%p;) € u; = (U1;,...,Uq), OU seja, é formalmente realizado atra-

vés do célculo do campo vectorial v em todos os m pontos do esquema z; = (x;,u;),
procedendo, posteriormente, a soma do resultado obtido.

Seguidamente, os invariantes da ac¢do do grupo sdo determinados através da utilizacéo
do critério de invaridncia infinitesimal, Olver (2000), o qual, para o presente caso, €
prv(Il) = 0, quando se verifica I = 0. As funcdes I que verificam esta condicdo, para
todo o v € g, sdo designadas por invariantes as diferencas. Apds a obtencao da totalidade
dos invariantes as diferencas em todos os pontos do espaco que se utilizam no esquema
numérico, procede-se a uma tentativa de incorporacdo dos mesmos numa aproximacao
de diferencas finitas desenvolvida para o sistema de equagdes diferenciais a estudar. Por
construcdo, este procedimento garante que o esquema numeérico resultante é invariante
sob a accdo de um grupo de simetria, o qual é isomorfico ao grupo de simetria do sistema
de equacoes diferenciais original.

O maior problema associado a este método de obtencdo dos esquemas invariantes reside
na dificuldade de encontrar um bom conjunto de invariantes as diferengas que permita
uma aproximacado das equacdes diferenciais no caso multidimensional. Este problema
assenta no facto de os esquemas invariantes requererem, geralmente, a utilizacdo de
malhas mdveis e/ou ndo ortogonais. As equacoes de formacdo da malha, obtidas com
o uso dos invariantes as diferencas, aproximam as derivadas em diferencas finitas, de
forma invariante, nas malhas resultantes, podem ser bastante complicadas em dimen-
sOes mais elevadas e, consequentemente, limitam a aplicacdo deste método ao caso de
equacoes evoluciondrias (1 + 1)-dimensionais. No entanto, deve salientar-se que esta

limitacdo é mais de natureza técnica do que de natureza conceptual.
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Discretizacdo invariante de uma EDP

Para explicar a forma como se interpreta a discretizacdo invariante, considere-se uma
EDP que envolve apenas uma funcdo escalar dependente de duas varidveis, u(z,t), a
qual serd aproximada por uma equacdo as diferencas numa simetria adaptada a ma-

lha que se utiliza. A malha consiste num conjunto de pontos que se encontram distri-

buidos sobre um plano, cujas coordenadas sdo descritas por (m?,t?) , J =0,...,ng,
n =0,...,n, descrita geometricamente na figura 5.1. Deve salientar-se que a esquema-

tizacdo da malha é a mesma que estd associada as restantes técnicas de construcdo de

métodos numéricos invariantes.

Voo

j—1 J+1

<.

Figura 5.1: Esquematizagdo de uma malha associada a um esquema invariante.

O esquema invariante serd descrito por um conjunto de relacOes entre as varidveis
<:c§b, th, u?) calculadas num numero finito de pontos da malha. Para descrever a forma
como se obtém cada um dos esquemas invariantes, admita-se uma EDP cuja forma geral

é dada por,

E <x,t,u(k)(ac,t)) =0, (5.1

onde u¥)(z,t) denota todas as derivadas parciais de u(z,t) até & ordem k, inclusive.
Assuma-se também que a equacdo (5.1) é invariante sob a accdo do grupo G de trans-

formacoes de pontos locais de Lie, sendo a dlgebra de Lie L construida através dos
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campos vectoriais v da seguinte forma,
vV = g(w7t7u)a$ +T(I’,t,u)8t + ¢(x7t7u)au (52)

Pretende-se construir uma aproximac¢do para a EDP (5.1) através de um sistema de

equacoes de diferencas finitas,

n+iy gn4il |, ntip —
E, <{mj+i2 Uiy Wity }(z‘l,iz)eJ> =0, 1<a<N, (5.3)

onde J representa o conjunto dos indices do conjunto de pontos utilizados pelo es-
quema numérico, relacionando as quantidades (x, ¢, u) num numero finito de pontos e
garantindo que seja invariante sob ac¢do do grupo G, tal como a EDP (5.1). O ntmero
minimo de equacoOes necessdrias em (5.3) é N = 3, determinando os valores de z, ¢ e
u em pontos diferentes. Caso sejam utilizadas apenas trés equagdes, a solugdo que se
obtém para (5.3) dependerd de um nimero determinado de funcGes arbitrarias depen-
dentes de uma unica varidvel. O numero de funcoes estara relacionado com a ordem do
sistema, ou seja, com o numero de pontos que constituem o conjunto .J, o que, por sua
vez, depende da ordem da EDP (5.1) e da precisdo que se pretende para os resultados.
Geralmente € necessario, assim como conveniente, construir um sistema com mais do
que trés equacgdes, garantindo uma melhor definicdo da malha a utilizar. Nos casos em
que sdo impostas, estas condicoes adicionais desempenham papeis semelhantes aos que
sdo atribuidos as condicdes iniciais ou as condicoes de fronteira nas EDPs. Além disso,
definem parcialmente, ou completamente, as func¢des arbitrarias envolvidas.

Uma vez que se pretende construir uma discretizacdo para a EDP que preserve a sime-
tria, o esquema das derivadas parciais descrito em (5.3) deve ser construido a partir
dos invariantes e das variedades invariantes do grupo de simetria GG, e pode obter-se da

seguinte forma:

* Definir o nimero de pontos e as respectivas posi¢des com que serdo utilizados no

esquema.
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* Prolongar o campo vectorial (5.2) a todos os pontos utilizados no esquema,

n-+i1 n-+iy n-+i1
prv = E ETO nyiy + T Oty + 050 nig
- J+i2 Tl J+i2 titig J+iz Uit ’

ntin _ n+iy gntip ) ntin n+iy ntiy . .
onde {';t = ¢ (ij-Q N i ,ujH-Q), com 7,7t e ¢ definidos de forma and

loga.
* Obter os invariantes elementares de G através da resolucdo do sistema de EDPs de

primeira ordem,

n+1 n+i n+1 _
prv [I ({ijriglathrin’ujJrigl}(il,i2)€J>:| =0, (5.4)

onde v é um elemento geral da algebra de simetria L da EDP (5.1). A algebra pode
ser finita ou infinita. Caso a dimensao da algebra de simetria L seja finita, ou seja,
se dim L. = [ < oo, entdo escolhe-se uma base conveniente v,,,, m = 1,2,...,[, que,
com a aplicacdo de (5.4), se reduz a um sistema de [ EDPs lineares de primeira
ordem. A utilizacdo do método das caracteristicas permite obter um conjunto de

invariantes elementares Iy, I, ..., I,, sendo ;. dado por,
u = dim M — rank 7,

onde M é a variedade sobre a qual G actua,

M ~ {;,;Wl gt uwl}
J+io 0 Vi4io ) Vi4ia (i1,i2)€d ’

com dim M = N x #.J, onde #.J denota a ordem do conjunto J e Z é a matriz,
$n+i171 tn+i1,1 n+i1,1
Jtie 0 Vjtie 0 Titie (i1,i2)€]
Z = 3
xn+i1,l tn+i1,l n+i1,l
j+i2 ) ]+12 ’ ]+12 (il iQ)EJ
formada pelos coeficientes dos geradores de simetria prolongados v,, que gera a

base para a algebra de Lie de dimensao finita.
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Como as quantidades Iy,...,/, formam uma base de invariantes elementares,

qualquer equacdo as diferencas,

E(I,...,1I,) =0, (5.5)

serd invariante sob a accdo do grupo G. A equacdo (5.5) obtida desta forma é dita

fortemente invariante e satisfaz, de forma idéntica, prv,, [E] =0, m=1,...,1.

Se o grupo de simetria para a EDP original é de dimensao infinita, entdo deve proceder-
se a algumas modificacoes no procedimento descrito anteriormente. Em particular, se
a EDP é linear, notar-se-a sempre a presenca de um pseudo-grupo de dimensao infi-
nita, que corresponde ao principio de sobreposicdo linear. Neste caso, o estudo pode
restringir-se aos invariantes do subgrupo de dimenséo finita do grupo de simetria, exi-
gindo que o esquema que se constroi a partir dos invariantes seja linear em w.

Para perceber o funcionamento deste método assuma-se a aplicagdo a equagao da difu-
sdo do calor na forma linear, (1.2), com x = 1. O grupo de simetria para esta equacao,
deduzido no Capitulo 1, é, tal como foi apresentado, uma base para a sua algebra de

simetria e é definido por,

vy = ax7 Vo = at7 V3 = ua?u V4 = xax + 2tat7 (56)
vy = 2t0; — 2u0,, v = 4tzdy, + 4t20; — <x2 + Zt) w0y, (5.7)
Vo = a(z,t)0y, (5.8)

com oy = ;. Regularmente escolhe-se a equacdo do calor porque, primeiro, é linear,
como ¢ reflectido na élgebra de dimensdo infinita, (5.8), segundo, porque possui um
numero elevado de sub-algebras de dimensao finita da algebra de simetria, (5.6)-(5.7).
O objectivo é discretizar a equacdo (1.2) preservando a totalidade da dlgebra de simetria
pontual de Lie, (5.6)-(5.8).

Antes de calcular um conjunto de invariantes discretos elementares, é necessario defi-

nir uma notacdo adequada a identificacdo dos pontos na malha. A figura 5.2 sugere a
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utilizacao dos seguintes passos,

Az_ =x7 — ] 4, Azy =74 — 17, (5.9)
Azt = x?“ - m?fll, Awi = x?jfll - m?“, (5.10)
o= ZU;LJrl -, oL = :U?ill =T, (5.11D)
_ _ _ —+1
At_ =10 — 17, Aty =17, — ", At=th - (5.12)
1 1 +1 n+1 +1 n+1
(@i, t577) (@i, 67) (@i, 1)
Q o o
—_
Azt I Axi !
At
—2"—%§ Ary ——
Ti—1tj-1 Ljsty o Tir1 iyt

Figura 5.2: Esquematiza¢cdo da malha associada & discretizagdo invariante para a
equagdo do calor.

A equacio,

Aty =0, (5.13)

¢ invariante sob a accdo de todo o grupo G gerado pela dlgebra definida em (5.6)-(5.8),
o que equivale a dizer que prv [At,]| At,—o = 0, para todo o elemento v pertencente
a algebra. Por esta razdo, a condicao (5.13) é considerada na obtencdo dos esquemas
invariantes, o que significa que as camadas referentes ao tempo na malha sdo sempre
horizontais, ou seja, paralelas umas as outras. Por outro lado, a equacdo (5.13) implica
que,

n _qm __4n n+l _ yn+1 _ jn+1l
tioi=tj=tjn e =t =,

como ¢é indicado na figura 5.2. A consideracdo de camadas horizontais no tempo € ex-
tremamente importante nas simula¢ées numéricas.
Para a equacdo do calor serdo necessarios os 6 pontos apresentados na figura 5.2, e,

considerando a condicdo (5.13), o espago da discretizagdo pode ser restringido a um
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espaco de dimensdo 14 com as seguintes coordenadas,

n n+1 , n+1 n+1 n gn+l u™ n+l , n+l  n+l
(xj—h ]7 ]—1—171.] 17'7;] 9 J+17t t 9 ] 1, U j7 ]+1,UJ 17“’] ) j+1)'

Impondo a invaridncia sob o grupo gerado pela dlgebra de dimenséo seis (5.6)—(5.7),

obtém-se um conjunto de oito invariantes elementares:

Az Azt

I — I = — .1

Y7 Az 7 Azt 614
Az A + A un—f—l 2

, = Az+ATL I=Y2YN | (5.15)

At Azy uj 4AL

I;=-21 (20 -A Ig= -1 — = 20+ A 5.16

5 ur eXP[4At(U )|, Is o exp 4At(0+ z-)|, (5.16)
n+1 + n+1 +
u' i T U i1 AI’,

Ir= o | gay Qo ach) ) fe=tmp e | —ay (0 - Adt) ) (A7)

O conjunto dos invariantes apresentados em (5.14)—(5.17) pode ser utilizado para cons-

truir um esquema invariante explicito, linear em u, dado por:

I
LI — I = (Is + Ig) exp [ﬂ —9, (5.18)
At, =0, (5.19)
I =1, (5.20)

que, em funcéo das varidveis (27,7, u]) se descreve da seguinte forma,

el At

e [ ew |
N N YN VNI R 4At(

Az o 2At o n
(\/ At P [_ 4At] T ArtVAzAnr b [_ED Y

20 — Ax + Ax )] (e

At Az N
At, =0, (5.22)
Ax_ = Az, = Ax. (5.23)

De forma analoga, é possivel obter um esquema invariante implicito, igualmente linear
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em u,

I
Is— LI = (I + Iy exp [—ﬂ —2, (5.24)
Aty =0, (5.25)
I=1, (5.26)

que, com a utilizacdo das variaveis discretas, se descreve da seguinte forma,

! AT (2 Az + A +) n+1
AzAzt P | gap O T AT T AT ) Ui
1 2 n+1
" <At * AxAx+> U
! At N Y .
T Azast P [‘m (20 — Az + As )] Wt = oy e | g | W (5:27)
Aty =0, (5.28)
Azt = Azt = Azt (5.29)

O sentido empregue para designar um esquema explicito e um esquema implicito é
exactamente o mesmo daquele que € utilizado nos esquemas classicos. No entanto, ao
contrario do que acontece com os esquemas explicito, (1.8), e implicito, (1.16), classi-
cos, ndo € possivel, no caso dos esquemas invariantes, construir esquemas que utilizem
apenas Ax ou Ax™, ou seja, nos esquemas invariantes ambos 0s passos espaciais estao
presentes. A razdo para tal acontecer, deve-se ao facto de se utilizar /3 na construcéo
dos esquemas. No caso particular em que o = 0, obtém-se Ax = Az™, e, consequente-
mente, os esquemas invariantes reduzem-se aos casos de discretizacdo classica (1.8) e
(1.16), numa malha ortogonal. Deve realcar-se que a escolha de o = 0 ndo representa
um esquema invariante. De facto, nessa situacdo néo se tem invariancia sob a accio das

transformacoes geradas por vs € vg.

5.2.2 Método dos referenciais moveis

Este método de construcdo dos esquemas invariantes é o mais recente, podendo a sua
aplicacdo ser encontrada, por exemplo, nos seguintes trabalhos de Kim (2006), Kim

(2007), Kim (2008), Chhay et al. (2011) e Rebelo e Valiquette (2012). A construcdo dos
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esquemas invariantes através deste método sustenta-se na noc¢ao de referenciais moveis
equivariantes, cuja propriedade fornece uma aplicacdo que permite a associacdo de uma
funcdo a outra funcdo invariante, numa forma canoénica. Apresentam-se, de seguida,
as definicoes e os resultados mais relevantes na construcdo dos esquemas invariantes
através desta metodologia. Para maior detalhe sobre os conceitos aqui apresentados
podem consultar-se, por exemplo, as referéncias Cheh et al. (2008), Fels e Olver (1998),
Fels e Olver (1999), Olver (2001), Olver (2007) e Rebelo e Valiquette (2012).

A construcao de esquemas invariantes, construidos com base nesta técnica, depende for-
temente da seccao transversal que € escolhida. No entanto, nos tltimos anos a investiga-
cdo sobre este tema tem revelado alguns resultados importantes, principalmente porque
apresentam uma constru¢do algoritmica para a constru¢do dos métodos numéricos in-
variantes, sendo o trabalho de Chhay e Hamdouni (2010) um dos que mais importancia
possui neste contexto.

No capitulo 1 foi introduzida a definicdo de ac¢do de um grupo, no entanto, para a
construcao dos métodos invariantes € necessdrio apresentar também as defini¢oes de

Orbita e de referencial moével.

Definicao 5.1 (Orbita). Dada uma ac¢do ¢ de G em M com x € M, a drbita de x em M

define-se pelo conjunto

O, ={x-g|lg€G}.

Definicao 5.2 (Referencial mével). Seja G um grupo de Lie de dimensdo finita que actua
sobre uma variedade M. Define-se referencial mével (a direita) a aplicagdo p : M — G,

que verifica a seguinte propriedade de equivaridncia

plg-2)=p(z) -9, Yge G, Yz e M. (5.30)

O trabalho de Fels e Olver (1999) representa uma referéncia fundamental no estudo das
malhas mdveis.

Dizer que a accdo do grupo G na vizinhanga do ponto z é livre, significaque Z = g-z = z,
para todo o elemento z pertencente a M, apenas se verifica quando g € a transformacao
identidade, o que implica que todos os grupos de dérbitas possuem a mesma dimensao.

No que diz respeito a regularidade, diz-se que a ac¢do do grupo € regular na vizinhanca
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do ponto z, se existe uma vizinhanca, para cada ponto z € M, que € intersectada pelas

orbitas de G num subconjunto conexo por caminhos.

Teorema 5.1. Um referencial mével existe numa vizinhanga de um ponto z € M, se e sO

se a acgdo do grupo G na viginhanga de z € livre e regular.

Quando um grupo ndo actua de forma livre em M, pode fazer-se uma extensao da
accdo de G para um espaco de ordem superior apropriado, designados por espago de
jactos, J" = J"(M,P) de M, 0 < n < oo, por forma a tornd-la livre. Localmente, o
espaco de jactos de ordem n de uma sub-variedade de dimenséo p de M possui coorde-
nadas z(™ = (m, u(”)>, onde v = (ml, To, ... ,xp) representa as variaveis independentes,
u = (ul, Ug, ... ,uq), com g = dim M — p, as varidveis dependentes e u(™ a coleccdo de
todas as derivadas de u em relacdo a = de todas as ordens nao superiores a n, incluindo
as de ordem zero. Na prética, o prolongamento da ac¢do do grupo G em J" é realizada
utilizando a regra da cadeia.

Os referenciais méveis sdo determinados utilizando um procedimento de normalizacdo,

sendo os passos a realizar para obter um referencial mével para uma accdo do grupo G

0s seguintes:

- Definir uma seccdo de corte para o grupo das érbitas. Uma secgao de corte C' é uma
sub-variedade C C M com dimensdo complementar a dimensdo do grupo das
orbitas, r, ou seja, dimC = dim M — r, que intersecta o grupo das drbitas uma
Unica vez, e de forma transversal. Geralmente, as coordenadas da seccdo de corte
sdo escolhidas por forma a que alguma das coordenadas de M (ou de J", se a
accdo do grupo ndo é livre em M) se fixem como constantes, ou seja, z; = ¢,

1=1,...,7.

- Resolver o sistema algébrico,

1 = g-72=cq,
Zr = gz =Cp,
para obter os parametros de grupo g = (e1,...,&,). A expressdo que resulta da

resolucdo do sistema g = p(z) é o referencial médvel.

153



RESOLUGAO DO PROBLEMA DA DIFUSAO NO ESQUEMA DTFM COM MALHAS ADAPTAVEIS

Desta forma, o método de construcdo das malhas méveis assenta sobre as relacoes im-
plicitas entre os pardmetros do grupo e as sec¢oOes transversais das orbitas. Este método
corresponde ao método de normalizacdo de Cartan, apresentado em Cartan (1935).

Os referenciais méveis podem ser utilizados para transformar qualquer funcdo dada

numa funcdo invariante através de um processo de construcio de invariantes.

Teorema 5.2. O processo de tornar invariante uma fungdo real f : M — R utilizando um

referencial mével (a direita) p é definido pela fungdo «(f), com

u(f)(2)

I
-
—
ks

N
=

1
=
&

I
~
—
)
—

N
N~—
N
~—

A prova de que a funcdo «(f) assim construida é invariante, resulta da propriedade de

equivariancia (5.30) do referencial mével,

a qual é perfeitamente andloga a definicdo de funcdo invariante I, ou seja, I(g-z) = I(z).
Na prdtica, a fun¢do f(z) é transformada em invariante, em primeiro lugar, transfor-
mando o seu argumento através da utilizacdo das transformacgodes a partir de G, e, pos-
teriormente, substituindo o referencial movel calculado para os parametros do grupo.
Por definicdo, um invariante que estd definido no espaco de jactos J" é designado por
invariante diferencial.

Os referenciais méveis podem igualmente ser construidos para um espaco discreto.
Numa aproximacdo de diferencas finitas, as coordenadas em J”, ou seja, as derivadas,
sdo aproximadas utilizando um conjunto finito de pontos, e todos os pontos necessarios
para aproximar as derivadas que aparecem num sistema de equacoes diferenciais sdo
os pontos que se utilizam no esquema de diferencas finitas. Atendendo a que a maioria
das simetrias interessantes das equacoes diferenciais sdo quebradas quando se utilizam
os esquemas de diferencas finitas classicos, porque requerem a utilizacdo de malhas
de discretizacdo espacial-temporal ndo ortogonal, serd benéfico considerar x e u como
variaveis dependentes, e a varidvel computacional £ como a variavel independente.

Considerando os elementos no prolongamento do espaco computacional M = {({,2)}
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nos pontos discretos, ou seja, em (&;, 2 (&)) = (&, 2i), pode introduzir-se o seguinte
espaco,

M = {(wr,. . wa) : & # &, Vi # 4},

onde w; = (&;, z;). Uma vez que o identificador ¢; dos pontos z deve ser unico, cada ele-
mento de M¢" apenas inclui os pontos da malha distintos no espago fisico das variaveis
da equacdo. A dimensdo do espago Mgn depende do numero de variaveis dependentes e
independentes que constam no sistema de equacdes diferenciais e da ordem de precisdo
desejada para fazer a aproximacao das derivadas.

Com base nas definicbes apresentadas, é possivel proceder a construcao do referencial
movel em M¢", isto €, definir um referencial mével através de uma aplicagéo equivari-
ante,

pgn : Mg” — G,

onde G representa uma ac¢do em M¢" através da accéo produto

9'(w1,---,w2):(Q'wl,---,g'wn)-

Note-se que a extensao da acc¢ao do grupo as varidveis computacionais ¢ é dada por

E=g-€=¢

ou seja, ndo sdo afectadas por GG. A compatibilidade entre o referencial mével pgn eo
referencial mével p do espaco M (ou do espago de jactos apropriado J"), ou seja, que
pgn — p, quando se considera o limite, é garantido desde que a sec¢do de corte que
define o referencial mével pgn no limite convirja para a sec¢do de corte que define o
referencial mével p. Uma vez construido o referencial mével no espaco discreto M¢" do
esquema de diferencas finitas, este pode ser utilizado para construir a versdo invariante
de qualquer esquema numérico expresso nas variaveis computacionais. E essencial que
a construcao do referencial mdvel no espaco dos pontos da grelha seja feito em torno
das variaveis computacionais e ndo em torno das variaveis fisicas.

A definicdo que se segue conecta-se com a definicdo de método numérico, devido a

forma como se constrdi o esquema invariante.
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Definicdo 5.3 (Método Numérico). Sejam F'(z) = 0 uma EDP definida sobre uma varie-
dade M e (N, ®) um par de aplicagdes definidas em M*" x M*" no interior de R x RP. N
diz-se uma discretizagdo para a equagdo F(z) = 0 de ordem O (Ax{', Az, ... Azly),

associada a malha ®, se
N(z) = O (A, Az, ... Azlm),

com ®(z) = 0, garantindo que

1,1 1,1 1 1 1 .1 2 2
z = (<l‘1,ul) 5 ($2,u2) ,...,<l‘m,u€) 5 <x2,U2) ey (l‘m,U/e) ,)

sejam pontos que pertencem ao grdfico de uma solugdo da equagdo F(z) = 0.

A definicao evidencia que um método numérico é definido pelos nds da discretizagao,
N(z) = 0, e pela malha que se utiliza na aplicacdo do mesmo, ®(z) = 0.

Para o caso da construcdo do esquema invariante que se segue, correspondente ao caso
unidimensional, utilizam-se duas variaveis independentes, uma coordenada espacial, x,
e uma coordenada temporal, ¢, e uma variavel dependente, u. Desta forma, em concor-
dancia com as notagdes que atras foram apresentadas, m = 2 e £ = 1, e, consequente-
mente, de acordo com a definicdo do espaco do produto cartesiano, um qualquer ponto
desse espaco assume a forma z; = (27,¢/,w/) € M, j =1,2,...,n.

Para continuar é necessdrio apresentar as definicoes de método numérico invariante e

método numeérico simétrico.

Definicao 5.4 (Método Numérico Invariante). Seja G um grupo de Lie continuo defi-
nido sobre uma variedade M e F uma fungdo numérica definida sobre M. Diz-se que F ¢é

invariante sob a ac¢do de G, ou G-invariante, se
F(z)=F(g-z2), Vg € G.

Em particular, assumindo uma accdo de G sobre M*", diz-se que um método numérico

(N, ®) é G-invariante se

N(z)=N(g- =) e O(2) =P(g-2), Vg €G. (5.31)
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A nocao de invariancia aqui empregue é aquela que foi sugerida por Cinoga (2004).

Definicdo 5.5 (Método Numérico Simétrico). Seja G um grupo de simetria continuo
definido sobre uma variedade M e F uma fungdo numérica definida sobre M. Diz-se que

F é simétrica sob a ac¢do de G, ou G-simétrica, se

F(z)=0& F(g-2) =0, Vg € G.

A semelhanca da definicfio 5.4, a extensdo da accio de G sobre M*" permite que se

afirme que um método numérico (N, ¢) é G-simétrico se

N(z)=0< N(g-2)=0 e P(2) =0 P(g-2), Vg €G. (5.32)

Com base nestas duas definices é possivel afirmar que um esquema numérico
G-invariante é necessariamente um esquema numérico G-simétrico, sendo a implicacéo
inversa falsa. Para comprovar este facto pode utilizar-se a equacao do calor unidimensi-
onal, (1.2). O método de Euler explicito, (1.8), para uma malha regular e ortogonal, no

tempo e no espaco, escreve-se da seguinte forma,

sendo a discretizacdo da equacdo (1.2) dada por,

N: M™ — R

ntl _  n no_ 9,m n
I A N i St/ Bl 15|
z — N(z)= — K
At Azx_Ax
onde At = t?“ —t], Ax_ =2 —a} | e Axy =27, — 27, sendo a malha regular e

ortogonal definida pelos zeros de
®: M™ — R
z = D(z) = (P, Do, P3, Py)
com:
- regularidade temporal: ¢; = t;?“ —2t7 + t;‘_l;
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- ortogonalidade temporal: 5 = t?“ — 17

1 1 . — n n n .
- regularidade espacial: ®3 = 27, — 227 + 27 _;

+1 n

— X,

- ortogonalidade espacial: &, = m? f

Este esquema é invariante no que diz respeito as translacdes espaciais e temporais,
mas nao é simétrico no que diz respeito a transformacdo de escala (e também nao é
invariante). A projeccdo e a transformacdo de Galileu sdo as simetrias tratadas pelo
método numérico.

O teorema que se segue fornece a base fundamental para a construcdo dos esquemas

invariantes.

Teorema 5.3. Seja (N, ®) um par de aplicagdes definidas em M*™ x M*" que definem um
esquema numérico com ordem de precisdo O (Az{',..., Az}) para a EDP F(z) = 0e G
um grupo de simetria para F(z) = 0 com k pard@metros reais (¢1, €2, ...,cx). Entdo, o par

de aplicagoes,

NG = Nip(2)-2)
, Vze M,

(z) = @(p(2)-2)
construidas com a utilizagdo da malha movel p : M*™ — G, define um esquema numérico

G-invariante com ordem de precisdo O (AZ{',..., AZ}") para a mesma EDP.

A demonstracdo deste teorema baseia-se na propriedade da equivariancia de malha

movel e pode ser encontrada em Olver (2003).

5.2.3 Método invariante de malhas r-adaptaveis

A invariancia dos esquemas de diferencas finitas sob os grupos maximais de invariancia
de Lie de varias equacoes diferenciais dependentes do tempo, fisicamente relevantes,
requerem a utilizacdo de malhas mdveis. Tal é vdlido para o método das diferencas
finitas referido na seccdo anterior, assim como para o método de malhas mdveis. Este
tipo de adaptacao da malha, no qual o nimero de pontos da malha permanece constante
durante todo o processo de integracdo, recebe a referéncia de r-adaptividade ou de

métodos numéricos adaptativos Budd et al. (2009), Huang e Russell (2010).

158



CONSTRUGAO DOS ESQUEMAS DE DISCRETIZAGAO INVARIANTES

A estratégia que normalmente se utiliza para trabalhar com malhas r-adaptativas, con-
siste em considerar a adaptacdo da malha como uma aplicacdo dependente do tempo,
a partir de um espaco de referéncia fixo nas coordenadas computacionais para o espaco
fisico das varidveis independentes da equagdo diferencial, ou seja, x = z (&), sendo
£ = ({—"1, . ,§p) as variaveis computacionais. Sem qualquer perda de generalidade,
assume-se que £ = 7 = t representa a variavel tempo. A expressdo para as varidveis
dependentes, u, no espago computacional é obtida quando u (§) = u (x (£)).

O significado das coordenadas computacionais € o de fornecer um referencial que per-
manece fixo e ortogonal, na presenca de uma adaptacdo da malha no espaco fisico das
coordenadas. No decorrer da discretizacdo, a varidvel £ marca a posi¢do dos pontos da
malha, a qual se mantém inalterada durante o processo de adaptacdo da malha. Desta
forma, as varidveis computacionais podem ser interpretadas fisicamente como coorde-
nadas Lagrangianas, e a sua invariancia, sob o movimento da malha, é equivalente a
identidade das particulas de fluido na hidrodinamica ideal.

Pelo facto da construcdo da malha permanecer ortogonal nas coordenadas-£, as aproxi-
macoes de diferencas finitas usuais podem ser utilizadas no espago das varidveis com-
putacionais. Este processo simplifica, tanto a implementacdo pratica do método de dis-
cretizacdo, como a analise numérica dos esquemas resultantes.

A construcdo do sistema de equacdes diferenciais fisico inicial em torno das varidveis
computacionais conduz a um sistema de equacdes que inclui explicitamente a veloci-
dade da malha z,., que ainda tera de ser obtida, por forma a fechar o esquema numérico
resultante. A estratégia para determinar a localizacdo dos pontos na grelha no instante
de tempo subsequente é obtida através do principio de equidistribuicdo, que, na sua
forma diferencial, é dado por (pz¢) =0 onde p é uma funcao de monitorizacdo que
determina as areas de convergéncia e divergéncia na malha. O maior problema desta
aproximacao esta associado ao facto do principio de equidistribuicdo determinar com-
pletamente a malha apenas no caso em que se esta perante um problema 1D. Para
problemas de dimensoes superiores, a equidistribuicdo tem de ser combinada com ar-
gumentos heuristicos, Huang e Russell (2010).

A invariancia das equacdes diferenciais iniciais € introduzida no esquema através de

uma especificacdo adequada da funcéo p. O trabalho de Budd et al. (1996) sugere a
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utilizacao de funcdes de monitorizacdo que preservem a invariancia de escala de uma
equacao diferencial, aspecto especialmente relevante nos casos em que a equacao é ca-
paz de desenvolver uma solucdo que explode num periodo finito de tempo, Budd et al.
(2009), Budd e Iserles (1999), Huang e Zhou (2010). Este procedimento pode ser ge-
neralizado, requerendo que a funcdo p seja escolhida de tal forma que, o principio de
equidistribuicdo seja invariante sob a ac¢do do mesmo grupo de simetria que a equacdo
diferencial original. Este procedimento € possivel para um leque de grupos de simetria,
Bihlo e Popovych (2012).

O trabalho de Bihlo e Popovych (2012) apresenta uma nova aproximacado para o método
invariante de malha movel. A ideia subjacente a esta extensao consiste em transformar o
sistema de equacdes diferenciais inicial para o espago das coordenadas computacionais,
e determinar a forma da accdo das transformacoes de simetria no espago computacional.
As equacOes no espa¢o computacional sdo, seguidamente, discretizadas, de tal forma
que, o esquema resultante se transforma de acordo com a versdo discreta das leis de
transformacdo encontradas. A principal vantagem desta aproximacdo € a de permitir a
retencdo da forma inicialmente conservada para o sistema de equacdes diferenciais e,
consequentemente, preservar numericamente certas leis de conservacdo nos esquemas
invariantes. Este aspecto é relevante, pois a preservacdo das leis de conservacdo no
decurso da modelacdo numérica invariante permanece ainda um problema em aberto.
Exceptua-se a discretizacdo de equagdes que surgem de principios variacionais, os quais,
realizados de forma correcta, podem conduzir simultaneamente a preservacdo de ambas
as simetrias e das leis de conservacdo associadas, de acordo com o teorema de Noether
para o caso discreto. Para ver um exemplo de uma discertizacdo Lagrangiana invariante
pode consultar-se, por exemplo, Budd e Dorodnitsyn (2001).

A construcdo de um esquema numérico com esta estratégia estd geralmente associado
a problemas em que se verificam gradientes de grande dimensdo em determinadas par-
tes do dominio, uma vez que o procedimento permite que os pontos da malha se des-
loquem para essas regioes, favorecendo fortemente a qualidade da solu¢do numérica.
Este processo de ajustamento dindmico da malha recebe a designacdo de malha mével
adaptativa. O movimento da malha mével pode ser interpretado como um problema

de transformacao de varidveis apropriado, que relaciona os dominios computacional e
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fisico do problema, podendo ser interpretado como uma transformacdo de coordenadas
dependente do tempo,

x=x(t): Qo — Q,

onde ¢ e ) representam os dominios computacional e fisico, respectivamente. Esta
transformacao é escolhida, por forma a que a solucdo na varidvel do espaco transfor-

mada,

a(€,t) = u(x(&;1),1),

seja regular e facil de aproximar através da utilizacdo de uma malha uniforme. De uma
forma geral, admite-se que a transformacdo = (&, ¢t) pode ser obtida através da resolucéo

de uma EDP de malha mével,

5-22(5) o
conjugada com condicOes de fronteira adequadas. Na equacgdo (5.33), a funcdo
p = p(z,t) designa-se por funcdo de densidade da malha, e utiliza-se para controlar
a concentracdo dos pontos da malha, enquanto que 7 > 0 é um parametro definido
pelo utilizador para ajustar o tempo de resposta do movimento da malha as alteracoes
verificadas em p(z,t). Quanto mais pequeno for 7, mais rapidamente a malha responde
as variacoes em p. A chave para o sucesso deste tipo de métodos reside na escolha de
uma funcdo de densidade da malha apropriada.

O conceito da equidistribuicdo desempenha um papel fundamental na adaptacdo que
a malha sofre ao longo da variacdo do tempo, podendo ser interpretado da seguinte
forma. Considerando uma funcdo continua p = p(x) > 0 num intervalo limitado [a, b],
a equidistribuicdo assenta na ideia de descobrir uma malha, para a qual p se distribui

uniformemente pelos intervalos definidos pelos pontos da malha, no sentido de que,
Tj41 Ti+1
/ p(r)dz = / p(x)dz, (5.34)
Tj Tg

para qualqueri,j € {0,1,2,...,n, — 1}. Uma malha que verifique esta condicao designa-
se por malha equidistribuida para p. A funcdo p? é designada por funcio de monitori-

zagao, e, pelo facto de ser positiva, €, regularmente, a tinica condicdo que é imposta
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sobre a funcdo de densidade da malha, o que provoca a nao unicidade da equidistribui-
cdo da malha, implicando uma dificuldade acrescida, sob o ponto de vista tedrico, na
apresentacdo das provas dos resultados.

A constru¢do das malhas equidistribuidas pode ser realizada através do algoritmo de
Boor e do método do problema de valor de fronteira (PVF). A diferenca entre estes
dois processos reside na impossibilidade da aplicacdo do algoritmo de Boor em proble-
mas multidimensionais. O processo que é utilizado na resolucdo da difusdo no esquema
DTFM com malhas adaptaveis recorre ao método do PVF. Admitindo que, para uma

determinada transformacao de variaveis, se tem,

p(w)g—z =o, (5.35)

com,

= " ofa)de,

verifica-se que z(&, t) verifica a equacgdo diferencial ordindria (EDO) de segunda ordem,

quasi-linear,

sujeita as condicoes,

x(0,t) = a, (5.36)

z(1,t) =b. (5.37)

Uma formulacdo variacional para o problema da transformacdo de coordenadas, par-
ticularmente 1util quando se resolvem problemas com dimensdes superiores a um, €
estabelecida da seguinte forma: encontrar uma transformacdo = = x(§,t) que satisfaca

as condicoes de fronteira (5.36) e (5.37) e, simultaneamente, minimize o funcional,

I(z) = % /0 1 (p(w)g—z>2 de. (5.38)

Do calculo de variagOes retira-se que um minimizante tera de satisfazer a equagao de

Euler-Lagrange do funcional, a qual é dada por (5.35).
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Para uma funcao de densidade da malha dada, o funcional que corresponde, neste caso,

1Y 1 [og\?
103 ], 7o (32) @ .

sendo a direccdo de &, que reduz I(§), fornecida pelo gradiente ou equagéo do escoa-

a (5.38) é definido por,

mento do calor para este funcional.

O movimento realizado pela malha é definido, regularmente, através da resolucao de
sistema de EDPs eliptico ou parabdlico que envolve a transformacao de coordenadas da
malha ou através da aplica¢do de um processo baseado na minimizacdo do erro. A ob-
tencao do sistema que define a malha mdvel é, normalmente, motivado pelo principio
de equidistribuicdo. A malha que se constréi para aplicar este tipo de metodologia pode
ser de dois tipos: com pontos que se movem continuamente na malha, figura 5.3, em que
as derivadas fisicas do tempo sdo transformadas em derivadas do tempo ao longo das
trajectorias na malha, conjugadas com um termo convectivo que reflecte o movimento
da malha; ou, com pontos que variam em niveis discretos do tempo, figura 5.4, sendo a
malha actualizada em cada nivel do tempo através da utilizagcdo de equagdes da malha
ou geradores, obtendo-se a solucéo fisica através de interpolagdo nos pontos antigos da
malha. A interpolacgéo para a solucdo fisica do problema é um elemento crucial para o
sucesso desta aproximacao, sendo, usualmente, necessdrio utilizar um esquema de inter-

polacdo conservativo, com o objectivo de serem preservadas determinadas quantidades

na solugéo.
Tj—1 Zj Tj+1
tn_;’_l O 0O O
Tj—1 Z; Tj+1
t 0 0) O
n A\ 4 A bod
t O C O
n—1 \ 9 U \4
Tj-1 Zj Tj+1

Figura 5.3: Movimentagdo continua dos pontos da malha.

A aplicagao deste procedimento a resolucao do problema da difusdo no esquema DTFM
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Tj—-1 € Tjt+1
tnt1 O O- O—
) )
tn O 7 -
Tj—1 € Ljt+1
t O O O
n—1 \ ¥4 \ ¥4 o
Tj-1 L Tj+1

Figura 5.4: Movimentagdo discreta dos pontos da malha nos instantes de tfempo
t=tn, n=0,1,....
pode descreve-se do seguinte modo. Pretende-se construir uma distribuicado dos pontos
z; concordante com as variaces de gradiente da funcéo 6, e supde-se que a disposi¢cdo
optima para os pontos é tal que, em média, as diferencas em 6 sdo semelhantes para
pontos adjacentes. Este facto implica que o nimero de pontos que cobre as regides
onde # tem uma variacdo mais intensa seja maior. No sentido de manter as variacoes
constantes, procura-se uma variacdo de coordenadas monoténica do tipo z = z(¢,t),
onde a varidvel ¢ se encontra uniformemente distribuida e z ndo. Sob o ponto de vista

da nova coordenada, a variacdo uniforme em 6 significa que,

00 o (o6
| == % (|]) o
Exprimindo as variacoes de 6 em torno da sua varidvel fisica original z, o problema

reduz-se a encontrar a funcédo z(§) que satisfaca,

9 (|00]92) _
ag(@z 3§>_'

E, como se pretende a aplicacdo a problemas discretizados, procuram-se posi¢des para

z; que verifiquem a relagao,

@
0z

00
N (i1 —2i) = |5~
Z=Zi41/2

(Zz' - Zifl) == 0, (540)

R=Zi-1/2

onde se considera, sem perda de generalidade, A¢ = 1. No entanto, a analise a expres-
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sdo (5.40) revela a presenca de ndo-linearidade, uma vez que 6 terd de ser calculada em

pontos desconhecidos. Para se ultrapassar esta barreira utiliza-se o método iterativo,

00

0z

@
0z

z-(kﬂ) = zi(k) + kAt

7

) -

Zivl T %

(" - zﬁ’l)] , (5.41)

Z=Zit1/2 Z=Zi-1/2

onde k representa apenas um contador para as iteracdes que sdo executadas. Se o mé-
(k+1) _ (k)

[ 7

todo converge, entdo z
06
0z

Curioso é o facto do método iterativo utilizado poder ser descrito por,

(-8,

o que pode ser interpretado como a solucdo numérica de uma equagao pseudo-evoluciondria

0z
%)

que, com a utilizacdo de diferencas finitas centradas conduz a relagéo,

—z; 7 — 0, e, consequentemente,

i+1 ~ ~i & i

o) Z(k)) B ‘69

(z.(k) — zz(f)l)] — 0.

Z=Zit1/2 R=Zi—-1/2

@
0z

00

dz

ZZ_(kJrl) ) [
Ay F Ziv1

At

®, — )

Z=Zit1/2 Z=Zj—-1/2

para os nds da malha,
0z _ 0 (|09
ot 0¢ \ |0z

ZZ_(kJrl) _ Z@_(k) T aAt Hg(zz(i)l) _ H(zi(k))‘ _ ‘H(ZZ-(k)) _ 9(27&)1)“ )

Este algoritmo fica completo com a definicdo dos valores de z nas posi¢des conhecidas
para a fronteira.

Apesar de ser simples de entender e de implementar, este algoritmo revela uma fra-
queza, que se associa aos casos em que a funcao 6 é constante ao longo de grande parte
do dominio, pois, por construcdo, essas regides ficariam desprovidas de nds, visto que
a variacdo de 6 nessas regioes é nula. A solucdo para este problema é a introducao de
uma tendéncia com uma distribui¢do uniforme dos pontos nas regides onde o gradiente

de 0 é pequeno ou nulo, redefinindo-se o esquema da seguinte forma,

Zi(k-i—l) _ sz) 1 kA [wiﬂ/z <chr)1 B Zz(k)) —wi 1 <Zz(k) _ Zz(ﬁ)lﬂ 7
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- .. |og| , .
onde a fung¢éo w, que substitui , € escolhida como,
z

00
w = ‘5 + wg.
Nesta aproximac¢do, o parametro wg controla a tendéncia para uma distribuicdo uni-
forme da malha. Para que a escolha seja ideal o valor de wq deve situar-se entre o valor
maximo e o valor minimo do gradiente de 0, ja que, dessa forma, quando o gradiente de
6 é fraco, w aproxima-se por wy, e o algoritmo conduz a resolucdo da equagéo 852527 =0,
que fornece uma malha uniforme, e, por outro lado, nos locais onde o gradiente de 6 é
elevado, o valor de wy torna-se pequeno, e recupera-se (5.41), que espalha os pontos na
proporcao da variacdo do gradiente de 6.

O esquema explicito que se emprega na obtencao da solucdo é um esquema com malhas

ndo uniformes definido por,
9;%4-1 - /{?,1/20479?71 + <1 - Ii?il/QOé, - /@?Jrl/zaJr) 07 + ﬁ?+1/2a+9?+1, (5.42)

em que a_ = At/ (Az_) e ayp = At/ (Az)>

A figura 5.5 representa a aplicacdo desta metodologia a um problema semelhante ao
que foi apresentado para a aplicacdo do algoritmo 1. Neste caso considera-se a equacdo
da difusdo do calor com —10 < z < 10, 0 < ¢t < 500 e x = 0.04, admitindo que a
distribuicdo inicial é definida por

u(z, 0) = \/%, exp (—%) ,

onde y =0e o = 3.0.

Para o problema em analise aplica-se esta metodologia de construcdo das malhas no
contexto de uma malha com movimentacio continua dos pontos com a utilizacdo de um
esquema explicito. A opcdo por um esquema explicito revelou eficacia reduzida devido,
eventualmente, a elevada complexidade computacional do problema a resolver, por esse
motivo apenas se apresentam os resultados correspondentes a um periodo de tempo de
60’, apresentados e comparados com os resultados que se obtém com a utilizacdo do

esquema semi-implicito com niveis de fluxo, figura 5.6.
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Figura 5.5: Resolugcdo numérica da equagdo da difusdo com um esquema expli-
cito com malhas méveis.
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Figura 5.6: Perfis para a temperatura potencial utilizando um esquema explicito
com malhas adaptdveis e um esquema semi-implicito com niveis de
fluxo, com a resolu¢gdo Az = 1m e At = 0.01s no esquema explicito e
Az = 1m e At = 1s no esquema semi-implicito.
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5.3 Conclusoes

O objectivo inicial para a resolu¢do do problema da difusdo no esquema DTFM era
a aplicacdo de um método numérico invariante construido com base numa das duas
primeiras metodologias apresentadas neste capitulo. No entanto, a andlise as simetrias
da equacdo revelou que os métodos cldssicos conseguiam retratar todas as caracteristicas
que constituem os grupos de simetria desta equagao. Este facto, fez com que o objectivo
inicial tivesse de ser redireccionado para outra metodologia da construcao de esquemas
invariantes. Esta mudanca de rumo acabou por ir ao encontro de outro problema que se
pretendia resolver para os perfis da temperatura potencial.

As caracteristicas do problema obrigaram a implementacdo de dois esquemas para a
resolucdo da difusdo, um que se baseia num esquema explicito e utiliza uma malha
adaptavel com movimentacdo continua e um outro, baseado num esquema implicito,
que utiliza uma movimentacdo da malha com movimenta¢do em niveis discretos de .
Os resultados que se obtiveram com o esquema explicito ndo foram muito encorajado-
res, alids, ja o ndo eram quando se construiram os esquemas classicos no Capitulo 3.
As razbes para as desvantagens encontradas nestes esquemas acabam por ser as mes-
mas que foram evidenciadas nesse capitulo. As dimensoes e caracteristicas do problema,
principalmente os valores que sdo assumidos pela difusividade, ou seja, valores de gran-
deza elevada, obrigam a que seja utilizado um passo de tempo extremamente pequeno,
o que origina enormes periodos de execucdo computacional. Deve notar-se que esses
periodos acabam por ser superiores aqueles que era verificados no Capitulo 3, com os
métodos explicitos com niveis de massa e com niveis de fluxo. Este facto fez com que as
simulacdes se resumissem apenas ao periodo de 60'.

A andlise as solucoes aproximadas exibidas na figura 5.6 na primeira hora de simulagédo

revelam que o método com as malhas médveis atrasa um pouco a solucdo.
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O trabalho desenvolvido incidiu sobre um modelo atmosférico de camada limite 1D,
mais propriamente, sobre a contribuicdo do termo de difusdo-K no esquema de para-
metrizacdo para o fluxo de calor turbulento utilizado. Os objectivos inicialmente traca-
dos no programa de doutoramento orientavam-se para a criacdo de novos esquemas,
mais eficazes do que aqueles que foram originalmente aplicados na resolu¢do do termo

difusivo do esquema DTFM.

No Capitulo 3 implementou-se o esquema numeérico, semi-implicito com niveis de fluxo,
originalmente implementado no modelo e procedeu-se ao estudo comparativo com ou-
tros trés esquemas de diferencas finitas, um semi-implicito com niveis de massa, e dois
explicitos, um com niveis de fluxo e outro com niveis de massa. O propdsito inerente a
construcdo dos quatros esquemas reside em comparar a eficiéncia dos mesmos. No que
concerne aos esquemas explicitos, constatou-se que, devido a elevada grandeza dos va-
lores das difusividades, comuns nos problemas de estudo da turbuléncia na atmosfera,
para que se possa garantir a estabilidade numérica, torna-se necessdrio a consideracao
de um passo de tempo extremamente pequeno, o que representa um 6nus extremamente
elevado sobre o desempenho computacional, obtendo-se, por conseguinte, periodos de
execucdo muito longos. Os métodos semi-implicitos revelaram, como era expectavel,
melhores resultados no ambito da anélise de estabilidade, provando-se serem ambos
incondicionalmente estaveis. Esta ilacdo permite uma enorme vantagem na fixacao dos
passos do tempo e do espaco. Em comparacdo com as execug¢des apresentadas pode

verificar-se que o passo do tempo utilizado nos esquemas semi-implicitos ¢ 100 vezes
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maior do que aquele que, obrigatoriamente, foi empregue nas execugdes dos métodos
explicitos. Embora ndo tenham sido explanados na tese, foram testados passos de tempo
até uma grandeza 5000 vezes maior do que os que se utilizaram nos esquemas explici-
tos, tendo todos eles devolvido resultados bastante aceitaveis. Assim, a imbatibilidade
da eficiéncia dos esquemas semi-implicitos perante os esquemas explicitos representa a

conclusdo de maior relevo a salientar dos estudos realizados.

Excluidos os métodos explicitos, por ineficiéncia computacional, foi necessario definir
qual dos esquemas semi-implicitos era mais aconselhdvel para a resolucdo do problema.
No final, a escolha recaiu sobre o método que utiliza os niveis de fluxo, devido ao facto
deste recorrer a uma forma conservativa para o fluxo de calor, ponto que se revela
importante perante a fisica do problema. Deve ainda fazer-se referéncia ao facto de que
o estudo de estabilidade destes métodos nao se encontra nas referéncias bibliograficas

utilizadas, nem se conhecem referéncias em que tal tenha sido concretizado.

O Capitulo 4 apresenta a constru¢do de um novo esquema para a resolucdo de problemas
definidos pela equacdo da difusdo do calor. A primeira parte assenta nas ideias original-
mente apresentadas nos trabalhos de Teixeira (1999) e Teixeira (2004). Constrdi-se um
novo esquema numeérico que, baseado nas ideias dos esquemas semi-Lagrangeanos, per-
mite, partindo de um esquema explicito classico, obter um esquema que garante sempre
a estabilidade numérica. Esta caracteristica, que se obtém por construcao, permite que
se encare a utilizacdo de um esquema explicito na resolucdo de um problema de difusdo
com difusividades de grandezas elevadas, com a mesma normalidade com que se utiliza
um esquema semi-implicito. Inicialmente o esquema € desenvolvido para o caso em que
se consideram difusividades constantes, casos abordados pelos trabalhos anteriormente
citados, procedendo-se, numa fase posterior, a comparacdo dos resultados obtidos com
aqueles que se obtém com a aplicacdo dos esquemas numéricos cldssicos apresentados
no Capitulo 1. Contrariamente ao que regularmente se faz nas abordagens académicas,
utilizam-se valores para x com grandeza da ordem das dezenas, que corresponderd, de
uma forma grosseira, ao que acontece na atmosfera. Os resultados obtidos nesta pri-
meira fase revelam-se extremamente interessantes e abrem a possibilidade de aplicacao

da mesma estratégia na resolucdo do termo de difusdo-K no esquema de parametriza-
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cdo do fluxo turbulento do calor. No entanto, neste problema, a questdo que se coloca
¢ bastante mais delicada, uma vez que as difusividades variam no tempo e no espago.
Desta forma, a fim de se poderem incorporar as influéncias das grandezas das difusi-
vidades em cada né da malha, diferentes em todas as direccdes, devem considerar-se

esquemas que utilizem malhas ndo uniformes.

A utilizacdo de malhas ndo uniformes implica o desenvolvimento de esquemas numé-
ricos que permitam a realizacao das aproximacoes nessa malha e, com base no que foi
apresentado no inicio do capitulo, sendo necessério o estudo a estabilidade numérica
de tais esquemas, factor fulcral na obtencdo dos novos esquemas. Devido a complexi-
dade com que se apresentam os termos no estudo da estabilidade numérica do esquema
explicito apresentado, o estudo é realizado apenas através de um processo grafico. Os
resultados permitem retirar conclusdes interessantes acerca da estabilidade numérica do
esquema de diferencas finitas apresentado, mais concretamente, conclui-se que quando
o passo a esquerda do no é préximo de zero a regido de estabilidade se estreita, quando
Az_ ~ Az, aestabilidade é garantida com r = (2kAt)/(Az_Ax,) < 1, e que, quando
y = Axz_/Ax, > 1/2, se verifica a estabilidade numérica sempre que se garanta que
r < 1. As ilacbes apresentadas e a metodologia de realizacdo sdo inovadoras, ndo sendo
possivel encontra-las nas referéncias bibliograficas utilizadas, nem em qualquer outra.
O trabalho, e respectivas deducoes, sdo aplicadas a um problema simples, sem que haja
qualquer conjugacdo com as ideias apresentadas no inicio do capitulo. A razao para este
procedimento consiste em alertar para o facto de que, assim construido, este esquema, a
semelhanca do que acontece com o esquema de Euler, obriga a utilizagcdo de um passo de
tempo muito pequeno, para que se garanta a estabilidade numérica do método. Obsta-
culo que se pretende ultrapassar com as ideias apresentadas na constru¢do do esquema

apresentado no inicio do capitulo.

Na secc¢édo 4.4, sob a forma de epitome, foi construido um esquema que permite a con-
jugacao de todos os aspectos e conclusoes retiradas desde o inicio do capitulo. A imple-
mentacdo revelou-se extremamente eficaz no que diz respeito aos tempos de execucio
computacional, devolvendo resultados com, sensivelmente, metade do tempo de exe-

cucao utilizado pelo método semi-implicito originalmente implementado no modelo de
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camada limite 1D. No entanto, o nivel da qualidade dos resultados ainda revela defici-
éncias, as quais se revelaram, até ao momento, impossiveis de ultrapassar. Os resultados
que se obtém diferem muito dos que sdo devolvidos pelo esquema semi-implicito, o que
impossibilita, por enquanto, a incorporacao deste esquema no modelo. A principal ra-
z80 que se conjectura para a qualidade insatisfatdria dos resultados é o facto dos passos
empregues junto as fronteiras obrigarem a uma recorréncia frequente as condicbes de
fronteira. Por ndo ter sido resolvido na sua plenitude, este ponto revela-se um item que
se propde para trabalho futuro. O investimento neste ponto € de elevada importancia,
pois, resolvido este impasse, serd possivel apresentar um esquema que é mais rapido na
execucdo, que utiliza a influéncia das difusividades em todas as direccdes e, ndo menos
importante, que é numericamente estavel por construcdo. Todas estas caracteristicas fa-
zem com que este se torne um ponto no qual se deva investir mais tempo num futuro

proximo.

A construcdo do Capitulo 5 foi completamente alterada, no que diz respeito aos objecti-
vos. Inicialmente o objectivo era a construcao de um esquema numérico invariante para
o problema a resolver, utilizando o método invariante das diferencas ou o método dos
referenciais moveis. No entanto, apds uma andlise mais detalhada percebeu-se que as
simetrias presentes na equacao resultante da parametrizacdo, ou seja, correspondente a
difusdo-K no esquema DTFM, sdo completamente resolvidas pelos esquemas numéricos
apresentados no Capitulo 3, facto que motivou a utilizacdo das malhas r-adaptdveis. A
resolucdo do problema através desta metodologia permitiu resolver outra situagao ine-
rente aos perfis verticais da temperatura potencial. A existéncia de duas regides na CLA
onde os perfis verticais da temperatura potencial possuem maior gradiente faz com que
nessas regioes seja necessario a utilizacdo de uma malha mais apertada, no sentido de
obter melhores resultados. Esta é a principal motivacdo da ideia da aplicacao das malhas
r-adaptdveis. O método funciona de uma forma muito simples. Partindo de uma discre-
tizacdo onde os nds se encontram equidistantes, resolve-se a difusdo-K adaptando a
malha de passo-para-passo. No que diz respeito a implementacéo foi apenas aplicado o
método explicito, o qual se revela pouco eficiente, a nivel computacional. A semelhanca
do que acontece com os restantes métodos explicitos aplicados ao longo deste trabalho,

este esquema obriga a utilizacdo de passos de tempo muito reduzidos, o que, conjugado
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com outras restricoes, faz com que esta abordagem a resolucdo do problema com as
malhas r-adaptdveis também néo seja a mais favordavel. Consequentemente, fica para
trabalho futuro, o desenvolvimento e a aplicagdo de um esquema semi-implicito com

base nesta metodologia.

Finalmente, dentro dos planos para futuro trabalho a desenvolver, deve incluir-se a va-
lidagcdo do esquema numérico que se pretende construir na parte final do Capitulo 4, a
resolucdo analitica numa situacdo de quase-estacionariedade do problema e a extensao

das malhas r-adaptéveis a casos de dimenséo superior.
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