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Notacao

car - caracteristica;

T :U — V - aplicacao linear entre os espagos vectoriais U e V/;
{e1, €9, ...,€,} - base candnica;

dim(U) - dimensao do espago vectorial U;

Nuce(T) - nicleo de uma aplicagao linear;

Im(7T) - imagem de uma aplicagao linear;

() - produto interno;

||v]| - norma de um vector v;

p(t) - polinémio;

Z - conjugado de um nimero complexo z;

Re(z) - parte real de um nimero complexo z;

Im(z) - parte imagindria de um nimero complexo z;
|| - mé6dulo;

0 - angulo entre dois vectores;

S+ - complemento ortogonal do conjunto S;

|v]l, - norma euclidiana,;
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|v]|; - norma soma;

|lv]|,, - norma do méaximo;

vpg - vector das coordenadas do vector v na base B;

C'la, b] - espago vectorial das funges continuas no intervalo [a, b];
max{ } - mdximo de um conjunto de elementos;

min{ } - minimo de um conjunto de elementos;

A = lag), . - matriz do tipo m x n;

a;j - elemento de uma matriz situado na linha 7 e na coluna j;

Nuc(A) - nicleo da matriz A;

Im(A) - espaco imagem da matriz A;

M,5n(F) - espago vectorial das matrizes m X n com entradas no corpo F;
M, (F) - espago vectorial das matrizes quadradas de ordem n com entradas
no corpo F’

tr(A) - traco da matriz A;

AT - matriz transposta da matriz A;

— A - matriz simétrica da matriz A;

Opnxn - matriz nula do tipo m X n;

I,, - matriz identidade de ordem n;

al,, - matriz escalar de ordem n;

A~ - matriz inversa da matriz A;

A - matriz conjugada da matriz A;

A* - matriz transconjugada da matriz A;

A - submatriz principal da matriz A;
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det(A) - determinante da matriz A;

A - matriz dos complementos algébricos da matriz A;

adj(A) - adjunta da matriz A;

pa(A) - polinémio caracteristico da matriz A;

o(A) - espectro da matriz A;

p(A) - raio espectral da matriz A;

J, - matriz quadrada de ordem n que tem todas as entradas iguais a 1;
~ - sinal de semelhanca de matrizes;

G(V, E) - grafo com conjunto V' de vértices e conjunto F de arestas;
A > 0 - matriz semidefinida positiva;

A > 0 - matriz definida positiva;

Az - rafz quadrada da matriz A;

A ® B - produto de Kronecker entre as matrizes A e B;
Ao B - produto de Hadamard entre as matrizes A e B;
o; - valores singulares da matriz A;

\; - valores préprios da matriz A;

||A]| - norma da matriz A;

A > 0 - matriz nao negativa;

A > 0 - matriz positiva,

Pruxn - padrao do tipo m X n;

P - padrao subordinado ao padrao P;

Q(P) - classe do padrao P;

A,xn - padrao de sinais do tipo m X n;
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Q(A) - classe do padrao de sinais A;

sgn(a;;) - sinal do elemento a;; de uma matriz;

AT - padrao positivo completo;

A~ - padrao negativo completo;

det(A) - determinante do padrao de sinais A;

carmin(A) - caracteristica minima do padrao de sinais A;

A~ - padrao inverso do padrao de sinais A;

D (A) - grafo orientado associado ao padrao ou padrao de sinais A;
PT - padrao transposto do padrao P;

RS - espaco das linhas de uma matriz ou padrao;

I P - propriedade do par inverso;

JP - conjunto dos padroes de sinais que admitem a propriedade [ P;
A ¢ Ay - padrdo A; compativel ao padrao Ay;

adj(A) - padrao adjunto do padrao de sinais A;

# - soma qualitativa ambigua;

#X -cardinalidade do conjunto X;

i(B) - inércia da matriz B.



Resumo

Um padrao P é uma matriz com entradas no conjunto {0,*}, em que x
designa uma entrada ndo nula. Dizemos que a matriz A = [a;;], com elemen-
tos num corpo arbitrério, tem padrao P, se ¢ do mesmo tipo que P e a;; # 0
se e s6 se a entrada (7, j) de P é x. Quando se trata de matrizes reais, con-
sideramos também a nocao de padrao de sinais, A, como sendo uma matriz
com entradas no conjunto {+, —,0} . Associamos a um padrao de sinais A
uma matriz real, se as suas entradas positivas estao nas posicoes +, as suas
entradas negativas estao nas posicoes —, e as suas entradas nulas estao nas
entradas 0 do padrao de sinais A.

Nesta dissertacao abordamos propriedades de matrizes associadas ou derivadas
do seu padrao ou padrao de sinais, estudando com maior pormenor a nao sin-
gularidade, comutatividade e tipo de valores préprios. Este tipo de estudo,
em que uma matriz requer ou admite determinada propriedade, baseado ape-
nas no conhecimento da posigao das suas entradas nao nulas (ou, no caso de
padroes de sinais, da posicao das suas entradas positivas e negativas), estd

inserido na teoria qualitativa de matrizes. Foi, no entanto, importante incluir
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capitulos iniciais dedicados exclusivamente & introducao de nogoes sobre es-
pacos vectoriais, matrizes e grafos, bem como a um estudo complementar da
teoria matricial classica, abarcando muitos conceitos que serao utilizados ao
longo do trabalho.

Palavras-chave: matriz, padrao, padrao de sinais, grafo.



Abstract

An (unsigned) pattern P is a rectangular array with entries from {0, *}. A
matrix A = [a;;] belongs to the pattern P if its dimensions agree with those
of P and the nonzero entries of A appear precisely in the positions of *’s in
P. We can also consider a sign pattern matrix, as a matrix whose entries
belong to the set {+, —,0}. A matrix A belongs to the sign pattern A, if the
positive entries appear in the + positions, the negative entries appear in the
— positions, and the zero entries appear in the 0 positions in A.

In this dissertation we study some matrices properties that are associated
to their pattern (or sign pattern), such as nonsingularity, comutativity and
eigenvalues types. Qualitative matrix analysis involves the study of proper-
ties that are either required or allowed, based just upon knowledge of the
nonzero entries (or, when we talk about sign patterns, the entries signs) of a
matrix A. For seek of completeness, the initial chapters introduce concepts
of vector spaces, matrices, graphs and also a complementary matrices study.
Some of these concepts are very usefull for the rest of the work.

Key-words: matrix, pattern, sign pattern, graph.
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Introducao

A Teoria Qualitativa de Matrizes é uma drea relativamente recente do campo
de investigacdo da Algebra Linear, tendo sido o seu estudo iniciado na dé-
cada de 60. No entanto, tem sofrido, nos ltimos tempos, um grande desen-
volvimento, uma vez que as questoes qualitativas tém mmiltiplas aplicagoes,
nomeadamente na Economia, na Quimica, na Biologia, nas Ciéncias Sociais,
entre outras.

Este tema suscita bastante interesse: por um lado, por nao estar ainda com-
pilado nos manuais de Algebra Linear, havendo apenas artigos publicados
sobre o assunto, os quais resultaram de investigacao acerca de algumas pro-
priedades das matrizes padrao e padrao de sinais, tais como a comutativi-
dade, a simetria, a nao singularidade, as caracteristicas do seu espectro, entre
outras; por outro lado, por tentar estabelecer conexoes entre a Teoria Ma-
tricial Cléssica, a qual estuda as propriedades de matrizes numéricas, e este
novo tipo de matrizes, que apenas nos dao as caracteristicas qualitativas das
entradas de uma matriz, isto é, se sao ou nao nulas, no caso de matrizes

padrao arbitrdrias, ou quais os seus sinais, no caso de matrizes padrao de

xiii
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sinais.

E 6bvio que a Teoria Matricial Cléssica, sendo ja estudada hd muito tempo,
estd muito desenvolvida, enquanto que a Teoria Qualitativa de Matrizes, por
ter como base matrizes nao numéricas, e por isso com poucas caracteristicas
conhecidas, estd ainda no seu inicio. E, no entanto, necessdrio conhecer a
fundo a Teoria Matricial, para compreender e investigar propriedades das
matrizes padrao, tentando chegar, com éxito, a alguns resultados.

Foi, por isso, essencial, na elaboragao desta dissertacao, a qual apresenta
um estudo introdutério da Teoria Qualitativa de Matrizes, fazer um estudo
aprofundado da Teoria Matricial Cldssica, a qual constituiu uma ferramenta
indispensavel na compreensao dos resultados descritos em todas as publi-
cacoes consultadas sobre matrizes padrao e padrao de sinais, permitindo
assim fazer uma anédlise de véarias propriedades, nomeadamente, acerca da

sua invertibilidade, comutatividade, e natureza dos valores préprios.
Face a isto, este trabalho estd estruturado da seguinte forma:

- Uma primeira parte, composta por dois capitulos, onde estao apresen-
tadas a Teoria Matricial e de Grafos. O primeiro capitulo, que nao in-
clui quaisquer demonstracoes, contém as nocoes iniciais de espagos vecto-
riais, matrizes e grafos. Este, apesar de ser introdutério, fornece conhe-
cimentos bdsicos, essenciais para a leitura do restante documento. No se-
gundo capitulo continuamos a abordar a Teoria Matricial, mas aqui sao

apresentados alguns temas complementares, habitualmente nao abordados
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nas disciplinas de Algebra de uma Licenciatura em Matematica; aqui, sao in-
troduzidos vdrios tipos especiais de matrizes e algumas propriedades, nomeada-
mente, matrizes semidefinidas e definidas positivas, matrizes hermiticas, ma-

trizes normais, matrizes nao negativas, e matrizes redutiveis.

- Uma segunda parte, composta por quatro capitulos, na qual é ja abor-
dada a Teoria Qualitativa. Comecamos por fazer uma introducao ao estudo
qualitativo de matrizes, apresentando as nocoes de matriz padrao e matriz
padrao de sinais, bem como algumas propriedades. Este terceiro capitulo é
indispensavel para a compreensao da restante dissertacao, trazendo também
alguma inovagao no que concerne a uma compilacao cuidada dos conceitos
introdutérios sobre padrées, os quais ndo constam dos manuais de Algebra.
Nos trés tdltimos capitulos fazemos uma andlise de algumas publicagoes cuja
investigacao se centrou no estudo de algumas propriedades especificas em
padroes e padroes de sinais. Enquanto que o primeiro artigo analisado tra-
balha com padroes arbitrarios, os dois restantes estudam padroes de sinais,
e nestes elaboramos ja alguns cdlculos, andlogos aos efectuados em matrizes
numéricas, ja que muitos dos cédlculos com estas admitem generalizacoes qua-
litativas.

Tentdmos, ao longo de toda a dissertacao, introduzir exemplos, sempre que
considerdamos pertinente. Decidimos também, para que a sua leitura nao se
tornasse demasiado exaustiva, omitir cdlculos intermédios, mais elementares,

bem como demonstragoes de teoremas.



Capitulo 1

Nocoes basicas de espacos

vectoriais, matrizes e grafos

O objectivo deste capitulo é introduzir conceitos béasicos de espagos vectoriais,
matrizes e grafos, alguns dos quais vao ser utilizados posteriormente ao longo
do trabalho. A maioria das defini¢oes e resultados aqui apresentados é parte
dos conteidos programéticos de disciplinas introdutérias de um curso de
Matemaética e o objectivo é relembré-las de um modo nao exaustivo, mas

sistematico.

1.1 Espacos vectoriais

Para definir espaco vectorial em geral, é fundamental a definicao algébrica
de corpo, pois é através dos elementos de um corpo que se define o pro-

duto escalar em espacos vectoriais. As definicoes mais utilizadas de espagos



vectoriais sao associadas a R ou C, que sao corpos, mas na definicao geral
pode ser utilizado outro corpo qualquer. Relembremos que um corpo é um
conjunto fechado para duas operagdes bindrias especificas (denominadas ha-
bitualmente por soma e produto) em que ambas tém que ser comutativas
e associativas e ter um elemento neutro no conjunto; para além disso, rela-
tivamente a soma, todos os elementos tém que ter inversos no conjunto e,
relativamente ao produto, todos os elementos, & excepcao do elemento neutro
da adicao, tém que ter inversos no conjunto; finalmente o produto tem que
ser distributivo em relagao a soma. No que se segue, designamos o elemento

neutro da soma por 0 e o elemento neutro do produto por 1.

1.1.1 Definicao de espacgo vectorial

Um espaco vectorial V' sobre um corpo F' é um conjunto V' de objectos,
chamados vectores, que é fechado para uma operagao binaria (denominada
por soma), a qual é associativa, comutativa, tem elemento neutro (denomi-
nado por vector nulo e representado por 0) e para a qual todos os elementos
tém inverso. O conjunto é também fechado para um produto de elementos
do corpo F pelos vectores (denominado por produto escalar), satisfazendo,
para todo o a,b € F' e todo u,v € V, as seguintes propriedades:

o a(u+v) = au+ av;

e (a+b)u=au+ bu;

e a(bu) = (ab)u;

o lu—u.



Nota 1.1.1 No dambito de espacos wectoriais, os elementos do corpo

designam-se por escalares.
Exemplo 1.1.2 Dado um corpo F, o conjunto
F*"={(xy,29,...,2,) : x1,29,...,2, € F'}
com a soma
(T1, T2,y Tn) + (Y1, Y25 oY) = (1 + Y1, T+ Y2y oo T+ Yn)
e o produto escalar definido, para qualquer A em F, por
ATy, T, .. xy) = (AT, AT, ..., ATy)
é um espago vectorial sobre F.
Nota 1.1.3 Quando falamos do espago F™, sem indicar as operacgoes, é ao

espaco do exemplo anterior que nos referimos.

1.1.2 Subespacos vectoriais

Um subespago vectorial U, de um espaco vectorial V' sobre um corpo F,
é¢ um subconjunto nao vazio de V que ainda é um espaco vectorial sobre
I relativamente a restricao das operacoes do espaco a esse subconjunto.
Verifica-se que um subconjunto nao vazio U de um espacgo vectorial V' é
subespago vectorial de V' se e s6 se é fechado para a soma e para o produto

escalar.



1.1.3 Dependéncia e independéncia linear

Num espago vectorial V' sobre um corpo F', chama-se combinacao linear

de uma familia de vectores {vy, vy ..., v} a qualquer expressao da forma
a1v1 + GUs + ... + agvi, com aq,do,...,a € F.

Os elementos aq, as, ..., a, sao os coeficientes da combinacao linear. Uma
familia de vectores {vy, vs, ..., vs} num espago vectorial ¢ linearmente de-
pendente se existem coeficientes aq, as, . . . , ax, nao todos nulos, no corpo F),
tais que

a1V + agUg + ... + apvp = 0.
Quando isto nao se verifica, o conjunto diz-se linearmente independente.
A partir da definicao podem-se concluir os seguintes resultados sobre inde-

pendéncia e dependéncia linear:

e Uma familia de vectores é linearmente dependente se e s6 se um dos

vectores da familia se pode obter como combinagao linear dos restantes;

e Qualquer subconjunto de um conjunto linearmente independente é linear-

mente independente;

e {0} & um conjunto linearmente dependente e qualquer conjunto que

inclua o vector nulo é linearmente dependente;

e A dependéncia ou independéncia linear de uma familia de vectores nao
se altera se se somar a um dos vectores uma combinagao linear dos

outros.



A nocgao de independéncia linear conduz & definicao de caracteristica de uma
familia de vectores:

Se X = {vy,..., v} € uma familia de vectores num espaco vectorial V' sobre
um corpo F) a caracteristica de X, car(X), é o niimero méximo de vectores

linearmente independentes de X. A partir da definicao pode-se concluir que:

e Se car(X) = k, entdo os vectores de X sao linearmente independentes

e vice-versa;

e Se car(X) < k, entdo os vectores de X sdo linearmente dependentes e

vice-versa;
e Se algum dos vectores de X ¢ o vector nulo, entao car(X) < k;

e Se um dos vectores de X é combinacgao linear dos restantes, entao

car(X) < k.

Uma familia de vectores pode ser manipulada de forma a que a sua carac-

teristica nao se altere:

Teorema 1.1.4 Seja X = {vy,...,v;} uma familia de vectores num espaco
vectorial V' sobre um corpo F. A caracteristica de X nao se altera se se

efectuar qualquer das sequintes operacoes:
1. Trocar a ordem de dois vectores;
2. Multiplicar a qualquer um dos vectores um escalar o # 0;

3. Somar a um dos vectores qualquer outro multiplicado por um escalar.



1.1.4 Base e dimensao de um espaco vectorial

Se S é um conjunto linearmente independente de vectores de um espago
vectorial V' e se qualquer elemento de V' se pode obter como combinacao linear
de elementos de S, entao S é uma base de V. Sendo S uma base, verifica-se
que cada elemento de V' é representado, de forma tinica, como combinacao
linear dos elementos de S. Os escalares utilizados nessa combinacao linear
sao as coordenadas do vector relativamente & base S. Se uma base de um
espago vectorial V' tiver um nimero finito de elementos, prova-se que todas
as suas bases tém o mesmo niumero de elementos. A este nimero comum

chamamos dimensao do espago vectorial V' (dim V).

Exemplo 1.1.5 Sendo F' um corpo qualquer, o conjunto
{e; =(1,0,0,...,0),e3 =(0,1,0,...,0),...,e, =(0,...,0,1)}

¢ uma base do espagco wvectorial F", pelo que dim F" = n. FEsta base é

conhecida como base canonica de ™.

1.1.5 Aplicacoes lineares

Entre as aplicagoes que podem ser definidas entre dois espagos vectoriais, tém
interesse especial as que sao, por assim dizer, compativeis com as operagoes
do espaco vectorial. Consideremos dois espagos vectoriais U e V sobre o
mesmo corpo F. Uma aplicagao linear T é uma aplicagao 7' : U — V que

verifica as duas condigoes seguintes:



L. VYu,veUT(u+v)="T(u)+T(v);
2. VueUac F,T(au) =aT(u).

Estas duas condigoes podem juntar-se, dando origem a seguinte condigao:

Yu,v € UNVa, B € F,T(au+ pv) = aT(u) + T (v).

A cada aplicagao linear T associam-se os seguintes subespagos vectoriais de

U e V, respectivamente:

e Nucleode T : Nuc(T) ={ue U :T (u) =0};

e Espaco imagem de 7' : Im (7)) = {T'(u) : u € U}.

Uma aplicagao linear 7' de U em V' é nao degenerada se Nuc(T) = {0}.
Prova-se que uma aplicacao linear é nao degenerada se e s6 se é uma aplicacao
injectiva. As aplicacgoes deste tipo também se chamam monomorfismos de
espagos vectoriais. Quando uma aplicacao linear entre dois espacos é bijec-
tiva e, portanto, é uma aplicacao invertivel, entao chama-se isomorfismo.
Quando é possivel definir um isomorfismo entre dois espagos vectoriais, diz-se
que estes sao isomorfos. Prova-se que dois espacos vectoriais de dimensao
finita sobre o mesmo corpo sao isomorfos se e sé se tém a mesma dimensao.
Concluimos, por isso, que qualquer espago vectorial de dimensao n sobre um
corpo I’ é isomorfo a F" e, portanto, que qualquer espago vectorial real de

dimensao n é isomorfo a R™. Temos ainda:



Teorema 1.1.6 Sejam U e V' dois espacos vectoriais sobre o mesmo corpo
F. O congunto de todas as aplicacoes lineares de U em V' é também um espaco

vectorial sobre F' e se dimU = m edim V = n, entao a sua dimensao é mxn.

1.1.6 Produto interno

Produto Interno

Seja V' um espago vectorial sobre o corpo C. Uma aplicacao
():VxV—C
chama-se produto interno se, Vo, u € V :

e (v,u) = (u,v) (propriedade hermitica);

<U—|—u,Z> = <U=Z>+<U7Z>§
o (cv,u) = c(v,u),¥c e C;

e (v,v) > 0;

(v,v) =0 se e sé6 sev=0.

Se considerarmos o espaco vectorial V' sobre o corpo R, dos niimeros reais, a

aplicagao (-) : V x V — R chama-se produto interno se, Vv,u € V :

o (v,u) = (u,v);

o (vtu,z)=(v,2) +(u,2);



o (cv,u) =c(v,u),¥c € R;
e (v,v) > 0;
e (v,v) =0seesésev=0.

Exemplo 1.1.7 Em C", a aplica¢io definida, para v = (x1,...,z,) e

Yy = (yla"'ayn)7 por
(r,y) = T1Y1 + X2z + - + T

é um produto interno complexo, chamado produto interno euclidiano.

Em R™ a expressao do produto interno euclidiano simplifica-se:

(T, y) = T1y1 + ToYo + - -+ + TpYn.

Nota: A partir deste ponto, todas as definigoes e teoremas desta seccao vao
ser considerados num espaco vectorial V| real ou complexo, com um produto

interno definido.

Ortogonalidade

Dois vectores v e u € V sao ortogonais se (u,v) = 0. Se falarmos num
conjunto de vectores {vy, vs, ..., Ut }, este é ortogonal, se cada par de vectores
no conjunto é ortogonal. Um conjunto ortogonal de vectores em que nenhum

deles é o vector nulo, é necessariamente linearmente independente.
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Norma
Se v € V, a norma de v (relativamente ao produto interno definido em V)
é o escalar nao negativo ||v|| = /(v,v). Um vector com norma 1 chama-se

normalizado ou unitario.

O teorema seguinte relaciona o produto interno de dois vectores com as suas

normas:

Teorema 1.1.8 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Se (-) é um produto interno num espago vectorial V , entdo
(v, w)| < ol lull, Vo,u e V.

A igualdade ocorre se e s6 se v e u sao linearmente dependentes, isto €, se

u=qav ou v = au para algum escalar c.

Angulo entre dois vectores
A desigualdade de Cauchy-Schwarz permite generalizar a definicao de angulo
entre vectores de qualquer espaco vectorial com um produto interno definido.

O angulo 6, entre dois vectores nao nulos v e u € V, é definido por:

I3

QzarccosM 0<6<L

ol lull 2
Método de Ortonormalizagao de Gram-Schmidt
Uma base de V' pode ser substituida por uma base ortonormal (base or-

togonal em que os vectores sdao normalizados). Vemos em seguida qual
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o procedimento a utilizar, conhecido como Método de Ortonormalizagao
de Gram-Schmidt. Seja {v1,vs,...,v,} uma base de V. Para definirmos o
conjunto ortonormal correspondente {zi, 2 ..., 2, }, definimos um conjunto
auxiliar {uy, ug,..., Uy }:

Uy = vy,

Uz

Z9 = .
[[uall

O processo continua iterativamente. Para k € {3,...,n}, define-se:
g = v — (Vk, 2k—1) Zk—1 — (Uk, 2k—2) 2k—2 — - -+ — Uk, 21) 21 (ug, é ortogonal a
AREEEY zk—l)'
ZL = Hu—kH (zr € normalizado e ortogonal a 21, ..., 2x_1).

U

Complemento Ortogonal

Seja S C V. O complemento ortogonal de S ¢é o conjunto
St={veV:(vu)=0,YuecS}.

Mesmo que S nio seja subespaco vectorial de V, S+ é sempre subespaco;

temos ainda:

1. (SL)L = S’, onde S’ & o menor (relativamente a relagao de inclusao)

subespago de V' que contém S

2. (SL)L =5 (se e s6 se S for subespaco).
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1.1.7 Normas vectoriais

Norma Vectorial
Seja V' um espago vectorial real ou complexo. Uma aplicagao |.|| : V — R

é uma norma vectorial se, para Vv, u € V:
L |lv|| > 0e|v|| =0 seesésev=0;
2. ||ev]] = |e|||v]| ,para qualquer escalar c;
3. v+ ull <ol + [lull-

Uma aplicacdo que satisfaga os axiomas, mas nao necessariamente ||v|| = 0

se e s6 se v = 0, é chamada seminorma vectorial.

Exemplos 1.1.9

1. SeV é um espaco vectorial com produto interno, entdo a norma associa-
da ao produto interno (definida na pdgina 10) é uma norma vectorial

em V.
2. Norma Fuclidiana ou l, em C" ou R™ :
2 2\3
[vlly = (for]” + -+ Jva]) 2.

FEsta é a norma vectorial mais conhecida e é a norma associada ao

produto interno euclidiano.
3. Norma Soma oul; em C" ou R":
olly = or] + . + [va

Esta norma é também chamada norma 1 ou norma Manhattan.
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4. Norma do Maximo ou l,, em C" ou R"
[0l = max {|vi], ..., val} .

5. Norma l, em C" ou R"

u 1
loll, = > (lwif")>, p>1.

=1

De notar que ||v]|, = lim [v]|,, Vv € C".
p—00

Os exemplos anteriores, de normas vectoriais em C" ou R", podem ser usados

para criar normas vectoriais em qualquer espaco vectorial real ou complexo

V' de dimensao finita. Se V' é um espago vectorial complexo de dimensao

finita e se B = {by,...,b,} € uma base de V, entdo, para cada vector v € V|
n

v =Y v;bi, pode-se formar um vector vg = (vy,...,v,) € C". A aplicagao de
i=1

V em C™ que a cada vector v faz corresponder vg, € um isomorfismo de V

em C". Se ||-|| ¢ qualquer norma vectorial em C", entao, para cada base B,

consideramos uma norma relativa a essa base:
vl g = llvell = [[(v1, ..., va)]| -

Nota 1.1.10 A definicao de norma vectorial nao exige que o espago vectorial
V' seja de dimensao finita; o espago V' pode ser, por exemplo, C'|a,b], o es-
pago vectorial de todas as fungdes reais continuas no intervalo real [a,b] . Por
exemplo, algumas normas em C'[a,b] sao semelhantes as normas ja referidas

para C" :
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N[

\um:{fuwﬁw};
191, = f170

11, = [fu Vﬁ],pr
11l = max {L£0)] : v € [a,b]}.

Propriedades algébricas das normas vectoriais

Para qualquer norma ou normas dadas, podem ser construidas novas normas
de véarias maneiras; por exemplo, é facil mostrar que a soma de duas normas
(ou seminormas) vectoriais é ainda uma norma (seminorma) vectorial e que
qualquer multiplo positivo de uma norma (seminorma) vectorial é ainda uma
norma (seminorma) vectorial. Podemos ainda mostrar facilmente que se ||-||,,

e [|]| 5 sio normas vectoriais, entao a fungao ||-|| definida por

Joll = ma { o]l o1l }

¢ também uma norma vectorial. Estas observacgoes sao casos especiais do

proximo teorema:

Teorema 1.1.11 Sejam ||-|| m normas vectoriais num espago

al ||.||am7
vectorial V' sobre um corpo F, e seja ||-||; uma norma vectorial em R™ tal
que |lullz < [[u+z|5,Vu,2 € R™ com entradas nio negativas. Entdo a

fungio || : V — R definida por [v]) = [[tllyy - [0llyelly € uma norma

vectorial em V.
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1.2 Matrizes

1.2.1 Nocgao de matriz

Seja F' um corpo. Sendo m e n nidmeros naturais, uma matriz de tipo

m X n sobre F' é uma funcao A definida no conjunto

{(i,j)ie{1,2...m},je{1,2,..,n}}

e com valores em F'.
Abreviando A(i, j) por a;;, uma matriz A de tipo m x n é usualmente repre-

sentada numa das formas:

ai; a1 ... A1p
91 Q29 ceer Qop
A= :
_aml Am2 amn_
= |W45]i=1,....m
A = lagli=1....
j:17' ’n
ou
A= [aij]an .
Seja A = [ay] .., uma matriz. Os elementos a;; chamam-se entradas

da matriz e diz-se habitualmente que A tem m linhas e n colunas. O
elemento a;; estd posicionado na linha i (chamado indice de linha) e na
coluna j (chamado indice de coluna) da matriz A. Se m = 1, A chama-se
matriz linha. Se n = 1, chama-se matriz coluna. Se m = n, A chama-se

matriz quadrada e, neste caso, diz-se simplesmente que tem ordem n.
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Em matrizes quadradas de ordem n, os elementos que tém os dois fndices
iguais, a;;, chamam-se elementos principais da matriz. A diagonal prin-
cipal da matriz é constituida pelos elementos principais da matriz. O trago

de uma matriz quadrada A é a soma dos elementos principais:

n
tr (A) = E Q-
i=1
Os elementos que ocupam posicoes simétricas em A, a;; e aj;, chamam-se

elementos opostos. A transposta de A é a matriz

AT = [by]

nxm
do tipo n x m, tal que b;; = a;;. Claramente se observa que
(AT = A

e que

tr(AT) =tr (A).

Define-se ainda a matriz simétrica da matriz A, como a matriz
—A= [bij]an , €m que bij = —Qjj.

A matriz nula do tipo m X n é a matriz
Omxn = [aijl,,, » €m que a; = 0..

Definimos matriz identidade de ordem n como a matriz

1, sei=j

L, = [ai;] , em que a;; =
e 0, sei#j
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Duas matrizes do mesmo tipo A = [a;] e B = [by] sao iguais se

mXxn mXxXn

a;j = by, parai=1,... mej=1,....n
Vamos designar por M,,., (F') o conjunto das matrizes de tipo m X n com
elementos em F. Designamos por M, (F') o conjunto das matrizes quadradas

de ordem n.

1.2.2 Tipos especiais de matrizes quadradas

H& algumas matrizes quadradas de tipo especial, quer pela posi¢ao dos zeros

dentro da matriz, quer pelas relacoes entre os elementos da matriz:
1. Triangular superior, se a;; = 0 para @ > j;
2. Triangular inferior, se a;; = 0 para i < j;
3. Diagonal, se for triangular superior e inferior, isto ¢, se a;; = 0 para
i 7 J;
4. Simétrica, se AT = A;
5. Hemi-simétrica, se —A” = A;

6. Escalar: sendo a um escalar pertencente ao conjunto F, uma matriz

escalar ¢ uma matriz da forma olf,.

1.2.3 Operagoes com matrizes

Ao longo desta subseccao as matrizes consideradas tém elementos num corpo

arbitrario F.
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Soma

Se A =[ay], ., eB=[bjl ., ,asoma das matrizes Ae B ¢é

A+ B =cl, ., »onde c;; = a;; + by;.

Propriedades da soma de matrizes
Sao vilidas, para quaisquer matrizes do mesmo tipo A, B e C, as seguintes

propriedades:

o (A+B)+C=A+(B+0)

A+B=B+ A
L4 A+Omxn:Oan+A:A7
o A+ (-A)=(-A)+ A=0;

o tr(A+ B) =tr(A) + tr(B);

(A+ B)T = AT + BT.

Produto escalar
Se A = [a;;] € uma matriz de tipo m X n, e & € F, o produto escalar de

a por A é a matriz

al = [Cij]an7 onde Cij = @y,

Propriedades do produto escalar
Sao validas, para quaisquer matrizes do mesmo tipo A,B e o, € F, as

seguintes propriedades:
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e a(A+ B) = aA+ aB;

(a+ B)A = aA+ BA;

o 1.A=A:

)

(aB)A = a(BA);

o ir(aA) = atr(A);

aomxn - Omxn;

(aA)T = aAT.

Considerando as propriedades enunciadas para a soma e produto escalar

verifica-se que:

Teorema 1.2.1 O conjunto M,,x,, (F'), com as operagées de soma e produto

escalar, é um espacgo vectorial sobre F, de dimensao m X n.

Nota 1.2.2 Considerando o isomorfismo entre espagos vectoriais da mesma

dimensao, é frequente identificar os espagos M1 (F'), Mix, (F) e F".

Produto de matrizes

Contrariamente a definicao de soma, o produto de matrizes nao se define para
matrizes do mesmo tipo, mas sim para pares de matrizes em que o nimero
de colunas da primeira matriz coincida com o nimero de linhas da segunda

matriz.
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Se A = [ay],, .., € B = [bij], > 0 Produto das matrizes A e B ¢ a matriz

q

A-B= [Cij]mxn’ onde Cij = Z aikbkj-

k=1

Habitualmente omitimos o simbolo -, escrevendo apenas AB.

Notamos desde ja que AB = BA nao é, em geral, verdadeiro (o produto de
matrizes nao é, em geral, comutativo).

A definicao de produto permite referir mais alguns tipos de matrizes especiais

de matrizes quadradas:

1. Idempotente, se A% = A;

2. Nilpotente, se A? = 0 para algum inteiro positivo q. O minimo valor

de q é chamado indice de nilpoténcia.

Propriedades do produto de matrizes
Sejam A, B, C' matrizes e a um escalar. Entao, sempre que seja possivel

definir os produtos, tem-se:

o (AB)C = A(BC);

e Al =1A = A;

(A+ B)C = AC + BC;

A(B+C)=AB + AC,

a(AB) = (aA)B = A(aB);
o (AB)" = BT AT

e A0 =0.
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Matrizes invertiveis

A matriz identidade é elemento neutro, a direita ou esquerda, para o produto
de matrizes. No caso do produto de matrizes quadradas de ordem n, a matriz
identidade I,, é elemento neutro do produto.

Seja A uma matriz de ordem n. Se existe uma matriz X tal que
AX=XA=1,

diz-se que a matriz A ¢ invertivel. A matriz X, que se prova facilmente ser
linica, chama-se inversa de A e denota-se por A~!. Uma condicao necesséria
para uma matriz ter inversa, é esta ser quadrada, mas esta condicao nao é,

de modo nenhum, suficiente.

Propriedades de matrizes invertiveis

Se A e B sao matrizes invertiveis de ordem n:
o A! ¢ invertivel e (A7) "' = A;
o AB éinvertivel e (AB)™' = B~1A™!;
o AT ¢ invertivel e (AT)fl = (A",

Para a # 0, oA & invertivel e (0A) ™" = a TA™

o (AN = (A"
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Conjugacao e transconjugacao de matrizes complexas

Sendo A € My, (C), A= [ay], ..., podem-se formar novas matrizes

1. Conjugada de A: A = [a;]

mxn’

2. Transconjugada de A: A* = a’.

Uma matriz A € M, (C) diz-se hermitica se A* = A.

Verificam-se as seguintes propriedades para a conjugacao e transconjugagao:

°
||
Il

A;

o (A*)" = A;

o (A+ B)* = A* + B~;

(AB)* = B*A*.

Submatrizes

Dada uma matriz A € M,,x,(F) e sendo a C {1,....,m} e 8 C {1,...,n},
chama-se submatriz A(a,f) & matriz que é obtida da matriz inicial,
escolhendo as linhas e as colunas indicadas nos conjuntos « e f3.

Por exemplo, se
1 2 3

A:4567
78 9
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a submatriz A ({1,3},{1,2,3}) é

1 2 3
789

A({1,3},{1,2,3}) =

Se m =n e a = 3, a submatriz A(«, «) chama-se submatriz principal de

A.

1.2.4 Caracteristica de uma matriz

Considerando as linhas de uma matriz A € M,,,, (F') como vectores de ™",
a caracteristica de A, car(A), é um nimero inteiro nao negativo associado a
A e é, por definicao, o maior nimero de linhas de A que forma um conjunto

linearmente independente. Prova-se que
car(A) = car(AT)

e, portanto, esta definicao pode ser escrita usando as colunas em vez de usar
as linhas. Pode-se estabelecer o teorema seguinte, andlogo ao teorema 1.1.4,

para as matrizes:

Teorema 1.2.3 A caracteristica de uma matriz ndo se altera efectuando

qualquer das operacoes:

1. Trocar a ordem de duas linhas;
2. Multiplicar a qualquer linha um escalar o # 0;

3. Somar a uma das linhas qualquer outra, multiplicada por um escalar.
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Nota 1.2.4 As operacdes anteriores designam-se por operagoes elemen-
tares mas linhas. FExistem operacoes andlogas sobre as colunas de uma

matriz.

A caracteristica de matrizes goza de inimeras propriedades, das quais enun-
ciamos algumas, divididas em desigualdades e igualdades.

Desigualdades da caracteristica:

Se A€ Myxn (F),car(A) < min{m,n};

Se A, B € Myxrn (F),car(A+ B) < car(A) + car(B);

Se A € My,xn (F) e B € uma submatriz de A, entao car (B) < car (A);

Se A € mek(F) e Be kan(F),

(car(A) + car(B) — k) < car(AB) < min {car(A), car(B)};

(Desigualdade de Frobenius) Se A € M,,«x(F), B € Myx,(F) e

C € Mpun(F), car(AB) + car(BC) < car(B) + car(ABC).
Igualdades da caracteristica:
e Se A€ M,(C),car(A) = car(A) = car(A*);

e Se A€ My,(F)eC e M,(F) sao invertiveis e B € M,«,(F), entao

car(AB) = car(B) = car(BC) = car(ABC);

e Se A € Myyxn(C), entdo car(A*A) = car(A);
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e Se A, B € My,xn(F), entao car(A) = car(B) se e s6 se 3 X € M,,(F)

eY € M,(F), X eY invertiveis, tais que B = X AY’;

e Se A € M,,«,(F) tem caracteristica k, entao existem X € M,,.(F),
Y € Myxn(F) e B € My(F), ndo singular, tais que A = XBY; isto
quer dizer que, se considerarmos o caso particular de uma matriz A

com car(A) = 1, esta matriz pode ser sempre escrita na forma

A=zu"(x € F™ u e F").

1.2.5 Matriz em forma de escada

Seja A = [a;;] € Myxn (F). A matriz A estd em forma de escada se, para

cada linha i € {1,2,...,m}, se verifica:

1. Se a linha ¢ é nula entao, para todo o r > ¢, a linha r é nula.

2. Se a linha 7 nao é nula e se a;; é o primeiro elemento nao nulo da linha
i (denominado o pivot), entdo para todo o [ > i e para todo o ¢ < s,

Qe = 0.

A matriz A estd na forma de escada reduzida se estd em forma de escada

e, para cada linha ¢ € {1,2,...,m} se verificam:

1. O pivot é a identidade;

2. Se a;s é o pivot, entao para todo o [ < i, a;s = 0.
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Teorema 1.2.5 Toda a matriz pode ser transformada, através de operagoes

elementares, numa matriz em forma de escada.

Teorema 1.2.6 Toda a matriz pode ser transformada, através de operagoes

elementares, numa matriz em forma de escada reduzida.

1.2.6 Aplicacoes lineares e matrizes

A cada aplicagao linear entre espagos vectoriais de dimensao finita podem-se
associar matrizes que definem completamente essa aplicacao linear. Sejam
U e V espagos vectoriais sobre o mesmo corpo F, dim (U) = n, dim (V) =m
eT : U — V uma aplicacao linear. Se By for uma base de U e By for
uma base de V, a matriz A € M,,«,(F) é a matriz da aplicagao linear T’

relativamente a essas bases, se e s6 se, para qualquer u € U, sendo v = T'(u)
UBy, = Au By -

Por outro lado, cada matriz A € M,,«,(F) define uma uma aplicagao linear
de F™ em F™, fazendo corresponder a cada x € F™ o vector Az € F™. O es-
paco imagem de A é o espaco imagem dessa aplicagao,
Im(A) = {Az : x € F"}, e o niicleo ou espago nulo da matriz A é o nicleo
da aplicagao linear, isto € Nuc (A) = {x € F™ : Az = 0}, cujas dimensdes se

relacionam da seguinte forma:
n = dim(Nuc(A)) + dim(Im(A)).

Podemos ainda associar & matriz A outros subespagos vectoriais como, por

exemplo, o espago das linhas RS(A), que é o menor subespago de F™ que
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contém as linhas de A. Atendendo & definicao de caracteristica, temos que

carA = dim (Im A) = dim RS (A4) .

1.2.7 Determinantes

Uma permutacao o = (ji, jo, ..., jn) do conjunto de inteiros {1,2,...,n} é
um arranjo dos n inteiros nalguma ordem, sem haver repeticao ou omissao dos
elementos. Chamamos 5, ao conjunto de todas as permutagoes do conjunto
{1,2,...,n} e vemos que a sua cardinalidade é n!. Considerando o como uma

aplicacao bijectiva de {1,2,...,n} em {1,2,...,n}, temos

J1= 0(1)7j2 = 0(2)7 ceeyJn = U(n)

Dizemos que ocorre uma inversao na permutagao quando um inteiro
menor precede um que lhe é superior. Uma permutacao tem sinal posi-
tivo (sgno = +) se o seu nimero total de inversoes ¢ par. Uma permutagao
tem sinal negativo (sgno = —) se o seu nimero total de inversées é impar.
Dada uma matriz quadrada A = [a,;;] € M, (F), chama-se produto ele-
mentar da matriz A ao produto de n entradas de A, das quais nao h4 duas

na mesma linha ou coluna, isto ¢, um produto da forma

A10(1)320(2) - - - Ano(n)

em que o € S, é uma permutacao. A cada produto elementar estd associada
uma permutacao e vice-versa. Um produto elementar com sinal é um

produto elementar afectado do sinal da permutacao que lhe estd associada.
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Seja A = [a;;] uma matriz quadrada de ordem n. O determinante da
matriz A, det A, é a soma de todos os produtos elementares com sinal de A,
isto é:

det(A Z SgN(0)A15(1)020(2) - - - Cno(n) Z sgn(o Haw (i)

ocESn gES,

O determinante de uma submatriz quadrada é chamado menor de A e o
determinante de uma submatriz principal de A é chamado menor principal
de A.

Alteragoes no determinante de uma matriz (através de operagoes

elementares nas linhas da matriz)

e Se B for obtida de A trocando duas linhas, entdo det(B) = — det(A);

e Se B for obtida de A multiplicando uma linha por um escalar «, entao

det(B) = adet(A);

e Se B for obtida de A somando a uma linha outra linha multiplicada

por um escalar, entdo det(B) = det(A).

Propriedades do determinante

Seja A = [a;;] € M,, (F). Entao:
e Se A é diagonal ou triangular, det(A) = a11a9 . . . Anp;
o det(A) = det(AT);

o det(aA) = a™det(A);
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det(AB) = det(A) det(B);
e det (A) =0 se e s6 se car (A) < n;

Para A € M, (C),det(A*) = det (A);

e Se A ¢ invertivel, det(A~!) = (det(A))™".

Teorema de Laplace
Seja A = [a;;] € M, (F). O menor (i,j) da matriz A, det A(4, j) € o deter-
minante da matriz que se obtém de A retirando-lhe a linha i e a coluna j.

Chama-se complemento algébrico ou co-factor de a;; a 1211-]- = (—1)i+j Ajj.
Teorema 1.2.7 (Teorema de Laplace) Seja A = [a;;] € M, (F). Entao:
1. Sele{1,2,...n}, det(A) = ilaljfxlj.
=
2. Sece{l,2,...,n}, det(A) = éaicflic.

Este teorema estabelece que o determinante pode ser obtido efectuando a
soma do produto dos elementos de uma linha ou coluna pelos respectivos
complementos algébricos, reduzindo o cédlculo do determinante de ordem n

para o cédlculo de determinantes de ordem n — 1.

Célculo da matriz inversa usando determinantes
Seja A = [a;;] € M, (F). Chama-se matriz dos complementos algébricos

de A a
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e chama-se matriz adjunta de A a

Adj(A) = AT
Teorema 1.2.8 Seja A € M,, (F). Entiao A x Adj(A) = det(A)1,.
Corolério 1.2.9 Seja A € M, (F). Entdo:

1. Se A nao é invertivel, A - Adj(A) é a matriz nula de ordem n;

2. Se A ¢ invertivel, A" = (det A) ™" Adj(A) =

Tevca A

Matriz nao singular

Uma matriz quadrada A diz-se nao singular se det (A4) # 0.

Teorema 1.2.10 Seja A € M, (F). Entao, as condi¢oes sequintes sio

equivalentes:

1. A é invertivel;

2. A é nao singular;

3. car(A) =n;

4. As linhas (colunas) de A sao linearmente independentes;
5. det(A) # 0;

6. dim (Im(A)) = n;

7. dim (Nuc(A)) = 0;



31

8. O sistema de equacoes lineares Ax = b é possivel determinado;

9. O sistema de equagoes lineares Ax = 0 tem como soluc¢do unica x = 0.

Matrizes de Permutagao

Uma matriz P,, ¢ uma matriz de permutagao se exactamente uma en-
trada em cada linha e coluna é 1 e todas as outras entradas sao 0. A multipli-
cacao de P por uma matriz A realiza uma permutacao nas linhas ou colunas
de A, consoante P esteja & esquerda ou & direita de A, respectivamente. O
produto de duas matrizes de permutacao ainda é uma matriz de permutacao.

Além disso, estas matrizes P sao invertiveis e ortogonais, ou seja, P~ = PT.

010
Exemplo 1.2.11 P = |1 0 0| € M3 é uma matriz de permutacao. De
001
1 2
facto, P |2| = |1| . Houve uma troca entre a 1* e a 2* linhas.
3 3

1.2.8 Valores e vectores préprios

Sejam A € M, (F), x € F™ um vector, x # 0, e A € F. Se z satisfaz a
condicao Az = Az, A é chamado valor préprio da matriz A e x é o vector
proéprio de A associado ao valor préprio A. Prova-se facilmente que se = é
um vector préoprio de A associado ao valor préprio A, outro vector nao nulo

e miiltiplo de z é ainda um vector préprio.
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Polinémio Caracteristico e Equacao Caracteristica

Os valores préprios de A € M,, (F') sdo os valores de A para os quais o sistema
de equagoes (A — AI,)xz = 0 tem solugoes nao nulas. Pelo teorema 1.2.10, A
é valor proéprio de A se e s6 se A — A\[,, é uma matriz singular, isto &, se e s6
se det(A — Al,,) = 0. Definimos, entao, o polinémio caracteristico de A

como

pa()) = det(A — AI,)

e a equagao caracteristica como
det(A — AI,,) = 0.

E ao resolvé-la que obtemos os valores préprios da matriz A. Observa-se que
o grau de pa(\) é n, pelo que a matriz A tem, no maximo, n valores préprios
e a multiplicidade algébrica de um valor préprio A é a sua multiplicidade
como raiz do polinémio caracteristico. Para cada valor préprio A, os vectores
proprios de A associados a A obtém-se determinando as solugbes nao nulas

do sistema de equagoes (A — A\I,,)x = 0.

Subespaco préprio associado a um valor préprio

Seja A € M, (F'). Os vectores préprios correspondentes a um mesmo valor
préprio A, juntamente com o vector nulo, constituem um subespaco
vectorial de F™, chamado subespago préprio associado a \. A dimensao
desse subespaco ¢ chamada multiplicidade geométrica do valor préprio

A. As multiplicidades algébrica e geométrica do mesmo valor préprio podem
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coincidir mas, em geral, sao diferentes. Notemos que a multiplicidade ge-
ométrica é apenas o maximo nimero de vectores préprios linearmente inde-
pendentes associados a um valor préprio.

Raio Espectral e Espectro

Seja A € M, (F). O conjunto de todos os valores préprios A € F de A
chama-se espectro de A e é denotado por o(A). Se F' = C, o raio espectral

de A define-se como sendo o maior médulo dos valores préprios de A:
p(A) =max{|A\|: A€ a(A)}.

Exemplo 1.2.12 Vamos considerar a matriz J,, € M, (F), em que todas as
entradas sao 1:

O polinémio caracteristico de J,, é py, (A) = A" — nA\"", pelo que os valores
proprios de J, sao 0, com multiplicidade algébrica n — 1, e n, com multipli-

cidade algébrica 1. Neste caso o(J,,) = {0,n} e p(J,) = n.

Vamos agora enunciar alguns resultados que relacionam os valores préprios
de uma matriz com as suas propriedades, ou que caracterizam os valores

préprios de alguns tipos de matrizes referidas anteriormente.
Teorema 1.2.13 A € M, (F) é singular se e s6 se 0 € o(A).

Teorema 1.2.14 Se A € M, (F) é uma matriz triangular, entio o(A) é o

conjunto das entradas diagonais de A.

Teorema 1.2.15 Todos os valores proprios de wma matriz nilpotente sao

Z€To.
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Teorema 1.2.16 Seja A € M, (C). Os valores préprios de AT sio os mes-
mos de A e os valores proprios de A* sao os conjugados dos valores préprios

de A.

Teorema 1.2.17 Se A\, Ag,..., \, sGo os wvalores proprios (possivelmente

repetidos) de uma matriz A € M, (F'), entdo:
1. det(A) = Mg Ay
2.tr(A) =M+ X+ ..+ A\
Teorema 1.2.18 Seja A € M, (F). Entéo:
1. Se X\ é valor proprio de A, ¥ é valor proprio de A*.

2. Se A é ndo singular, entdo \ é valor préprio de A se e s6 se X\~ € valor

proprio de A1,

Teorema 1.2.19 Se A, B € M, (F), entio AB e BA tém os mesmos valo-

TES Proprios.

1.2.9 Matrizes semelhantes

Semelhanca de Matrizes

Uma matriz B € M, (F) ¢ semelhante a uma matriz A € M, (F) se exis-
te uma matriz nao singular S € M, (F) tal que B = S71AS. Observamos
que a semelhanga é uma relagdo de equivaléncia em M, (F'), e, por isso,

podemos dizer que A e B sao semelhantes e escrevemos A ~ B. Esta nocao de



35

semelhanca é fulcral em teoria de matrizes, pois matrizes semelhantes par-
tilham importantes propriedades, nomeadamente no que se refere a valores

proprios.

Teorema 1.2.20 Sejam A, B € M, (F). Se A e B sao semelhantes, entdo

A e B tém o mesmo polindmio caracteristico.

Coroldrio 1.2.21 Se A,B € M, (F) e se A ~ B, entio A e B tém os

mesmos valores proprios.

Nota 1.2.22 Ter os mesmos valores proprios ou o mesmo polindmio carac-
teristico é condi¢cao necessdria, mas nao suficiente para haver semelhanca de
matrizes. Vejamos o sequinte exemplo:

0 0 0 0

tém ambas como valor préprio apenas o zero, com multiplicidade algébrica

2, mas é 6bvio que nao sao semelhantes, pois a unica matriz semelhante a

matriz B é ela propria.

Matrizes semelhantes tém os mesmos valores préprios. O seguinte teorema

estabelece a relacao entre os seus vectores préprios:

Teorema 1.2.23 Sejam A, B € M,, (F), A ~ B, com matriz de semelhan¢a
S. Sex € F™ é um vector prdprio correspondente a \ € o(B), entdo Sz é

vector proprio de A correspondente ao valor proprio .
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Demonstragao. Se B = S71AS e se Bz = Az, entao (S71AS)x = Az, isto
€,
ASr = Shr <= ASx = \Sx.

Como S é nao singular e x # 0, entao Sz # 0 e Sz é vector préprio de A

associado a \. m

Teorema 1.2.24 Se B € M, (F) ¢é semelhante a A € M, (F), entdo

car(B) = car(A).

Teorema 1.2.25 Sejam A, B,C,D € M, (F). Se A ~ B pela matriz de

semelhanga S e C ~ D pela mesma matriz de semelhanca S, entao
A+C~B+D.
Teorema 1.2.26 Seja A € M, (C). Entao:
1. A ¢é semelhante a AT;
2. A*A ¢é semelhante a AA*;
3. AA é semelhante a AA .

Teorema 1.2.27 Uma matriz A € M,, (C) é semelhante a A* ou a A, se e

so se é semelhante a uma matriz real.

Teorema 1.2.28 Sejam A, B € M,, (R). Se P é uma matriz invertivel com-

plexa tal que P~'AP = B, entdo existe uma matriz real invertivel, Q, tal que

Q'AQ = B.
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Alguns tipos especiais de matrizes sob semelhanga

Ha trés tipos de matrizes quadradas que tém estruturas simples sob
semelhanca: idempotentes, nilpotentes e de involucao. As idempotentes
e as nilpotentes ja foram definidas anteriormente, mas vamos relembrar essas
nogoes e também introduzir a de matriz de involugao. Seja A € M, (F).

Entao A é
e matriz idempotente ou projeccao: A2 = A;
e matriz nilpotente: A* = 0;
e matriz de involugao: A? = I,,.

Teorema 1.2.29 Seja A € M, (F). Entéo:

1. A é idempotente se e s6 se A é semelhante a uma matriz diagonal da

forma diag(1,..,1,0,...,0);
2. A é nilpotente se e so se todos os valores proprios de A sdo zero;

3. A é de involugao se e s6 se A é semelhante a uma matriz diagonal da

forma diag(1,...,1,—1,...,—1).

Nota 1.2.30 Se A é uma matriz idempotente, do teorema anterior conclui-

mos que:

1. Os valores proprios de A sao 0 ou 1;

2. tr(A) = car(A).
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1.2.10 Diagonalizacao de matrizes

Se uma matriz A € M, (F) é semelhante a uma matriz diagonal, dizemos
que A é diagonalizavel. Como matrizes semelhantes tém os mesmos valores
préprios e os valores proprios de uma matriz diagonal sao as suas entradas
diagonais, entao, se A é diagonalizdvel, as entradas diagonais de qualquer
matriz diagonal semelhante a A sao os valores préprios de A. Ainda, como
matrizes semelhantes tém a mesma caracteristica e a caracteristica de uma
matriz diagonal é o nimero das suas entradas diagonais nao nulas, a carac-
terfstica de uma matriz diagonalizédvel é o nimero dos seus valores préprios
nao nulos (contando as suas multiplicidades algébricas). Vamos, entao, estu-
dar com algum detalhe a caracterizagao das matrizes diagonalizdveis.
Teorema 1.2.31 A € M, (F) é diagonalizavel se e s6 se, em F™, hd um con-
Jjunto linearmente independente de n vectores, cada um deles vector préprio
de A.

Teorema 1.2.32 Suponhamos que A1, Mg, ..., A sGo valores proprios (todos
distintos) de A € M, (F') e suponhamos que x; é um vector proprio associado
aX (i=1,....k). Entdo {xq,...,z} éum conjunto linearmente independente.
Teorema 1.2.33 Uma matriz A € M, (F) é diagonalizdvel se e sé se a
soma das multiplicidades geométricas dos seus valores proprios é n.
Corolario 1.2.34 Se A € M,, (F) tem n valores préprios distintos, entdo A
é diagonalizdvel.

Teorema 1.2.35 Se A € M, (R) é simétrica, entdo A é diagonalizdvel.
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1.3 Grafos

Nesta seccao apresentam-se sucintamente e sem muitos formalismos algumas

defini¢oes bédsicas em teoria de grafos.

1.3.1 Nocao de grafo

Um grafo G = (V, F) é uma estrutura matemética constituida por 2 conjun-
tos, V e E. Ao conjunto V' chama-se o conjunto dos vértices e ao conjunto
E conjunto das arestas. Cada aresta tem um conjunto de 1 ou 2 vértices a

ela associados. H4 dois tipos de Grafos:

e Grafo Orientado ou Dirigido, quando as arestas tém um sentido
definido, isto é, ha um vértice inicial ou de partida, e um vértice final,

ou de chegada; neste caso podemos identificar £ com um subconjunto

deV x V.

e Grafo Nao Orientado, quando as arestas nao tém qualquer sentido;
neste caso cada aresta pode ser identificada com um conjunto {a, b} em

que a,be V.

Os grafos podem ser representados esquematicamente, como se vé na figura

() (&)

seguinte:
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1.3.2 Definicoes em grafos

Apresentamos de seguida uma listagem de nog¢oes comuns em grafos:
Arestas miiltiplas - Duas ou mais arestas que tém o mesmo conjunto de
vértices associados.

Lacgo - Aresta que une um vértice a ele proprio.

Grafo Trivial - Grafo com 1 vértice e sem arestas.

Grafo Nulo - Grafo cujos conjuntos de vértices e arestas sao vazios.
Grafo Simples - Grafo que nao tem lagos nem arestas multiplas.
Vértices Adjacentes - Vértices que estdo unidos por uma aresta (pelo
menos).

Arestas Adjacentes - Sao arestas que tém 1 vértice em comum.

Grau de um vértice - Nimero de arestas que entram ou saem desse vértice.
Grafo Regular - Grafo nao orientado em que todos os vértices tém o mesmo
grau.

Grafo Completo - Grafo no qual hd sempre uma aresta que une dois vér-
tices do grafo. Um grafo nao orientado completo com n vértices é denominado
K,.

Grafo Bipartido - Grafo cujo conjunto de vértices V' pode ser particionado
em 2 subconjuntos U e W, tais que cada aresta do grafo une um vértice de
U a um vértice de W, nao unindo qualquer par de vértices pertencentes ao
mesmo subconjunto.

Grafo Bipartido Completo (X, ,,) - Grafo simples bipartido tal que to-
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dos os vértices de um subconjunto estao ligados aos vértices do outro sub-
conjunto.

Grafo Estrela (/K ,) - Grafo bipartido em que um dos conjuntos U ou V
tem cardinal 1 e o unico vértice desse conjunto estd unido a todos os outros.
Caminho - Sucessao de arestas que une dois vértices diferentes, z; e x;, tais
que cada aresta comeca onde a anterior acaba. O niimero de arestas de um
caminho determina o seu comprimento.

Circuito - Caminho que comega e acaba no mesmo vértice.

Caminho Elementar - Caminho ou circuito que tem todos os vértices
distintos. Um circuito elementar que contenha todos os vértices de um grafo
nao orientado, chama-se Circuito de Hamilton.

Caminho Simples - Caminho ou circuito que tem todas as arestas distintas.
Um circuito simples que contenha todas as arestas de um grafo nao orientado
chama-se Circuito de Euler.

Grafo Conexo - Grafo onde, entre quaisquer dois vértices u e v, hd um
caminho. (Se o grafo é orientado, diz-se fortemente conexo).

Arvore - Grafo nio orientado conexo sem circuitos.

Matriz de Adjacéncia - Matriz A = [a;;] de ordem n associada a um grafo
G = (V,E) tal que #V =n e #E = m, definida por:

A a;; = 1, se existe uma aresta entre z; e x;

a;; = 0, caso contrdrio

Se um grafo nao é orientado, esta matriz é sempre simétrica.



Capitulo 2

Matrizes

Estudo complementar

2.1 Matrizes ortogonais e unitarias

Uma matriz A € M, (R) é ortogonal se
ATA = AAT =1,
Uma matriz U € M, (C) é unitdria se
UU=0U0"=1,.

Nota 2.1.1 As matrizes ortogonais sao unitdrias, pelo que, o que se seque

se aplica, com as devidas adaptacoes, também a este tipo de matrizes.

As matrizes ortogonais e unitdrias desempenham um papel muito impor-

tante no estudo de matrizes reais e complexas. Essa importancia pode ser

42
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perceptivel através das inimeras propriedades que estas matrizes gozam e
das quais algumas sao agora apresentadas.
Propriedades das matrizes unitarias

Sejam U,V € M, (C), unitarias. Entao:
1. UT ¢ unitéria;
2. UV é unitdria;
3. |[detU| = 1;
4. Se ||| € a norma euclidiana, ||Uz| = ||z||, Yz € C";
5. |A| = 1,V valor préprio de U,
6. U =Wdiag(Ay, ..., \n,)W*, onde W é uma matriz unitéria;

7. As colunas de U formam uma base ortogonal para C", relativamente

ao produto interno euclidiano;
8. adj(U) = (det U)U™! = (det U)U*.

Demonstracao. Todas estas propriedades sao faceis de demonstrar. A

titulo de exemplo demonstramos as propriedades 4 e 5:

4. U] = /(U2 U2) = /@ 0°0) = \/w.2) = ||z]|.

5. Se x for um vector préprio unitdrio correspondente ao valor préprio A, e,

usando a propriedade 4., temos |[A| = |A|||z]| = [|[A\z|| = ||Uz| = [|z]| =1. =

Teorema 2.1.2 Seja A € M, (C) com todos os valores prdprios iguais a 1,

em mddulo. Entao A é unitdria se para qualquer v € C", || Az|| < ||z .



44

Teorema 2.1.3 Sejam A, B € M, (C), matrizes ortogonais. Se B ndo tem
valores proprios repetidos e se BA = ABT, entdo A é uma matriz de in-

volugao.

Teorema 2.1.4 Seja U uma matriz simétrica unitdria, isto é, UL = U e
U* = U~L. Entdo existe uma matriz complexa S que satisfaz as condigoes

sequintes:
1. S? = U;
2. S é unitdria;
3. S é simétrica;
4. S comuta com todas as matrizes que comutam com U.

Isto quer dizer que toda a matriz simétrica unitdria tem uma raiz quadrada

simétrica unitdria que comuta com qualquer matriz que comute com a primeira.

Teorema 2.1.5 Sejam A, B € M, (R). Se A = UBU* para alguma matriz

unitdria U, entdo existe uma matriz real ortogonal Q tal que A = QBQT.

Isto quer dizer que se duas matrizes reais sao unitariamente semelhantes,
entao sao ortogonalmente semelhantes.

Demonstracao. Como A e Bsdoreais, A=A, B =B, A* = AT e B* = BT.
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Além disso, U* = U1, U* =T, e U = UT. Temos que

UBU® = A<+
— (UBU*)=A

<~ UBU" = A.
Mas,
UBU* = UBU"
= U'UB = BU"'U.

Daqui conclui-se que a matriz UTU, que é simétrica unitdria, comuta com
a matriz B. Pelo teorema anterior, UTU tem uma raiz quadrada simétrica,
unitdria S tal que UTU = S2, que comuta também com B : SB = BS.
Definimos Q = US™1.

) é produto de duas matrizes unitdrias, logo também é unitdria.Vamos

mostrar que () é ortogonal:
QTQ = (US™H (US™) = SUTUS ™ = I,

() é real porque
Q="' = =Q=0.
Entao temos que:

e S e B comutam;

e S é unitdria;
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e () ¢é real e ortogonal;
Entao

A = UBU*= (US™)(SB)U*=Q(BS)U* =QB(S)*U*

= QB(US)"=QBQ" =QBQ".

2.2 Matrizes em blocos

Uma matriz A € M, (F') pode ser particionada em submatrizes A4;;, em que
cada submatriz A;; ¢ quadrada de ordem ¢; e cada A;j,¢ # j, é de tipo t; x t;,

obtendo-se uma matriz em blocos:

A A oo Ay
. Ay Ay oo Ay,
| Am Az - Apg |

Quando uma matriz em blocos A tem todos os blocos nao diagonais (os blocos

A;j, com ¢ # j) nulos diz-se que A é soma directa de Ay, A, ..., Ay

Particionar matrizes em blocos pode ser 1itil, como se pode ver nos exemplos

seguintes:

Exemplos 2.2.1

All A12

Ay Ag
onde Ay e Ay sao matrizes quadradas da mesma ordem. Entao:

1. Seja A uma matriz em blocos, quadrada e complexa: A =
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o Se Ay for invertivel, det(A) = det(Ay;)(det(Ax — Ay AT A12));

e Se A11A21 = A21A11, det(A) = det(A11A22 — A12A21>.

. . A A
2. Sejam A, B € M, (F) matrizes em blocos, A = ,

Ay Ag

By By . .
B = , em que A1 e Bi1 sao da mesma ordem. Entao:

By By
A1 B+ A1aByy A1 Bio + A B
AB - 11511 12021 A11D12 12522

Ao1Bi1 + AgaBa1 Ao Bia + Aza By

2.3 Matrizes semidefinidas positivas

Uma matriz A € M, (C), chama-se semidefinida positiva (A = 0) se
x*Azx > 0,V € C". Chama-se definida positiva (A > 0) se z*Azx > 0,

Vo € C".
Teorema 2.3.1 Se A € M, (C), entdo
Ar0=det(A) >0 e A> 0= det(A) > 0.

Teorema 2.3.2 A € M, (C) é semidefinida positiva se e sé se existe uma

matriz unitaria U tal que
A =U*diag(\, ..., \p)U,

onde Ay, ..., A\, sa0 numeros reais nao neqativos.
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Teorema 2.3.3 Seja A € M, (C). Entdo:

e A ¢ definida positiva se e s6 se o determinante de cada submatriz prin-

cipal de A é positivo;

o A ¢é semidefinida positiva se e s6 se todo o determinante de cada sub-

matriz principal de A é nao negativo.

Teorema 2.3.4 Seja A € M, (C). Entao as sequintes afirmagoes sio equiva-

lentes:
1. A é semidefinida positiva;
2. A= B*B para alguma matriz B;
3. A= C*C para alguma matriz triangular superior C'

4. A = D*D para alguma matriz triangular superior D com entradas

diagonais nao negativas;

» 0
5. A= P* P para alguma matriz invertivel P e onde r = car(A).

Sabemos que qualquer nimero nao negativo tem uma raiz quadrada nao
negativa. Pode-se estabelecer algo andlogo para matrizes semidefinidas

positivas:

Teorema 2.3.5 Para qualquer matriz A = 0, existe uma unica matriz
B = 0 tal que B> = A. Esta matriz B é chamada raiz quadrada de A

e ¢ denotada por A3,
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Sejam A, B € M, (C) matrizes hermiticas (isto ¢, A* = A). Se A— B = 0,

escrevemos A > B. Esta relacao é uma relacao de ordem parcial, isto é:
o AXx A VA,
e A BANB» A= A=B,
e ABANB-C=—A*=C.
Nota 2.3.6 Como A = 0 <= z*Ax > 0,Vx € C", temos
A¥r B <= z"Ax > z*Bx,Vr € C".

Teorema 2.3.7 Sejam A, B € M, (C), matrizes hermiticas tais que A »= 0

e B> 0. Entao:
e A+ B~ B;
e A3BAZ = 0;
o ir(AB) < tr(A)tr(B);

e Os wvalores proprios de AB sao todos nao negativos e AB = 0 se e s6

se AB = BA.

2.4 Outros produtos de matrizes

Além do produto usual de matrizes, podem-se definir outros produtos.
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Produto de Kronecker
O produto de Kronecker, também chamado produto directo ou pro-

duto tensorial, é definido para duas matrizes A,,x, € Bsx:, pela matriz

A® B(ms)x(nt) :
-CLHB a12B CLMLB-
an B
A ® B— 21
| am1B  ameB ... 4y B

Exemplo 2.4.1 Em M, (F), sendo

U:[Ul un] GU:[Ul Un:|7

tem-se:

U®U=[u1v1 co. U, ... UpUL ... unvn]-

Teorema 2.4.2 (Propriedades do Produto de Kronecker)

Para matrizes A, B,C, D :
1. (A® B) (C ® D) = (AC ® BD) (desde que os produtos sejam possiveis),
2. (A9 B) ' = A'® B! (se A e B forem nio singulares);
3. Se A, B sio matrizes complezas, (A® B)" = A* @ B*;
4. Se A, B sao matrizes complexas, A® B é unitdria se A e B o forem.

Teorema 2.4.3 Sejam A e B matrizes quadradas de ordens m e n respecti-

vamente, com valores proprios \; e pjt=1,...,m, j =1, .. ,n, respectivamente.



51

Entao os valores proprios de A® B sao Aiji;, i = 1,...,m, j =1,...,n e os

valores proprios de A@ I, + I, ® B sio Ay + pj, i =1,..,m, j =1,...,n.

Teorema 2.4.4 Sejam A= 0 e B = 0. Entio A® B > 0.

Produto de Hadamard

O produto de Hadamard, também chamado produto de Schur, é definido

para duas matrizes A = [a;;| . e B = [b;| ., por
AoB= [aijbij]an .
Exemplo 2.4.5 uov = [ UV UVy ... UpUp

Teorema 2.4.6 (Teorema de Schur) Sejam A, B € M, (C). Entao:
e A>0,B>0= AoB >0
e A>~0,B>0= AoDB>0.
Teorema 2.4.7 Sejam A,B € M, (C), A= 0 e B = 0. Entao:
o A20B? = (Ao B)%
e A7to Bt = (Ao B)™L, (se A e B forem ndo singulares);

e Ao A7l = I,,, (se A for ndo singular).
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2.5 Matrizes hermiticas

A definicao de matriz hermitica foi apresentada no capitulo anterior. Vamos

agora ver algumas caracterizacoes e propriedades destas matrizes.

Teorema 2.5.1 Se A € M, (C) é hermitica, entdo A apenas admite valores

PTrOPTIOS TEass.

Teorema 2.5.2 A € M, (C) é hermitica se e s6 se existe uma matriz unitdria

U tal que A = U*diag(A Aa, ..., \)U, onde os \; sGo nimeros reais.

Nota 2.5.3 Destes teoremas concluimos que qualquer matriz A € M, (C)
hermitica tem n wvalores proprios reais (contando as multiplicidades). Va-
mos, entdo, designar cada valor préprio da matriz hermitica A por \; (A),

1=1,...,n, e considerd-los ordenados por ordem decrescente:
MA) > > M (A).
Teorema 2.5.4 Para A € M, (C), as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. A ¢é hermitica;
2. x*Ax € R,Vr € C™;
3. A? = A* A,

J. tr(A?) = tr(A*A).
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Produto de matrizes hermiticas

O produto de duas matrizes hermiticas nao é, em geral, uma matriz her-
mitica. De facto, o produto de duas matrizes hermiticas é hermitico se e sé
se as matrizes comutam. No entanto, notamos que o traco do produto de
duas matrizes hermiticas é sempre real, apesar do produto poder ser ou nao

hermitico:
tr(AB) = tr(A*B*) = tr(BA)* = tr (BA) = tr (AB) , logo tr(AB) € R.
Teorema 2.5.5 Sejam A, B € M, (C) matrizes hermiticas. Entao
tr(AB)? < tr(A*B?).
A igualdade ocorre se e sé se A e B comutam.

Teorema 2.5.6 A € M, (C) é produto de duas matrizes hermiticas se e s6

se A é semelhante a A*.
Teorema 2.5.7 Sejam A, B € M, (C) matrizes hermiticas. Entao
A B= XN(A) > XN(B) ,i=1,...,n.
Teorema 2.5.8 Sejam A, B € M,, matrizes hermiticas. Entao temos:
1. Mi(A) + M (B) < N(A4+ B) < Ni(A) + M(B);
2. Se A, B = 0, \i(A)M(B) < Xi(AB) < Mi(A)M(B);
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2.6 Valores singulares

Os valores singulares de uma matriz A € M, (C) sdo oy > 09 > ... > 0,

as raizes quadradas positivas dos valores préprios nao nulos de A*A.

Teorema 2.6.1 Sejam A, B € M,,x,, (C) matrizes complexas. Entdo:

0i(A)+0o,(B) < 0i(A+B) <0;(A)+01(B)

e 0;(A)on(B) < 0;(AB) <o0;(A)o1(B).

Teorema 2.6.2 (Decomposicao em valores singulares) Seja A,xn

com valores singulares nao nulos o1, ...,0,.. Entao existem matrizes unitdrias

UeM,(C)eVeM,(C) tais que

D 0
A=U v,
0 0

onde D = diag(o1, ...,0,). Temos ainda car(A) =r.

2.7 Matrizes normais

Uma matriz A € M, (C) é uma matriz normal se comuta com a sua

transconjugada: AA* = A*A.

Teorema 2.7.1 Seja A = [a;;] € M, (C), com valores proprios A\ Ag, ..., Ay

Entao as afirmagoes sequintes sao equivalentes:

1. A é normal;
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10.

11.

12.

15.

1.

15.

16.
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A ¢é unitariamente diagonalizdvel, isto é, existe uma matriz unitdria U

tal que U*AU = diag(A Az, ..., Ap);
Eziste um polinomio p(x) tal que A* = p(A);

Existe um congunto de vectores préprios de A que formam uma base

ortonormal para C;
Todos os vectores proprios de A sao vectores proprios de A*,

A = B +1iC para algumas matrizes B e C hermiticas e BC' = CB,

n

tr(A*A) = > ayl® = Zn: RY
i=1,j=1 i=1
tr(AA*)? = tr((A*)2A2%);

Os valores singulares de A sao |A1|, |Aa|, .y | Anl;

Os valores proprios de A+ A* G0 Ay + A1, ..., Ao + An;
| Asl| = 42|, Ve € €7

A* = AU (U unitdria) ;

A* =VA (V unitaria) ;

A comuta com A+ A*;

A comuta com A — A*;

A+ A* comuta com A — A*;
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17. A comuta com A*A;
18. A comuta com AA* — A* A,
19. A*B = BA* quando AB = BA,;
20. A*A — AA* ¢é semidefinida positiva.

Nota 2.7.2 Matrizes com entradas 0 e 1, sao habitualmente referidas como

matrizes (0,1).
Teorema 2.7.3 Seja A uma matriz (0,1) de ordem n. Se
AAT =+t + J,
para algum inteiro positivo t, entado A é uma matriz normal.
Teorema 2.7.4 Sejam A e B matrizes (0,1) de ordem n, tais que
AB=J,—1,.
Entao AB = BA.

Teorema 2.7.5 (Desigualdade de Schur) Seja A = [a;;] uma matriz

quadrada complexa de ordem n com valores proprios Ay Ag, ..., \,. Entao

n

n
ST Y ayl
=1

i=1,j=1

A igualdade ocorre se e sé se A é normal.
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2.8 Normas matriciais

Introduzimos alguns conceitos sobre normas matriciais, os quais sao neces-
sdrios para a seccao seguinte. No Capitulo 1 foram vistas as normas vec-
toriais. Como M, (C) é um espago vectorial, esses conceitos vao aplicar-se
também a normas matriciais. Vamos considerar apenas espacos vectoriais
reais ou complexos e, por isso, nesta sec¢ao, referimo-nos apenas a M,, para
designar o espaco das matrizes complexas de ordem n.

Definicao de Norma Matricial

Chamamos a uma funcao ||-|| : M,, — R uma norma matricial se, para

VA, B € M,, satisfaz os 5 axiomas seguintes:

L Jl4] >0
2. ||A|| =0seesése A=0;

3. ||cA|l = || ||A|l, para qualquer ¢ € C;
4. [[A+ B|| < A+ 1815

5. [[AB| < | AlIB]|-

Nota 2.8.1 Como ||A?|| = ||AA| < ||A|| |A]| = ||A|]> para qualquer norma
matricial, temos ||A| > 1 para qualquer matriz nao nula A para a qual

A% = A. Em particular, ||I,|| > 1 para qualquer norma matricial. Se A ¢

112
1Al

invertivel, entdo I, = AA™" e temos ||[A7Y| > para qualquer norma

matricial ||-]| .
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Algumas das normas vectoriais sao normas matriciais quando aplicadas ao
espago vectorial M,, mas outras nao o sao. Vamos ver alguns exemplos,
notando que apenas é necessdrio verificar o axioma 5, pois os outros sao da

definicao de norma vectorial.

Exemplos 2.8.2

n
1. A norma ly definida para A € M, por ||A|, = Z la;j|, é uma norma
ij=1
matricial:

IAB]l, =

n

- >

n

Z az‘kbkj

n

< Z | @b

ij=1| k=1 ij k=1
n
<) |aikbmgl
ivgikeym=1
n n
_ (z|aik|)(z|bmj|)
ik=1 jm=1
= ||A|l, IB]l; -

1
n 2
2. A norma Euclidiana definida para A € M, por ||A|, = <Z |aij|2>
ij=1
¢ uma norma matricial:

(I14Bl,)* =

n 2

= D D anby

ij=1 | k=1

5| () (),

= (Z |az‘k|2> (Z |bmj|2>
ik=1 m,j=1

= (141" (I1Bl)"-

IA
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Esta norma, quando aplicada a matrizes, é por vezes chamada norma

de Frobenius, norma de Schur ou norma de Hilbert-Schmidt.

3. A norma l definida para A € M, por ||A], =  ax lai;|, € uma
<ij<n

norma vectorial em M,,, mas nao é uma norma matricial:

Consideremos, por exemplo, a matriz Jo = € M. Para esta
11

matriz calculamos facilmente que J3 = 2Jy € |12, = 1. Daqui deduz-
se que

13]] 0 = 122l = 21172l o, =2

Entdo nio se verifica | J?||, < ||J|J° e, por isso, |||, ndo é uma

norma matricial.

Contudo, se definirmos ||A|| =n||A|l, ,A € M,, entdo temos

1<i,j<n

n
IAB|| = n max | aub
k=1

n

< n max E kb
T 1Sijsn’ 1|’kkﬂ

n
< nmax » (|4, Bl
k=1

1<i,j<n

Concluimos que, neste caso, é necessdria uma pequena alteracao a

norma vectorial ||-|| . para criar uma norma matricial.

Norma matricial induzida
Embora nem todas as normas vectoriais definam automaticamente normas

matriciais, qualquer norma vectorial permite a definicao de uma norma ma-
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tricial. Se ||-|| ¢ uma norma vectorial em C", define-se ||-|| em M,, por

41 = max 1A

Teorema 2.8.3
1. A fungao ||-|| definida atrds é uma norma matricial em M,;
2. || Az|| < ||A]| ||z]| , para toda a matriz A € M, e todo x € C";
3. || L = 1.

Demonstragao. Para demonstrar a primeira parte do teorema, é necessario
demonstrar os cinco axiomas da definicao de norma matricial:

1. ||Al| € o maximo de uma func¢do nao negativa;

2. Ax =0,Vx,quando A = 0;

3. [lcAll = max||eAw]| = max|e | Az] = |¢|max [ Az]| = [e] | All

4.]|A+ B|| = max ||[(A+ B)z|| = max ||Az + Bz| < max (||Az| + ||Bz||)

< max || Az|| + max || Bz|| = Al + [|BI;
[ABz| _  IABx| ||Bz| _ Ayl [IBz]]

5. |[AB|| = = max < max ma
145 Bl 1Bzl [l Wl ™ Tl

= [lAB][ -

Para a 2 parte da demonstragao, observamos que

devido & defini¢ao desta norma como o maximo. Por homogeneidade com a

norma vectorial, obtemos

[Az] < [[Al[ =]l
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o que se mantém quando x = 0.
Finalmente,

1)) = s | £,] = ma | = 1.

]

A norma matricial ||| definida atrds é chamada norma matricial induzida
pela norma vectorial ||-|| .

Vamos agora estudar alguns exemplos de normas matriciais que sao induzidas
por normas [, familiares, mas que podem ser calculadas independentemente

da definicao. Em todos os exemplos que se seguem, vamos considerar
A= [aij] € Mn
Exemplos 2.8.4

1. Define-se a norma matricial ||-||. em M, como o mdzimo da somas dos

mddulos dos elementos das colunas, isto é ||Al|, = = max Z lag;] -

-Vamos mostrar que a norma |||, é a norma induzida pela norma vec-

torial l1, e, por i1sso, é uma norma matricial.

Seja A € M,, em forma de colunas: A = [ L ... Cp } . Entdo

Al = e llil,
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T
Se x = [ Ty ... Tn } , entdo:
n
1Azll, = laier + o+ zacally < llzicilly
i=1

n n
= Ylollely < 3ol (s lad, ) -
=1 =1

n
= > lailllAl. = llzll, I14]..
i=1

Portanto,
max [ Az, < |4,
]l =1
Por outro lado, sendo {e1,...,er} a base candnica de C", se escolher-

mos x = e , entao, para Vk =1,...,n, temos

max || Az, > [[1agll; = [laxl
llzfl,=1
e entao,
> = .
max Azl > max ], = A,

Provadas ambas as desigualdades, concluimos que

max || Az[|, = [|A]. .
llzll, =1
. Define-se a norma matricial ||-||, em M, como o mdzimo das somas

n
dos mddulos dos elementos das linhas, isto é ||Al|, = max E |ai;]| -
1SN
Sisn

Vamos ver que a norma [|-||, é a norma induzida pela norma vectorial

loo €, por 1sso, é uma norma matricial:
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O argumento para esta demonstragdo é semelhante ao anterior; calcu-

lamos:

n

E aijxj

=1

[Az]l, = max

n

< 112%121 |aij;]
j:

n

< lnglagz |aij| |1l = 1Al |2l -
j=1

E claro que se A = 0, ndo temos nada a provar. Vamos por isso

assumir que A # 0 :

Suponhamos entdo que a linha k de A é nao nula e vamos definir o

vector z = [z;] € C™ por:

zi:%, se ap; # 0
Qi
zi=1, seap =0

Entao, ||z||, = 1.

akaj = ‘Clkj‘ ,VJ = 1, ., n

> =
max |4zl = (142l = max

= lawj| = [|All-

n
E aiij
Jj=1

n
> > ayz
j=1 j=1
Podemos, entao, concluir a igualdade.
Teorema 2.8.5 Se || é wma norma matricial em M,, e se S € M, ¢é
nao singular, entao ||Allg = [|[STTAS|, VA € M,, é também uma norma

matricial.
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Demonstracgao. Os primeiros 4 axiomas sao triviais. O 5° axioma mostra-se

do seguinte modo:

|AB|g = ||ST'ABS|| = [|(ST'AS)(ST'BS)||

IN

157 AS|[[|5™ BS|| = l14lls | Blls -

Teorema 2.8.6 Se ||-|| é qualquer norma matricial e se A € M, entdo
p(A4) < |IA]l.
Demonstracao. Observemos que se A é qualquer valor préprio de A, entao
Al < p(A).
Além disso, existe pelo menos um valor préprio A, para o qual
Al = p(A).

Se Az = Az, x # 0 e se |A| = p(A), consideremos a matriz X € M, cujas
colunas sado iguais ao vector préprio x e observemos que AX = A X.

Se ||-|| for qualquer norma matricial, temos
ALIX] = [IAXT] = [[AX] < Al

e por isso

ALIXT < TAIHIX <= p(A) < (Al



65

Embora a funcao raio espectral nao seja por si uma norma vectorial ou ma-
tricial em M,, para cada matriz A € M, fixa, é a melhor aproximagcao, por

defeito, para todas as normas matriciais de A :

Teorema 2.8.7 Seja A € M, e € > 0 dado. Entao existe uma norma

matricial ||| tal que

p(A) < [JA] < p(A) +e.

Matrizes convergentes

As matrizes A € M, tais que kli_r)noo A* = 0 (isto é, todas as entradas de
AF tendem para zero quando k — oo) chamam-se convergentes e sio
importantes para muitas aplicacoes, por exemplo em processos iterativos.

O resultado do teorema que se segue é muito 1til e uma ferramenta necessdria

para abordar esta questao:

Teorema 2.8.8 Seja A € M, uma dada matriz. Se existe uma norma ma-

tricial ||| tal que ||A|| < 1, entdo klim AF =0.
—00

~ < k

Demonstragao. Se ||A| < 1, entdo ||A*|| < [|A|" — 0 quando k — oc.

Isto quer dizer que A¥ — 0 em relacdo & norma |||, mas como todas as
iai M, de di ao n? sa ival bé

normas vectorials no espago M,, de dimensao n“ sao equivalentes, também se

pode tratar do caso em que A¥ — 0 em relagao & norma vectorial ||-[| .. ®

Teorema 2.8.9 Seja A € M,,. Entio lim A* =0 se e s6 se p(A) < 1.

k— o0
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Demonstragao. (=) Se A*¥ — 0 ese x # 0 ¢ um vector tal que Az = A,
entdo A*z = Mz — 0 apenas se |A\| < 1. Como esta desigualdade tem que
se manter para todos os valores préprios de A, concluimos que p(A) < 1.

(«<=) Por outro lado, se p(A) < 1, entdo, pelo teorema 2.8.8, existe uma

norma matricial ||-|| tal que ||A|| < 1. Entao A¥ — 0 quando k — co. =

Coroldrio 2.8.10 Seja ||-|| uma norma matricial em M,. Entdo, VA € M,

p(A) = lim |[A[|*.

k—o0

Corolario 2.8.11 Uma matriz A € M, ¢é invertivel se existe uma norma

matricial ||| tal que ||I, — A|| < 1. Se esta condi¢io é satisfeita,entdao
AT =D (I - A
k=0

Corolario 2.8.12 Seja A = [a;] € M, e suponhamos que
’CLii| > Z |aij] ,VZ = 1, e n
j=1
J#i

(a matriz é diagonal dominante ). Entao, A é invertivel.

2.9 Matrizes nao negativas

Nesta seccao sao estudadas matrizes nao negativas, sendo referidas pro-
priedades como o seu comportamento assimptotico, diagonalizacao e

caracterfsticas dos valores préprios, nomeadamente do seu raio espectral. O
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exemplo seguinte concretiza uma aplicacao pratica de algumas propriedades
neste tipo de matrizes.

Exemplo introdutério [8]

Suponhamos que existem n > 2 cidades cy, ..., ¢, onde a migracao se faz do
seguinte modo:

Simultaneamente, as 8h00 de todos os dias, uma fraccao constante a;; da
populacao da cidade j vai para a cidade 4, para todos os 7 # j. A fraccao a;;
da populagao da cidade j fica na cidade j. Entao, denotando a populacao da

(m)

cidade ¢ no dia m por p, ’, temos a relacao:

P = aup™ + o agp™

)

onde aﬂpgm ¢ a parte da populacao que vai da cidade 1 para a cidade i e

ampgbm) ¢é a parte da populacao que vai da cidade n para a cidade 7,7 =1, ...,n

em=20,1,..

Se denotarmos a matriz n x n dos coeficientes de migracao por A = [a;;] € 0

vector distribuicdo da populacdo no dia m por p(™ = [ Z(-m)], entao temos:
p(m+1) _ Ap(m) — A2p(m—1) e Am—l—lp(O)
m=0,1,... ep® ¢éa populacio inicial.

Como os coeficientes a,; representam fracgoes da populacao, temos

0<a;<le Zaiﬂ' =1, paracada j =1,...,n.
i=1

Antes de fazer planos a longo prazo para os servigos da cidade, o governo quer
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saber como é que a populagao total estara distribuida num futuro longinquo,

m)

isto é, quer analisar o comportamento assimptético de p™ (para m grande).

Consideremos
0
p=> p”
i=1

a populacao inicial total.

Mas como p(™ = A"p©®) e p & fixo, basta estudar o comportamento assimp-
tético da matriz A™.

Vamos entao analisar o caso n = 2 (considerando 2 cidades, que é o minimo
possivel para esta questao):

Fracgao total da populagao da cidade 1 =1 (100%);

Fracgdo total da populagao da cidade 2 = 1 (100%).

Logo,

aii + 21 = A12 + 92 — 1.

A fraccao total inicial na cidade 1(a que é da cidade 1 e vai l4 ficar: aj;, e a
que vai migrar para a cidade 2: ay;) € igual & fracgao total inicial da cidade
2 (a que é da cidade 2 e vai 14 ficar: ag, e a que vai migrar para a cidade 1:
a12).

Vamos denominar as frac¢oes da populagao que vao migrar, de outro modo,
j& que sao estas que vao trazer alteragoes:
a1 = a (mudanga da cidade 1 para a cidade 2);

a;2 = 0 (mudanga da cidade 2 para a cidade 1).
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Entao temos:

anrt+a=1< a1 =1-—q;

g+ =1<=ayp=1—0.
Portanto, neste caso, a matriz A dos coeficientes de migracao é:

l—a p
Q 1-p

A=

Queremos analisar o comportamento assimptético de A, isto é, estamos in-
teressados em estudar A™ para m muito grande:

Se A for diagonalizavel, poderemos obter A™ explicitamente. Vamos entao
analisar esta possibilidade, calculando os valores e vectores préprios de A.

Por célculos directos obtém-se

det(A— ML) = (A= 1) (A+a+5—1)

e, portanto, os valores proprios de A sao Ay = 1 e Ay =1 — a — (. Como
0<a,fB <1, temos

1—a—pBl=X/<1
Entao sabemos que

Notamos que, excepto no caso em que « = 3 = 0, \; = p(A) é um valor

préprio simples de A.
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Entao, se a + 8 # 0, os vectores préprios de A sdo (novamente efectuando

célculos directos):

Para \; = 1 temos X =k & JkeR.

(0%

1
Para Ay =1 —a — [ temos X =k ke R.
-1

Daqui concluimos que A é diagonalizdvel e podemos considerar a matriz

diagonalizante
1
S = b :
a —1
tal que A = SDS™! em que
1 0
D=
0 1—a—p
Se a e f nao sdo ambos 1, entdo [Ay| = |1 —a — (| <1 e, por isso,
lim A7 = 0.
lim A™ =
: 1 0 1
= lim S S— —
m—s00 0 1—a— ﬁ 1—a—B—0
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B _@ 1 10 1 1 —a T_
e =1 |loo| -l | 1 p|
B _6 0 1 I
a 0|latB ]| a —p B
_ 1 g3
a+8 | 0 a

Entao, a distribuicao da populagao em equilibrio é

lim p™ = lim A"p
RN
a+B | a4 a pg))

1| B +py))
B a@” +py")

1
Mas pgo) + pgo) =1, logo, a ltima expressao fica e que é inteira-
e
mente independente da distribuigao inicial. i
Casos excepgao:
10 ) .
A=1 = — lim A" =1y =1, = lim p™ = Lp©® =p0 ¢
01 m——00 m—00

al a distribuicao em equilibrio é dependente da populagao inicial;

2) a=p=1
0 1 ) )

A= , 0 que quer dizer que as duas cidades trocam as suas popu-
10

lacoes totais em dias sucessivos.
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Matriz nao negativa e matriz positiva
Uma matriz A com elementos reais, A = [a;;] ., ¢ nao negativa (A > 0)
se todos os elementos de A sao nao negativos (a;; > 0), e é positiva (4 > 0)

se todos os elementos de A sdo positivos (a;; > 0).

Vamos agora apresentar algumas definigdes e proposigoes bésicas sobre este
assunto. Para as desigualdades < e <, as defini¢coes sao andlogas:
Definigoes:

Sejam B = [b;;] € Myxn (R) € A = [a;;] € Mpxyn (R). Entao temos:
1. A>Bse A— B > 0;
2. A>Bse A— B >0

3. Médulo de A : |A] = [|ai;]] -

Proposigoes:
1. |[A|>0,VA,e|Al =0seesése A=0;
2. |aA| = |a| |A], Va € C;
3. [A+ Bl < |A| +|Bl;

4. Se A>0,B>0ea,b>0,entao aA+ bB > 0;

5. Se A>Be(C>D,entao A+C > B+ D;

6. SeA>BeB>C,entao A > C.
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Para A, B,C,D € M, (R) e z,y € C", temos ainda:

1. |Az| < |A]|x|;

2. |AB| < |A]|B];

3. Param € N, |[A™| < |A|";

4. Se0 <A< Be0<(C<Dentao 0 < AC < BD;

5. Se 0 < A< B entao, param € N, 0 < A™ < B™;

6. Se A >0 entao A™ >0 ese A > 0 entao, param € N, A™ > 0;

7.S¢e A>0,xr>0ex+#0 entao Az > 0;

8. Se |A] < |B| entio [[A]l, < ||,

9. 1Al = I(ADI, -
Teorema 2.9.1 Sejam A, B € M, (R) e |A| < B. Entao

p(A) < p(JA]) < p(B).

Demonstragao. Para uma matriz quadrada A de ordem n, sabemos pelo

1
coroldrio 2.8.10, que o raio espectral p(A) = klim HA’“H", para qualquer

norma. Para m € N temos |[A™| < |A]™ e sabemos que |A| < B por hipétese.
Entao, para m € N,
|A™ < A" < B™ =
— A, < MA" N, < 1B™ ]l

1 1 1
— A" < AT < 11B™5"-
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Se m — o0, sabemos, pela definicao dada no inicio da demonstracao, que

estas desigualdades coincidem com p(A) < p(|A]) < p(B). =
Coroldrio 2.9.2 Seja A, B € M, (R). Se
0<A<B=p(A)<p(B) esed <A< B= p(A) < p(B).

Corolsrio 2.9.3 Seja A € M, (R). Se A >0 e A é uma submatriz principal

de A, entio p(A) < p(A). Em particular, max a; < p(A).
i=1,....,n

Teorema 2.9.4 Seja A € M, (R) e A > 0. Se a soma das linhas de A é
constante, entio p(A) = ||A|, . Se a soma das colunas de A é constante,

entio p(A) = || A], .

Demonstracao. Sabemos que p(A) < |4 (||A]l,, = max|/A]). Mas
T

se a soma das linhas é constante, x = [ 1 - 1 ] ¢ um vector préprio

com valor préprio ||A||, e por isso p(A4) = ||A||, . Analogamente obtemos a

demonstracao da segunda parte do teorema, aplicando os mesmos argumentos

a AT, m

Teorema 2.9.5 Seja A € M, (R) e A> 0. Entao

n n

min a;; < p(A) < max Qs
1<i<n &= = pA) = 1<i<n &= "
J=1 Jj=1

(onde a primeira expressio representa o minimo da soma dos elementos de

cada linha e a sequnda, o mdrimo dessa mesma soma) e

min E Qj <p < max E Qj
1<j<n 4 1<j<n 4
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(onde a primeira expressao representa o minimo da soma dos elementos de

cada coluna e a sequnda, o mdzrimo dessa mesma soma,).

n

Demonstracao. Seja a = 1mi£1 > a;; e vamos construir uma nova matriz
<j<n;—

Btalque 0 < B<Ae ) b;=a,Vi (isto é, a soma dos elementos de cada
=1

linha de B é constante e igual a «). Se, por exemplo, & = 0 entdo B = 0.

n

Se o > 0, podemos ter b;; = aa;; <Z aij> . Sabemos, pelo teorema ante-
j=1

rior, que p(A) = a e sabemos que se 0 < B < A, entao
p(B) < p(A) = a < p(A)

e a primeira parte da desigualdade estd demonstrada. O limite superior da
desigualdade, assim como as duas desigualdades seguintes, sao demonstradas
de modo andlogo (as duas tltimas, aplicando a soma de linhas a AT em vez

de aplicar a A). m
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2.10 Matrizes redutiveis

Definicao de matriz redutivel

Uma matriz quadrada A = [a;;] € M, (F') é redutivel se o conjunto 1,...,n
pode ser dividido em dois conjuntos complementares (isto é, sem indices
COMUNS), i1, ..., Gy, J1,--,Ju (4 + vV = n) tais que a;,;, = 0 (a = 1,...,p,
g =1,..,v). Caso contrério, A é irredutivel. Em termos matriciais esta
defini¢ao pode ser apresentada da seguinte forma: Uma matriz A de ordem
n é redutivel se existe uma matriz de permutacao P, tal que

B C
0 D

PTAP =

onde B e D sao matrizes quadradas de ordem minima 1. As matrizes de

ordem 1 nao nulas sdo irredutiveis.

Teorema 2.10.1 Qualquer matriz A € M, (F) é semelhante, por permu-

tacao, a uma matriz da forma

Arg Aig A
A 0 Ao
0 0 Ak

no qual cada bloco A;; é quadrado e irredutivel ou é 0.

Teorema 2.10.2 Toda a matriz de permutacao redutivel é semelhante por

permutacao a uma soma directa de matrizes de permutacao irredutiveis.
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Nota 2.10.3 Hd uma propriedade comum a todas as matrizes irredutiveis:
qualquer matriz irredutivel de ordem maior que 1 nao pode ter uma linha ou

coluna nula.

Teorema 2.10.4 Se A > 0 é uma matriz irredutivel de ordem n, entao
(I, + A" ' >0.

Demonstragao. Para provar que (I, + A)"fl > (0, é suficiente mostrar que,
para qualquer vector y > 0, (I,, + A)"_1 y > 0 se mantém verdadeiro. Isto
verificar-se-4 se, considerando y > 0, o vector z = (I, + A)y tem sempre

menos coordenadas nulas que y. Partimos do facto que
z=1Iy+Ay=y+ Ay e Ay > 0,

o que implica que, para coordenadas positivas de y, temos coordenadas
positivas de z. Entao, vamos , por absurdo, supor que y e z tém as mes-
mas coordenadas nulas:

Vamos, por isso, assumir que as colunas y e z tém a forma:
Yy = ez = ,

sendo u,v > 0, com 0 mesmo nimero de coordenadas.

A A
Colocando A na forma de blocos A = , em que a ordem de Aj;
Az Ag
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¢ o nimero de coordenadas de u e v, temos

u A11 Alg u
z = y+Ay= +
0 Agr Agy
v U A
= =
0 0 Azl’u,
(% U+ AHU . .
= = , 0 que implica que Ay u = 0.
0 A21u
Como u > 0, entao Ay =0 e
An Ap | , i .
A= é redutivel, o que é uma contradicao.
0 Ay

]
Propriedades espectrais de matrizes nao negativas irredutiveis
O Matematico Perron (1907) encontrou uma propriedade muito importante

para o espectro de matrizes positivas e enunciou o seguinte teorema:

Teorema 2.10.5 (Teorema de Perron) Se A é uma matriz quadrada po-
sitiva de ordem n, A tem um valor proprio positivo real A com as sequintes

propriedades:

e )\ ¢ raiz simples da equacdao caracteristica;
e )\ ¢é valor préprio associado a um vector proprio positivo x;

e Se p é outro valor préprio de A, entao |p| < .
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Uma matriz positiva é um caso especial de uma matriz irredutivel nao nega-
tiva. Frobenius generalizou o Teorema de Perron, para propriedades espec-

trais de matrizes irredutiveis nao negativas:

Teorema 2.10.6 (Teorema de Frobenius) Uma matriz irredutivel nao
negativa, A = [a;;] € M, tem sempre um valor préprio real e positivo \, que
¢ uma raiz simples da equacdo caracteristica. O mddulo de todos os outros
valores préprios mao excede \. Ao wvalor préprio A corresponde um vector

proprio com coordenadas positivas.

Além disto, se A tem h valores préprios A\g = A, piy, ..., fi,_1, de médulos A,
entao estes nimeros sao todos diferentes e raizes da equacao u™ — A" = 0.
Se h > 1, entao A é semelhante por permutagdao a uma matriz na seguinte

forma ciclica:

0 A5 O 0
0 0 Ay 0
A~
0 Ahflh
[ A 0 o 0]

As propriedades espectrais de matrizes irredutiveis nao negativas ja estu-
dadas, nao sao preservadas quando passamos para matrizes redutiveis. Mas,
como todas as matrizes nao negativas podem ser representadas como o limite

de uma sequéncia de matrizes positivas irredutiveis, A,,:

A= lim A, (A, >0, m=1,2,..),

m——>00
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quer dizer que algumas das propriedades se mantém, de uma forma mais

fraca, nas matrizes redutiveis.

Teorema 2.10.7 Uma matriz ndo negativa A = [a;;] € M, tem sempre
um valor préprio nao negativo A, tal que o modulo de todos os outros valores
proprios de A nao excede \. A este valor préprio maxrimo corresponde um

vector proprio nao neqgativo, y :

Ay =Xy (y >0, y #0).

Para terminar esta seccao vamos apenas dar mais uma definicao, que s6 é

aplicada em matrizes nao negativas:

Matriz Primitiva
Uma matriz nao negativa A é chamada primitiva se e s6 se alguma poténcia
de A é positiva:

AP >0, p>0.



Capitulo 3

Algumas nocoes tedricas sobre

padroes

Neste capitulo vamos fornecer as bases especificas para trabalhar em teoria
qualitativa de matrizes, nomeadamente a definicao de padrao, padrao de
sinais e as nogoes de requerer ou admitir uma dada propriedade. Sao também

introduzidas algumas nogoes sobre grafos aplicadas & teoria qualitativa.

3.1 Padroes e padroes de sinais

Nocoes introdutorias

3.1.1 Padrao arbitrario ou matriz padrao

Uma matriz padrao de tipo m X n é uma matriz P,,, com entradas per-

tencentes ao conjunto {x,0}.

81
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Dizemos que uma matriz real A tem padrao P,, ., se:

e A & uma matriz de tipo m x n (do mesmo tipo de P);
e As entradas nao nulas de A estao no lugar dos * de P;

e As entradas nulas de A estao no lugar dos 0 de P.

Classe de um padrao
A cada padrao P associamos a sua classe, Q(P), a qual inclui todas as
matrizes A, que tém padrao P, isto é, todas as matrizes do mesmo tipo que

P, e onde
a;; =0, se p;; =0

ai; 7 0,s€ pij = *

Exemplo 3.1.1 Consideremos o padrao Psys

*x 0 0
0 * =%

X o ok X

Podemos encontrar vdrias matrizes pertencentes a classe do padrao P:

2 00
A=10 -1 3| €Q(P)
% 4 5
ou ainda,
-8 0 0
B=| 0 -2 -5 | €Q(P).
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Padrao Subordinado

Dizemos que um padrao P = [Dij],.,é subordinado a um padrao
P = [pij]mxnse

Dij :O:>}3z] =0.
Exemplo 3.1.2 O padrao

* 00
0 = 0

<
[

* 0 *
é subordinado ao padrao

* 0 0
P=]10 % *

Padrao Completo

E um padrao s6 com x, isto é, sem entradas nulas.

P=|x% % x |,éo padrao completo de ordem 3.

Qualquer matriz 3 x 3, totalmente nao nula, pertence a classe deste padrao;

por exemplo:
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Padrao Combinatoriamente Simétrico
Dizemos que um padrao P ¢ combinatoriamente simétrico se p;; = *,

sempre que p;; = *.

Exemplo 3.1.3

* % 0
P=1|x 0 x é um padrao combinatoriamente simétrico.
0 * =%

3.1.2 Padrao de sinais ou matriz padrao de sinais

Um padrao de sinais ou matriz padrao de sinais de tipo m x n é uma
matriz A,,x,, com entradas pertencentes ao conjunto {0, +, —}.

Dizemos que uma matriz real B tem padrao de sinais A, se:
e B ¢ uma matriz de tipo m X n;
e As entradas positivas de B estao nas entradas + de A;
e As entradas negativas de B estao nas entradas — de A;
e As entradas nulas de B estao nos 0's de A.

Classe de um padrao de sinais

A cada padrao de sinais 4, associamos a sua classe, Q(A), a qual inclui
todas as matrizes B, que tém padrao de sinais A, isto é, todas as matrizes
do mesmo tipo que A, e onde, sendo sgn (b;;) o sinal do elemento b;;,

bij :O, se aij =0

sgn (bij) = a;;, se a;; # 0
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Exemplo 3.1.4 Consideremos o padrao de sinais Aoyo:

_I_ —
0 —

A:

Podemos encontrar vdrias matrizes pertencentes a classe do padrao de sinais

A:

ou ainda,

Padroes de sinais completos
Sao padroes de sinais sem entradas nulas. Entre estes distinguimos o padrao
completo positivo (padrao de sinais s com entradas positivas) e o padrao

completo negativo (padrao de sinais s6 com entradas negativas):

+ + +
P T
+ + +
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Exemplos 3.1.5

Define-se ainda:

Padrao identidade Z" = diag(+, +, ..., +).

Determinantes de padroes de sinais

Muitos dos cédlculos com matrizes numéricas admitem generalizacoes qua-
litativas. Abordamos aqui a nocao de determinante de um padrao de
sinais. Pode-se calcular o determinante de um padrao de sinais A se o sinal
do determinante de qualquer matriz pertencente a classe desse padrao é o
mesmo. A esse sinal comum chama-se determinante do padrao de sinais.
Obviamente, o sinal do determinante de uma matriz A € Q)(A) pode assumir

3 valores distintos:

+, se det A >0
sgn(det A) = ¢ —, se det A <0
0, se det A =0

Através dos seguintes exemplos, vamos ver as possibilidades de valor que pode
tomar o determinante de um padrao de sinais. Os determinantes calculam-se
seguindo a definicao habitual para matrizes, mas efectuando os cédlculos com

os sinais +, — e 0 de acordo com as regras usuais:
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Exemplos 3.1.6

1. Consideremos o padrao de sinais A :

—- -
-+

A =
Calculemos det(Ay)
det(A;) = anag — apan = (++) — (+—) = +.

Concluimos que o padrao de sinais A; tem determinante +, o que
quer dizer que qualquer matriz pertencente a classe do padrdao A; tem

determinante com sinal positivo.

2. Consideremos o padrao de sinais Asy:

+ +
+_

Ay =
Calculemos det(Asz) :
det(As) = ajiag — ajpas = —.

Concluimos que o padrao de sinais As tem determinante —, o que
quer dizer que qualquer matriz pertencente & classe do padrao Ay tem
determinante com sinal negativo.

3. O padrao de sinais

+ +
0 0

Az =

tem, claramente, determinante nulo, o que quer dizer que qualquer ma-

triz pertencente a classe do padrao As tem determinante 0.



38

4. Consideremos, finalmente, o padrdao completo positivo Ay:

+ +
—

Ay =
Neste caso
det(Ay) = ar1a22 — arza21 = (+) — (+),

que nao permite concluir sobre o sinal dos determinantes das matrizes

pertencentes a sua classe. Diz-se entao que

det(A4) = #

Realmente, se considerarmos as trés matrizes sequintes, todas perten-

centes a classe do padrao de sinais Ay:

1 2 8 1 8 6
3 4 4 2 4 3
Apercebemo-nos que
det(A) = —2 < 0; det(B) = 12 > 0; det(C) = 0.

Nota 3.1.7 O sinal #, que acabdmos de introduzir, representa uma soma
qualitativa ambigua, e é usado quando as somas dao um resultado am-

biguo.

3.1.3 Nocgao de requerer/admitir uma propriedade

A nogao de requerer/admitir uma propriedade é muito importante para o

estudo das propriedades das matrizes padrao ou padrao de sinais, ja que



89

estamos a tratar de questoes qualitativas da teoria matricial e, por isso,
bastante genéricas. Torna-se entao necessdrio fazer a distincao entre uma
propriedade que é comum a todas as matrizes pertencentes a classe de um
dado padrao e uma propriedade que apenas algumas matrizes dessa classe
verificam.

Consideremos entao uma propriedade p:

1. Dizemos que um padrao P (ou um padrao de sinais .A) requer a pro-
priedade p, se todas as matrizes pertencentes a classe desse padrao (ou

padrdo de sinais) tém essa propriedade p;

2. Dizemos que um padrao P (ou um padrao de sinais A) admite a
propriedade p, se alguma matriz pertencente a classe desse padrao (ou

padrao de sinais) tem essa propriedade p.

Exemplo 3.1.8 Consideremos o padrao de sinais

+ -0
A=| - - 0
0 0 +

1. A requer a propriedade de ter determinante negativo, pois

det(A) =[(+).(=) = (=)- (D] =(=) = ()] = -,

0 que quer dizer, como vimos atrds, que qualquer matriz pertencente a

classe deste padrao de sinais tem sempre determinante com sinal ne-



90

gativo. Seja, por exemplo

1 -2 0
A=| -3 -1 0| €Q(A).
0 01

E claro que o determinante de A é negativo e, de facto, det(A) = —T.

2. A admite a propriedade da simetria, mas nao a requer. Vejamos

um exemplo: A matriz

1 -2 0
B=| -2 —4 0| €Q(A
0 09
e
BT =B

No entanto, a matriz A do exemplo anterior nao é simétrica, jd que

1 -3 0
AT =| —2 —1 0o | #£A
0 01

Exemplo 3.1.9 Um padrao de sinais como o a sequir apresentado admite

a propriedade da involugio (A? = A); no entanto mdo requer essa pro-

priedade:
0
A=
+ 0
Se considerarmos a matriz A € Q (A),
10

A:
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verifica-se que A é de involugao

3 0
B = ,
20
temos que
B2 3 0 3 0 B 9 0
2 0 20 6 0

e, portanto, B% # B.

Por vezes as nocoes de requerer e admitir propriedades envolvem mais do que

um padrao:

Exemplo 3.1.10 Os sequintes padroes de sinais, diagonais de ordem 3, re-

querem a propriedade da comutatividade:

+ 0 0 -0 0
A= 0 — 0 e A= 0 — 0
0 0 + 0 0 +

76 que
VA € Q(A1), VA € Q(Az), A1 Ay = Az A;.

Consideremos agora os padroes

Pc: e Pd =
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Se ) )
1 2 4 0
A= €EQ(P,) e B= € Q(Py),
2 1 0 4
1 2 4 0 4 8 4 0 1 2
AB = = — = BA,
2 1 0 4 8 4 0 4 2 1

de onde se conclui que P, e Py admitem a propriedade da comutatividade. No

entanto nao requerem esta propriedade, jd que, se considerarmos as matrizes

1 —1 2 0
C = €EQ(P.) e D= € Q(Py),
1 1 0 -3

1 -1 2 0 2 3
CD — = e
1 1 0 -3 2 =3
2 0 1 -1 2 =2
DC — = ,
0 -3 1 1 -3 =3

logo, C e D nao comutam.

3.1.4 Conceitos matriciais em padroes

Para além de conceitos matriciais que necessitam de defini¢goes especificas no
contexto de padroes, muitos outros conceitos, como irredutibilidade, produto
por uma matriz de permutacao ou por uma matriz diagonal, soma directa,
matrizes em blocos, submatrizes, etc,. podem ser generalizados a padroes,
ou padroes de sinais, de uma forma nao ambigua, pelo que serao utilizados

ao longo do resto do trabalho sem serem definidos.
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3.2 Padroes de sinais - mais algumas nocoes

Uma vez que a maior parte do nosso estudo vai abranger algumas pro-
priedades especificas em padroes de sinais, hd ainda algumas nog¢oes neces-
sdrias, que vamos agora introduzir, por constituirem ferramentas essenciais

a compreensao dos préximos capitulos.

Subpadrao e Superpadrao de sinais

Um subpadrao A; de um padrao de sinais A ¢ um padrao do mesmo tipo
de A que é obtido a partir de A, substituindo algumas das suas entradas
nao nulas por zeros. Dizemos que, se A; é subpadrao de A, entao A é

superpadrao de A;.

Exemplo 3.2.1 Consideremos os padroes de sinais A e Ay, de ordem 3:

+ -0 0 — 0
A=+ + | e A=]|0 0 —|;
-+ 0 -+ 0

Notamos, a partir da observa¢do das entradas em cada padrao, que A; é

subpadrao de A.

Caracteristica minima de um padrao de sinais A
A caracteristica minima do padrao de sinais A é a caracteristica de menor
valor, entre todas as caracteristicas das matrizes pertencentes & classe desse

padrao de sinais A:



carmin(A) = min{carB : B € Q(A)}.

Exemplo 3.2.2 Consideremos o padrao completo positivo de ordem 3:

+ + +
A=1+ + +
+ + +
A matriz A € Q(A)
1 2 3
A= 12 4 3| tem caracteristica igual a 3;
111
A matriz B € Q(A)
1 2 3
B=12 4 6|, tem caracteristica igual a 2;
4 5 6

Finalmente, se escolhermos a matriz C' € Q(A)

1 11

C=12 2 2|, tem caracteristica igual a 1.

3 3 3

Daqui, concluimos que a carmi,(A) = 1.

94
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3.2.1 Ciclos e combinacoes

Ciclos simples e compostos
Consideremos A = [a,;] um padrdo de sinais n x n. Um produto nao nulo da
forma

Y = @4142042:3---Qikil
onde o conjunto de indices {i1, ..., i } consiste em valores distintos, é chamado
ciclo simples de comprimento k& ou k-ciclo simples.
Um ciclo composto de comprimento k£ ou um k-ciclo composto é um
produto de ciclos simples cujo comprimento total é k£ e cujos conjuntos de

indices sao mutamente disjuntos, isto é um ciclo v é um k-ciclo composto se
Y = Y19V m, Para algum inteiro m (2 <m <mn),

m
onde 7, é um ciclo simples de comprimento /;, > l; = k, e nenhum indice
i=1

aparece ao mesmo tempo em v, e y;, 1 <i <j < m.

Ciclos negativos e positivos

Um ciclo é negativo se contém um nimero impar de entradas negativas e
nenhuma entrada nula. Um ciclo é positivo se contém um nimero par de

entradas negativas e nenhuma entrada nula.

Exemplos 3.2.3 Consideremos o padrao A:
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e o ciclo
Y1 = Q12423031 = (‘)(‘)(“‘) = +.

v, € um ciclo simples, positivo e de comprimento 3.

Consideremos agora o ciclo

Vo = azzazz = (—)(+) = —.

Este é um ciclo simples, negativo e de comprimento 2.

Consideremos finalmente o ciclo

V3 = (a13az1)-(ag2a23a32) = [(—)(+)] . [(=)(=)(+)] = —.

Este é um ciclo composto, negativo e de comprimento 5.

3.2.2 Nao singularidade de padroes de sinais

Assim como as matrizes numéricas, também na teoria qualitativa podemos

falar na questao da singularidade e nao singularidade.

Padrao de sinais nao singular

Um padrao de sinais é nao singular se requer a propriedade da nao singu-
laridade, isto é, se todas as matrizes pertencentes a classe desse padrao forem
nio singulares. E claro que um padrio de sinais pode néo ser néo singular
mas admitir a propriedade da nao singularidade, isto é, existir pelo menos
uma matriz na classe desse padrao que é nao singular, apesar de outras na

mesma classe nao o serem.
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Exemplos 3.2.4

1. Observemos o padrao de sinais A; :

+ -
— +

A =

Como det( A;) = +, concluimos que Ay requer a propriedade da nao

singularidade. Neste caso particular podemos calcular

pois todas as matrizes da classe do padrao A, vao ter inversa, perten-

cente & classe do padrio A7

2. Observemos agora o padrao de sinais As :
0 0
+ -
Vemos que det(Asz) = 0, o que quer dizer que este padrao tem determi-
nante nulo, e por isso Ay requer a propriedade da singularidade (claro
que qualquer padrao com uma linha ou coluna totalmente nula requer
a propriedade da singularidade, isto é, todas as matrizes pertencentes

a classe de um padrdo desse tipo sao singulares).

3. Consideremos o padrdo positivo completo As :

+ + +
As= |+ + +
+ + +
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Este padrao admite a propriedade da nao singularidade, mas nao a
requer. De facto, se escolhermos as matrizes A e B, ambas pertencentes

a classe deste padrao:

1 2 3 111
A=12 4 3 e B=12 2 2|,
111 111

temos que

det(A) =—-3#0 e det(B)=0,

o que quer dizer que a matriz A é nado singular, enquanto que a matriz

B ¢é singular.

3.3 Grafos e padroes

A nocgao de padrao é uma nocao claramente combinatéria e é ficil relaciona-la
com a nocao de grafo

Grafo orientado de um padrao

O grafo orientado D(A) associado a um padrao (ou padrao de sinais)
A = [ay]

x> © 0 grafo orientado (as arestas tém sentido definido) com n

vértices 1,2, ...,n, no qual existe uma aresta de ¢ para j, se e s6 se a;; # 0.

Padrao de sinais bipartido
Um padrao de sinais bipartido ¢ um padrao de sinais cujo grafo é bipar-
tido. Observamos que os padroes de sinais bipartidos tém entradas diagonais

nulas e s6 podem ter ciclos com comprimento par.
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Arvore padrao de sinais
Chamamos a um padrao de sinais .4 uma arvore padrao de sinais, se,
para A = [a;;] A é:

nxn?
e Combinatoriamente simétrico, isto ¢, a;; # 0 se e s6 se aj; # 0;

e D(A) é fortemente conexo, isto é, existe um caminho entre quaisquer

dois vértices;

e Nao existem ciclos simples de comprimento superior ou igual a 3 em

D(A).



Capitulo 4

Padroes que admitem
determinadas somas de linhas e

colunas

(Johnson, Charles R. e Stanford, David P.: "Patterns that allow given row
and columm sums", 2000)

Iniciamos, com esta primeira andlise, uma abordagem aos padroes genera-
lizados, tentando responder & seguinte questao:

"Dado um padrao P,,«, e dois vectores v e ¢ € R™ e R", respectivamente,
em que condicoes existe uma matriz real A pertencente a classe do padrao
P, cujo vector soma das linhas (vector cujas componentes sao o somatorio
dos elementos da linha respectiva) é r e o vector soma das colunas (vector

cujas coordenadas sao o somatdrio dos elementos da coluna respectiva) é c?

100
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Temos dois problemas diferentes a considerar:

1. Problema da Admissao Forte - Neste caso existe uma matriz real
A pertencente a classe do padrao P, cujo vector soma das linhas é r e
o vector soma das colunas é c. Dizemos que P admite fortemente soma

de linhas r e soma de colunas c;

2. Problema de Admissao Fraca - Neste caso é um padrao P, subor-
dinado ao padrao P, que admite fortemente soma de linhas r e soma

de colunas c.

O estudo deste problema tem varias aplicacoes, ligadas por exemplo & comu-

tatividade de padroes. De facto

Proposicao 4.0.1 Se um padrao P admite fortemente uma matriz em que a
soma das filas (linhas e colunas) € igual, entdo P comuta com o padrao com-
pleto (da ordem respectiva, de modo a que seja possivel fazer o produto entre

as duas matrizes pertencentes as classes do padraoP e do padrdao completo).

Esta é uma propriedade muito importante e explica-se com facilidade. Con-
sideremos uma matriz A, pertencente a classe do padrao P,,«,, onde a soma
dos elementos em cada linha ¢ igual & soma dos elementos em cada coluna,
e consideremos J,, a matriz em que todas as entradas sao 1, que pertence a

classe do padrao completo. Entao é claro que AJ, = J, A.

Exemplo 4.0.2 Consideremos o caso 2 X 2 :

a b
A= € Q(P)
c d
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e

1 1

Jo =
1 1
Temos

a bl |1 1 a+b a+b

AJy = =
c d|l |1 1 c+d c+d
1 1| |a b a+c b+d

JQA: —
11 c d at+c b+d

Mas como a soma dos elementos das linhas (a +b = c+ d) é igual & soma

dos elementos das colunas (a +c=b+d), entao AJy = JHA.

Para concretizar, consideremos outro exemplo, o qual mostra como um padrao
triangular superior completo, de ordem superior ou igual a 3, comuta com o

padrao completo da mesma ordem:

Exemplo 4.0.3 Observemos a matriz triangular superior, n X n, n > 3, da

forma:
i} -
1 1 1 1
1 3 1 % = —k;ﬁ
1 1
0 3 i s 5o g
1 1
o0 L1
1
00 1
0 0 0
1 1
0 0 ! !
0 0 0 0 0 i

Apercebemo-nos, olhando para as linhas e colunas da matriz, que a soma dos

elementos em cada linha é igual & soma dos elementos em cada coluna e igual
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a 1. Temos, portanto, uma matriz com soma de linhas e soma de colunas
constante, que comuta com a matriz J,.

Podemos agora particularizar esta matriz n X n, escrevendo as matrizes cor-
respondentes, de ordens 3,4 e 5, as quais pertencem a classe de um padrao

que comuta com o padrao completo da mesma ordem:

14—
A= oy 3
0 1
R
Lo
003 3
|00 0 1]
(1348 ]
03 %%
¢ = oo i
0003 12
0000 1]

Antes de iniciarmos o estudo dos dois problemas, ¢ importante observar que
uma condigao necesséria para o padrao P admitir (fortemente ou fracamente)

soma de linhas r e soma de colunas c, é
m n
E Tj = E Cj.
Jj=1

J=1

(E claro que se o padrao for quadrado, m = n).
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4.1 Estudo do problema da admissao fraca

Nesta seccao vamos estudar o caso em que um padrao P, subordinado a P,
admite fortemente soma de linhas r e soma de colunas c.
Consideremos entao P, um padrao de tipo m X n com k *’s. Vamos associar

a P os seguintes objectos:

1. Padrao de Variaveis de P

E o padréo X obtido de P substituindo os %’s por varidveis 1, ..., T,
de tal modo que se 1 < t < k e se a varidvel z; aparece na linha
¢ e na coluna j de X, e se a varidvel z;,; aparece na linha p e na
coluna ¢ de X, entdo também p > i e ¢ > j. (Isto quer dizer que ha
uma ordenagao crescente dos indices das varidveis zi, ..., ;). Vamos
considerar no nosso estudo, as filas de X', isto é, consideramos as linhas
e as colunas de X como elementos de um mesmo conjunto. Temos por
isso 1 < ¢ < m+n filas. Definimos entao a fila 7 de X como: a linha i
de X, se 1 <i <m, isto &, se i ¢ mesmo uma linha; a coluna (i —m)
de X, se m+1 <i < m-+n,isto é, se i ji é uma coluna. Esta definicao
quer dizer que nas m + n filas, os primeiros m elementos sao linhas, e

0s restantes n sao colunas.

2. Grafo bipartido do padrao P

E um grafo G com vértices vy, V. ..., Upm, Umt1, -+ Umgn, qQUE T€presentam

as filas de X' e que contém a aresta (v;,v;) se e s6 se hd uma varidvel
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x, que aparece em ambas as filas i e j de X' (isto é, na linha i e na
coluna j — m de X). Se isto acontece, essa aresta denomina-se e e r

¢é o Indice da varigvel.

3. Matriz de coeficientes do padrao de varidveis de P

E uma matriz C' de ordem (m +n) x k, de 0’s e 1’s, com ¢;; = 1 se e
s6 se x; aparece na fila ¢ de X'. Notamos que ¢;; = 1 se e s6 se no grafo

bipartido de P, o vértice v; ¢ um ponto terminal da aresta e,

Exemplo 4.1.1 Consideremos o padrao

0 = 0 * =«
P=1x x 0 0 *
00 % % O

Vamos determinar, para este padrao 3 X 5, os elementos X, G e C :

0 = 0 x9 a3
X: $4 x5 0 0 xﬁ 7m:37n:5,k‘:8‘
0 0 7 g 0

Para construir G e C' :
No padrao X temos 8 filas:
0 1 0 =z x3] — fila 1 (linha 1);

EZES 0 0 $6] — fila 2 (linha 2);

Tr Tg 0 — fila 3 (linha 3);

O 0
[ }%ﬁla4(coluna431)
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x5 | < fila 5 (coluna 2);

0| < fila 6 (coluna 3);

0| < fila 7 (coluna 4);

zg| — fila 8 (coluna 5).

Vamos agora construir o grafo G. Como temos 8 filas, vamos ter § vértices
no grafo: vy,vs...,vs. Como temos 3 linhas, construimos o subconjunto de

vértices

Vi= {U17027U3}

e como temos 5 colunas, vamos construir o seqgundo subconjunto de vértices

‘/2 = {047 Us, Vg, U7, US} .

As arestas de G sao:

eV — 2, estd nas filas 1 e 5, logo hd uma aresta (v, vs);

2)

e® — x, estd nas filas 1 e 7, logo hd uma aresta (vi,vy);

3)

e®) — 13 estd nas filas 1 e 8, logo hd uma aresta (vy, vg);

e — x4 estd nas filas 2 e 4, logo hd uma aresta (vy, v4);

5)

e®) — x5 estd nas filas 2 e 5, logo hd uma aresta (vy, vs);
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e®) — x4 estd nas filas 2 e 8, logo hd uma aresta (vy, vg);

7)

eV — x; estd nas filas 3 e 6, logo hd uma aresta (vs, ve);

8)

e® — xg estd nas filas 3 e 7, logo hd uma aresta (vs, vy).

Este grafo pode-se representar na sequinte forma:

Falta-nos apenas construir a matriz C = [c;;] que é definida por ¢;; =1 se e
50 se x; aparece na fila i de X, e ¢;j = 0 nos outros casos.

Na linha 1 temos 1’s nas posi¢oes 1, 2 e 3, porque temos, nesta fila, as
vartdveis Ty, To, T3.

Na linha 2 temos 1’s nas posicoes 4, 5 e 6, porque temos, nesta fila, as
Variduels Ty, Ty, Tg.

Na linha 3 temos 1’s nas posicoes 7 e 8, porque temos, nesta fila, as varidveis
Tr7,Tg.

Na linha 4 temos 1 na posicao 4, porque temos, nesta fila, a varidvel xy.
Na linha 5 temos 1’s nas posicoes 1 e 5, porque temos, nesta fila, as varidveis
T1,Ts5.

Na linha 6 temos 1 na posicao 7, porque temos, nesta fila, a varidvel z;.
Na linha 7 temos 1’s nas posicoes 2 e 8, porque temos, nesta fila, as varidveis

T, Tg.
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Finalmente, na linha 8 temos 1’s nas posi¢oes 3 e 6, porque temos, nesta fila,

as varidveis Ts, Tg.

11100000
0001110O0
000O0O0OO0OT1T1
O 0001O0O0O0G®O
10001000
000O0O0OT1@®O
01 0000O0T1
00100100

Vamos entao voltar ao problema em estudo, e para isso consideramos as
somas dos elementos de cada fila da matriz X'. Se b = (b1, ..., bs) é qualquer
vector em R®, a resposta ao problema consiste em encontrar solucoes para o
sistema:

r1 + 1o + T3 = b1

Ty + 25+ Tg = bg

T7+ xg = bg

Ty = b4

Ty + x5 = b5

Ty = b6

$2—|-£Bg:b7

L I3+l’6:b8

Mas, este sistema nao é mais do que o sistema de equagoes C'x = b, com
r=(x1,...,28).
No caso geral, se b é qualquer vector em R™" entao qualquer solugao da

equagao C'r = b encontra valores para os *’s em P, de modo a produzir uma
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matriz com o padrao subordinado a P, cujas somas de linhas sao by, ..., b,, e
somas de colunas sao b, 11, .-, byin-
Se a solucao for totalmente nao nula, a matriz resultante vai mesmo ter

padrao P e nao P.
Necessitamos agora de mais uma definigao:

Padrao Conexo

Um padrao P é conexo quando o seu grafo bipartido G é conexo.

De um modo geral, podemos considerar sempre os padroes como sendo
conexos, porque se um padrao P nao é conexo, é equivalente a uma soma
directa de subpadroes conexos e ai resolvemos o problema substituindo a
condicao necessdria por condigoes necessdrias correspondentes a estas somas

dos subpadroes de P.

Proposicao 4.1.2 Se P é conexo, a caracteristica da matriz de coeficientes
C ém+n—1 e qualquer linha de C pode ser retirada de forma que a matriz
resultante, de ordem (m-+mn—1) x k tenha esse nimero de linhas linearmente

independentes.

Proposicao 4.1.3 Seja (de acordo com a proposi¢io 4.1.2) C’, a matriz

obtida de C quando retiramos a tultima linha. Suponhamos que r € R™ e

=1

m n
ceR" equed r;=> c. Se
: =

1 .. Cp1 |, b= eb= ,

o
I
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entdo, para © € RF, Cx = b se e so se Cz =b.

Demonstragao. (=)Cx =b= Cx=0b¢é trivial, ja& que para passarmos da
primeira equagao para a segunda, s6 temos que retirar uma linha (a tltima,
por hipdtese) e por isso s6 retiramos uma condigao.

(<) Cx=b=Cr=0b¢ verdade, porque segundo a proposicao 4.1.2, qual-

quer linha pode ser retirada, mantendo-se a caracteristica. m

Teorema 4.1.4 Se P é um padrao conexo m X n, r € R™ e ¢ € R", com
i T, = i c;, entao P admite fracamente soma de linhas r e soma de colunas
i=1 j=1

c.

Demonstracao. Realmente, se P for um padrao conexo onde o niimero de
x’s é k, pela proposicao 4.1.2, a caracteristica de C' ¢ m+n—1. Entao existe
um vector x € R, tal que Co = lA), e pela proposicao 4.1.3, Cr=b= Cr= b,
logo as entradas de = preenchem os valores para os *’s, podendo alguns ser

0, e por isso se trata de um problema de admissao fraca. m

Corolario 4.1.5 Se P é um padrdo conexo quadrado de ordem n, combinato-
riamente simétrico, e se v € R", entdo P admite fracamente uma matriz

simétrica com soma de linhas r e soma de colunas r.

Demonstragao. Pelo teorema 4.1.4, existe uma matriz A, «, cujo padrao
P ¢ subordinado a P e tem soma de linhas 7 e soma de colunas r. A matriz
%(A + AT) tem um padrao subordinado a P, e sabemos que é simétrica, logo

tem a soma de linhas e colunas pedidas. m
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4.2 Estudo do problema da admissao forte

Vamos agora supor que o padrao P pode ser particionado em

P *
O PQQ

P:

onde P;; e Poy sao padroes quadrados, o bloco * contém apenas um * e as
restantes entradas sao zero, e o bloco 0 s6 contém entradas nulas.

Suponhamos agora que A = ¢ uma matriz da classe do padrao

P, com soma de linhas r e soma de colunas c¢. Observamos que:

e A soma das entradas de A nas linhas que passam pelo bloco Ai; é a

soma das entradas de A;; com uma unica entrada ndo nula do bloco B

(0 %);

e A soma das entradas de A nas colunas que passam pelo bloco Ai;
é simplesmente a soma das entradas de A;;, j4 que o bloco inferior

esquerdo s6 tem zeros.

Destas duas observagoes, concluimos que estas somas tém valores diferentes.
Generalizacao: Condicao de estrela tinica

Suponhamos que P é um padrdao m X n. Seja a € M = {1,2,...m} e
fCN=1{1,2,....,n}.Seja a o complemento de  em M e 3 o complemento
de f em N. Dizemos que P satisfaz a condigao de estrela tinica (x)
relativamente a o e 3, quando o subpadrao X [a, ] contém exactamente

uma varidvel z; e o subpadrao X [a¢, 5] ndo contém varidgveis. Dizemos entao
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que z; é uma estrela tinica para a e 5. Entao, se P admite soma de linhas

r e soma de colunas c, e se P satisfaz a condigao de estrela inica em relagao

aaef, entdo Y, r; # Y. ¢k (A varidvel z; é uma estrela dnica se e s6 se
JjEa kep

a aresta el é uma aresta de corte no grafo G). E claro que se a = @, a

parte esquerda da igualdade é zero, e se f = O, a parte direita da igualdade

é zero.

Teorema 4.2.1 Seja P um padrao conexo m xn com k x’s. Seja C' a matriz
dos coeficientes de P. Entao, para 1 < i < k, e; € RS(C) se e s6 se existe
aC M e CN tal que x; é estrela unica para o e 5 em P.

(e; € o vector de ordem i da base candnica de R™ ).
Teorema 4.2.2 Seja A € M, (R) e 1 <i <n. Entdo
e; € RS(A) se e s6 se Au=0=u; =0.
Além disso, existe u € R", tal que Au=0 e se e; ¢ RS(A), entdo u; # 0.

Demonstracao. Se R é a forma de escada reduzida da matriz A , e consi-

derarmos o conjunto € = {i : ¢; é linha de R}, entdo
e, € RS(A)eiceecRu=0=>uyu=0Au=0=u; =0.

Além disso, as varidveis nao pivot em u podem ter valores atribuidos de modo

a que u; = 0 apenas parai €c. ®

Teorema 4.2.3 Seja A uma matriz real m xn. Entao as condi¢oes sequintes

sao equivalentes:
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1. Ax = 0 tem uma solucao totalmente nao nula;

2. Para 1 <i<n,e; ¢ RS(A);

3. Cada linha nao nula de A em forma de escada reduzida tem pelo menos

duas entradas nao nulas;
4. Se B ¢ obtida de A por eliminacdo de uma coluna, entao

car(B) = car(A);

5. Para 1 <1 <n hd uma solugio de Ax =0, com x; # 0.

Demonstragao. (1 = 2) Foi visto no Teorema 4.2.2.

(2 = 3) Trivial, por defini¢ao dos vectores e; (tém s6 uma entrada nao nula
e nao pertencem a RS(A)).

(3 = 4) Suponhamos, por hipétese, que cada linha nao nula de A em forma
de escada tem pelo menos 2 entradas nao nulas, e que B é a matriz obtida
de A pela eliminacao da coluna j. Vamos chamar R & forma reduzida de A,
e S a matriz obtida de R pela eliminagao da coluna j (B é equivalente a
S em termos de linhas). Se a coluna j de R nao for coluna pivot, entao é

combinagao linear das outras colunas de R e por isso

car(B) = car(S) = car(R) = car(A).

Se a coluna j de R for coluna pivot, entao escolhemos i de forma a que 7;; seja
uma entrada pivot. Por hipétese, existe k com j < k < n e ry # 0 (porque

hé pelo menos 2 entradas ndo nulas nas linhas de A na forma reduzida).
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Como R é a forma reduzida de A, a coluna k£ de R nao pode ser coluna pivot,
porque a coluna j ji o é, mas, tal como a coluna (j — 1) de .S, ela contém a
primeira entrada ndo nula na linha i de S (porque na matriz S retirdmos a
coluna j) e por isso é coluna pivot de S. Entao S e R tém o mesmo nimero

de colunas pivot, o que implica que

car(B) = car(S) = car(R) = car(A).

(4 = 5) Suponhamos que se B ¢ obtida de A eliminando uma coluna, entao

car(B) = car(A) e suponhamos, por absurdo, que para algum z;,

1<i<nAz; =0=x; =0.

Como R é a forma reduzida de A, alguma linha de R é e;, que pertence a
base. (Se (Ax; = 0 = z; = 0) entdo os z; sdo linearmente independentes).
Entao a eliminacao da coluna ¢ de R diminui a caracteristica, o que é uma
contradicao da nossa hipétese. Logo a condicao 5 verifica-se.

(5 = 1) Suponhamos que para 1 < i < n ha uma solugdo de Ax = 0 com
x; # 0. Queremos mostrar que Ar = 0 tem uma solucao totalmente nao
nula. Se para cada i (i = 1,...,n) hd uma solu¢do de Ax = 0 com z; # 0,
conseguimos encontrar, para cada 7, um vector z;, tal que Ax; =0 e z; # 0.
Fazendo uma combinacao linear destes vectores, encontramos uma solucao

totalmente nao nula para Ar =0. =

Teorema 4.2.4 Seja A uma matriz real m X n e b € R™. As afirmagoes

sequintes sao equivalentes:
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1. A equacao Ax = b tem uma solucao totalmente nao nula;
2. Para cada 1 <i<n+1,e; ¢ RS([A|b]);

3. Cada linha néao nula de [Alb] em forma de escada reduzida tem pelo

menos duas entradas nao nulas;

4. Se B é obtida de [A|b] por eliminagdo de uma coluna, entdo

car(B) = car([A]b]);
5. Para 1 <1 <n, hd uma solugcio de Ax = b, com x; # 0.

Demonstracgao. Basta observarmos que y é solucao da equagao Ax = b se

e s6 se ? é solucao da equagao [A|b]z = 0.

Usando este facto, vemos que a condicao 1. é equivalente a dizermos que
[A|b] z = 0 tem uma solugao totalmente nao nula, e a condigao 5. é equiva-
lente a dizermos que, para 1 <7 < n+ 1, hd uma solucao de [A|b] z = 0 com

x; # 0. Observamos entao que este teorema vem directamente do teorema

anterior. m

Exemplo 4.2.5 Voltemos ao exemplo 4.1.1, usado no problema de admissao
fraca. Vamos ver como encontrar as estrelas inicas:
0 « 0 * x

P=1]x « 0 0 x
0 0 = * 0
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0 1 0 x9 x5
X= |y 25 0 0 x4/ ,quetem 3 linhas e 5 colunas, pelo que
0 0 x7 28 O
M ={1,2,3} e N ={1,2,3,4,5}.

Consideramos a« € M e f C N. Pela defini¢cao, para uma varidvel x, ser
estrela unica para o e 3, X |«, 5] tem que conter exactamente uma varidvel
x; e X [af, 5] nao pode conter varidveis.

Caso 1: xg é estrela unica para o = {3} e § = {3} :

Sea={3} = a°={1,2};

Se 5 ={3} = p°={1,2,4,5}.

Entao

X[Oé,ﬁc] = X[{3}7{1727475}]

= |00 zg O ] (s6 contém uma varidvel : xg)

X[of 8] = X[{1,2},{3}]

0
= (nao contém varidveis).
0

Caso 2: x5 é estrela unica para o = {1,2} e B = {1,2,5} :
Se v ={1,2} = a° = {3};

Se B =1{1,2,5} = 8° = {3,4}.
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Entao
X [05760] = & [{172} ) {374}]
0 =z
= ? (s6 contém uma varidvel : )
0 0
e

X[O‘Cam = X[{3}7{1’275}]

= [O 0 0] (nao contém varidveis).

Caso 3: w7 é estrela unica para o = {1,2,3} e f ={1,2,4,5}:
Sea={3} =a"=g;

Se B={1,2,4,5} = 5° = {3}.

Entao
Xlo, 5 = X[{1,2,3},{3}]
0
= 0 (s6 contém uma varidvel : x7)
L7
e

X[t 0] =X [2,{1,2,4,5}] =0
(as colunas 1, 2, 4, 5 ndo tém x7 : ndo contém variqveis).

Caso /: xy é estrela tinica para o = {1,2,3} e f ={2,3,4,5} :
Sea={1,2,3} = a°=g;

Se B ={2,3,4,5} = p° = {1} .
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Entao
Xla, 57 = X[{1,2,3},{1}]
0
= |ax4]| (86 contém uma varidvel : x4)
0
e

Xl pl=X[2,{2,3,4,5}] =0
(as colunas 2,3,4,5 ndo tém x4 : ndo contém varidveis).

Podemos, entao, concluir que P admite soma de linhas r e soma de colunas

c, se e so se se verificarem ambas as condigoes:

® 1 +ro+r3=c1+ca+c3+cq+ ey (soma de linhas igual & soma de

colunas);

e Nos conjuntos onde hd estrelas tunicas, as somas nao dao o mesmo,

como vimos anteriormente:

(
7”3%03

T1+T27é61+02+05
7“1+7°2+7"37é01+02+04+05
("1t retrsFeateatetcs

Vimos no exemplo 4.0.3 que o padrao triangular completo de ordem maior

ou igual a 3 comuta com o padrao completo, o que nao surpreende dado
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que é facil ver que nao possui estrelas unicas. Analisemos agora o padrao

triangular completo 2 x 2.

Exemplo 4.2.6 Consideremos o padrao

X Xk

0 =*

732><2 =

Este padrao admite a condi¢cao necessdria vy + ro = ¢1 + co, pois a a matriz

triangular
11
A — 2 2
0 1
pertence a classe de P.
Temos o padrao de varidveis
Ty T2
X =
0 T3

Como temos 2 linhas e 2 colunas, M ={1,2} e N = {1,2}.

Se a = {2}, entdo a® = {1};

Se = {2}, entao ¢ = {1} . Aplicando as condigdes necessarias para encon-
trar estrelas unicas:

X [ B = X {2}, {1)] = [

x [0 8 = 2 [{1} {2} = o] .

Logo, concluimos que x5 é estrela tnica para o = {2} e = {2} . Este facto
implica 9 # co. Por isso, o padrdo triangular de tipo 2 X 2 nao comuta com
o padrao completo.

Podemos ainda representar o grafo G, do padrao P:
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Temos as arestas: e = (v, v3); €@ = (vy,v4); € e® = (va,04). Entdo, o

grafo G é:

() (&)

De facto e de acordo com as nogoes tedricas, como xo € estrela tnica,
e® = (vi,v4) é uma aresta de corte neste grafo, ja que, se for removida,
torna o grafo desconexo, isto é, cria dois subgrafos que tém pelo menos uma

conexao.



Capitulo 5

Alguns padroes de sinais que
admitem uma matriz e a sua

Inversa na sua classe

(Eschenbach, Carolyn A.; Hall, Frank e Li, Zhongshan : "Some signs Pat-
terns that Allow a Real Inverse Pair B and B™", 1997)

Neste capitulo, o objectivo é determinar quais os padroes de sinais que ad-
mitem, na sua classe, uma matriz real e a sua inversa. A propriedade em es-
tudo envolve matrizes e as respectivas inversas e, por isso é denominada pro-
priedade do par inverso, abreviadamente /P (de Inverse Pair). Temos

entao a seguinte definigao:
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Propriedade I P

Seja A um padrao de sinais. Dizemos que uma matriz pertencente a classe
do padrao de sinais A tem a propriedade do par inverso quando a sua
inversa pertence também & classe do padrao de sinais A .

Neste capitulo vamos investigar padroes A que admitem [P, isto é, para os
quais existe uma matriz nao singular B € Q(A), tal que B™' € Q(A). J4
distinguimos, no capitulo 3, as nocoes de requerer e admitir uma propriedade.
Neste caso, existe uma reciprocidade inversa entre o requerer e o admitir a
propriedade do par inverso, ja que o conjunto dos padroes que requer esta
propriedade é uma classe pequena e homogénea, enquanto que o conjunto

dos padroes que a admite é uma classe de grande amplitude e heterogénea.

5.1 Introducao

Notagao

Ao longo do capitulo vamos utilizar a seguinte notacao:

A é um padrao de sinais quadrado de ordem n;

e A(a, ) é o subpadrao obtido de A através da eliminagao de linhas no

conjunto de fndices « e da eliminacao de colunas no conjunto de indices

B;

Se oo = 3, entdao A(a, o) = A(«r), € um subpadrao principal de A;

N ={1,2,...,n} é um conjunto de indices.
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JP ¢é o conjunto de todos os padroes de sinais que admitem /P. Este con-
junto é fechado para a semelhanca por uma matriz diagonal com entradas
+ e —, semelhanca por permutacao, passagem ao simétrico, e transposicao
(j& que temos, de facto, uma relagao de equivaléncia em JP, fazendo com-
binagoes finitas das operagoes referidas).

Antes de iniciarmos o estudo, introduzimos duas nocoes indispensaveis:

Padrao de Sinais Generalizado
Chamamos padrao de sinais generalizado a uma matriz A = [a;;], com en-
tradas no conjunto {+, —, 0, #}.

A classe do padrao de sinais generalizado A é o conjunto Q(.A), definido por
B = [bz]] € MH<R) : bij é arbitrario se Qi = #, bij =0 se Qi = 0

e sgn(bij) = a;; se a;; € {+,—}

Exemplo 5.1.1 Consideremos o padrao de sinais generalizado

# o+ -
A=10 0 #
+ # -

As matrizes B e C pertencem & classe do padrdo generalizado A:

2 1 =3 -2 8 -1
B={0 0 —4 e C= 00 3
1 -1 -1 1 0 —4

Padroes Compativeis
Dois padroes generalizados A; e Ay sao compativeis se existe uma matriz

B tal que B € Q(A1) N Q(Az). Entdo escrevemos A; ¢ Ay,



124

+ + +
Exemplo 5.1.2 A, = # e Ay = sao compativeis.
- # # 0
_ 1 2
De facto, existe B = € Q(A1) NQ(As).
-1 0

Nota 5.1.3 Dizer que um determinado valor é compativel com + ou — sig-

nifica apenas que pode tomar esses valores ou o valor #.

5.2 Condicoes necessarias
Teorema 5.2.1 Seja A, «,, € TP. Entao:

1. A contém um ciclo de comprimento n nao nulo;
2. A c T
3. adj(A) ¢ A edet A c +, ouadj(A) ¢, — A edet Ac —.

Relativamente a este teorema, vamos fazer algumas demonstragoes:

Se A admite I P, entao é claro que A admite nao singularidade, isto é, existe
alguma matriz nao singular B € Q(A).

Se A admite nao singularidade, entao claramente existe pelo menos um termo
nao nulo em det(.A).

Para qualquer padrao de sinais A estar em [JP, sabemos que existe uma
matriz nao singular B € Q(A) tal que B~! € Q(A) e BB~! = I,,. Numa pers-
pectiva qualitativa, isto ¢, falando de padroes, isto significa que A% admite o

padrao Z = diag(+, +, ..., +).
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Entao, os padroes de sinais A que admitem [P tém que ter, necessariamente

a condicao de compatibilidade
A% e TV
>

Outra condicao necessdria para A € JP vem da férmula para determinar a

entrada (7, j) da inversa de uma matriz B :

—1)3 det B(j, i)
det B

- (
(B™1)ij =
Se substituirmos B pelo padrao A, obtemos a entrada (i, j) do padrao ge-

neralizado de sinais A~! :

—1)" det A(j, 1)
det A

(A = (

Se det A = #, entao (A™1);; = #, uma vez que det A(j,i) # 0 (estamos
interessados apenas nas entradas nao nulas). Consequentemente, se det A é
qualitativamente ambiguo (#), ndo obtemos muita informacao sobre os sinais
das entradas nao nulas em A~!. No entanto, se definirmos o padrao de sinais

generalizado adj(A), por
(adjA)i; = (—1)"7 det A(j, 7).

Entao
(A1), — (adjA),;
" det A °

A € JP apenas se adj(A) c, Aedet A c +,ouadj(A) c,—Aedet Ac —.
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Temos ainda uma iltima observagao a fazer: as condigoes 2. e 3. sao inde-

pendentes. Consideremos alguns exemplos que ilustram esse facto:

Exemplo 5.2.2 Seja o padrdo de sinais

(0 0 + —]

A:00+—

+ - 4+ -

_+_+__

Calculando
(0 0 + —|[o o + =] [# # # #]
A2:00+—00+—:####:#J4

N .
=

Concluimos que o padrao A satisfaz a condigdo 2.
0 0 +
Mas (adjA)yy = det |0 0 +| =0, logo A nao satisfaz a condi¢io 3, e

+ -+
por isso A & JP.

Exemplo 5.2.3 Consideremos o padrao positivo completo:

+ + +
A=+ + +
+ + +

Claramente, (adjA);; = #,para todos os indices i e j e, por isso, A satisfaz

a condi¢ao 3.
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+ o+ | [+t + o+
A= 1+ + +| |+ + +| =+ + +
+ o+ ||+ o+ + + +

Concluimos que A% ndo tem padrio compativel com I, logo nio satisfaz a

condigao 2 e A ¢ JP.

As condigoes estabelecidas no teorema sao necessérias para padroes A € JP
de tipos 2 X 2 e 3 X 3, mas nao sao suficientes para n > 4, como mostra o

exemplo seguinte:

Exemplo 5.2.4 Consideremos o padrao

[+ + + ]
0 + + +
A=
0 +
0 — + +)
Entao
o+ o+ | [+ + o+ ] [+ o# # #]
I L e i e B L
0 + - 0 + — —| |0 # # #|
10— + +] [0 — + +] _O###_
o que implica
A e Tf
Calculamos
+ + +
det A= (+)det |+ — —| =#
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adjA = , logo adjAc — A.

o o 3
F* 3 I3k
+ I I
+ I I

0 # — -

A satisfaz todas as condi¢oes necessdarias do teorema, mas nao podemos con-
cluir ja que A € JP.
Vamos mesmo provar que

A¢ TP

Vamos supor, por absurdo, que existem B,C € Q(A) tais que BC = I,.

Entao, para quaisquer matrizes diagonais positivas D1 e Dy, temos
(D1BD,)(Dy'CDY) = I,

e como ndo houve alteragio no padrdo de sinais, D1BDy e Dy 'C Dy U ginda
pertencem a classe do padrao de sinais A. Se substituirmos B por DyBD,

podemos assumir que B tem a seguinte forma (ainda pertencendo a Q(A)):

1 1 1 1
0 1
B= U € Q(A), com f,g,i,7,l,m > 0.
0 1 =i —j
| 0 -1 ) m |
Como

11 1

(adjB)yy=+det | 0 1 f | =—-i—f<0.
01 —2

Se B~! € Q(A), entio, det B < 0 e, por isso, sgn(adjB) = —A, o que nos

conduz as sequintes desigualdades:



1. (adjB);1 < 0= im+ig+ fm > fj+ gl + jl;
2. (adjB)1y < 0= jl+j+1>1im+m+ i

3. (adjB)13 < 0= gl+m+g> fm+1+ f;

4. (adjB)1u < 0= gi+g+j>fi+i+f;

5. (adjB)yy < 0 = im > jl;

6. (adjB)o3 < 0= fm > gl;

7. (adjB)ay < 0 = fj > gi;

8. (adjB)3s < 0= m > j;

9. (adjB)y > 0= 1> 1.

Podemos mostrar os cdlculos de algumas delas:

1 f g
1. (adjB)yy =det | 1 —i —j | =—im+gl+ fj—ig+1j—mf.
-1 [ m

Entao, temos a inequacao

—m+gl+ fj—ig+lj—mf < 0

— im+ig+ fm > fj+ gl +jl.

2. (adjB)iz=—det | 1 —i —j | =—(—im~+Il+j—i+lj—m)

129
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Que nos conduz & inequagao

im—l—j+i—lj < 0

— Jjl+j+l>im+m+r1.

1 1 1
0 -1 [

Obtemos a desigualdade

< | >1.

Prossequindo com a demonstragao, vamos ainda operar com estas desigual-

dades de um modo bastante particular
a) 1.+2.+3. = 4.

(tm-+ig+fm > fij+gl+j0)+(jl+j+1 > im+m+i)+(gl+m+g > fm+Il+f)

= (im+ig+ fm+jl+j+l+gl+m+g > fj+gl+jl+im+m+i+ fm+1+f)
= ig+j+g>fi+i+f
b) 5.x 7. = 6.

(im > I x (fj > gi) = imfj > jgli

— fm>gl (i,57 >0).

c) 5.x9. = 8.

(tm > jl) x (m > j)

im? > 15° (e como m > j) =1 >i.
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d) 2.4 5.

Jl+j+1l4+im > im+m+i+jl

= Jj+Ii>m+1

mas tendo em conta 8. temos,

l—i>m—-—j=1—i>0 . (10.)
>0

e) 3.+6.

gl+m+g+fm>fm+1+ f+gl
= m+g>Il+f. (11.)

Finalmente, multiplicando as 2 dltimas desigualdades a que chegdmos,

obtemos:
f) 10.x 11.
(Il =i)(m+g) > (m—j)(l+f)
Im+gl—im—ig>ml+ fm—jl—jf
= im+ig+ fm < fj+gl+jl.
Chegamos a contradi¢cao da condigcdo 1., logo, podemos concluir que

A JP.

Este exemplo mostra que a caracterizagao geral de padroes de sinais em JP é
muito complexa. Podemos, no entanto, identificar algumas classes de padroes

de sinais em JP. Se A é um padrao de sinais que nao satisfaz as condicoes
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do teorema em estudo, entao é claro que nao pertence a JP. Existe, no

entanto, uma questao légica:

Problema 5.2.5 FExistem alguns padroes nao triviais de ordem n, com

n > 4, para os quais as condigoes do teorema sao ainda suficientes?

Teorema 5.2.6 Seja A um padrao de sinais com carp,,(A) = 1. Entdo, as

condigoes sequintes sao equivalentes:
1. Ae JP;
2. A c T
3. (A = #, Vi, j € N;
4. A € totalmente ndo nula e existe um inteiro positivo k tal que
a1Ear1 = —-

Vamos regressar agora ao estudo da dependéncia qualitativa e quantitativa
das entradas # na adjA. Definimos o conjunto S(.A) como o conjunto de

todos os padroes de sinais que ocorrem nas adjuntas das matrizes reais de

Q(A) :

S(A) = {sgn(adjB) : B€ Q(A)}.

Adjunta #-independente

Se a adj A contém k entradas #, entao chama-se #-independente se
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isto é, cada entrada # pode assumir todos os valores possiveis em {0, +, —},
com todas as possiveis combinagoes das outras entradas # na adj.A.

Se k = 0, entao é claro que a adj.A nao tem entradas # e por isso podemos
considerd-la #-independente.

Se k=1, entao a adj. A é também #-independente.

Exemplo 5.2.7 Seja

+ + 0 O
A + — 0 0
+ o+ -+
0 0 0 +]
Sabendo que <adj“4)ij = (=1)"" det A(j, 1), vamos calcular adjA:
A ; O_
(adjA),, = (1) det |+ — +| =+
0 0 +
-—i- 0 0-
(adjA), = (=1)'2det |+ — +| =—(—)=+
0 0 +
-—i- 0 0
(adjA);; = (—1)"3det [— 0 0 =0.
0 0 +
4+ 0
(adjA)zy = (=1)*T2det |+ + +| =—(+—(+)) =#, e assim por diante
0 0 +

Depois de todos os cilculos efectuados, obtemos finalmente:
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(+ + 0 0]
+ - 0 0
adjA =
+ # - +
(0 0 0 +]
Vamos agora considerar a matriz
(o b 0 0]
c —d 0 0 _
B = ,coma,b,....1 >0,
e f —g h
| 0 0 0 |

uma matriz pertencente a Q(A).

Vamos analisar a (adjB)sy (que é a posicao do # na adjA):

a b 0
(adjB)sz = (—1)*"det |e f h| = —(afi—ebi) =1i(—af + eb).
0 0 4
Entao,
—, seaf >eb
(adjB)s; = § +, seaf <eb .
0, seaf =eb

Observamos que a entrada (adjB)ss pode ter 3 valores posstveis, o que implica
|S(A)| =3"=3' =3,
logo adj A é #-independente.

Relembrando a nocao de padrao de sinais nao singular, definido no capitulo
3, observamos que este tipo de padroes tem sempre determinante com sinal

definido (+ ou -). Uma vez que os padroes nao singulares aparecem em



135

muitas aplicacoes de matrizes, vamos agora caracterizar padroes de sinais

#-independentes nao singulares em JP.

Teorema 5.2.8 Suponhamos que adj A é #-independente e A é um padrdo
de sinais nao singular. Entao A € JP se e s seadjA c Aedet Ac +, ou

adj(A) c, — A edet A c —.

Demonstragao. (=)Seja A € JP. Queremos provar que adj A c A e

det A ¢ + . Suponhamos que det A =+ e A€ JP. Se

Ae JP = 3B,B"' € Q(A).

Entao
_ djB) .
g = S9nladiB) djiB) = A.
w,_l sgn(det B) sgn (adjB) = A
=A S———
Jr

Concluimos que

adjAc Aedet A c +.

(«=) Sabemos que adjA c A e det A c +. Queremos provar que A € JP.

Como adj A é #-independente,
A€ S(A) = sgn(adjB) = A,

para algum B € Q(A)

sgn(adjB)

sgn(det B)
+

Entdo sgn(B™') = = sgn (adjB) = A.

Concluimos que

BleQA) = Ac JP.



136

De um modo andlogo se prova que se det A = — e A € JP, se verifica a

segunda condi¢ao. m

Exemplo 5.2.9 Consideremos o padrao de sinais A:

+

+
_|_
| 0

+

+
0

Calculemos det A ao longo da linha 4:

+ 4+ 0

det A= (+)det | + —
+ +

0

+ + o o

(+)-[(+) = () =+

Como A tem determinante com sinal definido, A é ndo singular.

Vamos calcular a adj A, para analisarmos as condigoes do teorema 5.2.8:

adjA =

o + + +

+

7
0

0
0

0

4+ o o

+

Observamos que adjA c A e que a adj A é #-independente, logo o teorema

5.2.8 diz-nos que A € JP.

Realmente, se consideramos uma matriz pertencente a classe deste padrao de

Stnas:

S N =
—_

= = O O

€ QA).
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Calculando a sua inversa, obtemos

T 2 00

11 900
p=12 ° € Q(A).

2 3 11

0 0 0 1

Existem padrées em JP para os quais adj A nao é #-independente. Ob-
servemos o exemplo seguinte, que mostra que ha padroes de sinais que nao
verificam as condigoes do teorema 5.2.8 e, no entanto, admitem a

propriedade do par inverso:

Exemplo 5.2.10 Consideremos o padrao de sinais
0 + —
+ — 0
+ - 0

[+
0
0

0

+__

Vamos calcular adj A e verificar se tem entradas #:

-~ 0
(adjA); = (=D'det |+ — 0] =) —(+) =#
_+ o -
-O — 0
(adjA)yy = (=1)*Ttdet |0 — 0| =—x(0)=0.
0 — _
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E assim por diante, até obtermos todas as entradas de adj A. Obtemos entao:

o # # [+ 0 + -]

0 — 0 0 — 0
adj A = * £, *

0O + — 0 0O + — 0

0 # # #| |0 + — —]

Vemos, em primeiro lugar, que adj A £, A. No entanto, se calcularmos det A,

obtemos:

O determinante de A deveria ser +, para estar nas condi¢oes do teorema
5.2.8.
Vamos considerar a matriz B, pertencente a classe do padrao A , definida

da sequinte forma:

a 0 ¢ —d
0 e —f O .
B = € Q(A),com a,b,c,d,e, f,g,h,i,j, k € RT.
0 g —h O
0 i —j —k]

Calculemos, por exemplo:

a 0 ¢
(aij)44 = (-1)4+4d6t 0 e —f
0 g —h

= —aeh+agf =a(fg—eh).
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(CLij)H = (—1)1+1 det

l

—f 0
—h 0

—J

—k

= ehk —kfg=k(eh— fg)

= —k(fg—eh).
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Analisando as expressoes obtidas para estas duas posi¢oes na adjB, con-

cluimos que se (adjB)y; > 0,entdo (adjB)sy < 0, ou wvice-versa. FEntao,

1S(A)| # 3%, o que implica que adj A ndo é #-independente (nem todos os

# podem ter qualquer valor).

No entanto temos, por exemplo:

(10 2 —1]

01 —2 0
C =

01 -3 0

01 -1 -1

o O O =

N o= w O

-1
—1

—1

Logo, A € JP, apesar de nao se verificarem as condi¢coes do teorema 5.2.8.



Capitulo 6

Padroes de sinais que requerem
valores proprios reais, nao reais

ou imaginarios puros

(Eschenbach, Carolyn A e Johnson, Charles R.: "Signs Patterns that Require
Real, NonReal and Pure Imaginary Eigenvalues”, 1990)

Neste capitulo vamos caracterizar padroes de sinais n X n que requerem n
valores proprios nao reais. E claro que aqui surge logo uma questao: "Serao
alguns destes valores préprios nao reais, imagindrios puros?". Por isso, va-
mos também tentar identificar e caracterizar padroes de sinais que requerem

valores proprios imagindrios puros. Finalmente, caracterizamos padroes de

140
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sinais que requerem n valores proprios reais.

6.1 Introducao

Podemos desde ja afirmar que:

1. Nenhum padrao de sinais de dimensao impar requer todos os valores
préprios nao reais, porque os valores préprios nao reais vém aos pares,
dado que, se um nmimero complexo ¢é valor préprio de uma matriz real,

o seu conjugado também é;

2. Nenhum padrao de sinais com um ciclo de comprimento impar ou uma

entrada diagonal nao nula requer todos os valores préprios nao reais;

3. A classe do padrao de sinais que requer todos os valores préprios ima-
gindrios puros é uma subclasse da classe do padrao de sinais que requer

todos os valores préprios nao reais, e forma uma classe mais pequena;

4. As matrizes que requerem todos os valores proprios reais incluem todas
as permutacoes por semelhanca, de padroes diagonais, triangulares,
tridiagonais (padrdes que s6 admitem entradas nao nulas na diagonal
principal e imediatamente acima e abaixo desta) e em estrela (padroes
cujos grafos sao estrelas e cujos ciclos sao sempre de comprimento 2 e

positivos);

5. Como um padrao de sinais admite um valor préprio nao real se e s6

se nao requer todos os valores préprios reais, as classes dos padroes
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de sinais que admitem um valor préprio real e que admitem um valor

préprio nao real, tém ambas muitos elementos.

Vamos agora entrar no tema em estudo; antes porém, vamos fazer algumas

observacoes, necessdrias a simplificacao de algumas demonstragoes:

e Sabemos que se um padrao de sinais A n X n é nao singular, entao tem
pelo menos 1 ciclo de comprimento n. Concluimos, por isso, que cada
componente irredutivel de um padrao de sinais A que requer todos os

valores préprios nao reais, tem que ter dimensao par.

e Suponhamos que A tem um ciclo v simples de comprimento n, definido
POr ¥ = @;1520423...0mi1. Entao, se A é bipartido, cada aresta une um

vértice de V; a um vértice de V5, ou vice-versa. Daqui, tiramos que

n

Vi=A{i1,i3,.,in1} € Vo= {io, iy, ...,int e # (V1) = #(Vs) = 5

e Nas demonstracoes dos teoremas, usamos o facto dos valores préprios

dependerem continuamente das entradas de uma matriz real.

Suponhamos que A = [a;;] ¢ um padrao de sinais irredutivel, com
um ciclo simples ~, de comprimento k. Vamos definir a matriz real

B,(0) = [b,(0);] por:

+1, se a;; = + e estd em vy
b,(0)j =q —1,se a; = — e estd em v

0, caso contrario
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Definimos a matriz perturbacao, B, (¢) = [b,(¢);;] do mesmo modo,
se a;; estd no ciclo v, e por:
+¢€, se a;; = + e nao estd em

b’y(e)ij = —€, $€ a;; = — e nao estd em y ,€ > 0.

0, caso contrério

Como os k valores préprios de B, (0) nao nulos sao algebricamente sim-
ples (isto é, tém multiplicidade algébrica 1), para perturbagdes suficien-
temente pequenas das entradas de B, (0), a matriz perturbacao B, (e)
tem k valores préprios algebricamente simples, préximos dos k valores
préprios distintos de B,(0). Entdo, B,(e) é uma matriz da classe do
padrao de sinais A, e tem k valores préprios distintos préximos das
k raizes complexas de 1 ou —1 (dependendo do sinal da permutacao
associada a ). Entdo, se v é um ciclo negativo par de comprimento k,
B, (0) tem k valores préprios distintos ndo reais que estao longe do eixo
real. Para um e > 0 suficientemente pequeno, as entradas de B,(0)
podem ser perturbadas e todos os k valores préprios nao reais de B, (e)
permanecem longe do eixo real. A semelhanca, se v é um ciclo posi-
tivo par de comprimento k, B, (0) tem valores préprios reais A = 1 e
A = —1. Para um e > 0 suficientemente pequeno, os valores proprios
reais permanecem algebricamente simples e nao podem ligar-se para

formar um par complexo conjugado.

Ainda em relacao as demonstracoes, e de forma a simplificd-las, vamos

sempre assumir que o padrao de sinais em estudo é irredutivel. A
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explicacao para isso ¢ a seguinte:

Suponhamos que um padrao de sinais A tem como componentes irre-
dutiveis Ay, As, ..., Ai. Entao, o espectro de uma matriz real B perten-
cente a classe do padrao de sinais A é a uniao do espectro das compo-
nentes irredutiveis By, Bs, ..., By, onde B; estd na classe do padrao de
sinais A;, i = 1, ..., k. Seja 7, um ciclo simples de comprimento k; em
A;, i =1, ...,k e suponhamos que B(¢) é uma matriz real com padrao
de sinais A. Definimos B(e) = [(b(€);;] por:

1, a;; € 14

10, a;; € 74

|b(€)ij| =9 e

10571 a;; € v,

€, aij#0ea; ¢y, i=1 ..k

Os valores absolutos das entradas nao nulas ao longo dos ciclos v; em

componentes irredutiveis adjacentes diferem num factor de 10. Conse-
quentemente, para perturbagoes suficientemente pequenas, os valores
préprios nao nulos numa componente irredutivel de B(e) permanecem
distintos uns dos outros e dos valores préprios nao nulos de todas as
outras componentes irredutiveis. Entao, nao ha interaccao entre os va-
lores préprios nao nulos de diferentes componentes irredutiveis, quando
e & suficientemente pequeno. Por exemplo, dois valores préprios reais
de diferentes componentes nao podem combinar-se e bifurcar-se do
eixo real para formar um par complexo conjugado. Podemos por isso

assumir que o padrao de sinais A ¢é irredutivel.
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6.2 Respostas ao problema

Teorema 6.2.1 Um padrao de sinais A, x, requer todos os valores proprios

nao reais se e so se cada componente irredutivel de A satisfaz o sequinte:
1. FE bipartida;
2. Tem todos os ciclos simples negativos;

3. E ndo singular.

Demonstragao. Vamos supor, como ji vimos, que A é irredutivel.
(<=) Suponhamos, em primeiro lugar, que o padrao de sinais .4 satisfaz
as 3 condicgoes do teorema. Queremos provar que A requer todos os valores

préprios nao reais. Vamos mostrar que se B é uma matriz da classe do padrao

n
de sinais A, entao a soma dos k x k menores principais, E(B), é nao
k

negativa se k é par, nula, se k é impar e E,(B) # 0, isto é, vamos mostrar
que o polinémio caracteristico de qualquer matriz B pertencente & classe do

padrao A é dado por
pp(r) = 2" + Ey(B)a" 2 4+ Ey(B)2"* + ... + E.(B),

com cada coeficiente ndo nulo, nao negativo e E,(B) > 0. Entdo, como
p(x) > 0 para z real, é claro que este polinémio nao tem raizes reais.

Seja entao A [a] o subpadrao principal de A, com as linhas e colunas indicadas
pelo conjunto de indices a. Se A [{i1, i2, ..., i, }] € 0 subpadrao principal de A

com p {mpar, entdo cada produto elementar A [{i1, 2, ..., i,}] € nulo,e daqui
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E

»(B) = 0,Vp < n, impar. Se p for par, entdo, o tinico produto elementar nao

nulo em A [{iy, i3, ..., 7, }] consiste em produtos de ciclos pares. Se o nimero
de ciclos pares num ciclo v de comprimento p é par, entao v é nao negativo
e sgn(y)y > 0. Por outro lado, se o nimero de ciclos pares num ciclo v de
comprimento p é fmpar, entao  é nao positivo, sgn(vy) é negativo e por isso
sgn(y)y > 0. Entao,

det A [{il, ig, cery ’Lp}] >0

EP(B) Z Oavp S n,par.

Se B € Q(A), entao a 3* condi¢ao requer que det B = E,(B) # 0 (j& que B

é nao singular). Pelo argumento anterior, sabemos que
E;(B) > 0,V¥i < n, par.
Também sabemos que
E;(B) = 0 para i impar, logo concluimos que n é par e E,(B) > 0.

(=) Suponhamos agora que A requer todos os valores préprios nao reais,
e vamos assumir, por absurdo, que A nao satisfaz uma das 3 condic¢oes pro-
postas.

Em primeiro lugar, suponhamos que A nao é bipartido. Se nao o é, entao
tem um ciclo simples impar, ou, nao satisfazendo a 2* condi¢ao, tem um ciclo
7 positivo par de comprimento k. Entao, a matriz B, (0) = [b,(0);;] ,como

definida atrds, tem k valores préprios distintos, iguais a k distintas raizes
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complexas de 1 ou —1, dependendo do mimero de —1’s no ciclo v e do sinal
do ciclo v de comprimento k£ no determinante. Para algum e > 0, definimos
como anteriormente, a matriz real B, (e) = [b,(€);;] . Entao B, (€) pertence a
classe do padrao de sinais A, e para e suficientemente pequeno, tem k valores
préprios préximos das k raizes complexas distintas de 1 ou —1. Entao, B, (e)
¢ uma matriz de Q(.A) e tem pelo menos 1 valor préprio real, o que é uma
contradicao.

Suponhamos agora que a dltima condigao (nao singularidade) nao se verifica.
Entao existe uma matriz B pertencente a classe do padrao A que é singular,

o que implica que v = 0 é um valor préprio real de B : contradicao. m

Nota 6.2.2 Seja n impar. FEntdo nenhum padrao de sinais n X n satisfaz
o teorema 6.2.1. Isto porque nao conseque, nestas condigoes, satisfazer si-
multaneamente as condicoes 1 e 3, isto é, se A é nao singular, entdo A tem
um determinante com sinal especifico. Daqui, E,(B) # 0,VB € Q(A) e A
contém pelo menos 1 ciclo impar nao nulo de comprimento n, logo A nao
pode ser bipartido. Por outro lado, se A ¢é bipartido, todos os ciclos impares
de comprimento n em A sao zero. Daqui, E,(B) = det(B) = 0; concluimos

que A é nao singular.

0+ 0 + 0 —]
- 0 4+ 0 0 O
, 0 — 0 + 0 0 ,
Exemplo 6.2.3 Seja A = . Verificamos que A é
-0 - 0 — 0
0O 00 0 0 +
[+ 0 0 0 0 0




148

bipartido.

De facto, Vi = {1,3,5} e Vo ={2,4,6}. O grafo dirigido de A é:

Calculando
[+ 0 + 0 -]
0O + 0 0 O
det A = —aﬁldet — 0 4+ 0 0] =
0O — 0 — 0
(0 0 0 0 +]
[+ 0 + 0]
0O + 0 O
= —aﬁl.(—a56)det =
- 0 + 0
+ 0 +
= ag1.a56.(—ags)det |0 + 0O =
- 0 +

= —45.056-061 (012023034 — A14023032)
= —(012023034045.056.061) + (A14045056061023032) =
= () +EH)=) =+

Concluimos que A tem determinante positivo, o que implica que A é nao

singular e todos os ciclos simples de A sao negativos. Logo A satisfaz as

condi¢oes do teorema, e por isso requer todos os valores proprios nao reais.
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Lema 6.2.4 Seja A, x, um padrao de sinais bipartido. Se \ é um wvalor
proprio de qualquer matriz B € Q(A) com multiplicidade k, entio —\ é

também um valor proprio de B com multiplicidade k.

Demonstracao. Suponhamos que um padrao de sinais A,,,, ¢ bipartido.
Entao podemos assumir, sem perder a generalidade, que A pode ser parti-

cionada

0 A
A= y ' , Ay de tipo #V) x #V5 e Ay de tipo #V5 x #V4.
0
2

Seja B € Q(A), a qual tem um valor préprio A, de multiplicidade k. Vamos
mostrar, usando uma semelhanca, que B é semelhante a —B :

I 0 0 B I 0 0 —-B
0 —1 By 0 0 —1 -B;, 0

Como duas matrizes semelhantes tém os mesmos valores préprios, A é valor
proprio de B, com multiplicidade & e —\ é valor préprio de —B com mul-
tiplicidade k, entao —\ também é valor préprio de B com multiplicidade k.
[ ]

Antes de prosseguir necessitamos da definicao de inércia de uma matriz real

n X n, B, que é o terno ordenado:
i(B) = (14(B),i-(B),io(B))

onde, contando com as multiplicidades:
i+ (B) = numero de valores préprios de B com a parte real positiva;
i_(B) = mimero de valores préprios de B com a parte real negativa;

ip(B) = numero de valores préprios de B com a parte real nula.
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Coroldrio 6.2.5 Se um padrdo de sinais A, n X n, satisfaz as condigoes do
teorema 6.2.1 e n = 2(mod4), entio A requer um par de valores préprios
conjugados imagindrios puros. Também se B € Q(A), entdo a inércia de B

é:

para algum k € {2,4,...,n}.

Demonstragao. Suponhamos que B é bipartida e tem todos os valores
préprios em conjugados complexos. Pelo teorema 6.2.4, se A = a + bi e
\ = a— bi, sdo valores préprios de B, também —\ = —a—bi e —\ = —a+bi,
sao valores proprios de B. Daqui concluimos que os valores préprios nao reais
aparecem em quadruplos complexos +a =+ bz, ou em pares imagindrios puros.
No entanto, como n = 2(mod 4), entao, B, n xn, tem que ter 1 par de valores

préprios imagindrios puros. Entao, B tem pelo menos 2 valores proprios com

parte real zero, e daqui tiramos que a inércia de B é

. n—2 n—2
Z(B):( L 7T>k)7

para algum k € {2,4,...n}. Como B é uma matriz qualquer de Q(A),
mostrdmos que A requer 1 par de valores préprios conjugados imaginarios

puros. ®m
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Exemplo 6.2.6 Seja

(0 + 0 + 0 —]
— 0 + 0 0 0
A0 000
~ 0 -0 — 0
0000 0 +
+ 000 0 0

Este ¢ o padrao do exemplo anterior. E uma matriz 6 x 6 ¢ 6 = 2mod(4).
Logo, através deste coroldrio, podemos concluir que A requer 1 par de valores

proprios conjugados 1magindrios puros.

Corolario 6.2.7 Se um padrao de sinais A, ., satisfaz as condicoes do teo-
rema 6.2.1, n = 27 para algum inteiro j > 2 e A ndo tem ciclos de compri-
mento k =2m (2 < k <n—2), para algum inteiro positivo impar m, entao
A nao admite um valor préprio imagindrio puro nao nulo. Se B € Q(A),
entao a inércia de B é

i(B) = (5.5.0)

|3

Demonstragao. Vamos supor, por hipéteses, que:

- A & um padrao n x n, que nao tem ciclos de comprimento 2,6, ...,n — 2;

- A satisfaz as condigoes do teorema 6.2.1;

- n = 2/ para algum inteiro j > 2.

Entao, A é uma matriz 4-ciclica (todos os ciclos tém comprimento muiltiplo

de 4) e o polinémio caracteristico de VB € Q(.A) ¢ dado por:
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pe(x) = 2" + Ey(B)2™* + Eg(B)2" % + ... + E,(B).

Do teorema 6.2.1, sabemos que cada coeficiente Ei(B) > 0.
Suponhamos entdo, por absurdo, que A = ci e A = —ci (¢ > 0), formam um

par de valores préprios imaginarios puros de B € Q(A). Como
M=dit=c>0
o polinémio caracteristico é:
pe(\) = " + Ey(B)c"™* + Eg(B)c" ® + ... + E,(B) > 0,

o que é uma contradicao, ja que A é valor préprio de B e por isso teria que ser
raiz do polinémio caracteristico respectivo. Como B é uma matriz arbitrdria
de Q(A), concluimos que nenhum B € Q(A) tem um par de valores préprios
imagindrios puros, o que implica que o padrao A nao admite um par de
valores proprios imagindrios puros.

Além disso, como A verifica as condigoes do teorema 6.2.1, A é nao singular,
logo nenhum B € Q(A) tem valor préprio 0. Também, pelo teorema 6.2.4,
sabemos que o nimero de valores proprios com parte real positiva é igual ao
nimero de valores préprios com parte real negativa. Logo a inércia de B é
i(B) = (3.5

que mostramos anteriormente que nao hé valores préprios imagindrios puros.

0). O zero na terceira posi¢ao explica-se muito facilmente, j



153

Exemplo 6.2.8 Seja

(8 x 8).

0O+ 0 0 0 0 0 0

0 0O + 0 0 O
0 00O+ 0 0 0 O

0

0 0 O

0 0 0 O
0 00 0 0 4+ 0
0 00 0 0 O

0

0o 00 0 0 0 0 +

+ 0 0 0 0 0 0 0

Notamos que A é bipartida, sendo que Vi = {1,3,5,7} e Vo = {2,4,6,8}.0

grafo dirigido de A é:

Calculemos det A :

+ 0 0 0 0 0 0

0O+ 0 0 O

0 0+ 0 0 0 O

0

0 0 0
0O 0 0 0 + O

0O 0 0 0 O

0

0o 00 0 0 0 +

det A= —ag;det |0 0 0
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+ 0 0 0 0 O
0O — 0 + 0 O
— g (—aps) det 0 0+ 0 0 O _
0O 0 0o — 0 0
0O 00 0 4+ 0
00000 0 —
[+ 0 0 0 0
0O — 0 + 0
= —agi(—an)(—as)det [0 0 + 0 0| =
0 0 0 — 0
00 0 0 +|
[+ 0 0 0]
= —ag1a73a67a56 det Vot =
0 0 + O
0 0 0 —]
+ 0 0
= agiargaeraseasdet |0 — 0| =
0 0 +
= —a34045056067078081 det j(: ! =
= —(a12a93034045056a67073081) = —(—) = +.

Entao A é ndo singular. Além disso, A contém apenas ciclos pares e nega-
tivos, e por isso satisfaz as condi¢ées do teorema 6.2.1, logo requer todos os
valores proprios nao reais. Contudo, n = 8 = 23, e como A ndo contém ciclos

de comprimento k = 2m, para um inteiro impar m, A satisfaz as condigoes
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do coroldrio 6.2.7, e por isso, apesar de A requerer todos os valores proprios

nao reais, A nao admite um valor préprio imagindrio puro nao nulo.

Teorema 6.2.9 Um padrao de sinais A requer todos os valores proprios

1Magindrios puros se e so se:

1. Cada entrada diagonal de A é igual a 0;

2. Cada componente irredutivel de A é uma drvore padrdo de sinais onde

cada ciclo de comprimento 2 é negativo.

Demonstracao. Podemos assumir novamente que A = [a;;] é irredutivel.
(<) 1. e 2. significam que cada matriz B € Q(A) é diagonalmente seme-
lhante a uma matriz anti-simétrica (B? = —B), e que por isso s6 tem valores
préprios imagindrios puros. Vamos ver isso mesmo:

Como A e por isso B, é combinatoriamente simétrica, (j& que é condigao
necesséria e suficiente para ser uma drvore), a;; # 0 <= a;; # 0 e o seu
grafo é uma &drvore, podemos escolher uma matriz diagonal positiva D, de
tal forma que entradas nao diagonais colocadas simetricamente em D~!BD
tenham os mesmos valores absolutos. Como cada ciclo de comprimento 2 é
negativo, estas entradas tém sinal oposto, e porque as entradas diagonais sao
zero, D~ BD ¢é anti-simétrica.

(=) Suponhamos agora que A requer todos os valores préprios imagingrios

puros, mas, por absurdo, nao satisfaz uma das condigoes estabelecidas. En-

tao:
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- Ou A tem uma entrada diagonal nao nula;

- Ou A tem um ciclo de comprimento 2 positivo, ou um ciclo simples de
comprimento superior ou igual a 3.

Vamos considerar a primeira hipétese e supor que A tem uma entrada dia-
gonal nao nula. Entao, se v = a;; para algum ¢ = {1,2,...,n}, entdo B, (e),
como definida anteriormente, tem um valor préprio real, préoximo de 1 ou
—1, dependendo do sinal de a;;. Mas sabemos, por hipétese, que A requer
todos os valores préprios imagindrios puros, o que quer dizer que v nao pode
ser uma entrada diagonal nao nula de A.

Vamos agora supor que 7 = a;;a;; ¢ um ciclo simples de comprimento 2
positivo. Entao, B, (€) tem valores préprios reais préximos de 1 e —1 para
e > 0 suficientemente pequeno. Mas, por hipétese, A requer todos os valo-
res proprios imagindrios puros. Logo v nao pode ser um ciclo simples de
comprimento 2 positivo.

Finalmente, suponhamos que v é um ciclo simples de comprimento k£ > 3
e vamos definir, como na introdugao, Bv(0). Entao, By(0) tem k valores
proprios iguais a k raizes complexas de 1 ou —1, dependendo do niimero de
—1’s em . Como estes valores proprios estao distribuidos igualmente em
redor do circulo unitario centrado na origem (raizes de 1 ou —1), pelo menos
k — 2 deles nao sao imagindrios puros. Como k > 3, sabemos que 3 —2 =1,
ou mais, valores proprios nao sao imagindrios puros. Entao, para ¢ > 0
suficientemente pequeno, Bv(€) tem pelo menos 1 valor préprio ndo nulo que

nao ¢é imagindrio puro, o que contradiz a hipétese.
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Para terminar, observamos que, como A ¢ irredutivel (D(A) ¢ fortemente
conexo), a;; # 0 = a;; # 0. Entao, para haver um caminho de j para i em
D(A),teria que haver um ciclo simples de comprimento > 3. Como nao h4,

A tem que ser uma drvore padrao de sinais. m

0+ 0 0 0 0]
- 0 — 0 0 O
, 0O+ 0 — 0 0
Exemplo 6.2.10 Seja A =
0O 0 + 0 + 0
O 0 0 — 0 -
00 0 0 + 0]

A é um padrao de sinais 6 x 6 irredutivel sé com ciclos negativos e cujo
grafo nao dirigido é uma drvore. Entao A é uma drvore padrao de sinais que

requer todos os valores proprios nao nulos 1magindrios puros.

Teorema 6.2.11 Um padrao de sinais A, xn, requer todos os valores préprios
reais se e so se cada componente irredutivel de A é uma drvore padrdo de

stnais onde cada ciclo simples de comprimento 2 é positivo.

Demonstragao. Vamos mais uma vez assumir que A é um padrao de sinais
irredutivel.

(«<=) Queremos provar que qualquer B € Q(A) é diagonalmente semelhante
a uma matriz simétrica, ja que se o for, tem espectro real. Temos por hipétese
A ser uma drvore padrao de sinais onde cada ciclo simples de comprimento
2 & positivo. Como A é uma drvore, é combinatoriamente simétrica (e logo

B também o é) e o seu grafo é uma arvore, podemos escolher uma matriz
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diagonal D de tal modo que as entradas nao diagonais colocadas simetrica-
mente em D~ 'BD tenham o mesmo valor. Entdao, D"'BD ¢ simétrica, ja
que, como os ciclos de comprimento 2 sao positivos, as entradas simétricas
tém que ter o mesmo sinal.

(«<=) Suponhamos agora que A requer todos os valores préprios reais mas
que, por absurdo, nao satisfaz as condicoes do teorema. Entao:

- Ou A tem um ciclo de comprimento 2 negativo;

- Ou A tem um ciclo simples de comprimento [ > 3.

Se se verificar a primeira hipétese, suponhamos que v é um ciclo de compri-
mento 2 negativo; entdo By(e) como foi definida anteriormente, tem 2 valores
proprios nao reais, fechados para i e —i, para um e > 0 suficientemente pe-
queno, o que contradiz a hipdtese.

Se, por outro lado, [ > 3, entdao Bvy(e) tem [ — 2 valores préprios nao reais
quando [ é par e v negativo, e [ — 1 valores préprios nao reais, quando [
é fmpar. Em qualquer dos casos, By(¢) € Q(A) contradiz a hipétese do
teorema.

Finalmente, como A ¢é irredutivel, a;; # 0 = a;; # 0, logo A é uma arvore
padrao de sinais, ja que de outro modo, para haver um caminho de ¢ para
J, em D(A), teria que haver um ciclo simples de comprimento superior ou

iguala 3. m
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(% + 0 0 0 0]
I
, 0 — # 0 0 0
Exemplo 6.2.12 Seja A =
0 — 0 # 0 0
0O + 0 0 # 0
0 — 0 0 0 #

A é uma drvore padrdo de sinais em estrela irredutivel. Tem apenas ciclos
de comprimento 2 positivos, jd que a;; € aj; tém o mesmo sinal. Entao, pelo

teorema 6.2.11, A requer todos os valores proprios reais.

Teorema 6.2.13 Um padrao de sinais A,x, admite um valor préprio real
se e s6 se A tem uma componente irredutivel que satisfaz pelo menos uma

das condigoes sequintes:

1. Tem um ciclo simples impar;

2. Tem um ciclo simples positivo par;

3. Nao é nao singular.

Demonstracao. Sabemos que A admite a propriedade p se e s6 se nao requer
nao ter essa mesma propriedade. Logo, este teorema vem directamente do

teorema 6.2.1. m

Teorema 6.2.14 Um padrao de sinais A,x, admite um valor préprio nao
real se e sé se A tem um ciclo simples de comprimento | > 3 ou tem um

ciclo negativo simples de comprimento 2.
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Demonstracao. A semelhanga dos teorema e demonstracao anteriores, este
teorema vem directamente do teorema 6.2.11. m

Enunciamos agora, sem demonstragao, dois resultados finais:

Teorema 6.2.15 Um padrao de sinais A,x, requer valores proprios reais
nao positivos e/ou valores proprios ndo reais se e sé se A ndo tem ciclos

stmples positivos.

Teorema 6.2.16 Um padrao de sinais A,x,, admite um valor proprio real

positivo se e sé se A tem um ciclo simples positivo.

Nota 6.2.17 O teorema 6.2.13 vem também do teorema 6.2.16. Um padrao
de sinais A, xn, admite um valor proprio real negativo se — A admite um valor
proprio real positivo. Do teorema 6.2.16 tiramos que —A tem um ciclo (par
ou impar) positivo y. Se v é par, entao A também tem um ciclo positivo par.
Se v é impar, entao A terd um ciclo negativo impar. Em ambos os casos, A
admite um valor préprio real negativo. Como A admite um valor préprio real
se e sd se A admite um valor proprio real positivo, negativo ou zero, obtemos
as condigoes 1 e 2 do teorema 6.2.13 a partir do teorema 6.2.16. Notamos
que o unico valor proprio real nao abrangido pelas 2 primeiras condi¢oes do

teorema 6.2.13 é A =0, o qual estd na 3* condi¢ao.

Exemplo 6.2.18 Consideremos o padrao

+_
+

0
-+
+ 0 +

0

+ 4+ o o
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Entao ) )
— 4+ 0 0
- — — 0
A=
— 0 - -
+ 0 + —

A tem um ciclo positivo impar: ajzaszasy. Logo A satisfaz o teorema 6.2.16.

—A admite um valor proprio real positivo e A admite um valor préprio real.

Observacoes 6.2.19 Menciondmos logo ao inicio, que a classe dos padroes
de sinais que admitem um valor préprio real, ou a classe dos padroes de sinais
que admitem um valor prdprio nao real, sdao muito grandes. Por exemplo,
qualquer padrao de sinais com uma entrada diagonal nao nula ou com um
ciclo simples de comprimento 2 positivo, admite um valor proprio real. Por
outro lado, qualquer padrao de sinais com um ciclo simples de comprimento
> 3 admite um valor préprio nao real. Qualquer matriz com um ciclo simples

de comprimento 2 negativo admite também um valor proprio nao real.

Exemplo 6.2.20 Observemos o padrao

_l’_
o o O

0 0]
+ 0
0 +|
+ 0]
A tem um ciclo simples de comprimento 3: ai2a93a31

Logo, pelo teorema 6.2.13, A admite um valor proprio real, e, pelo teorema

6.2.14, A admite um valor préprio nao real.
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