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RESUMO

E interessante conhecer a forma como as cargas elétricas se distribuem num elemento

condutor.

Como atualmente, pouco tem sido estudado acerca do comportamento da concentragdo
das cargas elétricas em sélidos geométricos, o presente trabalho consiste em investigar e
efetuar um estudo da distribui¢do de cargas elétricas em superficies condutoras de
geometria simples, recorrendo a andlise matematica, a conhecimentos de
eletromagnetismo e a utilizagdo do método dos momentos, ou método dos potenciais
constantes, para resolver informaticamente o problema, uma vez que a analise do
método dos campos elétricos nulos no interior dos condutores se torna ainda mais

complexo.

Foi apresentada uma nova formulacdo matematica, para alguns casos particulares da
aplicagdo do método dos momentos, no estudo dos condutores cilindricos e linhas

condutoras.

Foi estudada a distribuicdo de cargas elétricas em solidos de geometria simples. Foram
efetuados calculos e dedugodes, determinando os valores das grandezas elétricas em
esferas, calotes, superficies circulares, cilindros, cones e elipsoides. No final, foram
apresentados quadros comparativos de algumas aplicagdes praticas, e tiradas conclusdes

para algumas das figuras mais interessantes estudadas.

Pretende-se que o presente trabalho sirva de base a futuros estudos mais aprofundados

sobre distribuicdo de cargas elétricas em superficies condutoras de geometria simples.

Palavras-chave:

Carga elétrica; potencial elétrico; energia elétrica; capacidade elétrica; densidade

superficial de carga; esfera; cilindro.



ABSTRACT

It is interesting to know how electric charges are distributed in a conducting element.

As currently, little has been studied about the behavior of the concentration of electrical
charges on geometric solids, this work is to carry out a study to investigate the
distribution of electrical charges on conducting surfaces of simple geometry, using the
mathematical analysis, the knowledge of electromagnetism and the use of the moment
method, or constant potential method, by computer to solve the problem, since the

analysis of the void electrical fields within conductors becomes even more complex.

Was presented a new mathematical formulation, for some particular cases of application

of the moment method, in the study of cylindrical conductors and conductive lines.

It was studied the distribution of electric charges in simple geometry solids.
Calculations and deductions were made, determining the values of electrical parameters
in spheres, caps, circular surfaces, cylinders, cones and ellipsoids. At the end, were
presented comparative tables for some practical applications, and draw conclusions for

some of the leading figures.

It is intended that this study will serve as a basis for further investigation into the

electrical charge distributions in conductive surfaces with simple geometry.

Keywords:

Electric charge; electric potential; electric energy; electric capacity; superficial charge

density ; sphere; cylinder.
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CAPITULO 0 —- FORMULARIO

FORMULARIO

GRANDEZA

Nome
Altura
Capacidade elétrica
Carga elétrica
Comprimento
Densidade de corrente elétrica
Densidade de energia elétrica
Densidade linear de carga elétrica
Densidade superficial de carga elétrica

Densidade superficial de carga elétrica

considerando o potencial do condutor unitario

Densidade volumica de carga elétrica
Diametro

Diferenga de potencial

Distancia

Energia

Flecha

Forca

Intensidade da corrente elétrica
Intensidade do campo elétrico
Permeabilidade elétrica do meio

Poténcia

Potencial / tensdo elétrica

Quantidade de eletricidade / carga elétrica
Raio

Relacao de proporcionalidade entre G’ e g
Resisténcia de um elétrodo de terra
Resisténcia elétrica do condutor
Superficie

Trogos / segmentos

Valor médio aproximado da tensdo de disrupcdo

Volume

Simbolo
H, h
C
Q
L,1
J

Q

&
EU@
>-]

trj»-'ﬂv-agﬂ-

UNIDADE

Nome Simbolo
Metro m
Farad F
Coulomb C
Metro m
Ampére por metro quadrado A/m?
Joule por metro cubico Jm’
Coulomb por metro C/m
Coulomb por metro quadrado C/m’
Por unidade pu
Coulomb por metro cubico C/m’
Metro m
Volt v
Metro m
Joule J
Metro m
Newton N
Ampeére A
Volt por metro V/m
Farad por metro F/m
Watt W
Volt v
Coulomb C
Metro
Por unidade pu
Ohm Q
Ohm Q
Metro quadrado m’
Metro m
Quilovolt por centimetro kV/cm
Metro cubico m’

Tabela 1 — Algumas grandezas e unidades SI.
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CAPITULO 0 —- FORMULARIO

Nome

Permeabilidade elétrica do vazio €

Simbolo

Valor

8,842x10™2 F/m

Tabela 2 — Algumas constantes elétricas.

NOME

Angulo sélido elementar

Capacidade elétrica
Densidade de corrente elétrica

Densidade de energia elétrica
Densidade linear de carga elétrica

Densidade superficial de carga
elétrica

Densidade volumica de carga
elétrica

Diametro

Diferenga de potencial entre A ¢ B

Diferenca de potencial entre A ¢ B
(campo uniforme)

Equacao de Poisson

Energia elétrica / eletrostatica

Intensidade de campo elétrico

Lei de Ohm

Perimetro da circunferéncia

Potencial elétrico
Potencial eletrostatico

Potencial num ponto

EXPRESSAO

S Q ~
1 I
< Il Il |
N
h
3 &|© wle =Io v

UNIDADE

Nome

Esterradiano

Farad

Ampére por metro

quadrado

Joule por metro cubico

Coulomb por metro

Coulomb por metro
quadrado

Coulomb por metro
cubico

Metro

Volt

Volt

Joule

Volt

Volt
Metro

Volt
Volt

Volt

Simbolo

Q

F

A/m?

J/m’®

C/m

C/m?

C/m®
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Quantidade de eletricidade / carga

elétrica

Relacdo de proporcionalidade entre

c’egg

Superficie da base do cilindro

Superficie da circunferéncia

Superficie da esfera

Superficie do elipsoide

Superficie do triangulo

Superficie lateral do cilindro

Superficie total do cilindro

Valor médio aproximado da tensdo

de disrupgao
Volume do cilindro

Volume da esfera

= o
Seei = mT?
Scire =T T2
Sesp = 4mr?
a
Selipsoide = Zf 2myds
0
1
Striang = E bh
SLCil =2nrlL

SC” = 67TT2

AV
Emed = |E
Vol =mr?L

4 3
Voless = 3 Tr

CAPITULO 0 —- FORMULARIO

Coulomb

Por unidade

Metro quadrado
Metro quadrado
Metro quadrado

Metro quadrado

Metro quadrado

Metro quadrado
Metro quadrado
Quilovolt por
centimetro

Metro cubico

Metro cubico

Tabela 3 — Formulario de grandezas.
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CAPITULO 1 — INTRODUCAO

1. INTRODUCAO

E interessante conhecer a forma como as cargas elétricas se distribuem num elemento

condutor.

Atualmente existem inumeros estudos sobre a distribuicdo das cargas elétricas nos
condutores, no entanto, pouco tem sido estudado acerca do comportamento da

concentragdo dessas cargas em solidos geométricos.

Pretende-se, com o presente trabalho, efetuar um estudo da distribui¢do de cargas
elétricas em superficies condutoras de geometria simples, recorrendo a analise
matematica, a conhecimentos de eletromagnetismo e a utilizacdo do método dos
momentos, ou dos potenciais constantes, para resolver informaticamente o problema,
uma vez que a analise do método dos campos elétricos nulos no interior dos condutores

se torna ainda mais complexo.

Sera efetuada uma revisdo acerca do método dos momentos e sua aplicagdo segundo
diferentes autores, e onde, no final, serd também apresentada uma nova formulagdo
matematica para alguns casos particulares da aplicacdo deste método, no estudo dos

condutores cilindricos e das linhas condutoras.

Em seguida serdo efetuadas analises de alguns so6lidos geométricos, comegando pelo
cilindro condutor, que sera estudado, em mais pormenor, o caso do cilindro de
comprimento igual ao didmetro, com esfera inscrita, e com esfera circunscrita, apenas
de modo comparativo. Neste sentido serdo efetuados calculos e dedugdes, concluindo
graficamente o célculo dos valores das grandezas elétricas inerentes, como as energias ¢
as capacidades dos cilindros condutores. Ainda neste &mbito, mas com uma abordagem
menos intensiva, serdo estudados alguns casos para os cilindros condutores comprido e

curto.

Posteriormente serd abordada a esfera condutora, onde sera analisada isoladamente e
sob a influéncia de outra esfera idéntica de carga simétrica. Serdo efetuados calculos e

dedugdes, determinando os valores das grandezas elétricas inerentes. Estudar-se-ao as
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capacidades entre duas esferas condutoras, apresentando-se graficamente os valores das

variagOes da densidade superficial de carga.

Serd estudada a distribuicdo de cargas elétricas nas calotes esféricas condutoras,
admitindo, embora erradamente, que a sua distribuicdo nas superficies (esférica e
circular) sdo uniformes, e verificar, nesse sentido, o comportamento do potencial no seu
interior, que na realidade deveria ser constante. Também sera estudada uma superficie
circular condutora de espessura infinitesimal, que constitui a base da propria calote

esférica e ainda a distribui¢do de cargas num elipsoide.

Serd também estudado o cone de material condutor, onde sera feita uma abordagem
similar aos outros cones condutores de dimensdes diferentes. Serdo determinadas as
grandezas elétricas e apresentados graficos comparativos, concluindo-se o estudo entre

os diversos tipos de cones.

Finalmente, sera efetuado um estudo comparativo das grandezas elétricas presentes em
alguns dos solidos geométricos estudados e retiradas conclusdes. Também serdo
abordados alguns exemplos de aplicacdo pratica relativos a distribui¢do de cargas

elétricas em materiais condutores, ¢ abordado um exemplo para os elétrodos de terra.

Nos anexos A e B, encontra-se uma breve abordagem acerca de coordenadas cilindricas
e esféricas e sdao apresentados a determinagao do perimetro, superficie, area e volume do

elipsoide para recurso no estudo no presente trabalho.
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2. METODO DOS MOMENTOS

Atualmente s3o utilizados métodos analiticos e/ou numéricos na resolugdo de problemas
nas areas da engenharia ou das ciéncias aplicadas, mas sdo os analiticos os mais
utilizados na resolugdo de equagdes algébricas. Como, nestas areas, os problemas sdo
reais e ndo lineares, a sua resolucdo ¢ muitas vezes complexa, surgindo situagdes em
que se torna quase impossivel obter uma solugdo analitica. E o caso das equagdes
diferenciais, em que se torna dificil encontrar um problema que possa ser resolvido

analiticamente sem se imporem condi¢des de simplificacao.

Perante este problema, surgiu entdo a necessidade de se recorrer a modelos informaticos
para se obterem resolugdes rapidas e eficientes. O método dos momentos' ¢ um desses
modelos informdticos, que converte equagdes integrais complexas em sistemas de
equagoes lineares simples. Este método utiliza uma técnica conhecida por método dos
residuos ponderados, que estabelece um conjunto de fungdes de base com um ou mais
parametros variaveis. Os residuos sdo basicamente dados pela diferenga entre a solucao
de base e a solugao real. E os parametros varidveis sao determinados de forma a se obter

a melhor aproximagao das fungdes de base, de modo a minimizar os residuos.

A situagdo ideal sera a de determinar a fungdo de base para a qual os residuos se
anulam. Existem intimeras fungdes de base que podem ser aplicadas ao mesmo
problema, o que obriga a uma escolha criteriosa de uma funcdo do género da funcdo
desconhecida f. Algumas regras na escolha das func¢des de base podem ser encontradas
em livros como os de Harrington [1], mas ¢ de salientar que os conjuntos de fungdes de

base f,, devem ser linearmente independentes.

Com o objetivo de simplificar o programa computacional, recorre-se as fungdes de teste
ou fungdes de peso w,,, conhecidas, cujos elementos devem ser linearmente

independentes para que as N equacdes também o sejam. As fungdes de teste devem ser

' Método dos momentos — termo utilizado pela primeira vez por Harrigton [1].
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semelhantes as fungdes de base, mas quando estas sdo iguais (w,, = f,,) designa-se por

método de Galerkin®.

2.1 FORMULACAO MATEMATICA

Segundo Casimiro, Lopes ¢ Emidio [2], passemos agora a um pequeno resumo do

modelo matematico do método dos momentos exposto no ponto anterior.

Uma equagdo ndo homogénea com a fung¢do f desconhecida, pode ser traduzida numa
série de fun¢des fi, f7, ..., fn conhecidas, designadas por fun¢des de base ou funcdes de

expansdo, com a,, constantes [2].

f=zanfn 2.1)

Para obter uma solug¢do exata, o segundo termo da equagdo terd de ser dado por um
somatorio com infinitos elementos. Se o numero de elementos for finito, obter-se-a uma

solugdo aproximada [2].

Linearizando a expressdo (2.1) [2], obtém-se uma fun¢do conhecida g (método das

diferencas finitas de Lagrange®), cujas incognitas serdo os escalares a,,, dados por:

L(f) = Z an L(f) =g (2.2)

n

Se se considerar a solugdo aproximada, com N fung¢des de base, a resolucdao da equagdo

nao seria possivel por haver mais incognitas N do que equagdes [2].

2 e . , . , . , .
A substitui¢do de Galerkin, bem como o método de Galerkin, ¢ um procedimento numérico para a
solugdo aproximada de equagdes diferenciais parciais e problemas variacionais [5].

3 Método das diferengas finitas de Lagrange — ¢ um método de resolugdo de equagdes diferenciais que se
baseia na aproximagdo de derivadas por diferengas finitas [5].
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De modo a determinar «,,, ¢ efetuado o produto escalar entre cada fungdo de teste ou de
peso w,, conhecida e a funcdo g (da expressdo (2.2)). E aplicando as propriedades
comutativa e distributiva, vira (2.3) [2]:

(g W) = D e (LU W) = D iy Wi, L) = (Wi, 9),

n

(2.3)
m=123,..

Desenvolvendo o somatério com as funcdes de teste que se possui, pode-se escrever a

expressao (2.3) sob a forma matricial (2.4) [2]

[Lmn] [@n] = [Gm] © [@n] = [Lmn] " [Gim] 2.4)

Sendo m = n, se a matriz [ for ndo singular, entdo a sua inversa existe. Entdo vira,

segundo Casimiro, Lopes e Emidio [2]:

=l [@n] = U] [bmn] " [9m] 2.5)

com [f,]=[fi fo fz3 :]. Solugdo esta que pode ser aproximada ou exata,

dependendo da escolha dos valores de f,, e de wy, [2].

2.2 APLICACAO DO METODO

Como ja referido, o método dos momentos tem a vantagem de ser um modelo de facil
implementag¢do, utilizado na resolucdo de equacdes integrais, diferenciais ou integro-
-diferenciais. A titulo de exemplo, ir-se-a aplicar o método dos momentos na resolugao
da equagdo de Poisson®, cuja solugdo integral aplicada as cargas distribuidas em
volume, que também pode ser dada pela derivada da Lei de Coulomb, resulta na
expressao, segundo Sadiku [3]:

Vp=jv 40 —fv P avol (2.6)

odmer admer

* Equagio de Poisson — ¢ uma equagdo de derivadas parciais definida por V2. =f e descreve o
potencial elétrico em eletrostatica por Au = f(x) [5].
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em que:

e 1, —Potencial elétrico num ponto a superficie lateral do fio condutor [V];
e ( — Carga elétrica total [C];

e p — Densidade voliimica de carga elétrica [C/m3];

e & — Permeabilidade elétrica do meio [F/m];

e r — Distincia ao ponto [m];

e Vol — Volume da regido das cargas elétricas [m?3].

Pela expressao (2.6), desde que se conhega o valor da distribuicdo da carga, podem-se
determinar os valores do potencial, da intensidade do campo elétrico ¢ da carga total.
No entanto, se ndo se souber o valor da distribuicdo da carga, j4 ndo serd possivel a
determinagdo pela formula da expressao (2.6) [3], apesar de se poder saber o valor do

potencial por intermedio de voltimetros eletrostaticos.

No célculo da distribuicdo de cargas elétricas, um dos problemas mais comuns ¢ o da
distribui¢do de carga num fio condutor com potencial fixo. O método dos momentos
pode ser utilizado para resolver este tipo de problemas, mas também pode resolver
outros problemas simples, como a distribuicdo de cargas em superficies, como por

exemplo, em placas retangulares ou circulares [3].

N
<
NS

Figura 2.1 - Fio condutor, de raio r e comprimento L, com o potencial constante.

Da Figura 2.1, considerando um fio condutor de pequeno didmetro e de raio 7,
comprimento L (L > r) e de potencial V,, pretende-se determinar a densidade linear de
carga A, em [C/m], ou a densidade superficial de carga o, em [C/m?], ao longo do
condutor. Recorde-se que, uma vez determinado A, ou o, os valores das variaveis

dependentes podem ser facilmente encontradas [3].
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Partindo da expressdo (2.6), e aplicando-a a este caso concreto, em qualquer ponto do

condutor tem-se que [3]:

V—jL aa— V—f ?_ds 27
o ), d4me,r ou ), 26, " 7)

em que:

A=2nro (2.8)

Aplicando a primeira expressao de (2.7) a um determinado ponto yy, vira [3]:

1 (" A
]/b:
4'77:‘90 0 |yk_3’|

dy (2.9

sendo:

e 1/, — Potencial elétrico no fio condutor [V];

e 1 — Densidade linear de carga [C/m];

e o — Densidade superficial de carga elétrica [C /m?];

e &, — Permeabilidade elétrica do vazio: g, = 8,842 - 10712 [F /m];

e r — Distincia ao ponto [m];

e k —Ponto onde se pretende calcular a grandeza no fio condutor [m];
e L — Comprimento do fio condutor (0 < y, < L, k € N)[m];

e S, — Superficie lateral do fio condutor [m?].

Recorda-se que uma integragdo consta essencialmente em encontrar uma area dentro de
uma fun¢ao continua. Portanto, se Ay for pequeno, a integragdo de uma fungdo f(y),

para 0 < y < L, sendo N o niumero de parcelas, sera dada pela série [3]:

L N
f fO)dy = f(y)Ay+ f(y2) Ay + -+ f(yy) Ay = Z f () Ay (2.10)
0 k=1
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onde, neste caso, o condutor de comprimento L foi dividido em N unidades de

comprimento Ay, sendo portanto (em termos de densidade linear de carga):

A Ay N A, Ay N Ay Ay

dme,V, =~ —_— (2.11)
0 k=l e = yal Vi = vl
ou (em termos de densidade superficial de carga):
o1 AS o, AS oy AS
47'[(90]/0 ~ 1 L 2 L eee # (212)
Ve =y1l - 1yie — 2l Vi = yul
em que:
L
Ay = — 2.13
Y=y (2.13)
e
AS; =2nrAy ou dS,=2nrdy (2.14)

Na expressao (2.11), ndo se conhecem os elementos da densidade linear de carga 4, (ou
da densidade superficial de carga o), no segmento constante y,, ficando A4, 4,, ..., 1y
(ou a4, 05, ..., ay) constantes desconhecidas. Como a equagdo suporta todos os pontos

do condutor, obtém-se N equagdes idénticas relacionando-as com os respetivos pontos

em yy, Va, -, Vi, -, Yy desse condutor. Assim obtém-se [3]:

A A A, A Ay A

(4me vy =22y 2V L N
ly1 —yil  |y1 =yl ly1 — ywl
A Ay Ay Ay Ay Ay

4me,V, = +oee

N termos 1 o ly2 —vil vz — y2l ly2 — ywl (2.15)

A, A A, A Ay A

dme vy =AYy 2TV L INTY

\ lyy —y1l  lyny — ¥2l lyn — yul

ou

o, AS o, AS oy AS

(4me, v, = Lo e A
ly1 —yil  |y1 =yl ly1 — ywl
o1 AS|, 0, AS; oy AS},

4me,V, = +oee

N termos o ly2 —vil vz — y2l ly2 — ywl (2.16)

o, AS , AS oy AS

47-[80 ]/0 = 1 L 2 L + ...+#

\ lyy —v1l  lyy — 2l lyn — ywl
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Relacionando os membros da expressao (2.9) com a expressao (2.15) ou (2.16) nos
pontos coincidentes, € similar ao conceito de se calcular momentos em mecanica, por

isso esta técnica ¢ chamada de “método dos momentos™ [3].

/‘{1 /‘{N
A
2 A
Yyi y2 Yk Yn
L
Figura 2.2 — Divisao do condutor em N segmentos e evolu¢ao qualitativa da densidade linear de carga
A.
ou
01 O-N
0,
Ok
Yyi y2 Yk Yn
L

Figura 2.3 — Divisdo do condutor em N segmentos e evolugdo qualitativa da densidade superficial de
cargao.

Como, por observacdo da Figura 2.2 e da Figura 2.3, os pontos intermédios de y;,
Y, -, YN, estdo localizados nos centros de cada segmento. Assim, as expressoes (2.15)

e (2.16) podem entdo ser representadas pela matriz [3]:

Vil = [s'ix] (] ou Vil = [six] [ow] (2.17)

com:

1
Vil = Vo] = H (2.18)
1

em que V, ¢ considerado constante no interior do condutor e de valor igual a 1 pu,

i=0;1..;M, k=0;1;...; N, sendo a matriz quadrada, logo M = N.
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Sendo a matriz quadrada [s'i,k], para cargas lineares, ou [si,k], para cargas distribuidas

em superficies, dada por [3]:

[S00 S01 = Son]
1 s’ s’ e 5! A
[s"i] = [0 11 LNl em ques';, = ik (2.19)
4me, | P lvi — Yl
S,M,O S,M,l S,M,N
ou
50,0 50,1 SO,N
1 S S o S1N AS
[sik] = | 1.'0 11 I, emque S;, = —L,i =k (2.20)
’ 4me, J ' lyi — Vil
SM,O SM,l e SM,N
e
Al 0'1
A o
[Ak] = :2 ou [O'k] = :2 (221)
AN O-N

Os elementos da matriz das expressdes (2.19) ou (2.20) sdo desconhecidos, pelo que
podem ser determinados por qualquer uma das equagdes matriciais de (2.17), utilizando
a regra de Cramer’, a técnica de eliminacio de Gauss® ou a matriz inversa. Assim,

utilizando a matriz inversa, resultara [3]:

Ml =4me, [s'u] " Vil (2.22)

ou

[oi] = 4me, [si] ~ Vi (2.23)

em que a expressao (2.22) ¢ utilizada para cargas linearmente distribuidas, e a expressao

(2.23) ¢ utilizada para cargas distribuidas em superficies.

> Regra de Cramer — ¢ um teorema em algebra linear, que da a solugio de um sistema de equagdes
lineares em termos de determinantes [5].

% Técnica de eliminagdo de Gauss — em algebra linear, ¢ um algoritmo que visa transformar uma matriz
arbitraria numa matriz em escada de linhas, através de operagdes elementares, nomeadamente trocas de
linhas e adi¢des de multiplos de certas linhas a outras linhas [5].
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Deve-se prestar atencao na analise dos elementos diagonais (termos proprios) da matriz

[s’i,k], ou [si,k], nas expressoes (2.15) ou (2.16), e nas expressoes (2.19) ou (2.20), pois,

sempre que o condutor estiver carregado, a densidade superficial de carga o

corresponde a area do condutor. Portanto, no centro de cada segmento, a tensdo ¢

determinada por [3]:

A
1 (2 2 2

z
L
V = y =

Cnre T 4, LY 2mryr2+y? dme,

ey

|
lnl
|

ou

g @

A [
v 1 fZ”jTy L |
centro = 4 e o _% [r2 T y2 P y_ZSO nll

>
£
N—
N
+
=
N

Ay

Considerando que Ay > r, vira [3]:

A Ay
Veentro = 2me 1n<r>
o

ou

ro Ay
Veentro = . In ( . )
)

Logo, os termos proprios (i = k) serao dados por [3]:

Ay
Ai,k =2 ln <T>

ou

A
Aix=4mnrIn (Ty)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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Substituindo na expressdo (2.17) resulta em [3]:

[ Ay Ay Ay 1
() L
r ly1 — ¥2l ly1 — ywl 1 1
Ay )1 (Ay> Ay /11 .
ly: =yl “ 7 o=l | 2] =4me | (2.30)
: ‘ 5 A 1
2 In (—)
Liyn =yl lyw — vl r /-
ou
[ Ay Ay Ay 7
2 In (—) -
r ly1 — yal ly1 — yul o 1
Ay 2 In (A_y) Ay o .
2T [y, =yl r a—wnl| || =47 |: (2.31)
H H E g 1
Ay Ay cee 51 <Ay) N
Llyy — 1l lyw — yal n

ficando as expressdes (2.30) e (2.31), num modelo simples, para serem resolvidos

informaticamente num programa ou rotina matematica.

No entanto, Robert [4] determinou a seguinte expressao para determinar a densidade de

carga elétrica num condutor retilineo finito, dado por:

2(i—k)+1+\/(i—;)2+[2(i—k)+1]z

dmeyVy = Ak In

2.32)
' 2(i—k)—1+\/(i—;)2+[2(i—k)—1]2

N
k=

em que:

e &, — Permeabilidade elétrica do vacuo: &, = 8,8542 - 10712 [F /m];

e 1/, — Potencial elétrico no condutor [V];

e A, — Densidade linear de carga referente ao segmento de indice k [C/m];
e k — Numero de partes que a superficie ¢ dividida: k = 1,2, ..., N;

e N — Numero de pontos;

e [ — Numero de itera¢des do somatoério: i = 1,2, ...,N;
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e r — Distincia ao ponto [m];

e Ay — Comprimento de cada segmento da divisdo do condutor [m].

Para um exemplo pratico, considere-se agora I, =1V, L=1m,r=1mme N = 10
(Ay = L/N); com estes dados, e comparando as expressdes (2.22) e (2.23) com as
expressoes (2.30) e (2.31), podem ser facilmente calculados os valores desconhecidos

de 4, (ou de oy), utilizando um software matematico [3].

Também, considerando distribuicdes lineares de carga A, em fun¢do do comprimento [
(ou distribuicdes superficiais de carga g, em funcdo da superficie lateral S;), € possivel

determinar a carga total no condutor através das expressoes [3]:

L St
= = 2.
0 fo/ldl ou Q fo o ds, (2.33)

cujas formas discretas, para uma divisdo em N partes iguais, serdo dadas por:

N N
Q= Z Akdy  ou Q= Z oy AS;, (2.34)
k=1 k=1

Neste caso, com os parametros arbitrados, o valor da carga total resultaria em:

Q = 8,536 pC (2.35)

A intensidade do campo elétrico E, em [V /m], em qualquer ponto também pode ser
facilmente calculado através da expressao [3]:

E—f A dl d 2.36
- ) 4me, d? (2.36)

que pode ser escrita na forma discreta por:

YA Ayd
E= k BY

4me,d?
k=1

(2.37)

em que:

e E — Vetor intensidade do campo elétrico [V /m].

e 1 —Densidade linear de carga elétrica [C/m];
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e &, — Permeabilidade elétrica do vacuo: g, = 8,842 - 10712 [F /m];

e d — Distancia entre a carga e o ponto onde se pretende calcular a intensidade do
campo elétrico [m];

e d — Versor da distdncia entre a carga e o ponto onde se pretende calcular a
intensidade do campo elétrico (modulo unitério);

e d — Vetor da distancia entre a carga ¢ o ponto onde se pretende calcular a
intensidade do campo elétrico [m];

e Ay - Comprimento dos segmentos da divisdo do condutor [m].

Onde, em coordenadas retangulares, ter-se-a [3]:

d=d=@x-x)de+ @ -y)dy+(z-2)d, (2.38)

em que (xg, Yk, Zx) € a posi¢do do ponto da carga, e (x,y,z) ¢ o ponto de origem ou

ponto onde se pretende calcular a intensidade do campo elétrico.

De acordo com a expressdao (2.30) e com os dados anteriormente apresentados, a
representacdo grafica da densidade linear de carga A (ou equivalente superficial de carga

o), em funcdo da distancia y, dada por segmentos, pode ser traduzida pela Figura 2.4

[3].

A(C/m) 4
101

8
Ao (ou ay)

6_

y (m)

|

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.4 — Exemplo: graficode A (ou o = 4/(2 wr)) em funcdode y, para L = 1 m.
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Da Figura 2.4, considerou-se N = 10 pontos para obter a distribuicdo da carga . Um
valor pequeno de segmentos N resulta numa solu¢cdo menos precisa, € um valor grande
de segmentos N resulta numa solucdo mais precisa. No entanto, se N for demasiado
grande, poderdo surgir problemas computacionais ao inverter a matriz quadrada [s'i'k]
(expressao (2.19)) ou [si'k] (expressao (2.20)), pois a capacidade computacional pode

limitar a exatidao do céalculo numérico [3].

Até aqui foi explicado o método dos momentos e demonstradas as expressoes utilizadas
por varios autores. No entanto, observando as Figuras 2.2, 2.3 e 2.4, facilmente se chega
a conclusdo que estas apresentam uma distribui¢ao hiperbdlica idéntica a equagdo da

catenaria de uma linha fixada a apoios nivelados (calculo mecanico das linhas).

Nesse caso particular, a distribuicdo de cargas, lineares ou superficiais, pode ser
aproximada a uma fun¢ao hiperbolica do tipo:
e¥+e” yo oy

cosh (y) =T=ﬁ+7+ﬂ+m (2.39)

em que cosh (0) = 1, cuja representagdo grafica ¢ dada pela Figura 2.5:

1.8 _

2
Ny -t
8 Vértice da catenaria Ao (ou ap)
0.8 | H
0.6 i
0.4 i
0.2 i
0 | | | | | | | | I A\ 4 \ 4
1 0.8 0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.5 — Representacgdo grafica de uma linha aérea (equacao da catenaria), considerando vao
unitdrio (—1 < y;, < 1). Analogia com a distribui¢cdo de cargas num cilindro de comprimento finito.
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Da Figura 2.5, ter-se-a:

e H — Altura do apoio em relagdo a uma referéncia [m];
e h— Altura do vértice da catenaria em rela¢do a mesma referéncia [m];

e f —Flecha [m].

Ainda da Figura 2.5, verifica-se que, para um condutor cilindrico retilineo, a
distribuicdo de cargas elétricas ¢ aproximadamente igual a equacdo da catenaria de uma
linha fixa entre dois apoios nivelados, que traduz a equacao das ordenadas dessa mesma

catenaria.

Tal como a expressao (2.39), e considerando apenas o estudo da densidade superficial
de carga o, verifica-se que as diversas variagdes da distribuicdo de carga nalgumas
configuracdes geométricas de formas diferentes, obtidas por célculos de simulacdo
computacional, em relagdo a um eixo de simetria, segue aproximadamente uma lei dada
por:

o = o, cosh (k, y*3) (2.40)

em que g, € k, sdo pardmetros reais e positivos (g, — densidade superficial de carga a
meio do condutor cilindrico e k, — parAmetro de dimensdes iguais a [m~%3]), e k3 é um

numero natural (adimensional), sendo todos obtidos a partir das condi¢des fronteira.

Um outro método, provavelmente mais correto, embora mais exaustivo, consiste em
determinar o polindmio que se ajusta aos diferentes valores obtidos por métodos

computacionais, utilizando o método das diferencas finitas (Newton ou Lagrange).
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3. DISTRIBUICAO DE CARGAS EM CILINDROS
CONDUTORES

Neste capitulo estudar-se-a a distribuigdo de cargas em cilindros condutores. Como se
sabe, o condutor elétrico ¢ um cilindro muito comprido e se se considerar que esse
mesmo condutor pode ser representado por varios cilindros pequenos, poder-se-ao
calcular as distribui¢des de cargas no condutor, utilizando o somatorio das suas partes,

como sugerido no método dos momentos, estudado no capitulo 2.

Sera efetuado um estudo sobre os cilindros de relagdo comprimento igual ao diametro, e
por estes serem os que t€ém mais interesse do ponto de vista de posi¢ao intermédia entre
o cilindro comprido (fio cilindrico) e o cilindro curto (chapa circular), ira ser feita uma

abordagem mais aprofundada.

Sera também feita uma breve abordagem sobre calculo de potenciais em cilindros
compridos (com uma relagao de comprimento de pelo menos o dobro do seu diametro)
e de cilindros curtos (em que o seu comprimento ¢ de aproximadamente metade do

diametro).

3.1 CILINDRO CONDUTOR DE COMPRIMENTO IGUAL AO
DIAMETRO

Neste subcapitulo estudar-se-a a aplicagao do método dos momentos a um condutor
cilindrico. Se se considerar apenas a distribuicdo de carga em cada intervalo do
condutor, ter-se-4 um cilindro relativamente curto, com didmetro igual ao seu
comprimento, ou seja, cuja relagdo didmetro-comprimento D /L ou R/h = 1 (ver Figura

3.1).
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Goc

Figura 3.1 - Cilindro condutor de didametro igual ao comprimento e circulo inscrito no cilindro
(R/h =1).
Da Figura 3.1, gy, e oy, representam a densidade superficial de carga nos centros da

superficie lateral e da superficie circular, respetivamente.

Sabe-se que o volume do cilindro ¢ dado por:

Vol.y=mR*L=2mR?h (3.1

Considerando que k; = R/h =1 e raio unitario R = 1 pu, o volume do cilindro sera

entao:

R 2mR3
VOlCil =2 7TR2 —_— = =27 (32)
kq ky

Assim, considerando um volume constante de Vol.; = 2 m, para valores da constante
k; compreendidos entre 0 e oo (0 < k; < o), para diversas relagdes das dimensdes dos
cilindros, os valores do raio R e de metade do comprimento h = L/2, estao relacionados

com o volume constante e igual a 2 7, em que:

R=3% (33)

e que:

h = (3.4)
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Considerando as densidades superficiais de carga o diferentes nas metades da superficie
lateral e das superficies dos topos (circular) do cilindro condutor, a sua distribui¢ao, em

segmentos, podera ser indicada de acordo com a Figura 3.2, em que i =0--19

(pontos).
y4
P h A (cie3dig)  (crs3dig) B
< 1« RV IRV SV Y \
A 7N N N 7N 7N
(co3do) 'Ji((cls;dls) (c173d17) (C1o5d19) (c143d14)
Superficie lateral
(cs3ds) ¥ (c133d13)
R -d .
(cp3d7) X (c125d12)
(cs3de) X (c13d1)
il (cs3ds) a<(00;d0) (c23dy) (cq5dy) (?0;d10)
A U U ) )( S\ : e
Cilindro R/h =1 O_ZC (01)51) (c};ds) G0 x
O11
C12
O3
N\ OC14
Superficie circular ois
G16
OC17
C1s
G119
iGO O1 |02 |03 |o4 [O5 106 |07 Os |09 174
<+
Ax

Figura 3.2 — Distribui¢do discreta de cargas elétricas num cilindro de material condutor o}, e pontos
(¢;; d;) para o calculo do potencial constante.

A Figura 3.2 representa um cilindro de material condutor, em que dada a propria
simetria da figura, se pode concluir que a distribui¢do de cargas elétricas ¢ sempre

simétrica em relacao a qualquer dos eixos x ou y, ou mesmo z.

Da Figura 3.2, dividiu-se, por exemplo, a superficie lateral em 10 partes, iguais duas a

duas, de que resultaram apenas dez valores discretos da densidade superficial de carga

(0-,0; 0-,1; ey 0-,9).
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Dividiu-se também cada superficie circular em 10 partes iguais, de que resultaram

apenas dez valores discretos da densidade superficial de carga (6'1g; 0'11; ; 0'19).

Também da Figura 3.2, constata-se que, nos vértices, as densidades superficiais de carga
~ . . . 7
sdo iguais, porque, pela lei de Coulomb’, essas cargas tendem a afastarem-se umas das

outras, de modo a satisfazer o principio da energia minima no condutor.

Uma vez determinados os valores de d'y:-0'19 que ird conduzir a um potencial
aproximadamente constante, considerando a relagdo 7' = ¢'/¢g, também constante ¢
unitaria (em que o ¢ a densidade superficial de carga em C/m?, e
gy = 8,842.1071%2 F /m a permitividade elétrica do vacuo), e considerando uma grelha
de pontos, suficientemente proximos uns dos outros (c,; d,), em que, a titulo de
exemplo: u=0..U ¢ v=0..V, com U=V =20pontos, em coordenadas
cilindricas, o potencial V, ,, em todos os pontos da grelha sera:

1 d T ds
Vuv: f —Q=— _— (35)
’ dmey)s Ty 4Tl Ty

em que 7, representa a distdncia entre a carga elementar dQ e cada ponto de
coordenadas (c,; d,), sendo a superficie S =S, + 2 Sz (em que S, é a superficie

lateral do cilindro e Sy a superficie de cada topo).

Assim, considerando 7’ constante, o potencial V, ,,, no ponto (c,; d,,), sera dado por:

T h (2@ R
Vi =— j j dodx +
“ 4”l—h 0o J(x—c)?*—2Rd, cose +R%+d2

R (Q2m y
+ff dody +
0o Jo J(y—c)?—2Rd, cosp + R? + d2
R (Q2m
+ff Y dody
o Jo J+c)?—2Rd, cosp + R? + d2 (3.6)

7 Lei de Coulomb — é uma lei da Fisica que descreve a interagdo eletrostatica entre particulas
eletricamente carregadas. Estabelece que o mddulo da forca entre duas cargas elétricas puntiformes (q; e
q,) ¢ diretamente proporcional ao produto dos valores absolutos (moddulos) das duas cargas e
inversamente proporcional ao quadrado da distancia r entre eles [5].
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Utilizando a expressdo (3.6) e considerando R = h = 1 pu, para uma grelha de 20x20
pontos: u =0..20, v=10...20, ¢, = u/20 ¢ d, = v/20, foi construido o mapa de
linhas equipotenciais da Figura 3.3, referente ao 1° quadrante, no plano xy, do cilindro

representado pela superficie OABC da Figura 3.2.

AY
Aml B
N \\
1,24
1,26
1,3
154 1,27
1,28
1,29
v 10
54
1,3 1,31 1,32
| vipu 1,33_>x
0 0 5l lIL'! IIS 20 C
u

Figura 3.3 — Mapa de linhas equipotenciais para 7’ constante (cilindro de diametro igual ao
comprimento).

Observando a Figura 3.3, verifica-se que, para a densidade superficial de carga 7’
constante, o potencial no interior do condutor cilindrico ndo ¢ constante como seria de
esperar, pelo que contraria a lei de Gauss, ou seja, que no interior dos condutores o

potencial ¢ constante.

Da Figura 3.3, verifica-se também que na vizinhanca do vértice B, ou seja, ao longo do
perimetro da intersecdo das superficies cilindrica e circular, o potencial V ¢ mais

reduzido, o que implica que 7’ deve assumir valores mais elevados nessa zona.

Também da Figura 3.3, constata-se que o potencial assume os valores mais elevados na
vizinhanga dos vértices A e C, ainda que o potencial no vértice A seja ligeiramente

inferior ao do vértice C. Isto significa que, na realidade, a densidade superficial de carga
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¢ inferior no centro da superficie circular dos topos, € superior no centro da superficie
lateral ou curva do cilindro condutor, que sdo as zonas onde a densidade superficial de

carga 7' tem os valores mais reduzidos do que nas arestas.

O potencial V sofre uma grande variacdo na zona do topo do cilindro condutor, se se
considerar a partir da origem O (ver Figura 3.2), até a linha de separagdo entre a
superficie lateral e a superficie do topo. Assim, os valores do potencial reduzem-se na

zona do perimetro circular e aumentam no centro da circunferéncia.

Em relagdo a distribuicdo de potencial, verifica-se que o erro maximo no interior do

cilindro condutor ¢ cerca de:
5=233 L1900 ~ 10,5 % (3.7)
T 1,33 D '
Conclui-se portanto que, para que o potencial V seja constante no interior do cilindro
condutor, serd necessario que a distribui¢do de cargas seja maior na vizinhanca do

vértice B e menor na vizinhanga do vértice C, sendo a densidade superficial de carga

elétrica maior na zona A do que na zona C.

Para modificar a distribui¢ao de cargas de modo a que a intensidade do campo elétrico
(em V/m) no interior do condutor seja nula, ir-se-do apresentar valores discretos de
densidades superficiais de carga nos potenciais dos pontos de coordenadas (c;, d;), com
i = 0---19. Foram definidos entdo, os parametros relativos as integragdes parciais para

obtencao dos potenciais eletrostaticos no interior do condutor cilindrico:

e Para as superficies laterais ou curvas do cilindro condutor:
Da Figura 3.2, cada segmento Ax da superficie lateral, serd igual a Ax = h/K
(K =10 pontos), sendo h=1pue a, =mAxecay=1(m=0;1;-;K),
pelo que vira:

a, = [0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1] (3.9)
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e Para as superficies circulares ou topos do cilindro condutor:

Da Figura 3.2, cada segmento Ay da superficie circular, serd igual a Ay = ﬁ
(N =20pontos), sendo R=1pueb,=(n—K)Ayeby=1n=K; K+
1;--+; N), pelo que vira:

b, =[0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1] (3.9

Foi considerada uma grelha de pontos, distribuida estrategicamente de acordo com a

Figura 3.2, suficientemente proximos uns dos outros (c;; d;), correspondendo as

posigdes nos eixos x e y, respetivamente. Os vetores ¢; € d; terdo tantos termos quanto

o nimero de partes que as superficies lateral e circular foram divididas (i = k). Portanto

serdo vetores do género, segundo o eixo x:

¢; = [0,1h; 0,3h; 0,5h;0,7h;0,9h; 0; 0; 0; 0; 0; 0,1h; 0,3h; 0,5h; 0,7h; 0,9h; h; h; h; h; h]
(3.10)

e, segundo o eixo y:
d; =[0;0;0;0;0;0,1R; 0,3R; 0,5R; 0,7R; 0,9R; R; R; R; R; R; 0,1R; 0,3R; 0,5R; 0,7R; 0,9R]
(3.11)

em que h = R = 1 pu (ver Figura 3.2).

Assim, da Figura 3.2, o potencial no ponto (c;; d;), em coordenadas cilindricas, sera

entdo, dado por:

1 d dQk_ d dQn_
v, = (f Q0+---+f Qk 1+f QK+-~+f Qn 1) (3.12)
dmeg\Js, Tio sy Tik-1 Jsp Tik sy_y TiN-1

K N-1

em que & =8,842-10"2F/m ¢é a permitividade elétrica do vacuo,
Ti0:Ti1r ~»Tik—1,Tikr - Tin—1 SA0, respetivamente, as distdncias das cargas
elementares  dQy,dQ,...,dQk_1,dQk,...,dQy—-y aos pontos (c¢;; d;), e
So»S1, »Sk—1,Sk» -, Sy—1 as partes da superficie em que se consideram os valores
discretos relativos as densidades superficiais de carga 7'o, 'y, .., T' k-1, T'k» o0 T N—15

comm=0---K,n=K---Nei=0,.,.K—1,K,..,N—1.
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Assim o potencial V;, pela expressao (3.12), vira:

!
Rty

2T
f f 4m dpdx + -+
—h \/(x—c

)2 —2Rd; cosp + R? + d?

Rty

—ag-1 )
f f n dodx + -+
\/(x—c

~9K )2—2Rd; cosg + R? + d?

Rty
4

fa"f \/(x—cl)z—ZRd cos g + R% +d?

dpdx + -+

Rt'x_4
47T

dpdx + -+

—2Rd; cosg + R?+d?

' LK'lj;) \/(x —¢)?

!
YTk

bgy1 2w 7
f f L depdy + -+

—¢)2—2yd; cos +y%+d?
YTno1

by 21
+f f 4m dody+ ..+
bN_1 0 \/(R

—¢)?—2yd; cosg +y?+d?

dedy + -+
bk \/(R+cl)2—2yd cos @ + y? + d?

YTn-a
f f in de dy
by-1-0 J(R +¢)?—2yd; cosg +y?+d? (3.13)

ou seja:
—_ ! ! ! ! ! !
Vi=sioTo+si1T1+ " +Sik-1Tk-1+SikTrg+Sige1T g1+ "+ Sin-1Tn-1

(3.14)
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Assim, deduziram-se as seguintes expressoes para a superficie lateral s; ,,:

—-am

.f R
~m1 J(x—ci)z—ZRdi cos @ + R? +d?

do dx +

)2 —2Rd; cosg + R? + d?

L[ R d d\
f f\/(x_c "’x/ (3.15)

e para a superficie circular s; ,,:

—¢)2—2yd; cosp +y%+d?

f " ] - Y de dy\
” / (3.16)

\/(R+cl)2—2yd cos @ + y? + d?

/ bn+1 2 y
Sin = E j f do dy +
\ e f

originando a matriz quadrada (M = N), ou seja:

[ SO,O coe SO,k cee SO,N—l _|
| ; . |

Sik =| Sio - Sk v Sin-1 | (3.17)
lsM—l,O o SM-1k 5M—1,N—1J

Da expressdo (2.17), [A] corresponde a matriz conhecida [s], ¢ [B] ao valor do
potencial [V] que é constante ¢ unitario. Considerando que no interior do condutor, em
equilibrio eletrostatico, o potencial ¢é constante (lei de Gauss) e atribuindo [V] = [1] pu,
podem-se calcular os valores discretos relativos de [1';] a partir da expressio (3.14), em

quek=0,1,..,K—1K,..,N—1,ouseja:

Vil = [sire] [T'%] & 2] = [Si,k]_l Vil & 7] = [s; k] (3.18)

Através das expressoes (3.15) e (3.16), calcularam-se os valores discretos das

superficies, em pu, indicados nas Tabela 3.1 ¢ Tabela 3.2.
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0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

O 0 NN ARWN =D

ek ke
O 0 NN AR WN =D

0,0993
0,0957
0,0894
0,0819
0,0744
0,1001
0,1022
0,107

0,1168
0,1407
0,1492
0,1047
0,0876
0,0763
0,0679
0,0707
0,0703
0,0695
0,068

0,0658

0,0984
0,095
0,0891
0,0819
0,0745
0,0991
0,101
0,1052
0,1131
0,1254
0,1408
0,109
0,089
0,077
0,0683
0,0709
0,0705
0,0698
0,0684
0,0661

0,0966
0,0937
0,0885
0,0818
0,0747
0,0972
0,0987
0,102
0,1072
0,1118
0,1131
0,1278
0,0921
0,0785
0,0692
0,0712
0,0709
0,0703
0,069
0,0669

0,0941
0,0918
0,0875
0,0817
0,075
0,0945
0,0956
0,0979
0,1006
0,1014
0,1006
0,125
0,0984
0,0809
0,0706
0,0717
0,0715
0,0711
0,07
0,068

0,091
0,0894
0,0862
0,0813
0,0754
0,0913

0,092
0,0932
0,0943
0,0932
0,0917
0,1005
0,1186
0,0849
0,0726
0,0722
0,0722
0,0721
0,0714
0,0696

0,0875
0,0866
0,0844
0,0807
0,0756
0,0877
0,088
0,0885
0,0884
0,0864
0,0848
0,09
0,117
0,0919
0,0756
0,0727
0,0729
0,0732
0,0732
0,0719

0,0838
0,0834
0,0822
0,0797
0,0756
0,0839
0,0839
0,0839
0,0831
0,0807
0,0791
0,0826
0,0933
0,1128
0,08
0,0731
0,0735
0,0743
0,0752
0,0749

0,08
0,0801
0,0797
0,0783
0,0753

0,08
0,0799
0,0794
0,0782
0,0758
0,0742
0,0768
0,0835
0,1116
0,0874
0,0734

0,074
0,0753
0,0775
0,0792

0,0763
0,0766
0,0769
0,0765
0,0747
0,0762
0,0759
0,0752
0,0738
0,0714
0,07
0,0719
0,0767
0,0884
0,1086
0,0733
0,0741
0,0759
0,0794
0,0851

0,0726
0,0732
0,074
0,0744
0,0737
0,0725
0,0721
0,0713
0,0698
0,0675
0,0662
0,0678
0,0714
0,079
0,1077
0,0728
0,0738
0,0759
0,0804
0,0919

10

Tabela 3.1 - Valores discretos da superficie lateral s; ,,,, em pu.

11

12

13

14

15

16

17

18

19

O 0 NN ARWN =D

ke ek e e e e
O 00 NN Nt AW N=CO

0,005
0,0055
0,0066
0,0096

0,022

0,005
0,0048
0,0045
0,0041
0,0037
0,0035
0,0036
0,0036
0,0037
0,0037
0,0331
0,0097
0,0062
0,0048
0,0039

0,015
0,0162
0,0193
0,0266

0,045
0,0147
0,0142
0,0133
0,0122
0,0111
0,0106
0,0107
0,0109

0,011

0,011
0,0653
0,0308

0,019
0,0144
0,0118

0,0244
0,0262
0,0305
0,0391
0,0528
0,0241
0,0233
0,022
0,0203
0,0185
0,0176
0,0178
0,0181
0,0184
0,0184
0,0585
0,066
0,033
0,0244
0,0199

0,0332
0,0353
0,04
0,0479
0,0571
0,0329
0,0319
0,0302
0,0281
0,0257
0,0246
0,0249
0,0254
0,0259
0,026
0,0597
0,0809
0,0498
0,035
0,0282

0,0413
0,0433
0,0478
0,0543
0,0603
0,0409
0,0399
0,038
0,0355
0,0328
0,0314
0,0319
0,0327
0,0336
0,034
0,0616
0,0687
0,081
0,0471
0,037

0,0484
0,0503
0,0542
0,0592
0,0631
0,048

0,0471
0,0452
0,0426
0,0396
0,0381
0,0387
0,0399
0,0414
0,0423
0,0637
0,0677
0,0915
0,0622
0,0465

0,0547
0,0563
0,0595
0,0632
0,0656
0,0544
0,0535
0,0518
0,0493
0,0461
0,0446
0,0454
0,047
0,0494
0,0513
0,0657
0,0684
0,0771
0,0915
0,0575

0,0601
0,0615
0,0639
0,0666
0,0679
0,0599
0,0592
0,0577
0,0553
0,0523
0,0507
0,0518

0,054
0,0575
0,0614
0,0678
0,0696
0,0748
0,0999
0,0715

0,0649
0,0659
0,0677
0,0695
0,0701
0,0647
0,0641
0,0628
0,0608
0,058

0,0565
0,0578
0,0605
0,0654
0,0732
0,0697
0,0711
0,0746
0,0841
0,0997

0,069
0,0697
0,071
0,0721
0,0721
0,0688
0,0684
0,0674
0,0657
0,0633
0,0619
0,0633
0,0664
0,0724
0,0862
0,0716
0,0726
0,0752
0,081
0,1067

Tabela 3.2 - Valores discretos da superficie circular s;,,, em pu.
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Cujos resultados discretos da relagido 7’ entre a distribuigdo da densidade carga elétrica

o' (k =0--19) e gy, pela expressdo (3.18), ter-se-a:

7'y | 0,654944 T'10 | 0,492316 ]
Ty 0,657987 Ty, 0,49502
7'y | 0,666375 T'yy | 0,505528
Ts 0,676164 T'13 0,516147
T, | 0,69561 T'1 | 0,539548
m | . 10,718576 T'is 0,565185 |
T'g | 0,761868 T'16 | 0,612206
T, 0,807913 T'17  0,666637
T'g | 1,032785 T'1g | 0923676
7y 1369757 T'ye  1,259302 |

Tabela 3.3 — Resultados discretos da relagdo 7/, em fungdodem = 0,1, ...,9eden = 10,11, ..., 19.

Pela Figura 3.2, constata-se que as densidades superficiais de carga calculadas,
correspondem na realidade ao centro do intervalo definido por cada segmento Ax (que
corresponde de 7'y a 7'9) € Ay (que corresponde de 7’14 a T'19), como se pode observar

na Figura 3.4.

[pul 15
15 To

125 Z

! RV, - T’7
Tm Superficie lateral ) ) T s
XXX ()75 , : ! ", T4 Ts ]
. ' T PN VLI BV ey //
—— X% X |
/ /// Ty
Tn T 16
Dol , 1 Z T4 v
T | T T12 T3
Superlficie circular
025 perf
0 R oy h [pu]
0
0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Figura 3.4 — Gréfico dos valores discretos da distribui¢do da relagdo 7', no cilindro em que h/R = 1.
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De modo a completar o grafico, extrapolaram-se os pontos para determinar os valores
nas extremidades do grafico. Designaram-se esses pontos por T’y e T'';, (no centro do
cilindro condutor — 0), e "¢ € 719 (no vértice do cilindro condutor — B), todos
calculados por recurso a extrapolacdo linear (ver Figura 3.2). Assim, no centro do
cilindro condutor, ter-se-a:

, 3T, —T7

T, = Tl = 0,65342 pu (3.19)

T
o =""_8%_153824pu (3.20)

e no vértice do cilindro condutor:

37— T
T = % = 0,49096 pu (3.21)

37'19—1
T = % = 1,4271 pu (3.22)

Completando a Figura 3.4, obter-se-a a Figura 3.5.

[pu] 1‘5 T”g
15 e S

1.25
. /19
Tsg

T, Superficie lateral ' T18
’ Te
0.7 7 7 T N T Ty /T;/ et
AT T 2 3
e [V e =T
17
T’ — | T16
OSf——T——T o~ | o5 N tw
7 10T 10 T11 T12 12 \
Superficie circular
025
Ax = Ay
0 OH Rouh [pu]
0 0.1 02 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.5 — Grafico dos valores discretos da distribui¢do da relagdo 7'. Aproximagdo linear.
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Observando a Figura 3.2, facilmente se constata que no vértice B os valores de 7'’ €
719 tém de ser iguais. Recorda-se que os pontos dos graficos apresentados
anteriormente correspondem ao centro do intervalo, ao que, para determinar o valor no

vértice, foi calculada uma aproximacao pelo método das areas.

No segmento mais proximo do vértice B (ver Figura 3.2), a superficie lateral do cilindro

condutor ¢ dada por:

S" . ii=2TR — (3.23)

Sabendo que cada segmento tem espessura Ax ou Ay (e que neste caso sdo iguais a 0,1
pu), entao:
0,1
S =2m1 - =0ln (3.24)
Do mesmo modo, o segmento mais proximo do vértice B (ver Figura 3.2),

correspondente a superficie circular do cilindro condutor, ¢ dada por:

Ay\? 0,1\
S'ccu=m lRZ - (R - %) l =7 llz - (1 — 7) l =0,0975 7 (3.25)
Entdo, o valor aproximado que culmina com os dois pontos de 7'’ € 7', sera dado

por:

17 - —
T ocit = T 19ci1 =

98" L +7"108 cou
S”LCil + S”CCil -
1,53824-0,1 7 + 1,4271 - 0,0975 7

- 0,17+ 0,0975 1

= 1,4834 pu (3.26)

sendo o valor para o qual as duas curvas convergem.

A partir dos valores discretos da distribuicdo da densidade carga elétrica representados
na Figura 3.5 e na Tabela 3.3, foram calculados os valores dos potenciais distribuidos
em pontos aleatdrios, segundo a Figura 3.6 que representa a superficie correspondente

ao 1° quadrante do cilindro condutor, no plano xy.
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A A
y v | Superficie lateral
2 X ¥ v
1 \Q11;d11) | (cll;dlz)/ i
\ | e Superficie circular
. /
(Cs’ds)x____ ___X(Cw;dw) /
(09 9) // |
| N 77
R I AN | ’ ' ¥
4 |
e e e e e s R — e — " e ol — _’
(Cs;dS% /%\ I ¢73d7)
I /(c61d6) \ |
' /
|
(c23dy) X—— 5{1 )k(c4,d4)
7
/ | N
/ ! N
v®(co;do) I (CHOIN A
(OIS o
z h

Figura 3.6 — Grelha de pontos para determinag¢ao dos potenciais no plano xy, do 12 quadrante do
cilindro, a partir dos dados da Tabela 3.3.

Da Figura 3.6, dos pontos (¢;; d;),comi=0..12, K =10¢ N = 19, ¢ dos valores da

Tabela 3.3, os potenciais foram determinados através da expressao:
hl

1 /‘am 2 T m R
Vi=1— z f f de dx +

|
|m=0 ~am+1 \/(x—c)z—ZRd cos @ + R? + d?

am+1 ' R \
+f f \/(x_c d(pdx/+

)2 —2Rd; cosp + R? + d?

!

N bn+1 Tny
+ Z f f dody +
on Jm—qﬁ—z

n=K y d; cos @ + y? + d?

]
]bn+1 on Ty do dy\ I
" J

\/(R+c)2—2yd cos @ + y? + d?

(3.27)

Recorrendo a expressao (3.27), obtiveram-se os valores da Tabela 3.4.
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Coordenadas dos pontos (R = h = 1 pu) Valores do potencial obtido (pu) Erro (%)

(o, do) = (0,0) 1 0
(c1,dq) = (h,0) 1 0
(c2,dz) = (h/4,R/4) 1 0
(c3,d3) = (h/2,R/4) 1 0
(C4,dy) = (3h/4,R/4) 1 0
(cs,ds) = (h/4,R/2) 1 0
(ce,de) = (h/2,R/2) 1 0
(¢7,d7) = (3h/4,R/2) 1 0
(cg, dg) = (h/4,3R/4) 1 0
(co,do) = (h/2,3R/4) 1 0
(¢10,d10) = (3h/4,3R/4) 1 0
(c11,d11) = (O,R) 1 0
(c12,d12) = (L R) 0,969 32

Tabela 3.4 — Valores do potencial V;.

Da Tabela 3.4 confirma-se o considerado inicialmente, em que V; = [1] pu, exceto na

vizinhang¢a do vértice B da Figura 3.6.

Assim, por observagdo da Tabela 3.4 e da Figura 3.5, constata-se apenas um pequeno
erro na vizinhanca do vértice B em que, segundo os célculos, o potencial ¢ ligeiramente
inferior a 1, decrescendo aproximadamente 3%. Este facto deve-se a variagdo
exponencial acentuada das fungdes da densidade superficial de carga ' = f(x) e de
7' = g(y) na vizinhanga do ponto B, o que conduz a deslocagdo do centro de gravidade

das densidades de carga no sentido dos eixos xg§ € g .
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E possivel construir um novo mapa de linhas equipotenciais, também com os valores
das densidades de carga indicados na Figura 3.5 (7’4, k = 0---19), utilizando a
expressdo (3.28), em que agora se considera uma grelha de pontos (cy; d,,), u =

0:--20ev =0--20, vira:

: Ki(f A Znk do dx +
v=7= @ ax
oy = 37 o J(x—c)?—2Rd, cosg +R%+d2

=0 —Am+1

Am+1 2 T’ R
f i do dx) +
o J(x—c)?—2Rd,cosp+R%+d2

N
)
=K

bn+1 y
(f fn do dy +
by \/(R—cu)Z—Zyd cos ¢ + y? + d2

bn+1 n y
+ f f de dy)
b Jo J(R+c)?—2yd, cosp+y?+ d2 (3.28)

Assim, da expressao (3.28), gerou-se o grafico representado na Figura 3.7.

20

v 104

V pu
[pul " X

Figura 3.7 — Mapa de linhas equipotenciais para o' (ou T’ = cte.) no 12 quadrante do plano xy do
cilindro (h/R = 1).
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Pode-se observar na Figura 3.7 que o potencial no vértice B ¢ ligeiramente inferior a 1,
facto que se deve a distribuicdo de cargas, nessa extremidade, ser de facto ainda

superior.

A titulo de interesse, apresenta-se a Figura 3.8 que representa o mapa de linhas
equipotenciais do 1° quadrante do cilindro condutor, em que os pontos de calculo dos
potenciais extravasa o proprio cilindro e inclui a zona de ar. Matematicamente, os
valores de ¢, e d, virao duplicados na expressao (3.28), mas considera-se, como ¢
natural, apenas as cargas no interior do condutor. Da Figura 3.8, verifica-se que, a partir
de uma razoavel distancia do cilindro, as superficies equipotenciais sdo semelhantes as

originadas por uma esfera de dimensdes andlogas.

Ay

20.

0.5

06

—0.7

15+

0.6 0.5

08 0.7

08
09
v 104 4 1 B

1 09 08 07 0.6

cilindro 1

0 1 1 na 08 0.7 0 >

Figura 3.8 — Mapa de linhas equipotenciais do cilindro condutor mais uma zona de ar (12 quadrante do
plano xy —ver Figura 3.2).

Sabendo que, em modulo, a intensidade do campo elétrico ¢ dada por:

AV
Al

>~

(3.29)
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em [V /m], em que AV corresponde a variagdo de potencial e Al corresponde a varia¢do

de comprimento. Assim, o vetor intensidade do campo elétrico ¢ dado por:

E) = —grad V (330)

Observando atentamente a Figura 3.8, verifica-se que o campo elétrico na vizinhanga do

vértice A é maior do que no vértice C, pois, pela Figura 3.4, 7' > 7'4,.

Por outro lado, embora os campos elétricos na vizinhanga do vértice B sejam
perpendiculares segundo os eixos x (superficie lateral cilindrica) e y (superficie
circular), o campo elétrico ¢ superior aos das vizinhangas dos vértices de A e C, pois
verifica-se pela Figura 3.4 que T’y < T'g € que T'19 < T'19. Recorda-se que, no vértice
B, as densidades superficiais de carga devem ser iguais na fronteira entre as duas

superficies (lateral e circular), devido ao equilibrio eletrostatico (for¢as de Coulomb).

Também se pode observar na Figura 3.8, e ¢ importante referir, que para maiores
distancias no ar do cilindro condutor carregado, se verifica que as linhas equipotenciais

formam circunferéncias, tal como no caso de uma esfera condutora eletrizada.

A carga elétrica na superficie lateral do cilindro condutor ¢ dividida em trogos de igual

comprimento Ax = h/10 = 0,1 m. Para K = 10 e h = 1 m, a carga elétrica, em pu, ¢

dada por:
K-1
Q'Lcii =4TR Ax Z T'm=4m-1-0,1-8,041961 = 10,105848 pu (3.31)
m=0

em que Y. 7’,, = 8,041961 pu, de acordo com a Tabela 3.3.

Como 1" = ¢'/¢,, entdo a carga elétrica na superficie lateral do cilindro condutor tem o
valor:

Qreir = Q'Leit €0 = 89,356 pC (3.32)

em que a variagao da superficie lateral corresponde a:

AS, .y =2mRAx=2m-1-0,1=0,62832m? (3.33)

Pagina 46



CAPITULO 3 — DISTRIBUICAO DE CARGAS EM CILINDROS CONDUTORES

Também a carga elétrica nas duas superficies circulares do cilindro condutor dividida
em trogos de igual comprimento Ay = R/10 =0,1m. Para N = 20 pontos e
R,=Ay(mn—-K)=1[0;0,1; --; 1], (n= K-+ N — 1). A carga elétrica, em pu, ¢ dada

por:

N-1
Q'cen =27 Y T [(Ry +89)* — R3] =
19 n=K

— 27 6,5756 Z [(n =10+ 0,1)% — (n — 10)2] = 4,824134 pu

n=10

(3.34)
em que Y. 7', = 6,5756 pu, de acordo com a Tabela 3.3.

Como t’' = d'/¢,, entdo a carga elétrica na superficie circular do cilindro condutor, para
V =1 pu, tem o valor:

Qccit = Q'ccit €0 = 42,655 pC (3.35)

Logo, a carga elétrica total do cilindro condutor, em pu, sera:

Q'cit = Q'1eir + Q'cen = 10,105848 + 4,824134 = 14,9333 pu (3.36)

ou ainda, em Coulomb, vira:

Qcit = Qreir + Qcer = 132,011 pC (3.37)

que corresponde a um valor médio da densidade superficial de carga de:

_ Quy_ 132,011-10712

= = 2 3.38

A razdo entre a carga elétrica da superficie circular e a carga elétrica total do cilindro
condutor sera:

Q'ceyy 4824134
Q'., 149333

= 0,323 (3.39)

A energia eletrostatica, em pu, do cilindro condutor eletricamente carregado ¢ calculada

por:

1
=-14,93-1 = 7,465 pu (3.40)

! 1 !
Wcil=EQcilV=2
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A capacidade elétrica, em pu, do cilindro condutor isolado, ¢ calculada por:

! 14,93
C'ey = —QVC” =——=1493pu (3.41)

Considerando, finalmente, um cilindro em que h = R = 0,1 m, com a carga real a
superficie igual a Q = Q = 1072 C, dado que se partiu do potencial constante e igual a
V =1 pu, para se obter o resultado Q.; = 132,011 pC, entdo o potencial no interior do

cilindro vira dado por:

v, —%V— 1071 1=7575V
= Q9. 01-132,011-10-12 ~ ' (3.42)
R
sendo a energia eletrostatica do cilindro, dada por:
1 1
We = 5 Qr Ve = 5107° 75,75 = 37,88 (3.43)
e a capacidade real do cilindro isolado igual a:
Qr 107°
Con == = 13,2 pF 3.44
cil VCll 75'75 p ( )

3.2 CILINDRO CONDUTOR COM ESFERA INSCRITA

Considerando um cilindro condutor de comprimento igual ao didmetro, com uma esfera

de raio R no seu interior, o 1° quadrante ¢ indicado na Figura 3.9.
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y * X superficie lateral

superficie
circular

Figura 3.9 - Cilindro condutor com esfera inscrita (12 quadrante do plano xy).

em que:

e S;ci1 — Superficie lateral do cilindro condutor de abertura & (sentido retrégrado);

®  Siesy — Superficie lateral da esfera condutora de abertura € (sentido retrogrado);

e Sccit — Superficie circular do cilindro condutor de abertura & (sentido direto);

® Scess — Superficie do lado direito da esfera condutora de abertura & (sentido

direto).

Da Figura 3.9, considerando M = 50 pontos eraio R = 1m, i = 0--- M, para:
i

6i=7 7 (3.45)

NS

X; =y; =R tan6; (3.46)

arelagdo entre x ou y, e 6, pode ser representada pelo grafico da Figura 3.10.
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0.8~ T

Xj

0.4 —

Figura 3.10 — Relagdo entre x ou y e 6.

Para determinar as superficies do cilindro condutor de relagdo L/D = h/R =1, e da
esfera inscrita de raio R, pela Figura 3.9, obtém-se as seguintes equagoes:

S, =2mRx=2mR? tanf

2m 0
Stesf =f f R? cos8 dfde = 2w R? sinf
o Jo

i (3.47)
Sceu =my? =mR? tan? 9

2n 0
Scesf = f f R? sinf@ df8de = 2m R? (1 —cosB)
o Jo

A Figura 3.11, representa as variagdes das superficies indicadas na expressao (3.47), em

funcdo de 8, para 0 < 6 < m/4:

8
SLeil; /
SLesf; S
/ _— Lesf
SCeil; 4 / _—
SCesf; / / /5 Ceil
2 / // SceSf
0
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

0;

T

Figura 3.11 - Superficies laterais e circulares do cilindro, em fungao de 6.
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Pela Figura 3.11, constata-se que os valores das superficies laterais sdo bastante mais
elevadas que os valores das superficies circulares. Por sua vez, também esses valores
serdo superiores para o cilindro e ligeiramente inferiores para a esfera. O que significa
que as superficies do cilindro sdo maiores que as da esfera, para 0 mesmo raio, como era

de esperar.

Se se considerarem valores de x ou y, compreendidos entre 0 < x < R, considerando o
raio unitdrio R = 1 pu, substituindo na expressdo (3.47), as superficies laterais e dos

topos do cilindro e da esfera condutora, em pu, resultam em:

S'Lleu =27 pu

S,Lesf = T[\/E pu (3 48)
S'ccit =T pu .

S'cesf =T (2 - \/E) pu

Pode-se concluir que a superficie total do cilindro condutor S’;;, para as condi¢des
atras descritas, ¢ dada por:

Scir=2"Leu+Scc) =2@n+m)=6m pu (3.49)

e a superficie total da esfera condutora S’ ¢, para as mesmas condigdes, ¢ dada por:

S'esf =2 (S'Lesp +S'cess) =2 [rV2+m(2—+2)] =41 pu (3.50)

Verifica-se que a relacdo entre as superficies lateral e circular na esfera condutora tem o
valor:
S ’Cesf _ T (2 - \/E)
S’Lesf + S,Cesf V24 (2 — \/E)

=0,29289 (3.51)

Do resultado da expressdo (3.39), em que Q'ci1/Q'cii = 0,323, e do resultado da

expressao (3.51), determinou-se o erro entre os dois métodos utilizados, ou seja:
_ 0,323 —0,29289
~0,29289

!

100 = 10,8 % (3.52)
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Da Figura 3.9, considerando a esfera condutora de raio R = 1 pu e o fator densidade

superficial de carga o’¢5r = 1 pu, a carga elétrica na esfera, em pu, ¢ dada por:

Qlesf = U,esf S,esf =4m pu (3.53)
emque S'esr = 4mR? =41 pu.

Uma vez que o cilindro encontra-se circunscrito a esfera, a carga neste serd a mesma:

Qe = Q’esf =Q ' =4m pu (3.54)

Entdo a carga correspondente ao angulo solido, centrado no centro da esfera condutora,

respeitante a cada circulo do cilindro, sera igual a:

V2
Qeceu=2m (1 — cosg) =27 (1 - 7) = 0,5858 ™ pu (3.55)

e a carga correspondente ao angulo sélido, respeitante a cada metade da parte lateral do

cilindro, sera dada por:

A
Q'Len =2m cosy =mV2 =141427 pu (3.56)

Considerando o cilindro circunscrito a esfera, os valores médios das densidades

superficiais de carga ¢’, em pu, de cada uma das superficies do cilindro, serdo:

[ Qe 14142m
Leit = = =0,7071
0 Lcil S 7 0,7071 pu
"o 05858
10'ccir = ? can = = 0,5858 pu (3.57)
S,Ccil T
Q,cil 4m
r.o= = — = 7
0 cil S, 6n 0,6667 pu

Para o caso da esfera condutora isolada, ir-se-ao calcular as energias elétricas presentes.

Considerando que, em valor real, a carga elétrica tem o valor de Q = 107° C, para o
raio da esfera condutora de R = 0,1 m, o potencial na esfera condutora tera o valor de:

Q 107° B
4mey R 4m8,842-10-12-0,1

Vesr = 90V (3.58)
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a energia elétrica:

Q?  QVey 107°-90

Wesr = =45 3.59
f “8me R 2 2 " (3-59)
a capacidade da esfera condutora isolada:
Cesr = 4 R = ¢ —10_9—11111F 3.60
esf — n SO - Vesf - 90 - ) p ( . )
e a densidade superficial de carga, sera:
@ 10~ = 7,9578 nC/m? 3.61
Oesf = Sesf = 0,1257 =/, n /m ( . )
em que a superficie da esfera tem o valor de:
Sesf = 4mR* =4m0,1%> = 0,1257 m? (3.62)

Os resultados das expressdes (3.58), (3.59), (3.60) e (3.61), coincidem com os
resultados determinados no subcapitulo 4.1 pelas expressoes (4.13), (4.24), (4.28) ¢

(4.14), respetivamente.

Para o caso da esfera inscrita no cilindro condutor, o valor médio da densidade

superficial de carga, para a mesma carga elétrica, sera:

Q107
1= 70,1885

= 5,30516 nC/m? (3.63)

em que a superficie do cilindro condutor tem o valor de:

S, =6mR?=6m0,12 = 0,1885 m? (3.64)

A razdo entre a carga elétrica da esfera condutora e a carga elétrica total do cilindro da
expressao (3.37), sera:

Q 1079

= =757 3.65
Qci1 132,011-1012 D75 ( )

Pagina 53



CAPITULO 3 — DISTRIBUICAO DE CARGAS EM CILINDROS CONDUTORES

Recorrendo a expressdo (3.28) para céalculo do potencial no cilindro condutor com
esfera inscrita, para uma grelha de 20x20 pontos, com u = 0---20, v = 0--- 20, das

divisdes das superficies lateral:

Cy = };—g (3.66)
e circular:

d, = };_(;] (3.67)
resulta:

o h r2m@ R
Viw L (j j dodx +
dmeg \Jnto J(x—c,)?—2Rd, cosp + R% + d2

R p2m y
+f f dody +
0o Jo y(R—c)?—2yd, cosg +y? + dz

R r2m y
+f f do dy)
0o Jo y(R+c)?—2yd, cosg +y? + dz (3.68)

comR=0,1m h=01m,g =8,842-10"12 F/me 0o, = 530516 nC/m?.

A representacdo do mapa de linhas equipotenciais para a esfera inscrita no cilindro
condutor de relagdo R/h = 1, relativamente ao 1° quadrante do plano xy, ¢ dada pela

Figura 3.12.
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Ay
20 . Q
78 \ 75.
15+ 76~
77
v 104
5
78 79
VIV X
0 [ ] T 1 1 >
0 5 10 15 20

Figura 3.12 — Mapa de linhas equipotenciais, em Volts, para a esfera inscrita no cilindro condutor de
R/h = 1, para valor médio de 6; = 5,30516 nC/m>.
Utilizando médias geométricas da distribui¢ao do potencial pelo volume do cilindro, o

valor médio aproximado do potencial pode ser dado por:

20 20

1
Vg = I_H_[vwﬁ = 77,427369 V (3.69)

u=0 v=0

No entanto, na expressdao (3.69) considerou-se uma distribui¢do igual em toda a
superficie, cometendo-se um pequeno erro. Na realidade, como se pode observar na
Figura 3.12, rodando o cilindro em torno do eixo x, as grelhas mais afastadas geram

maiores volumes, logo, considerando esta situacdo, a equagdo praticamente exata sera:

20 20 1
Vinea = 1_[ H(VW 22’ = 77,287239V (3.70)

u=0 v=0

O erro cometido entre a expressao (3.69) e (3.70) sera pequeno e com o valor de:

_ 77,427369 — 77,287239
B 77,427369

100 = 0,181 % (3.71)
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Visto o erro entre a expressdo mais aproximada e a geral ser minima, poder-se-ia
utilizar a expressao geral, mas como se pretende ser mais rigoroso, utilizar-se-a o valor

da expressao (3.70).

Finalmente, da expressao (3.42), considerada exata, entdo o erro obtido sera de

_77,287239 — 75,75
B 77,287239

100 = 1,99 % (3.72)

Dos resultados das expressoes (3.42) e (3.70) conclui-se que, para um cilindro de
relacdo h/R = 1, pode-se considerar um valor de densidade superficial de carga

constante, pois o erro cometido ¢ de cerca de 2 %.

3.3 CILINDRO CONDUTOR COM ESFERA CIRCUNSCRITA

Para o caso da esfera circunscrita ao cilindro condutor de comprimento igual ao

diametro, ir-se-3o0 calcular as energias elétricas presentes.

Mantendo o valor do raio do cilindro condutor a R = 0,1 m, o raio da esfera sera

R'=R+2=0,1v2m. A densidade superficial de carga da esfera condutora
circunscrita ao cilindro tera agora o valor:

Gy = Gpsp 0'cyy = 7,9578 - 1077 0,6667 = 5,3054 nC/m? (3.73)

a energia elétrica, sera:

QZ (10—9)2

W, = - = = 31,8196 n (3.74)
2 8me R 878,842-10712-0,1V2 /
a capacidade da esfera condutora circunscrita, vira:
Q° (107°)?
C, = = = 15,7136 pF 3.75
2= oW, 2-31,8196- 109 p (3.75)
e o potencial, sera:
Q 107°

= 63,639V (3.76)

V = ,:
2" 4megR 478842-10-12-01+2
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Donde se conclui que o cilindro, de volume compreendido entre o da esfera inscrita e o
da esfera circunscrita, para a mesma carga elétrica, tem um potencial também

compreendido entre os potenciais das duas esferas, ou seja:

Vo < Vinea < Vess © 63,639 < 77,287239 <90V (3.77)
e ainda:
OLeil = O Lcil Oesy = 0,7071-7,9578 - 1072 = 5,62696 - 107°C/m? (3.78)
e
Oceil = O ceil Oess = 0,5858+7,9578 - 1072 = 4,66168 - 107°C /m? (3.79)

Sendo g € 0¢cip, 0s valores médios da densidade superficial de carga na superficie

lateral e nas superficies cilindricas, respetivamente.

Recorrendo a expressao (3.28) para calculo do potencial na esfera condutora com
cilindro inscrito, para as mesmas condi¢des utilizadas nas expressoes (3.66), (3.67) e

(3.68):

1 horem OLcil R
Viw dodx +
dmeg \Jnto J(x—c,)2—2Rd, cosg + R? + d2

ke Occit Y
+f f dody +
0 Jo J(R—c)?*—2yd, cos@ + y?+ d2

Roer Occit Y
+f f do dy
0 Jo J(R+c)>—2yd, cosg +y?+ d2 (3.80)

com R=0,1m, h=01m, g = 884210712 F/m, 0, = 5,62696 - 10-°C/m? ¢
Ocei = 4,66168 - 107°C/m? .
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A representacdo do mapa de linhas equipotenciais para a esfera inscrita no cilindro
condutor de relagdo R/h = 1, relativamente ao 1° quadrante do plano xy, é dada pela

Figura 3.13:

Ay
20
.‘\
N\
79
154 75
76
v 104 78
77
5-1
78
VIV X
0 [V] T T T >
0 5 10 15 20

Figura 3.13 — Mapa de linhas equipotenciais, em Volts, para o cilindro de didmetro igual ao
comprimento, inscrito na esfera condutora.

Utilizando médias geométricas da distribuicdo do potencial pelo volume do cilindro

condutor, o valor médio aproximado do potencial pode ser dado por:

20 20 1
Vea = | || [ Vw2 = 77285625 (3.81)

i=0 k=0

No entanto, a expressao (3.81) considerou uma distribui¢do igual em toda a superficie,
cometendo um pequeno erro. Na realidade, como se pode observar nas expressoes
(3.15) e (3.16), a distribuigdo na superficie lateral do cilindro condutor é superior as

restantes, logo, considerando esta situagdo, a equacao praticamente exata sera:

20 20 1
Vinea = 1_[ H(Vuﬂ’ 221 = 76,814678 V (3.82)
i=0 k=0

O erro cometido entre as expressoes (3.81) e (3.82) serd minimo e com valor:

_ 77,285625 — 76,814678
B 77,285625

100 = 0,61% (3.83)

Pagina 58



CAPITULO 3 — DISTRIBUICAO DE CARGAS EM CILINDROS CONDUTORES

Visto o erro entre a expressdo mais aproximada e a geral ser minima, poder-se-ia
utilizar a expressdo geral, mas como se pretende ser mais rigoroso, utilizar-se-a4 o valor

mais aproximado. Mais uma vez, este resultado ¢ aproximado ao obtido na expressao

(3.42).

3.4 CILINDRO CONDUTOR COMPRIDO

Considerando um cilindro condutor da Figura 3.14, cujo comprimento ¢ o dobro do seu
diametro, ou seja, com relacdo L/D = h/R = 2, com densidade superficial de carga o
constante e quatro pontos Py, P;, P, ¢ P, calcularam-se as distancias, em coordenadas

cilindricas, entre o ponto P, e os restantes.

S@; pSsing) AaA
dpdp

X
= Rdpdx
cos @; R sin @)

P
¢ v

ds
1
e TN ST
//////’ \\\\\ \\
( N\ e Ai}_' .............. \ 4
NS R \P3(Xg;p COS @ pSing)

Figura 3.14 — Cilindro condutor comprido, com relagdo L/D = h/R = 2.
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As distancias entre o ponto Py (xo; Vo; 0) € os outros trés pontos (P;, P, € P3) serdo

dadas por:

d, = \/(xl — %)%+ (R cosp —yy)? + R? sin? ¢ =

:J(xl —%0)2 = 2Ry, cosp + R? +y§ (3.84)
por:
dy = (xz — %0)? + (p cos @ — yp)? + p? sin? ¢ =
_ J(xz —X0)2 =2 p Yo COS + p? + 32 (3.85)
e por:

d; = \/(x3 — %)%+ (p cosp —yy)? + p? sin? @ =

_ )2 2 2
_J(x3 X0)? =2 p Yo cos @+ p? + ¥ (3.86)

Considerando o ponto Py, localizado nos casos seguintes, as distancias seriam agora

simplificadas por:

L x0¢0€y0=0,P0(x0; O, O)

dy =/ (xy — x0)? + R?
dy =/ (xz — %)% + p? (3.87)

d; = \/(xs — Xg)? + p?

o x0=06y0¢0,P0(0; Yos 0)

dlz\/xf—ZRyO cos@ + R2 +y?

4 dy = Jx% —2pyy cose +p? +y§ (3.88)

d3=Jx§—2pyo cos @ + p? + y§
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L x0=06y0=0,P0(0;0;0):

d1= x12+R2

. d2 = x% + pz (389)

HHE

d3= x§+p2

Pelas expressoes (3.84), (3.85) ¢ (3.86), o potencial no ponto Py (xq; Vo; 0) em relagdo

aos restantes pontos P;, P, ¢ P3, sera dado pelas expressoes:

V.. = odS; o Rdedx
%4 d, 41 eg+/ (X1 —x0)2 — 2R Yo cos @ + R% + y¢
odS opdpdp
_dV02=4 z_ _ (3.90)
M dy  4meg~/(x,—x0)2 —2pyo cosg + p? + 3
o dS; ocpdpdp
dV03:4 d = >
Te 3 4mey+/(xs —%0)2 =2 p Yo COSQ + p? + ¥

Por observacao da Figura 3.14 e integrando, os potenciais nos pontos P;, P, ¢ P; para

um cilindro condutor comprido, e admitindo que ¢ = constante, ter-se-a:

Vo = 21 fom ! do d
= ——— (p X
%4 ) 0 (1 —x0)2— 2Ry, cosp + R% + 2
o R r2m p
1R/ :—ff dodp (3.91)
o ameody Jo G —x0)? —2pye cosg + p2 + 32
o R r2m p
v =—jj dodp
P amely Jo G —x0)2 —2pyo cosg + p? + 32
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Considerando agora, da Figura 3.15, com densidade superficial de carga o constante:

Figura 3.15 — Cilindro condutor comprido (h > R).

Pela Figura 3.15, o potencial elementar originado apenas pela superficie cilindrica de

espessura dx, no ponto de coordenadas (a; 0;0), sera entdo dado por:
odS o2mRdx o R dx

vy = = = (3.92)
4megJR2+ (x—a)? 4meyJR2+(x—a)? 2¢&+R:+ (x —a)?
sendo o potencial no ponto (a; 0; 0) igual a:
oR (t dx oR JRZ+(L—a)?+L—a
v, = f =——In (3.93)
28J) L JRZ+ (x—a)? 2% JRZ4+(L+a)2—-L—a
Se se considerar o ponto na origem, entdo a = 0, logo:
oR (R*+21*+2LVR*+12
o= In (3.94)
2 & R?

Considerando também que L >» R, entdo VRZ+ 2 =+VI2 =1L ¢ R2+ 212 =22

Logo o potencial serd dado por:

ocR 2L
Va = 2_80 In (7) (395)
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Pela lei de Gauss, a intensidade do campo elétrico a superficie do cilindro condutor,

resultara em:

c2mRL o
— (3.96)

R=2meRL &
Por outro lado, utilizando a expressdao (3.6), utilizada no cilindro condutor de
comprimento igual ao didmetro, ¢ considerando R = 1 pu, h = 2 pu, para 20 pontos:
u=0..20,v=0..20, ¢, =2u/20 e d, = v/20, foi construido o mapa de linhas
equipotenciais da Figura 3.16, referente ao 1° quadrante do plano xy, do cilindro

representado na Figura 3.15.

Ay

20

154 1'9 | '

V [pu ' X
0 [p ] T T T >
0 5 10 15 20

u

Figura 3.16 — Mapa de linhas equipotenciais para 7’ constante, no 12 quadrante do plano xy do
cilindro comprido (h/R = 2).
Observando a Figura 3.16, verifica-se que o potencial ¢ mais elevado no centro do
cilindro condutor comprido e decresce acentuadamente nos topos. O que significa que
as cargas elétricas estdo mais concentradas na zona dos topos (ou das superficies

circulares).

Em relagdo a distribuicdo de potencial, considerando erradamente ¢ = constante,

verifica-se que o erro maximo no interior do cilindro condutor ¢ cerca de:
1,9-14

100 = 26,3 9 3.97
19 00 6,3 % (3.97)
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3.5 CILINDRO CONDUTOR CURTO

Considerando agora um cilindro condutor curto, ou seja, com relacdo L/D = h/R =
1/2, utilizando novamente a expressao (3.6) do cilindro condutor de comprimento igual
ao didmetro, ¢ considerando R = 1pu, h = 0,5pu, para 20 pontos: u =0 ... 20,
v=20..20,¢c, =u/20ed, = 2v/20, foi construido o mapa de linhas equipotenciais

da Figura 3.17, referente ao 1° quadrante do plano xy.

Ay
05— _
15 0,6
0,7
v 10 0,8
0,9
54
0,9
4 [pu]‘ . . 2 X
0 5 10 15 20
u

Figura 3.17 — Mapa de linhas equipotenciais para 7’ constante, no 12 quadrante do plano xy do
cilindro curto (h/R = 1/2).

Observando a Figura 3.17, verifica-se agora que o potencial ¢ mais elevado no centro do
cilindro condutor curto e decresce na superficie lateral ou cilindrica, o que significa que
as cargas elétricas estdo agora mais concentradas na periferia do cilindro, ou seja, na

zona da superficie lateral.

Embora nao seja verdade, considerando a densidade superficial de carga o constante,
pela Figura 3.17, observa-se que os potenciais sdo menores na superficie lateral que na

superficie circular.
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Para tornar o potencial constante (lei de Gauss), a distribui¢ao de carga ja ndo pode ser
constante, ou seja, a diferenga de potencial entre dois pontos a e b, por exemplo, seria

dado agora pela expressao (3.98):

a
V,—V, = —f E dR (3.98)
b

Ainda da Figura 3.17, verifica-se que, em termos de distribuicdo de potencial, no

interior da superficie do 1° quadrante no plano xy, o erro maximo ¢ cerca de:
09-0,5

100 ~ 44,4 ¢ 3.99
09 %o (3.99)
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4. DISTRIBUICAO DE CARGAS EM ESFERAS CONDUTORAS

Neste capitulo estudar-se-do a distribuicdo de carga e outras grandezas elétricas
presentes numa esfera isolada. Serdo também estudados os potenciais e as capacidades

entre as duas esferas carregadas simetricamente, préximas ou afastadas.

De seguida sera estudada a distribuicdo de cargas elétricas em calotes esféricas

condutoras, sendo abordadas algumas geometrias diferentes.

Posteriormente, serd estudado o caso de uma superficie circular condutora, em forma de

chapa, onde também serdo analisadas as distribui¢des de carga.

E finalmente, sera feita uma breve abordagem da distribuicao de cargas no elipsoide.

4.1 ESFERA CONDUTORA

Para se determinar a distancia d, entre dois pontos de uma esfera condutora de raio R,

representada na Figura 4.1, consideraram-se as seguintes variaveis presentes (ver Anexo

A).

Figura 4.1 — Determinagdo da distancia d numa esfera condutora de raio R, em coordenadas esféricas.
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Observando a Figura 4.1, a distancia d entre os dois pontos P (ponto pertencente a

superficie da esfera) e P; (ponto qualquer interior ou exterior a esfera), sera dada por:

d= \/(R cos @ sin@ — R, cos ¢, sinf;)? + (R sin¢ sinf — R, sin¢, sin6;)?> + (R cosd — R, cosb,)?

Simplificando, vira:

d= \/RZ + R? —2R R, [cos O cosB; +sin@ sinf; cos (¢ — ¢1)]

Considerando os casos seguintes, a distancia d serd dada por:

e Para @, = m/2 (plano yz):

d= \/RZ + R? — 2R R, (cosB cosB + sin@ sinf; sing)

Se Ry = R, resulta:

d= \/2 R? (1 — cos 8 cos B, + sin @ sin 6, sin¢)

e Paragp,=m/2¢0; =m/2 (eixoy):

d=\/R2+Rf—2RR1 sin@ sing

Se R; = R, resulta:

d =\/2 R? (1 —sin@ sin¢g)

e Parap =n/2,¢p, =1/2¢6; =0 (eixo z):

d=\/(R sinf8)? + (R cos 8 — Ry)? =\/R2+Rf—2RR1 cos 6

Se Ry = R, resulta:

d =+/2R% (1 - cosb)

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)
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Considerando agora o ponto P; (0; 0; ¢) da Figura 4.2, para a determina¢do da

superficie elementar dS, em coordenadas esféricas (ver Anexo A), da esfera condutora:

Figura 4.2 — Determinagao de uma superficie elementar dS, em coordenadas esféricas.

a area da esfera condutora, pela Figura 4.2, serd dada por:

2m T 2
Sesf = f j R? sinfdfdp = R* | d¢ =4mR? 4.9)
o Jo 0
Ainda da Figura 4.2, dS’ representa também a area elementar de um segmento esférico

de arco elementar R d6.

Considerando a densidade superficial de carga o constante, o potencial no ponto O da

esfera condutora da Figura 4.2, serd dado por:

(4.10)

o T2 1 R? sinf oR
VO f d9=
0

:47'[80 R &o

Como 0 = Q/S,sf, sendo Sf a superficie da esfera, o potencial no ponto 0, serd agora

dado por:

R
v, = 4 4.11)
Sesf €o
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Com a area da esfera condutora dada pela expressdo (4.9), o potencial no centro da

esfera condutora sera:

QR @

=4T[R2€0_4T[80R

Vo (4.12)
Também da Figura 4.2, considerando o ar como meio circundante da esfera condutora,
de raio R = 0,1 m e de carga Q = 107° C, uniformemente distribuida a superficie, o

potencial no seu centro, pela expressao (4.12), sera dado por:

Q 1079

vV, = = =90V 4.13
O " 4mey R 4m8,842-10712:0,1 (413)
com densidade superficial de carga constante, dada por:
107°
o= ¢ ¢ = 7,958 nC /m? 4.14)

Ses; 4mRZ 470,12

Para comprovar os resultados anteriores, a partir de no¢des de cargas e de potenciais
elementares; da Figura 4.2, dS representa a area elementar, em coordenadas esféricas, e
dS’ a area elementar de um segmento elementar esférico. Assim, o potencial V., no

ponto P; (0; 0; c¢), sera determinado por:

dQ
dVC_47TSOd

(4.15)

em que d representa a distancia entre o ponto P; (0; 0; ¢) e a carga na superficie

elementar dS. Ainda da Figura 4.2, como dQ = ¢ dS, logo:

dv, = o dS 4.16
C 4meyd (4.16)
e por sua vez, sendo dS = R? sinf d6 dg, entio:
o R? sinf d@ do
= 4.17
dVe 4dmeyd “.17)
Integrando (4.17), vira:
p— fznfnRz Snf o d (4.13)
“Tamely, Jy o d ¢ '
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Também da Figura 4.2, a distancia d, entre 0 ponto

P (R cos¢ sinf; R sing sinf; R cosB) e o ponto P; (0; 0; ¢), é dada por:

d= \/(R cos @ sinf)? + (R sing sinf)? + (R cosf —c)? =

(4.19)
=+JR2+c2—2Rc cosf
Substituindo na expressao (4.18), resultara:
o K f - f S d6 d (4.20)
Ve Tdme, VRZ+c2—2R c cosf v '
Como g = Q/S.sr = Q/ (4mR?), o potencial num ponto da esfera condutora sera:
=2 fznf sin d0 d 4.21)
¢ 16m2e )y Jo VRZ+cZ—2Rc cosf v .
Resolvendo a expressao (4.21), vira:
Q@ 2n(VR*+c?2+2Rc—-VR?+c?-2Rc) _
¢ 16me, Rc B
CQUR+cl—IR—c])
8meyRe (4.22)
entao:
,parac < R
4 R
y={ "% (4.23)
>R
Imeg .parac 2

. 8 . -7
o que comprova a lei de Gauss’, considerando R constante e ¢ variavel.

Considerando o ar como meio circundante da esfera condutora, de raio R = 0,1 m e de
carga Q = 1079 C, uniformemente distribuida a superficie, a energia eletrostatica dessa
esfera, em todo o espaco, sera:

1 Qz 02 ~ (10-9)2

W, =— =
T2 C " 8meyR  8m8,842-10712-0,1

=457n] (4.24)

¥ Lei de Gauss — é a lei que estabelece a relagdo entre o fluxo elétrico que passa através de uma superficie
fechada e a quantidade de carga elétrica que existe dentro do volume limitado por esta superficie [5].
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Da expressao (4.23), para valores de ¢ < R, verifica-se que E ¢ nulo, e para valores de
¢ > R, dado que a distribui¢do das linhas de forca do campo elétrico sao radiais fora
esfera, a intensidade do campo num ponto, distanciado de ¢ da origem da esfera

condutora, em moddulo, serd dada por:

. | av, ((z),parac <R s
cl =175 = >R .
dc —47150 Cz,parac_
sendo
IE|—| dve S 107 =900V 4.26
=G ony " Fme R dmBBaz 1001z oooV/m o (420

o que volta a confirmar a lei de Gauss.

Assim, dado que o potencial no infinito ¢ considerado nulo (V,, = 0), e que, para o
ponto ¢ = R, o potencial, pela expressdo (4.23), sera:

Q 107°

Vo = = =90V 427
R™4me, R 4m8,842-10-12-0,1 (4.27)
Entdo, a capacidade elétrica da esfera isolada, vird igual a:
Q Q 10°°
C=4 R = == = 11,111 pF 4.28
T =y =V, T Ve 90 P (4.28)
Também o volume da esfera condutora, vira dado por:
4 4
Voless = 3 TR3 = 37 0,13 = 4,189 -1073 m3 (4.29)
a superficie da esfera, por:
Sesf =4mR* =4m0,1%> = 125,7- 107> m? (4.30)
e a densidade superficial de carga da esfera, por:
107°
¢ =7,958-107° C/m? (4.31)

el = S,; 12571073
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4.2 INFLUENCIA ENTRE DUAS ESFERAS CONDUTORAS

Considerando duas esferas condutoras idénticas (ver coordenadas esféricas no Anexo
A), representadas na Figura 4.3, proximas uma da outra a uma distancia d, de raios R,
carregadas simetricamente, neste subcapitulo estudar-se-a como se distribuem as cargas

nas esferas quando estas estiverem eletricamente carregadas.

NS
N
\.,’,...

—65

> . :\ﬁ\i(‘(gcps @sinf';Rsin@sind';Rcos O’ +d) ou
4
3%

0
P, (0;y;0)

a) b)

Figura 4.3 — a) Influéncia entre duas esferas proximas e carregadas simetricamente; b) Pontos de
calculo do potencial considerado constante, para a determinagdo de g3, (k =0--- N — 1).
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Sendo N o nimero de pontos de calculo do potencial, analisando as varidveis presentes

na Figura 4.3, retira-se que:

d1:|P—P1|=

= \/(R cos @ sinf)? + (R sing sinf —r sinf;)2 + (R cosB —r cosh;)? =

=R2+12—2Rr (cosf cosb; +sinf sin6; sing) (4.32)

d2:|P—Pz|=

=\/(R cos @ sinfB)? + (R sing sinf —r sinf;)?2 + (d + R cos —r cosB,)? =

=JR2+712+d2—2d (R cos@ +r cos@;) +2Rr (cosf cos@, —sin@ sinh; sin )
(4.33)

Assim, de acordo com as expressoes (2.28) e (2.29), serdo determinadas as densidades

superficiais de carga o.

Considerando a influéncia entre as duas esferas (ver Figura 4.3), em primeiro lugar

consideraram-se N = 20 pontos, igualmente distribuidos, em cada esfera condutora,

krx

em que 0, =7 e 0, = ~ k=0;1;..; N—1. Os elementos da matriz [si'k]

(expressao (2.23)), serdao dados por:

0241 sin O 21 82,41 5in @
dode — j f dode| =
dy, 62, dy,

jz’f f92k+1 sin 8 40 d
4 7T| 6, \/ (p

R2+r?—-2Rm (cos 6 cos 64, + sin ¢ sin 6 sin 91i)

2

Sik _471

dodeo

j'zn O2y_k+1 sinf
0 Ok \/(R cos @ sin)2 + (Rsing sin§ — r; sin Hli)z + (d + Rcos 8 —1; cos Hli)z

(4.34)
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Considerando M = N = 20 pontos aleatdrios no interior da esfera condutora de carga
positiva +@Q, mas escolhidos com algum critério (ver Figura 4.3-b), a fim de ndo se
obterem valores negativos no pardmetro 7'y, os angulos e o raio, em relagdo a esses

pontos, podem ser dados por:

lm
0, = — 4.35
= (4.35)
coml=0--N,por
9 S L L (4 . 0: 05 0: 0: 0: 0: T 37‘[ 57'[ 77'[ 97‘[ 117 137w 1511]
1= 2 2 2 2 2 2’ ’ 16 16 16 16 16 16' 16' 16

(4.36)

e por:
R 3R 5R 7R 9R 11R R 3R 5R 7R 9R 11R R R R R R R R R

12°12°12°12°12° 12 '12°12°12°12°12° 12 '2°2°'2'2'2° 2’2’2
(4.37)

Considerando o raio de <cada esfera condutora R =0,1m, as distancias
d =[20;1;0,25;0,21] m entre os seus centros, de carga Q = 107° C, e potencial
constante e unitario: [V;] =V =1 pu na esfera carregada positivamente (+Q), e
—[Vi] = —[V] = —1 pu na esfera carregada negativamente (—Q). Utilizando as

expressoes (2.22) ou (2.23) do método dos momentos, vira:

(] = [six] " Vil © 7] = [sis] 1] (4.38)

considerando a relagdo T’ = o'y /g, constante e unitaria, em que o) é a densidade
superficial de carga ficticia, em [C/m?], e &, = 8,842.10712 F/m a permitividade

elétrica do vacuo.

Recorrendo a expressdo (4.38), obtiveram-se os resultados discretos da relagdo da
densidade de carga t', representados nas Figuras 4.4, 4.5, 4.6 ¢ 4.7, para valores de

distancias d = [20; 1; 0,25; 0,21] m, respetivamente.
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200

150

Tk 100

50

EE VIV VS S B VA O S VSN . V2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 X1
0, [rad]

Figura 4.4 — Gréfico dos valores discretos da distribui¢do da relagdo 7/, para uma distancia de
d = 20 m entre esferas (R = 0,1 m).

200

150
!
Tk 100
e mamal

50

T#ﬁﬁ;\g_’(*ﬂ(
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 X1

0, [rad]

Figura 4.5 — Grafico dos valores discretos da distribui¢do da rela¢do 7', para uma distanciaded = 1 m
entre esferas (R = 0,1 m).
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Como era de prever, ndo considerando os pontos discretos para valores de 8, proximos
de m, resultante dos pontos de potencial constante ndo terem sido corretamente
escolhidos, verifica-se que, para d = 1 m, face a d = 20 m, ha variacao da densidade
superficial de carga na esfera e comeca a decrescer na vizinhanca da esfera oposta

(carga simétrica) até a zona oposta.

200
150

!
Tk 100

50)‘\(\)‘_’(\\

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 X1
0, [rad]

Figura 4.6 — Grafico dos valores discretos da distribui¢do da relagdo 7', para uma distancia de
d = 0,25 m entre esferas (R = 0,1 m).

200
150

!
Tk 100

50 Valor aproximado
~
7=\= 7[ x 7/%——»—‘(
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0 0.1

. I Xm
0, [rad]

Figura 4.7 — Gréfico dos valores discretos da distribui¢do da relagdo 7/, para uma distancia de
d = 0,21 m entre esferas (R = 0,1 m).
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Da Figura 4.6, esferas ja bastante proximas, verifica-se, como era de esperar, uma
concentragdo de cargas na vizinhanga das duas esferas e uma densidade superficial de

carga bastante inferior nas zonas opostas da esfera.

Na Figura 4.7, verifica-se que a distribuicdo de carga varia bruscamente e atinge alguns
valores negativos, o que ndo corresponde propriamente a realidade. Entdo, pode-se
linearizar o grafico, através de valores médios, resultando na linearizagdo apresentada a
tracejado. Este facto deve-se, provavelmente, a uma escolha ndo muito criteriosa dos
pontos a partida, onde se considerou o potencial constante e unitdrio, para a

determinacdo de valores varidveis de 7'.

Observando agora as Figuras 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7, para valores de distancias
d = [20;1;0,25;0,21] m, respetivamente, verifica-se que, quando as esferas
condutoras estdo muito proximas, a distribuicdo de cargas ndo ¢ uniforme, estando as
cargas mais concentradas na vizinhanca da outra esfera, atingindo valores muito
elevados (Figuras 4.6 e 4.7). Quando as duas esferas estdo suficientemente afastadas, ja
nao sdo influenciadas uma pela outra, comportando-se como se fossem esferas isoladas,

logo, a sua distribuicdo de cargas aproxima-se a uma reta (Figuras 4.4 e 4.5).

O potencial na esfera condutora serd dado por:

RZ x| (27 [O2ns oy sinf
Vi= dme Z f f d6de —
0 k=0| 0 Uy JRZ +12 —2R7; (cos6 cos by, + singsin 6 sin6;,)
2 6 i ]
.[ 71'.[ 2N-k+1 (g% sin @ do d |
— gol
0 ey \/(R cospsin@)2 + (Rsing sin@ — 1; sin 91i)2 + (d + R cos — 1y cos Hli)z ]
(4.39)
com gy, = K; 7'} /&,, em que:
K = Q
1= (4.40)

, 2w 6 .
keo|T'k R? [, fezzk"“ sin6 do do

Pagina 78



CAPITULO 4 — DISTRIBUICAO DE CARGAS EM ESFERAS CONDUTORAS

Recorrendo a expressdo (4.39), obtiveram-se os graficos representativos na Figura 4.8,

para a distribui¢ao do potencial:

100 100
80 80
60 60
Vi Vi
40 40
20 20
0 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
a) b)
100 100
80 30
60 60
Vi Vi
40 T W
20 20
0 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
c) d)

Figura 4.8 — Graficos dos valores dos potenciais, para distancias entre esferas de:
a)d =20m;b)d =1m;c)d =0,25m;d)d = 0,21 m.
Pela Figura 4.8, verifica-se que, quanto mais proximas estiverem as duas esferas
condutoras, menor ¢ o valor do potencial. Pela Figura 4.8-a, verifica-se que o potencial
na esfera ¢ aproximadamente 90 V, o que vai de encontro ao calculado anteriormente
para a esfera isolada, comprovando-se que, para distincias muito elevadas, as esferas

comportam-se como se fossem isoladas.
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4.3 CAPACIDADES ENTRE ESFERAS CONDUTORAS

As capacidades entre esferas condutoras podem ser determinadas pelo método descrito
no subcapitulo anterior, no entanto, apresenta-se seguidamente um outro método
também aproximado, como se indica na Figura 4.9, em que se consideram duas esferas

condutoras idénticas, de raio R, a uma distancia d entre os seus centros.

Figura 4.9 — Duas esferas condutoras: potenciais nos pontos 4 e B.

Da Figura 4.9, o potencial nos pontos A e B da esfera condutora, em relacdo as cargas

+Q, da primeira esfera, e - @, da segunda esfera, consideradas pontuais, pode ser

traduzido pelas seguintes equagdes:

v, =2 ( ! ! ) 4.41

A 4mey \R+h d+R—h (441
€

v, =2 < ! ! ) 442

B " 4ney\R—h d—R-h (4.42)

Igualando as expressdes (4.41) e (4.42), vira:
1 1 1 1
T )2 )-

4meg \R+h d+R—h) 4meg\R—h d—R—h
1 1 1 1
=3 — = —
R+h d+R—-h R—-h d—R-h (4.43)
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Resolvendo agora a expressao (4.43), em ordem a distancia entre os centros das esferas
d, recorrendo a manipulagdes matematicas, resultam em varias solugdes, ao que se

escolheu a valida positiva, ou seja:

d_\/ﬁx/R2+Rh—h2+h3/2 d_\/R(R2+Rh—h2)+h3/2\/E

NS = NS N

_VRR(R?+Rh—h?)+h?
= A (4.44)

sSd

Considerando o raio R = 1 pu, resultara:

_h*+Jh(1+h—h?)
B h

d (4.45)

Manipulando a expressdo (4.43), em ordem a distancia h do centro da esfera ao ponto
da carga pontual +Q ou - Q, para R = 1 pu, vira:

h(R2+h(R—2d)—R*—d)) =R’ h(R®+h(1-2d)—1—-d?)=1 (4.46)

onde, recorrendo a manipulacdes matematicas, se obtiveram trés solucdes, sendo a

valida positiva dada por:
2
2T £
(d—2)2e_]T+ d—2[[d(4d*+11d+16) 2d*+19d+38||’ WEL
Lo 2d-1 9 6 3 9 €
= +

3
i/d—z[ d(4d2+11d+16)_2d2+19d+8]
6 3 9

(4.47)

No entanto, o potencial num determinado ponto P da esfera condutora de raio R, em

relacdo as cargas +(Q, da primeira esfera, ¢ -Q, da segunda esfera, pode ser

representado pela Figura 4.10.
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Figura 4.10 — Duas esferas condutoras com potenciais em relagao ao ponto P.

Da Figura 4.10, o potencial no ponto P da esfera condutora de carga +Q, ¢ dado pela

equacao:

Ve ¢ (1—1) (4.48)

=4T[£0 a b

Também da Figura 4.10, como o raio R da esfera pode ser dado por:

R?=a?’+h*+2ah cosb (4.49)

Ainda da Figura 4.10, a distdncia a, do ponto P a carga @, optando-se pela solucdo

positiva, sera:

a=+/R2—h? sin2@ — h cos 6 (4.50)

Também da Figura 4.10, a distancia b, do ponto P a carga —Q da segunda esfera, pode

ser dada por:

b =\/(d’—R cos0)? + R? sin? 0 &

& b=+d2+R? cos20—2d R cosb +R? sin2§ &

&b=+R2+d2—2d R cos@ (4.51)
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Logo, substituindo a (4.50) e b (4.51) na expressdo (4.48), pode-se determinar o

potencial no ponto P através da expressao:

1 1
__0 ( _ ) (4.52)
4mey \WR2 —h? sin?0 —h cos@ VR2+d?2—2d R cos6

Vp

Sabendo que ¢ um valor constante e igual a k, o potencial num ponto da esfera

4T g

condutora pode ser representado por:

1 1
v :k( _ ) 453
F VR? —h? sin26 —h cos® VR?+d?—2d R cos6 (453)

Recorrendo agora a expressao (4.53), considerando os dados seguintes:

e Constante: k = 1;

e Raio das esferas condutoras: R = 1 pu;

e Distancia do centro da esfera condutora a carga pontual +Q: h = expressdo
(4.47),

e Angulo 6 do ponto P em relagio ao eixo das abcissas: 0 < 8 < 2 m;

e Distancia do centro da primeira esfera condutora ao ponto —Q da segunda

esfera: d = [2,1; 3; 5; 10; 20] m.

Simplificando a expressao (4.53), com os dados anteriores, vira:
1 1
Vp - -
V1—h? sin20 —h cosf +V1+d?—2d cosf

(4.54)
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Simulando a expressao (4.54) num software matematico, obteve-se o grafico da Figura

4.11, em que:
Ve d=20R
————————————————————————————— d=10R
0.8 d=5R
0.6" d=3R
0.4
d=21R
0.2
0O 0.5 1 1.5 2 XT

0

Figura 4.11 - Grafico representativo de Vp, em pu, para diversos valores de d.

Como se pode observar pela Figura 4.11, quanto maior for a distancia entre as duas
esferas condutoras, mais constante serd a distribui¢do do potencial na periferia da esfera
de carga positiva, ou seja, no ponto P (R; €) (0 <0 <2m). Na linha d = 2,1R, que
corresponde a distancia mais pequena entre as duas esferas, pode-se observar a forte
influéncia exercida na primeira esfera pela segunda, que provoca nalguns pontos um
potencial mais elevado do que noutros, devido ao facto de que ndo ¢ suficiente
considerarem-se apenas duas cargas pontuais +@Q e —@Q, como se indica na Figura 4.10.
Quanto mais afastadas estiverem as esferas, menores serdo as influéncias dos campos
elétricos e mais constante sera a distribui¢do do potencial, pois haverd menos influéncia

da segunda esfera sobre a primeira.

Também pela Figura 4.11, verifica-se que ha mais variacao de potencial, o que significa

que existem influéncias de mais de um ponto na esfera.

Para esferas muito afastadas, um outro método de célculo de capacidade entre esferas
pode ser apresentado, considerando duas esferas condutoras, de raios R, eletricamente
carregadas com cargas simétricas de valor Q; = —Q, = Q = 107° C e afastadas a uma

distancia d, representadas na Figura 4.12, em que se considera d > R.
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Q, =+0Q Q,=-0Q

A

Figura 4.12 — Duas esferas condutoras carregadas simetricamente e muito afastadas.

Da Figura 4.12, como as cargas das esferas sdo simétricas, os seus potenciais também o
sdo. Logo, a capacidade, considerando a diferenca de potencial entre as duas esferas,

sera dada por:

= (4.55)

em que U ¢ a tensdo entre as esferas, V; o potencial da esfera de carga +Q e V, o

potencial da esfera de carga —Q.

Considerando um ponto y entre as duas esferas (ver Figura 4.12), a capacidade sera

entdo dada por:
Q _2mgR(A—-R)

_ (R Q Q d—2R (4.56)
fd—R4neoy2+4n£0 (d—y)zdy

C =

Também da Figura 4.12, considerando que a distincia entre as duas esferas ¢ muito
grande em relagdo aos seus raios, d > R, entdo:

C=2meR (4.57)

Como a capacidade para uma esfera isolada ¢ dada por C; = 4 &y R, uma vez que a
capacidade obtida pela expressao (4.57) é de metade desse valor, isso significa que se

pode aproximar a um circuito com condensadores em série.
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A Figura 4.13 faz uma representacdo, por analogia, do esquema equivalente de dois

condensadores em série, com um ponto de ligacdo comum, o infinito:

Q; =+0Q Q,=-0

Ci G,

o8]
|
|
|
|

o

Figura 4.13 — Capacidades entre duas esferas muito afastadas.

Resolvendo o circuito da Figura 4.13, a capacidade equivalente serd dada por:
1 1 1

—_— =4 — 4.58
Ce GG (4.58)

Da Figura 4.13, como o ponto entre as esferas esta a mesma distdncia para ambas as

esferas, entdo, pode-se dizer que as capacidades sdo iguais: C; = C, = C, logo:
! ! + ! ! 2 C ¢ C 2 R 4.59
=t === = = £ .
Por sua vez, como a capacidade entre as duas esferas e o referencial oo sdo iguais, logo,

também os seus potenciais serdo iguais, mas simétricos. Deste modo, os potenciais nas

esferas virao dados por:

]/1_1/2=21/1=9 Q

=— 4.60
C 2megR ( )

Considerando o raio da esfera R = 0,1 m e substituindo na expressdo (4.60), os
potenciais nas esferas serdo:

. 1079
17 2m8,842-10-12-0,1

SV, =90V e V,=-90V (4.61)

e substituindo na (4.59), a capacidade equivalente sera:

C=2me R =556pF (4.62)
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A energia elétrica serd dada por:

1 1 1 1
W=EQ1VI+EQ2V2=ECIV12+ECZV22 (463)

Como as esferas sdo idénticas, logo a energia elétrica sera também igual a:

1
W = > CU?=905n (4.64)

Recorrendo agora as expressoes (4.56) e (4.60), foi preenchida a Tabela 4.1, para
compara¢do dos potenciais e capacidades numa esfera, com a variagdo da distancia

entre as duas esferas, considerando o raio R = 0,1 meacargaQ = 107° C.

Distincia Capacidade C [pF] Potencial U [V] Energia W [n]]

d=20m 5,5914 178,84 89,42
d=5m 5,6792 176,08 88,04
d=1m 6,2587 159,78 79,89
d=0,5m 17,4177 134,82 67,41
d=0,25m 16,6898 59,92 29,96
d=0,21m 61,1958 16,34 8,17
d=0,20001m 55638,1 0,018 0,009

Tabela 4.1 — Quadro comparativo do potencial, capacidade e energia de uma esfera, com a distancia
entre duas esferas.

Observando a Tabela 4.1, constata-se que, quanto mais afastadas estdo as duas esferas
entre si, menor sera o valor da capacidade entre as esferas ¢ maior sera o potencial de
cada. O potencial ¢ mais reduzido, quando as esferas estdo mais proximas uma da outra,
devido as esferas possuirem cargas iguais e simétricas, ao que, o potencial, tende a
anular-se quando as esferas estdo muito proximas, como se pode verificar na Tabela 4.1,

parad = 0,20001 m.

E de referir que os valores dos potenciais obtidos na Tabela 4.1, sdo coincidentes com
os valores obtidos no estudo do subcapitulo 4.2 (influéncia entre duas esferas

condutoras), na Figura 4.8.

Pagina 87



CAPITULO 4 — DISTRIBUICAO DE CARGAS EM ESFERAS CONDUTORAS

4.4 CALOTE ESFERICA CONDUTORA

Considerando a calote esférica condutora da Figura 4.14, de relagdo didmetro-

. ... (D __R
comprimento unitaria TR 1):

12 quadrante

do plano yz

D=L

Figura 4.14 — Calote esférica condutora (coordenadas esféricas).

Da Figura 4.14, as distancias entre os pontos P; e P,, e entre P, e P;, podem ser dados,

respetivamente, por:

d; =+/(R sinf cos )2 + (R sin@ sing — p; sinf;)2 + (R cosf — p; cosf;)? =

=R2+p;2—2R p; (cosB cosB; +sinf sinf; sine) (4.65)

e por:

dy =+/(p cos9)? + (p sing — p; sin6;)? + (z — p; cos6;)? =

=Jp:i2+p?+22—2p; (p sinb; sing +z cos6,) (4.66)

ou

d; =+/(R sinf cos )2 + (R sin@ sing —y;)2 + (R cos@ — z;)? =

=JR2+yf+zf—2R(y1 sin@ sing + z; cosf) =

= JR2+p;2— 2R (y; sin@ sin¢@ + z; cos @) (4.67)
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dy =+/(p cos@)? + (p sing —y)2 + (z — 21)? =

B 5 ) . _ 2
—\/p +yi—2py; sing + (z — z;) (4.68)

em que, da Figura 4.14, o ponto P;, que pode ser deslocado na posi¢do vertical (segundo
0 eixo z), pertence ao plano paralelo a xy, que contém a base da calote esférica de altura
variavel h, sendo 0 < 8, < m (6, = m/2 corresponde a uma calote em que h =R, e

0, = m corresponde a toda a esfera).

Da Figura 4.14, sendo P, um ponto do 1° quadrante do plano yz, pelas regras

trigonométricas, retira-se que:

pli,k = ’yliz + Zlkz (469)

e, para z;, > 0, o0 4ngulo que o segmento OP, faz com o eixo y, serd dado por:

Vi,
6, = tan™! <i> (4.70)
) Zlk
ou, para zy, = 0, o dngulo 6, , serd igual a:

T

01, = > 4.71)

Considerando o pardmetro 7', relacionado com a densidade superficial de carga, os
pontos segundo os eixos yez: i =0--M ek =0--N.,com M = N, o raio da esfera
condutora R = 1 pu e limitando graficamente o perimetro da calote, considerou-se que

o potencial V;, tera valores constantes no plano yz: y; > + z;,* < R?.

Perante estas condigdes, nos subcapitulos seguintes serdo estudados os casos da calote
esférica condutora de raio inferior a semiesfera, equivalente a semiesfera, superior a

semiesfera e equivalente a esfera completa.
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4.4.1 CALOTE ESFERICA CONDUTORA COM 6, = 7/3

Considerando a Figura 4.14, elucidativa da calote esférica condutora de raio inferior a

semiesfera, de 8, = /3, com relagdo h = 0,5 R:

Figura 4.15 — Calote esférica condutora de 8, = m/3.

Recorrendo a expressdo (4.18) e a manipulagdes matematicas de modo a construir o
mapa de linhas equipotenciais no plano yz, o potencial da superficie esférica da calote

de condutora de 8, = m/3, sera dado por:

_ T R? (7 sin @
Vai e = f ] d9de (472
\/RZ +p1;,2— 2R (yy, sin6 sing +z;, cos0)

e o potencial da superﬁcie circular da calote de condutora, de 8, = /3, serd dado por:

!

v B T J»R sm f p d(p dp
bik ~ 4 (4.73)
0 \/ 24 p2—2p

P1;, COS@ cosby,,

em que o potencial total Vi) =V, + Vp, ., compy,, = ’}’1i2 + 21,2,z = 0,5 pu, que

corresponde a altura do corte da esfera no eixo z, e ' = constante = 1 pu.

Para M = N = 100 pontos, os pontos no plano yz serdo dados por (ver Figura 4.14):

Ri
Y =37 (4.74)

Pagina 90



CAPITULO 4 — DISTRIBUICAO DE CARGAS EM ESFERAS CONDUTORAS

€ por:

2, =K (4.75)

Com os dados anteriores, foram construidos os mapas de linhas equipotenciais no plano

yz, para o 1° quadrante da calote esférica condutora, representados nas Figuras 4.16,
4.17 e 4.18.

80

704

60

50.

i

Figura 4.16 — Distribuicdo, em valores relativos, do potencial na superficie esférica V, da calote
condutora de 6, = /3.

i

Figura 4.17 — Distribuicao, em valores relativos, do potencial na superficie circular V;, da calote
esférica condutora de 6, = /3.
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90

80

704

60

V (pu)

50

i

Figura 4.18 — Distribuicao, em valores relativos, do potencial total V da calote esférica condutora de
0, =m/3.

Comparando a Figura 4.16 com a Figura 4.17, constata-se que a distribuigdo do

potencial (em pu) na superficie esférica ¢ praticamente o dobro do potencial na

superficie circular. Isto significa que, apesar de se ter considerado a densidade

superficial de carga o constante, na realidade esta varia e ¢ inferior na superficie

esférica e superior na superficie circular (concentrando-se nos extremos).

Ainda na Figura 4.16, verifica-se que o potencial aumenta no sentido da base para a
extremidade superior da calote esférica condutora, o que significa que a densidade

superficial de carga varia em sentido inverso ao longo da superficie esférica da calote.

Interpretando agora a Figura 4.18, pode-se verificar, como referido anteriormente, que o
potencial ¢ mais elevado no topo da superficie esférica, sendo a vizinhanga do perimetro
da superficie circular a que possui menos distribui¢do de potencial e, consequentemente,

ira possuir a maior concentracao de cargas.

J4

Pode-se ainda referir que é na superficie circular que ocorre maior variagdo da

distribuigdo de cargas.
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4.4.2 CALOTE ESFERICA CONDUTORA COM 0, = /2

Considerando a Figura 4.19, elucidativa da calote esférica condutora equivalente a

semiesfera, de 8, = /2, com relagdo h = R:

o

? z
|
|
|

I
N I -
~ —
—-
Figura 4.19 — Calote esférica condutora de 8, = /2.
Recorrendo as expressdes (4.72) e (4.73) de modo a construir o mapa de linhas
equipotenciais no plano yz, o potencial da superficie esférica da calote condutora de

0, = m/2 sera dado por:

_ T R? (T sin 6
Vaii = ] ] dode (4 76)
\/RZ +p1;,2 = 2R (yy, sin6 sing +z;, cos9)

e o potencial da superficie circular da calote condutora de 8, = /2 sera dado por:

Vy., = = f on P dodp
bik =77 (4.77)
0 -0 \/pz + P12 — 2 ppyy, COSP cosOy,,

— 2 2 —
aijk + Vbi,ka com pli,k - ’yli + Zlk » Z = 0 pu, que

em que o potencial total V;, =V,

corresponde a altura do corte da esfera no eixo z, e " = constante = 1 pu.

Para M = N = 100 pontos, tal como se apresentam nas expressoes (4.74) e (4.75), ter-

, . Ri Rk .
se-a respetivamente: yy; = ——-¢€ Zy, = — (ver Figura 4.14).
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Com os dados anteriores, foram construidos os mapas de linhas equipotenciais no plano
yz, para o 1° quadrante da calote esférica condutora, representados nas Figuras 4.20,
421 e4.22.

80

60

404

204

Va (pu) y

0 20 40 60 80 100

0

Figura 4.20 — Distribuicdo, em valores relativos, do potencial na superficie esférica V, da calote
condutora de 6, = /2.

100. |

80+

60

404

204

Figura 4.21 — Distribuicao, em valores relativos, do potencial na superficie circular V;, da calote
esférica condutora de 0, = /2.
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N\ logs
oLV w098 \ Y

Figura 4.22 - Distribuicao, em valores relativos, do potencial total V da calote esférica condutora de
0, =m/2.
Comparando as Figuras 4.20 e 4.21 com as Figuras 4.16 e 4.17, para a calote esférica
condutora de 6, =m/2, constata-se que a distribuicdo do potencial tem uma
distribuicao similar na superficie esférica, visto no caso anterior, a calote tinha uma
relacdo h/R = 0,5, e agora corresponde a uma semiesfera completa. Comparando ainda
os dois casos anteriores, verifica-se que, devido ao facto da superficie € do volume da
calote esférica condutora para 6, = m/2, ser bastante superior ao volume da calote para
6, =m/3, também o potencial serd bastante superior, o que ¢ perfeitamente

compreensivel para a mesma concentragdo de carga em pu.

Interpretando a Figura 4.22, pode-se verificar que a distribuicdo do potencial tem o
sentido decrescente desde o centro da base da calote para as extremidades, e ainda com
valores inferiores na vizinhanga do perimetro da superficie circular relativamente a

vizinhang¢a no topo da superficie esférica.

Pode-se ainda referir que € na superficie circular que ocorre maior variagdo da

distribuicdo de cargas.
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4.4.3 CALOTE ESFERICA CONDUTORA COM 6, = 27/3

Considerando a Figura 4.23, elucidativa da calote esférica condutora de raio superior a
semiesfera, de 6, = 2m /3, com relagdo h = 1,5 R, observa-se que esta se aproxima da

configuracdo plena da esfera:

Figura 4.23 — Calote esférica condutora de 8, = 2m/3.

Recorrendo as expressoes (4.72) e (4.73) de modo a construir o mapa de linhas
equipotenciais no plano yz, o potencial da superficie esférica da calote condutora de

0, = 2m /3 sera dado por:

_ T R* (7T sin @
Vi = f f — dode (478)
JRZ +p1;,>— 2R (yll. sin@ sing + z;, cos 6)

e o potencial da superﬁcie circular da calote condutora de 8, = 2m/3 sera dado por:

V ’ R sm 21 ,D d d
bik = 21 ~aear 4.9
p? +3’1l —Zpy1 sm<p+(z—zlk)

em que o potencial total Vy; =V, +Vp,,, com py,, = /yll.z + 24,2, z=—0,5 pu,

que corresponde a altura do corte da esfera no eixo z, e ' = constante = 1 pu.

Para R=1 pu, M = 100 pontos (i=0---M) e N = 150 pontos (k =0---N), os
valores de y,; e de 2y, no plano yz, serdo dados por (ver Figura 4.14):

Ri

Y =37 (4.80)
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€ por:

(4.81)

Com os dados anteriores, foram construidos os mapas de linhas equipotenciais no plano

yz, para os 1° e 4° quadrantes da calote esférica condutora, representados nas Figuras

4.24,4.25 e 4.26.

100+

504

0

Vo (mf)

0,7

0

20

40 60

80

100

Figura 4.24 - Distribuicdo, em valores relativos, do potencial na superficie esférica V, da calote

condutora de 8, = 2m/3.
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50

0,35
o Vb (ﬁl:)\gwél'r
0 20

40 60 80 100

i

Figura 4.25 — Distribuicao, em valores relativos, do potencial na superficie circular V;, da calote
esférica condutora de 6, = 2m/3.

AZ
"
100+
k

. 978
023
45

LV s N\ | Y

0 20 40 60 80 100

Figura 4.26 — Distribuicao, em valores relativos, do potencial total V da calote esférica condutora de
0, =2m/3.
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As Figuras 4.24, 4.25 e 4.26, apresentadas para a calote esférica condutora de 8, =
2m/3, assemelham-se as Figuras 4.20, 4.21 e 4.22, apresentadas para a calote de

6, = /2, no sentido em que a distribui¢do do potencial faz-se da mesma forma.

Constata-se facilmente que esta calote esférica condutora possui uma superficie e um
volume superiores aos dois casos de calotes estudadas anteriormente, logo, também ¢
perfeitamente percetivel que o valor do potencial também seja superior para uma

densidade superficial de carga considerada constante.

Pode-se verificar que o potencial mais elevado para a calote esférica de 8, = /3 foi da
ordem dos 0,64 pu, para a calote de 8, = /2 foi da ordem dos 0,96 pu e para a calote

de 8, = 2m/3 foi da ordem dos 1,045 pu, confirmando o referido anteriormente.

Da Figura 4.26, verifica-se que praticamente o potencial ¢ constante na semiesfera
superior, ocorrendo variagdes na distribuicdo de cargas na superficie circular, devido a

irregularidade cometida no sdlido.

4.4.4 CALOTE ESFERICA CONDUTORA COM 6,=m (ESFERA
COMPLETA)

Considerando a Figura 4.27, elucidativa da calote esférica condutora equivalente a uma

esfera completa, de 6, = m, com relagdo h = 2 R:

Figura 4.27 — Calote esférica condutora de 8, = 1 (esfera completa).
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Recorrendo as expressdes (4.72) e (4.73) de modo a construir o mapa de linhas
equipotenciais no plano yz, o potencial da superficie esférica da calote condutora de

0, = m sera dado por:

_T'R? .fz”f sin @ 10 d
Vai,e = e - —  @us)
TPt 2R (yli sinf sing + z;, cos 9)

com py;, = / Y1i2 + 21,2, z = —1 pu, que corresponde 4 altura do corte da esfera no

eixo z, e ' = constante = 1 pu.

Para R=1 pu, M = 100 pontos (i =0---M) e N = 200 pontos (k =0--N), os

valores de y;; e de z;,,, no plano yz, serdo dados por (ver Figura 4.14):

Ri
Yiu =77 (4.83)
e por:
2Rk
Zy,, = N VA (4.84)

Com os dados anteriores, foi construido o mapa de linhas equipotenciais no plano yz,

para os 1° e 4° quadrantes da calote esférica condutora, representado na Figura 4.28.
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Tz

200 =

1504
k1 1

504

v
0,95 085
Vo (pw Fa ol o) y
D T T 8 T T

] 20 40 &0 30 100

Figura 4.28 — Distribui¢ao, em valores relativos, do potencial na superficie esférica V, da calote
condutora de 8, = 1 (esfera completa) mais uma zona de ar.

A Figura 4.28 que representa o mapa de linhas equipotenciais dos 1° e 4° quadrantes da
calote esférica condutora equivalente a esfera completa, em que os pontos de calculo
dos potenciais extravasa a propria esfera e inclui a zona de ar. Verifica-se que, para
0, = m (a calote transforma-se em esfera), as linhas equipotenciais apresentam valores
constantes em toda a regido do interior do condutor, o que significa que as formulas
apresentadas relativamente ao célculo de V,, estdo corretas, pois o seu resultado ¢ igual

ao obtido para a esfera condutora.

Pagina 101




CAPITULO 4 — DISTRIBUICAO DE CARGAS EM ESFERAS CONDUTORAS

4.5 SUPERFICIE CIRCULAR CONDUTORA

A Figura 4.29, apresenta uma superficie circular condutora de raio R e de espessura

muito pequena, assente no plano xy.

P1(0,¥1;24)

Figura 4.29 — Superficie circular condutora.

Pela Figura 4.29, obtém-se que a distancia do ponto P ao ponto P;, que sera dada por:

d =\/p2 cos?2 @ + (p sing —y,)? + z2 =\/p2 —2py, sing+y?+z2 (4.85)

Logo, s; x sera dada por:

p

1 k41 (2T
Sik = 57— j dodp
=7 4.86

e o Jpz—Zpyli sing + yf, + 77, (350

Assim, utilizaram-se manipulagdes matematicas para determinar as densidades

superficiais de carga elétrica g, considerando-se agora variaveis.

Em primeiro lugar, consideraram-se 10 pontos na superficie circular condutora, logo
M = 10 pontos, N = 10pontos, i =0..9 ¢ k=0..9, em que os pontos que
percorrem a superficie serdo dados por (ver Figura 4.29):

_ Rk

a = (4.87)
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e 0s pontos no plano yz serdo dados por:

R Ri
=—+— 4.88
YT oM T M (4.88)
e por:
Rk
Zlk = T (489)

com raio unitario R = 1 ez, = 0.

Utilizando o método dos momentos, expressoes (2.22) ou (2.23), e considerando o

potencial [V;] constante e unitario, vira:

[t'x] = [Si,k]_l[Vi] e [t] = [Si,k]_l[l] (4.90)

cujos resultados discretos da relagdo 7'y, em pu, entre a distribui¢do da densidade carga

elétrica o'y, (k = 0---9) e g, pela expressido (4.90), foram:

Ty | 1,2963
7', | 13097
T, | 13383
T’y 1,3847
T, | 14547
Ts 15591
T | 1,7192
T, 1,918
Tg | 2,4179
Ty 55287

Tabela 4.2 — Resultados discretos da relagdo 7', em fungdo de p (ver Figura 4.29).

Constata-se que as densidades de carga calculadas correspondem, na realidade, ao

centro de cada segmento definido, como se pode observar na Figura 4.30.
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T'[pu] 7
4
3
T’
2 , v
’ Ty
/ ‘[’ T 6
T’O T’l T’Z T’3 T 4 >
1
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k+0,5

Figura 4.30 — Grafico dos valores discretos da distribuicdo da relagdo 7', em fung¢io dos pontos
(k + 0, 5), na superficie circular.

Da Figura 4.30, verifica-se que a distribui¢do superficial de carga aumenta

acentuadamente para as extremidades da superficie circular.

O potencial na superficie condutora circular, sera entao:

9
1 / bn+1 2T T, \
Vig = — z f j Pin de dp (4.91)
41 — \ b 0 J /
n=0 n

p?—2py; sing +yf + 27,

Considerando novamente 10 pontos na superficie circular condutora: M = 10 pontos,
N =10 pontos,i =0..9¢ k=0..9, em que os pontos que percorrem a superficie

serdo dados em intervalos iguais [b,; by41], onde existem cargas que serdo dados por:

Rn
b, = - (4.92)

e os pontos no plano yz, em pu, serdo também dados por:

21

= 4.93
V1, M ( )
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e por:

7 =251 (4.94)

Utilizando a expressao (4.91), e considerando o raio unitario R = 1 pu, foi construido o
mapa de linhas equipotenciais da Figura 4.31, referente ao 1° quadrante do plano yz, da

chapa circular condutora representada na Figura 4.29.

0,5
0,6

0,7 l |

i
|
|
|
1
|
|
V<

Metade da chapa circular |

v [pul

Figura 4.31 — Mapa de linhas equipotenciais para 7’ variavel (representacao de metade da chapa
circular).

Observando a Figura 4.31, verifica-se que o potencial ¢ um pouco mais elevado no
centro da chapa circular condutora e decresce para as extremidades do circulo, o que
significa que as cargas elétricas estdo ainda mais concentradas na periferia da chapa

circular, que no seu interior.

A evolugdo do potencial na chapa circular condutora, segundo o eixo y, pode ser

representado graficamente, como se indica na Figura 4.32.
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Vipu
0.gl¥ [Pul .
0.6
0.4
0.2
Metade da chapa circular
0 I — .
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.32 — Potencial na vizinhanga da chapa circular condutora, segundo o eixo y (metade da chapa
circular).

Donde, da Figura 4.32, se verifica novamente o decréscimo do potencial na extremidade
chapa circular condutora, o que significa que na extremidade, a concentracao de cargas
¢, na realidade, superior a obtida pela expressdo (4.90). Fora da chapa circular, o

potencial ira decrescer até ao infinito.
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4.6 ELIPSOIDE

A Figura 4.33 (também apresentada no Anexo B, como Figura B.4), representa um

elipsoide de semieixo maior a e de semieixo menor b.

Figura 4.33 — Arco de elipse AB.

Da Figura 4.33, d representa a distancia entre o segmento do arco As; (j =0--N) e o
ponto de coordenadas P; (c;; d;), em que i = 0---M. O potencial no elipsoide, no

mesmo ponto, ¢ dado pela expressdo (4.95) (também apresentada no Anexo B pela

expressao (B.47)), parak = b/aed; = 0.

dxy=

[
'k | djsq \/a —x2 (e x)? - J‘d]+1 — x2 (e x)?

A 2$|
0 [7di Jb2+(elx)2 +c2-2¢x Jb2+(elx)2+d2+2cl |

]
I
I

= Tj Sij (4.95)

Desdobrando em série, para um ponto P; (x;; y;), o potencial, em pu, vird dado por

(também apresentado no Anexo B pela expressdo (B.50)):

N-1 -
_ Z Vi, Z i si (4.96)

j=0 j=0
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em que N ¢ o numero de iteragdes. Matricialmente, o potencial sera dado por:

[Vl] = [Si,j] [T,j] (497)

Como a matriz [si, j] tem de ser quadrada para poder ser invertida, logo, o nimero de

pontos tem de ser igual: M = N.

Por outro lado, dado que no interior dos condutores carregados eletrostaticamente (lei
de Gauss), o potencial ¢ constante, entdo pode-se concluir que:
Vo=V,=+- =V, =+-=Vy_, =constante. Assim, os valores discretos das

densidades de corrente podem ser determinados por:

[2)] = [s:;]" Vi) (4.98)

Por simplificagcdo, dado que o potencial ¢ constante no interior de um elipsoide condutor

JIR . 1
(campo elétrico nulo e V = constante), considera-se que V =1 pue o= 1 pu.
0

Recorrendo a expressao (4.98), parai=0:-M, j=0--N, para 11 pontos: M = N =
10, o parAmetro da densidade superficial de carga T’ /7', sera representado pelo grafico

da Figura 4.34.

/, 7/
/70| _r— valores por escalGes k~o0
[pul Valores intermédios (fiore t.lllneo ds
Y comprimento
’ a=1pu finito)

—
:I/ k=0,5
7 (elipsoide
1.5

e k=1
) = (esfera
0.5
0
0 0.157 0.314 0.471 0.628 0.785 0.942 1.1 1.257 1.414 1.571(x @)

0,057  (0,17) 0,157 (0,27 0257 (0,37 0357 (047  (0,457) (7/2)
Comprimento do arco do 1° quadrante da elipse (plano xy)

Figura 4.34 — Variagao da densidade superficial de carga, segundo o arco AB (Figura 4.33), em
elipsoides para diversos valores de k = b/a: k = 1 (esfera); k = 0, 5 (elipsoide); k = 0 (fio retilineo
de comprimento finito).
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Da Figura 4.34, verifica-se, como era de esperar, que para k = 1 (esfera), obtém-se

valores de 7' /1’ sempre constantes.

A densidade superficial de carga cresce nas extremidades, exceto para valores muito
pequenos de k, em que o elipsoide assemelha-se a um condutor cilindrico retilineo
muito comprido e a sua densidade superficial de carga tende a ser uniforme em todo o

comprimento, como também se comeca a observar na Figura 4.34.

Como se pode observar, da Figura 4.34, se k = 0, entdo o elipsoide assemelha-se a um
condutor cilindrico muito comprido, ao que a distribuicao de carga pode-se considerar
constante, particularmente na zona central. A curvatura da densidade superficial de
cargas para k = 0, com consequente maior concentracdo de cargas nas extremidades,
descreve um comportamento do tipo hiperbolico, muito semelhante a distribui¢dao de
cargas analisadas no estudo do condutor retilineo de comprimento finito (andlogo ao

estudo das catenarias para o método dos momentos no subcapitulo 2.2, Figura 2.5).

Quanto a obtencao de potenciais, energias e capacidades elétricas do elipsoide isolado, o
seu estudo segue uma analogia idéntica a apresentada para as outras figuras geométricas
indicadas neste trabalho. Assim, para um elipsoide (expressdes (B.32) ou (B.35) do

anexo B), de igual volume da esfera (expressao (4.29)):
4

4
Volaipsoide = Volgpo = 37a b? = 37 k% a® = Vol = 4,189-1073m3  (4.99)
Considerando o ar como meio circundante do elipsoide condutor, com semieixos de
relacdo k = Z = 0,8, e de carga Q = 107° C, uniformemente distribuida a superficie, da

expressao (4.99), deduziram-se as expressdes seguintes, para o0 semieixo maior:

313Vol,,, 3(34,189-1073
= |[——= |[————=116,04-1073 (4.100
¢ \/47'[](2 \/ 41 0,82 m )
€ para 0 semieixo menor:
b=ka=08-116,04-10"3=92,83-10"3m (4.101)
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O perimetro de ' da elipse, correspondente ao arco AB (1° quadrante), ¢ calculado

recorrendo a expressdo (B.9) do anexo B, donde:

k2 X2 0,116 0,82 x2
Selipse = .f ——dx = .f 1+ 2 dx = 164,55 mm

a? —x? (116,04 -1073)2 —
(4.102)
e a sua primeira excentricidade, utilizando a expressao (B.11) do anexo B:
b2
e, = =J1-k2=1-082=06 (4.103)

Finalmente, a superficie do elipsoide em forma de ovo, recorrendo a expressdo (B.13)

do anexo B, vira:

a
Selipsoide =4n k.f ’az — x? 912 dx = 126,74 -1073 m? (4.104)
0

A relacao entre a superficie do elipsoide (da expressao (4.104)) e a superficie da esfera
(da expressdo (4.30)), para volumes iguais (k = 0,8), sera dada por:

Selipsoide _ 0,12674
Sesf 0,1257

kg = =1,0083 (4.105)

donde se verifica que a superficie do elipsoide € ligeiramente superior a superficie da

esfera, para o mesmo volume.

Finalmente, a densidade superficial de carga média, sera dada por:

@ 107
Tmed = g voide 126,74 -1073

= 7,89 nC/m? (4.106)

O comprimento do arco AB (1° quadrante) do elipsoide, para a = 1 pu (semieixo maior) e
b = 0,8 pu (semieixo menor), com R = 0,9 pu (expressao (B.18)) e r = 0,1 pu (expressao

(B.19)), pode ser obtido pelas expressoes (B.9), (B.36) ou (B.37), do anexo B, resultando:

Setipse = 5'ap = Jy |1+ dx = [2\JRE+ 72+ 2Rr cos(26) df =1,41808 pu

(4.107)
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5. DISTRIBUICAO DE CARGAS EM CONES CONDUTORES

Neste capitulo, tal como nos anteriores, sera feita uma abordagem ao modo como o

potencial ¢ distribuido numa figura s6lida como o cone condutor. Considerando entdo o

cone da Figura 5.1:

~¢ P"(0; 0; h)

v

A

Figura 5.1 — Cone condutor, em que h/a = /3.

Da Figura 5.1, a superficie elementar lateral do cone condutor ¢ dada por:

dS;, =pdeds (5.1)

Ainda da Figura 5.1, verifica-se que:

d 2
ds = Jdp? + dzZ = |1+ (d—f)) dp (5.2)
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Também da Figura 5.1, ter-se-a:

d h p\' h
_Z=<h——p) __n (5.3)
dp a a
sendo ds dado por:
I 2
ds= |1+ (5) dp (5:4)

logo, para h = a V3, vira:

ds = ’1 + (—\/§)zdp =2dp (5.5)

Substituindo na expressao (5.1), a superficie elementar lateral do cone condutor vem
agora dada por:

dS; =2pdedp (5.6)

Integrando, vira:

a p2m a
SL=ZJ f pd(pdp=4njpdp=2na2 (5.7)
0o Jo 0

A expressdo (5.7) verifica o teorema de Pappus-Guldinus’, que enuncia que a 4rea
gerada por uma linha em torno de um eixo ¢ igual ao comprimento da linha a que passa
pelo centro de gravidade do segmento P"' P"'(vVa? + h?) vezes o centro de gravidade

ao eixo z (a/2) vezes 2z (ver Figura 5.1).

Considerando agora o ponto P; (0; yy; z1), da Figura 5.1 e dada a simetria do cone em
torno do eixo z, as distincias entre os pontos P e Py, P; e P’, respetivamente d, e d,,

podem ser dadas por:

h 2
d, = \/pz cos?2 @+ (p sing —y,)% + (h _TP — zl> (5.8)

? Teoremas de Pappus-Guldinus — dois teoremas que exprimem, com recurso a conceitos da geometria
como o de centroide, a relagdo que existe entre curvas e superficies de revolugdo e entre superficies e
corpos de revolugéo [5].
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ou por:

h2\? hz, h? ?
d1=\/<1+;> +2P<%_;_Y1 51n‘P> +h?+y2+22%2-2hz; (59)

d, = /p? cos? @ + (p sing — y;)? + 2,2 (5.10)

ou

dy =p? +2py; sing +y2 +2,? (5.11)

Para " = constante, e igual a 1 pu, o potencial no cone condutor ¢ dado por:

ds,
5.12
=i (5.12)

Das expressoes (5.6) e (5.12), substituindo, vira:

4ﬂ<.f fzn d(pdp+f fzn d(pdp> (5.13)

logo, o potencial Vg, , (no ponto (c;; di)) devido a distribui¢do de cargas na superficie

lateral do cone condutor, sera:

‘L', a 21 p
Vai,k = ﬁ.f f d(p dp
0o Jo \/ p )2 (5.14)

. 2 h
p? cos2p + (p sm<p—y1i) + (h—7—21k

¢ o potencial Vy;, (no ponto (¢;; dy)) devido a distribui¢do de cargas na superficie

circular do cone condutor, sera:

T b P dod
bi,k—ﬁfojo J : v ap (5.15)

p2—2pyy sing +yy,2+27,°

Em que V) = Vai,k + Vbi,k’ com a seguinte distribuicdo dos pontos segundo o 1°

quadrante do plano yz:

ai
Y, =77 (5.16)
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2, = — (5.17)

Considerando o fator da densidade superficial de carga 7’ constante e igual a 1 pu, os
pontos segundo os eixos dos y e z: i =0---M e k = 0--- N, respetivamente, e o raio da
base do cone condutor a = 1 pu. Para limitar graficamente a geratriz da Figura 5.1 ao 1°

quadrante, considerou-se que o potencial V; j terd valores nulos caso o termo:

>0 (5.18)

Perante estas condi¢des, nos subcapitulos seguintes foram estudados os casos do cone

condutor com relagdo altura superior ao raio da base (cone equilatero), com relagdo

h/a =+3,h/a=1eh/a=0,5.

5.1 CONE CONDUTOR COM h/a =+/3

Considerando a Figura 5.2, elucidativa do cone condutor com relagdo altura superior ao

raio da base, de h = a V/3:

Figura 5.2 — Cone condutor com h/a = /3.

Recorrendo as expressoes (5.14) e (5.15) de modo a construir o mapa de linhas
equipotenciais relativamente ao 1° quadrante do plano yz (ver Figura 5.1), para
M = 100 pontos e N = 170 pontos (devido a relagio de v3), obtiveram-se as Figuras
53,54e5.5.
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100+ 0,7

N
k \
\\
'
504
0,6
Vo (pu) ' . B,”
0 20 40 60 80 100

i

Figura 5.3 — Distribui¢cdo, em valores relativos, do potencial devido a superficie lateral V, do cone
condutor com h/a = /3.

Az
A
1504
100 0’
k
504
0,4
. Vb(pu) ‘ . ' B,V
0 20 40 60 80 100

Figura 5.4 — Distribui¢cdo, em valores relativos, do potencial devido a superficie circular V;, do cone
condutor com h/a = /3.
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1504

100 0'9

50

1 Vipu 09 B v
0 20 4 60 80 100
i
Figura 5.5 — Distribui¢cdo, em valores relativos, do potencial total V, devido a sobreposicdo de V, e de
V,, do cone condutor com h/a = /3.
Pela Figura 5.3 observa-se que a distribui¢do do potencial (em pu) varia pouco no

sentido do eixo para a geratriz ¢ também no sentido da base para o vértice, embora

nestas extremidades o potencial seja ligeiramente inferior.

Na Figura 5.4 pode-se observar a distribuicdo do potencial provocada pela superficie
circular da base, e constata-se que o potencial vai diminuindo gradualmente no sentido
da base do cone para a linha que limita as duas superficies (lateral e circular), situagdo
facilmente explicada por ser na linha que passa por B (ver Figura 5.4) que ha maior
concentracdo de cargas, logo o potencial calculado ¢ menor. Apesar de se ter
considerado a densidade superficial de carga ¢’ constante, na realidade esta varia e
concentra-se mais na vizinhanga do vértice da linha que separa a superficie lateral da

superficie circular.

O potencial total do cone condutor, em valores pu, ¢ dado pela Figura 5.5, onde se
observa que o potencial ¢ maior na vizinhanga do centro da base e menor no seu vértice,
0 que contraria a realidade, pois, pela lei de Gauss, o potencial deve ser constante em

todo o condutor.
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Pode-se ainda referir que € na superficie lateral do cone condutor, que ocorre maior

variacao da distribui¢ao do potencial.

5.2 CONE CONDUTORCOMh/a =1

Considerando a Figura 5.6, elucidativa do cone condutor com relagdo altura igual ao

raio da base, de h = a (ou de relacdo geratriz por didmetro G /D = 2a/2a = 1):

Figura 5.6 — Cone condutor com h/a = 1.

Recorrendo as expressdes (5.14) e (5.15) de modo a construir o mapa de linhas
equipotenciais relativamente ao 1° quadrante do plano yz, para M = N = 100 pontos

obtiveram-se as Figuras 5.7, 5.8 ¢ 5.9.

A Z
sl 08
604
k 0,8
404
204
0,7
V, (pu
. a(P') . _06N\B v

T
0 20 40 60 80 100
i

Figura 5.7 — Distribui¢cdo, em valores relativos, do potencial devido a superficie lateral V, do cone
condutor com h/a = 1.
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AZ
|ﬂ
80
0,25\
60
k 0,3
40
0,35
20 0,4
AVepw) 045 B,V
0 2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 100

Figura 5.8 — Distribui¢cdo, em valores relativos, do potencial devido a superficie circular V;, do cone
condutor com h/a = 1.

AZ
1
80
60
k )
40 "1’1
11
20
, V(pu)t \ i ' 1 B,V
0 20 40 60 80 100

Figura 5.9 — Distribui¢cdo, em valores relativos, do potencial total V, devido a sobreposicdo de V, e de
V}, do cone condutor com h/a = 1.
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Pela Figura 5.7, cuja representagdo do cone condutor no plano yz apresenta uma forma
de um triangulo equildtero, observa-se que a distribuicdo do potencial varia pouco no
sentido do eixo para a geratriz mas tem maior variacgdo no sentido da base para o
vértice, sendo o potencial na zona do vértice mais elevado e decai ligeiramente na
extremidade do vértice em si. Comparando com a Figura 5.3, também se observa que o

valor do potencial ¢ mais elevado quando a altura do cone diminuiu.

Na Figura 5.8 observa-se uma distribuicdo de potencial ¢ semelhante a que ocorreu para
o caso do cone condutor de relagdo h/a = /3, ou seja, que o potencial vai diminuindo
gradualmente no sentido da base do cone para o seu vértice onde h4 maior concentragdo

de cargas.

A distribui¢do de potencial total do cone condutor representado na Figura 5.9, ¢ mais
uniformemente distribuido em relagdo ao cone da Figura 5.5, e também possui valores
de potenciais mais elevados. Apesar da sua distribui¢do mais uniforme, o potencial ¢
ligeiramente mais reduzido nas extremidades do cone, ou seja, no vértice € na

vizinhanga do perimetro circular da base.

5.3 CONE CONDUTORCOM h/a =0,5

Considerando a Figura 5.10, elucidativa do cone condutor com relagdo altura inferior ao

raio da base, de h = a/2:

Figura 5.10 — Cone condutor com h/a = 0, 5.

Recorrendo as expressdes (5.14) e (5.15) de modo a construir o mapa de linhas
equipotenciais relativamente ao 1° quadrante no plano yz, para M = 100 pontos e

N = 50 pontos, obtiveram-se as Figuras 5.11,5.12 ¢ 5.13.
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A
A z
40
30 o 0,9
k
204
104 0,8
| Va (pw) 0,7 B Y
n ’;n 4'n . ﬁ'n sln nn

4

Figura 5.11 — Distribuicdo, em valores relativos, do potencial devido a superficie lateral V, do cone
condutor com h/a = 0, 5.

50

40

0,35

204 0’4

T o5
Vy (pu) S B Y
n ?'I'I tln i ﬁln R'I'I mnn

0

Figura 5.12 — Distribui¢ao, em valores relativos, do potencial devido a superficie circular V;, do cone
condutor com h/a = 0, 5.

A
Al
w0125
30
k
20+ _—
125
104 1,_2{22/ 1’1921_' /
V (pu) PN B
n ‘zln 4‘0 . ﬁll'l aln mnn

4

Figura 5.13 — Distribui¢do, em valores relativos, do potencial total V, devido a sobreposi¢dao de V, e de
V}, do cone condutor com h/a = 0, 5.
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Pela Figura 5.11 observa-se que a distribuicdo do potencial varia acentuadamente no
sentido da base para o vértice e com valores de potencial mais elevados em relacdo aos
cones anteriores das Figuras 5.3 e 5.7. Também se verifica que a distribui¢do do

potencial ¢ menor na vizinhanga do perimetro da superficie circular.

Na Figura 5.12 observa-se uma distribuicdo de potencial ¢ semelhante as que ocorreram
para os casos dos cones anteriores, ou seja, que o potencial vai diminuindo
gradualmente no sentido da base do cone para o seu vértice, embora neste caso esta

variagdo seja menos acentuada.

A distribui¢ao de potencial total do cone condutor representado na Figura 5.13, diminui
no sentido do eixo do cone para o perimetro da base, tendo uma distribui¢do diferente

para o caso dos cones anteriores.

5.4 OBSERVACOES SOBRE 0S CONES CONDUTORES

A titulo de facilidade de comparagdo, considerando a Figura 5.14 que apresenta as

distribuicdes de potencial total V para os cones condutores de relacdo h/a = /3 (da

Figura 5.5), relacdo h/a = 1 (da Figura 5.9) e relagdo h/a = 0,5 (da Figura 5.13),

respetivamente:
1504
0,
1
100 0,9 20
604
1,1 13
504 404
» 14 ” 1,25
1] 1,22
, 1 Vpu 09 . V (pu) 1 |V (pw) 1,194 1,11
0 2 40 60 80 100 0 0 0 ) ) w0 0 n n «'n o
a) b) <)

Figura 5.14 - Distribuicdo, em valores relativos, do potencial total V dos trés tipos de cones
condutores, com: a) h/a = /3;b) h/a = 1;c) h/a = 0,5.
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Comparando os trés tipos de cones condutores verifica-se que, mantendo o didmetro da
base e aumentando a altura do cone de valores desde metade do raio da base até V3, o
potencial diminui ligeiramente com o aumento da altura do cone, isto porque, como o
volume €é maior, a densidade superficial de carga ¢' também ¢é mais elevada,

consequentemente o potencial sera mais reduzido.

Observando o caso do cone condutor de relagdo h/a = 1 (Figura 5.14-b), verifica-se
que a distribuicao de potencial é quase uniforme e de valor ligeiramente inferior nas

extremidades (vértice e perimetro da base).

No caso do cone condutor de relagio h/a = /3 (Figura 5.14-a), observa-se que o
potencial varia mais acentuadamente que nos restantes cones. Devido ao seu volume ser
. . . . ,
maior, e consequentemente haver maior densidade superficial de carga o', as cargas
elétricas irdo se concentrar mais na vizinhanga do vértice, o que implica que o potencial
nessa zona seja bastante inferior, em cerca de 0,3 pu, em relacdo ao potencial na base.
Ainda na Figura 5.14-a, ¢ possivel observar privilegiadamente que o potencial mais
elevado se encontra no centro da base circular do cone, o que corresponde

realisticamente a uma menor densidade de carga.

Observando agora o caso do cone condutor de relacio h/a = 0,5 (Figura 5.14-c),

verifica-se que este tem uma distribui¢do de potencial invertida em relagdo ao cone de

relagio h/a = /3 (Figura 5.14-a), uma vez que a maior concentragio de cargas situa-se
agora na vizinhanga do perimetro da base em vez do vértice. Significa que o potencial ¢
mais reduzido na zona do perimetro da base circular devido a existéncia de maior
densidade superficial de carga o', o que realisticamente origina uma maior ¢’ na zona

do perimetro da base.

Dado que em eletrostatica o potencial ¢ constante, partindo do principio que a densidade
de carga ¢ uniforme, verifica-se erradamente que existem linhas de superficies
equipotenciais de valores diferentes (ndo constantes). Assim, nas zonas em que O

potencial ¢ maior, na sua vizinhanga as densidades de carga devem ser menores.
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6. ESTUDO COMPARATIVO E APLICACOES PRATICAS

6.1 COMPARACOES ENTRE ALGUNS SOLIDOS

Considerando um cilindro em que R=h=0,1m e Q = 107° C (ver Figura 3.1), a

Tabela 6.1 apresenta alguns resultados comparativos face ao cilindro, considerando uma

esfera inscrita e uma esfera circunscrita.

Esfera inscrita

(R=0,1m)
Raio [m] 0,1
3 4
Volume [m3] 37 R3
Relacio de volumes 1
Superficie [m?] 4 R?
Relacio de superficies 1
Valor médio da densidade
7,9577 - 107°
superficial de carga o;,.4 [C/m?]
Rela¢do oy,04/ &
" 900
(& = 8,842 -10712 F/m)
Potencial
Omed R 90
V= med [V]
€o
Energia elétrica
1 45-107°
We = E QV ]
Relacio de potenciais ou de 1
energias elétricas
Capacidade isolada
Q 11,111-10712
C=—|F
> [F]
Relaciio de capacidades 1

Tabela 6.1 — Tabela comparativa de algumas grandezas.

Cilindro

(R=0,1meL=2R)

0,1
2mR3

1,5
6  R?
1,5

5,3051-107°

600

75,75

37,876 -107°

0,842

13,201-10712

1,188

Esfera circunscrita

(R' = RV2)
0,12
842

R3
3 Y

22
8 m R?
2

3,9789-107°

450

63,639

31,8196 -107°

0,7071

15,713 - 10712

V2
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Considerando novamente R = h = 0,1 m e Q = 1072 C (ver Figura 3.1), a Tabela 6.2

apresenta resultados comparativos face ao cilindro, considerando-se uma esfera de igual

superficie (maior volume) e uma esfera de igual volume (maior superficie).

Cilindro

(R=0,1meL=2R)

Raio [m] 0,1
Volume [m?] 2mR3
Relacao de volumes 1
Superficie [m?] 6 w R?
Relacio de superficies 1,5
Valor médio da densidade
5,3051-107°
superficial de carga o;,.4 [C/m?]
Relacio 6,04/ &
600
(g =8,842-10"12 F/m)
Potencial
Omed R 75,751
V= med [V]
€o
Energia elétrica
1 37,876 107°
Wo=3QVUI
Relaciio de potenciais ou de
0,842
energias elétricas
Capacidade isolada
Q 13,201 -10712
C=—|F
- [F)
Relacio de capacidades 1,188

Esfera de igual

superficie

1,5

5,3051-107°

600

75,751

37,876-107°

0,842

13,201 -10712

1,188

Tabela 6.2 — Tabela comparativa de algumas grandezas.

Esfera de igual

volume

33
R —
2

21T R3

81 R?
3,9789-107°
450

63,6396

31,820-107°
0,7071

15,713 -10712

V2
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6.2 ALGUMAS APLICACOES PRATICAS

O caso das esferas condutoras com cargas elétricas simétricas, muito proximas uma da
outra, tém, por exemplo, aplicacdo em alta tensdo, na descarga esfera-esfera, em que,
teoricamente, a intensidade do campo elétrico, ou disrupgdo elétrica E, em [kV /cm], é

aproximadamente igual, em modulo, ao gradiente:

AV
em que:

e E,..q— Valor médio aproximado da tensdo de disrupgdo [kV /cm];
e AV — Varia¢do do potencial entre as duas esferas [kV];

e Ad — Distancia entre as duas esferas [cm].

Outro exemplo, consiste em admitir, de um modo aproximado, um cilindro de
comprimento L e de raio R, e que a densidade superficial de carga o ¢ constante. Assim,

o potencial num ponto a do eixo x, serd dado pela Figura 6.1 (ver Figura 3.15):

<
<

Figura 6.1 — Cilindro de raio R e de comprimento L.

Da Figura 6.1 e da Figura 3.15, o potencial elementar no ponto P (a; 0; 0), paraa = 0,

¢ dado pela expressao (3.95), e a intensidade do campo elétrico pela expressao (3.96).
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Assim, considerando a resisténcia de um elétrodo de terra, cilindrico, enterrado na

posicao vertical, com L > R, esta pode ser dada, aproximadamente, por:

R, =& (6.2)

Sendo J a densidade superficial de corrente que pode atravessar a superficie lateral de
um cilindro comprido, envolvido em material condutor, como por exemplo a terra, a
intensidade de corrente elétrica I ao longo desse cilindro, sera dada por [ =] S;. Da

expressao (3.95), substituindo na expressao (6.2), vira:

R_O'R l 21 63
t_SOISLnR ()

Como a densidade da corrente elétrica ¢ dada por | = E/p, em que p representa a

resistividade do meio circundante (por exemplo do terreno, em [Q m]), substituindo na

oR 21
Re=—Fp_ ™% (64)

expressao (6.3), vira:

Por sua vez, substituindo da expressao (3.96), sabendo que a superficie do cilindro ¢

dadapor S, =2mR L e, por suavez, L = 2 [, aresisténcia de um elétrodo de terra vira:
poR <2 l) p <2 l)
R, = In{—)|=——In{—
‘ ez 2mR2L \R/ 4wl AR 6.5)

Assim, considerando o cilindro a funcionar como elétrodo de terra, com forma

cilindrica, enterrado na posi¢do vertical, em que L = 21 > R, e sendo o didmetro do

cilindro D = 2 R, aresisténcia de terra R;, em [Q], serd aproximadamente dada por:

- p 21\ _ p L\ _ p 2L

A expressao (6.5) apresenta uma das expressoes utilizadas para o dimensionamento dos

elétrodos de terra cilindricos, particularmente em anel.
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7. OBSERVACOES E CONCLUSOES

Para a realizacdo do presente trabalho, recorreu-se a manuais, livros e software de
resolucdo matematica, tendo sido utilizados o Matlab®, o Smath e o Mathcad®, como

auxilio na resolucao de problemas.

Como se pode verificar, 0 método dos momentos ¢ um método numérico de extrema
utilidade, pois transforma uma equacdo integro-diferencial num sistema de equagdes

lineares.

Concluiu-se que a densidade superficial de carga num condutor retilineo apresentava
uma distribui¢do hiperbodlica, aproximada a equacao da catenaria de uma linha fixada a
apoios nivelados. Como as catenarias descrevem uma hipérbole, foi entdo formularizada

uma expressao aproximada, utilizando cossenos hiperbolicos.

O presente trabalho focou-se principalmente no estudo da distribuicdo de cargas,
consequentemente do potencial nas esferas, nas calotes, na superficie circular, no
elipsoide, nos cilindros e nos cones. Analisando todas as figuras geométricas estudadas,
concluiu-se que as densidades de carga tendem sempre a acumularem-se nas
extremidades dos solidos, havendo menos concentracdo nas zonas das superficies
interiores. Também se verificou que, quando existem arestas definidas, as cargas sdo
mais concentradas nessas vizinhancas, cuja densidade superficial de carga ¢ igual, em

cada uma das superficies elementares, junto as arestas que separam essas superficies.

Em relagdo ao potencial, constatou-se, o que era de esperar, que tem uma distribui¢do
uniforme (lei de Gauss) quando a distribui¢do de cargas ¢ mais acentuada nas pontas (ou
nas arestas). O facto de se ter a percecdo que o potencial ndo € constante no sélido, ou
seja, que ndo se distribui uniformemente, tem utilidade, na medida que a sua
compensag¢do, nalgumas regioes, ¢ feita a custa do aumento da densidade superficial de

carga nessa regiao.

Em relacdo a influéncia entre esferas condutoras de carga simétrica e eletricamente
carregadas, concluiu-se que estas sdo fortemente influencidveis quando estio muito

proximas, e que se comportam como esferas isoladas quando estdo bastante afastadas.
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Foram apresentados graficamente o modo como as cargas se distribuem quando as

esferas estdo afastadas ou estdo proximas e, portanto, mais influenciaveis.

O presente estudo ¢ importante para ensaios de alta tensdo com descargas ponta-ponta,
ponta-plano, esfera-plano e esfera-esfera, em que, a partida, se tem uma ideia preliminar

da distribui¢@o das cargas nas figuras geométricas condutoras utilizadas nesses ensaios.

O presente trabalho, principalmente a nivel académico, permite uma continuagao futura
para servir de base a estudos mais aprofundados de cada tema ou de cada so6lido
geométrico estudado, e ainda langar bases essenciais para estudar distribuicdo de cargas
noutro tipo de so6lidos condutores com outro tipo de figuras geométricas. Poder-se-ao
efetuar simulacdes com o programa FEMM (Finite Element Method Magnetics), que
utiliza o0 método dos elementos finitos, de modo a observar com mais interesse o
comportamento dos parametros eletrostaticos, e poder-se-30 também utilizar as
expressoes determinadas e os dados para obter as varidveis elétricas. Dada a dimensao
do presente trabalho, e também ao fator tempo, ndo foi possivel efetuar simulagdes com
o programa FEMM, mas tal teria algum interesse pratico, na medida em que permitiria

observar mais parametros elétricos nos casos estudados.

Este trabalho revelou-se num estudo muito complexo e exigente, com um nivel de
dificuldade razoavel, do ponto de vista que ndo me encontrava habituada a formalizagao
matematica e do eletromagnetismo, por ter interrompido o contato com estes temas ha
mais de uma década. Assim, a parte da formulagdo foi a que me apresentou mais

obstaculos, tendo sido ultrapassados, com o estudo e o passar do tempo.
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ANEXOS

A. COORDENADAS CILINDRICAS E ESFERICAS

Neste anexo ira ser apresentada um breve resumo sobre coordenadas cilindricas e

coordenadas esféricas, segundo Sadiku [3], para utiliza¢do no presente trabalho.

COORDENADAS CILINDRICAS (p; ¢; z)

Considerando o cilindro, a seguir representado apenas um quadrante:

zZ/N\

AVAS

~
~
N
~
N
~
~

14

Figura A.1 — Representac¢ao das coordenadas cilindricas.

e considerando que os comprimentos e os angulos variam entre os seguintes valores [3]:

0<p<w
{0S<p<27r (A.1)
—0<z<®
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podem-se calcular ou converter de coordenadas cartesianas para coordenadas cilindricas

utilizando as seguintes relagdes:

p=+/x%+y? @ =tan~! (%) zZ=1z (A.2)

e de coordenadas cilindricas para coordenadas cartesianas, utilizando as seguintes

relagoes:
y=psing X =p COSQ z=1z (A.3)
em que:
a, = cos¢ a, —sing a,
{ayzsin(p a, tcosg a, <
a, =a,
a, = cos a, +sing a, A, = Ay cosp + A, sing
= {a(p:—sin(p ay+cosg a, & (4, =—A;sing+A4, cosgp <
a, = a, A, =A,
Ap cosep sing 0] |Ax Ay cosp —sing 0] [4p
& |Ay|=|-sing cosep 0|.|[4y| = [Ay|=|sing cosep 0].|4,
A, 0 0 11 14, A, 0 0 11 [4,] A9

Assim, em coordenadas cilindricas, podem-se entdo apresentar as expressdes que

permitem determinar [3]:

e A distancia entre dois pontos:

d? = p? — p? — 2 p; p; cos(p, — @1) + (2, — 27)? (A.5)

e QO diferencial de deslocamento:

dl=dpa,+pdpa,+dza, (A.6)

e O diferencial de superficie:

dS=pdepdza, dpdza, pdedpa, (A.7)

e QO diferencial de volume;:

dVol=pdpde dz (A.8)
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COORDENADAS ESFERICAS (7; 6; @)

Considerando a esfera, a seguir representando apenas um octante:

z A ZAN
o =1 sinf do
dr r df
6 r Z
J SY
7 P

Figura A.2 — Representacao das coordenadas esféricas.

e considerando que os comprimentos e angulos variam entre os seguintes valores [3]:

0<f<m (A.9)

{OSr<oo
0<p<2rm

podem-se calcular ou converter de coordenadas cartesianas para coordenadas esféricas,

utilizando as seguintes relagdes:

r=x%+y%+ z2 6 = tan~! (—xz;yz) @ = tan™! (%) (A.10)

e de coordenadas esféricas para coordenadas cartesianas, utilizando as seguintes
relagoes:

X =71 cosf cos y =1 sinf sing Z =71 cosf (A.11)
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em que:

a, =sinf cos@ a, +cos cosp ag —sing a,
a, =sinf sing a, + cos6 sing ag +cosg a, <
a, =cosf a, —sinf ay
a, =sin6 cos¢ a, +sinb sing a, + cosb a,
& {ag =cos cos@ a, +cosb sing a, —sinb a,
a, = —sing a, +cos¢ a,
Ay = Ay sin6 cos@ + Ay sin6 sing + A, cos 6
& {Ag = Ay cosB cosp + A, cosb sing — A, sinf
Ay = —Ay singp + A, cosg

A, sinf cos¢@ sinf sing cosO] |Ax
& [Ag| =|cosO cosp cosH sing sinf|.|A)| &
Ay —sing cos ¢ 0 A,
Ay sinf cos¢@ cosf cosp —sinf] |A,
s |4y = [sin@ sing cosf sing cos6 |.|Ag
A, cos @ —sing 0 Ay (A.12)

Assim, em coordenadas esféricas, podem-se entdo apresentar as expressdes que

permitem determinar [3]:

e A distancia entre dois pontos:

d?=r}+1r2—2r 1, cos@, cosf; — 21, 1, sinf, sinf; cos(p, — ;)

(A.13)
e O diferencial de deslocamento:
dl=dra, +rdfag+r sind doa, (A.14)
e O diferencial de superficie:
dS =1r%sin@ dfdga, r sinf drde ag v dr do ay (A.15)
e O diferencial de volume:
dVol =12 sin6 dr df dg (A.16)
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ELIPSOIDE

B. PERIMETRO E SUPERFICIE DA ELIPSE. AREA E VOLUME
DO ELIPSOIDE

A superficie do elipsoide ¢ dada pela seguinte expressao:

a

Sutipsoide = 2 f 2nyds B.1)
0

em que:

e a— Semieixo maior [m];
e vy —Ordenada da fungédo da elipse [m];

e ds — Comprimento elementar de um arco de elipse [m].

PERIMETRO DA ELIPSE

Para determinar o comprimento elementar ds, foi necessario encontrar primeiro o

perimetro da elipse.

Figura B.1 - Elipse.

Como se sabe, o perimetro de uma elipse pode ser determinado pela expressdo geral:

2 2

X
;JFZ_Z:l (B.2)

Pagina 135



ANEXO B — PERIMETRO E SUPERFICIE DA ELIPSE. AREA E VOLUME DO
ELIPSOIDE

No entanto, o matematico indiano Ramanujan, determinou uma expressao que permite a

aproximacao muito exata do perimetro da elipse:

Petipse =T [3 (a+b) —/(Ba+b) (a+3Db)| (B.3)

em que a corresponde ao semieixo maior da elipse € b ao semieixo menor.

Figura B.2 — Ponto P na elipse.

Observando ao Figura B.2 e sabendo que t representa a tangente a elipse no ponto P, o
comprimento elementar ds, do arco do 1° quadrante da elipse, pode ser deduzido pelo

teorema de Pitagoras:

ds = \/dx? + dy? (B.4)

Dividindo ambos os membros por dx:
ds +fdx%+dy? dy\’
VT ods=dx 1+(—y) (B.5)
dx dx dx

< dy\?
Da expressao (B.2), encontraram-se y e (ﬁ) :

2 2

x b
—+y—=1<:>y:5\/a2—x2@yzk\/az—xz (B.6)
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Considerando k = b/a constante, derivando a equagdo em ordem a x, vem:

d —k x dy\* k2 «x?
dx gz — x2 dx a? — x?
Substituindo estes valores na expressao (B.5):
k? x?
ds= |1+ -~ dx (BS)
a?—x
Integrando a expressao (B.8), vem:
k2 x?
Selipse = f pr ——dx (B.9)

Recorde-se que a equacao da elipse (B.9), foi deduzida para apenas um quadrante, no

entanto como os outros sao simétricos, pode-se dizer que, simplificada:

¢ la?—x%2(1- kz)
Selipse = 4’_[ \/ dx (B.10)
0

a? — x2

Sabendo que a primeira excentricidade da elipse ¢ dada por:

=1 — k2 (B.11)

e =

logo, o perimetro da elipse sera dado por:

x2 e?
Selipse = f ————dx (B.12)
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SUPERFICIE DO ELIPSOIDE

Substituindo agora ds (B.8) e y (B.6) na expressao (B.1) (superficie do elipsoide):

a k2x2 a
2mk+a?— x2 ’1+a2 x2dx=47rkf la? — x2 e2 dx (B.13)
o 0

Observando agora a Figura B.3:

Selipsoide = ZJ
0

0

~
S~ —

1
|
!
| e
J._ —— a=R+r
|
Figura B.3 — Método de obtengdo da elipse a partir de duas circunferéncias.
Utilizando coordenadas polares, retirou-se o valor de x:

X =p COSQ (B.14)

Derivando, vem:

dx = (p' cosp —p sing) do (B.15)
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logo, substituindo na expressao (B.13), vem:

s
2

Selipsoide = 4T kf Jaz —p?% e?cos2 @ (p' cose —p sing) do (B.16)
0

Observando novamente a Figura B.3, a distincia entre a origem O e qualquer ponto da

elipse ¢ dada por:

p=+R2+712+ 2R cos(286) (B.17)

onde, também por observagao:

a+b
_ B.18
5 (B.18)
e
a—>b
— B.19
r > (B.19)

Substituindo na expressao (B.17) e manipulando matematicamente esta ultima equagao

e substituindo os valores de e; e k determinados na expressdo (B.11),vem:

p=a /1 —e? sin26 (B.20)

Mais uma vez, também da Figura B.3, retira-se que:

2 cin2
29=w (B.21)

sin b2

Substituindo na expressdo (B.20), elevando ambos os membros ao quadrado e com

k = b/a, resultara:

2_2_ 2P S ® (B.22)

A segunda excentricidade da elipse sera dada por:

6’1 1_k2 1
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logo:
a

p= .
J1+eZ sin?¢ (B24)

Derivando, vem:

2 .
, _—aej cosg sing

p =

(B.25)

Substituindo agora na expressao (B.16):

T
P 2 az_azef cos2¢@ —a sing (ezz+1)d (B.26)
elipsoide 1+ 2 12 3 7 2 @
0 €; sin~ @ 1+ e5 sin® g

Da expressao (B.23) também se retira que:

T B.27
1+e? B2
logo:
T 2,2 2 i
2 a‘ ey cos‘ @ —a sing
P . H d B.28
elipsoide n j(; \/a 1+ 922 sin? ¢ k2 i/l-l—e‘zsz(p Y ( )

No entanto, dx é um valor em moédulo, entdo, simplificando, a superficie do elipsoide

sera agora:

Selipsoide =4ma

f \/1+Sm o ( 1) | (B.29)

d
(1+e2 sm2 <p)2 SIng ¢

Sabendo que a superficie da esfera é 4 12, se se pretendesse calcular a superficie de
uma esfera através da expressao (B.29), dir-se-ia que a = b, o que implicaque k =1 ¢
e, = 0, logo, resolvendo, resulta:

Sesfera = 4T a’ (B.30)

em que a € o raio da propria esfera, o que comprova que a expressao (B.29) também

sera correta para determinacao de elipsoides.

Pagina 140



ANEXO B — PERIMETRO E SUPERFICIE DA ELIPSE. AREA E VOLUME DO
ELIPSOIDE

VOLUME DO ELIPSOIDE

Sabe-se que o volume da esfera ¢ dado por:

4
Volysy = 3 mrd (B.31)
Das Figuras B.2 e B.3, considerando a superficie limitada pelo arco acima do eixo x do
elipsoide, a rodar em torno do eixo x, assemelhando-se a um ovo, o volume sera dado

por:

4
Voly,, = 374 b? (B.32)

Considerando agora a superficie limitada pelo arco de um dos lados do eixo y do
elipsoide, a rodar em torno do eixo y o elipsoide a rodar em torno do eixo Yy,

assemelhando-se a um disco, o volume sera dado por:

4
Volgisco = 37 a’b (B.33)

O centro de gravidade da superficie da elipse sera dado pela expressao:

a [fyds k* [*a? — x2 dx
— _Jo _ 0
J;) y ds = YSeupse Selipse < Y:S‘elipse = Selipse Selipse — Tab (B.34)
em que ¥, ¢ o centro de gravidade da superficie, acima do eixo x, da elipse.
Logo, o volume do elipsoide serd dado pela expressao (B.35):
a
Volgiipsoiae = 27 Ys,,,, mab=2m K f a’ — x> dx (B.35)
0
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AP,  Coheee
pte . \ /
RN \ / )
l// \\ \ \ I / 7 B/

Figura B.4 — Arco de elipse AB.

Das Figuras B.3 e B.4, o arco de elipse AB sera dado, a titulo de exemplo, por:

Vs
2

Sy = f JR2 +712+ 2R r cos(260) df (B.36)
0

com os raios dos arcos dados pelas expressdes R = asz (B.18)er = az;b (B.19).

Desenvolvendo \/R2 +7r2+2R7r cos(260) em séries de poténcias, em relagdo a

variavel angular 6, ter-se-a:

R? + r?
(B.37)
R + cos(260) d6

A

2
SAB:f VZRT'\/

0

Considerando N arcos de iguais comprimentos, entre Ae B,paraj =0; 1; 2; ; N — 1:

J .
S
k=0
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Calculando o arco AB diretamente da expressdo (B.36), e dividindo o arco AB em M
arcos de igual comprimento (Asy=As; =:--=As,=As e As'y=As'; ==

As', = As") de valor:

'
Sap _ fOE\/R2 + 7124+ 2R cos(20) d6 (B.39)

As =
ST M M

e utilizando, por exemplo, o método de Newton—RaphsonlO, os valores dos arcos As, de

iguais amplitudes, podem ser obtidos a partir de:

_ f(6.)
f'(6:)

Oij+1 = 0i (B.40)

em que:

e 0;;4+1 — Valor final do arco As, do segmento de corda (arcos Asy + As; — ver
Figura B.4);

e 0;; — Valor inicial do arco As, (projecdo do arco As, — ver Figura B.4 ), pode-se
considerar 8y o = 1/2;

e i — Indice de iteragdo (i = 0; 1; 2;-+-; M), em que no ponto B, 0;j+1 =0 —ver
Figura B .4;

o j — indice de iteracdes (j = 0; 1; 2;---; N). Valor aproximado obtido pelo
método de Newton-Raphson, sendo mais exato para elevados valores de N;

e M — Numero de arcos de intervalos compreendidos entre A e B (1° quadrante —
ver Figura B.4);

e N — Numero de segmentos de arcos de intervalos compreendidos entre A ¢ B (1°

quadrante — ver Figura B.4).

' Método de Newton (ou método de Newton-Raphson) — é um método iterativo que, em anélise
numérica, permite estimar as raizes de uma determinada funcgdo real, utilizando aproximacgdes sucessivas
de raizes (ou zeros). E considerado o melhor método, permitindo uma rapida convergéncia, em especial
se a estimativa inicial estiver “suficientemente proxima” da raiz da fungao [5].
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os arcos serao calculados pela expressao:

Oit1,j
As; = VR2+ 712+ 2R cos(26)deo (B.41)
6

ij

Considerando agora o elipsoide da Figura B.5:

Figura B.5 — Arco de elipse AB.

o potencial elementar no elipsoide sera dado por:

dq

=4T[80d

dv (B.42)

em que Q corresponde a carga elétrica do condutor, em Coulomb [C]. Como a carga

dQ = o dS, o potencial elementar vira agora:

odS

dv =
4meyd

(B.43)

Da superficie do elipsoide dS=2myds e da distdincia aos pontos

d=+(x%c)?+ (v +d)? (ver Figura B.5), substituindo na expressio (B.43), o

potencial elementar no elipsoide vira agora:
_ oc2nyds _ oyds
4meg[(x )2+ (y—d)? 2+ (x£c)?+ (y—dy)?

av (B.44)
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em que os sinais + da expressdao (B.44) serdo positivos para as areas elementares do
lado esquerdo do elipsoide, para ¢; < 0, e serdo negativos para as dreas elementares do

lado direito do elipsoide, para c¢; = 0.

Das expressdes y = kVa? —x? (B.6), ds = /1 + X dx (B.8) e e; =V1 —k?
(B.11), com k = b/a, substituindo e resolvendo a expressdo (B.44), resulta:

dV=20:c Ja? — (e; x)% dx
0\/b2+(elx)2+ci2+di212cix—2dik\/a2—x2

(B.45)

Seja
di = a sin Hi,j (B46)

integrando em relagdo ao ponto P; (¢;; d;), para d; = 0 (eixo x), devido a todas as
contribui¢des, de ambos os lados do elipsoide, e de qualquer eixo perpendicular a x

(Figura B.5), o potencial serd entdo dado por:

i'j_zgo d; 2 2 2
l J b*+(e;x)>+cf —2¢;x

i +fd1+1\/ / 2—(61 x)Z dxl_

b2+ (e, x)2+c?+2¢x J

=g, 5, (B.47)

emque i=0:--M e j=0--N, sdo pontos de uma grelha para o célculo das linhas

equipotenciais, e:

k djir aZ — e,2 x2 dji1 a? —e;? x?
= f dx++f dx
Oldi \/b2+(e1x)2+ci2—20i Jb2+(e1x)2+c +2¢x |

Si,j
(B.48)
Desdobrando a expressao (B.47), por exemplo, para ¢, = 0, vira:

Vo = Z Vo,j = z Oj SO,j = 09 So,0 + o; So1 + -+ oy_1 SoN-1 (B.49)
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Do mesmo modo, para um ponto P; (x;; y;), o potencial vira dado por:

N-1

N-1
Vi = Z Vi,j = Z O'] Si,j = 0p Si,O + 01 Si,l + -+ On—1 Si,N—l (BSO)

~.
~.

em que o correspondem aos valores da densidade superficial de carga.
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