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Resumo

O presente estudo, na area da matematica, pretendeu identificar e analisar as
estratégias mobilizadas por alunos do 1.° ano do 1.° ciclo do ensino bésico na resolucéo
de problemas de combinatdria.

Sendo que a resolucdo deste tipo de problemas implica o recurso ao raciocinio
combinatédrio, definido por alguns autores como sendo uma capacidade inata ao ser
humano, o mesmo pode ser desenvolvido desde cedo nas criancas se forem
proporcionados contextos e procedimentos que envolvam este tipo de raciocinio. Para
além disso é apontado como essencial para o desenvolvimento de processos de
enumeracdo, formulacdo de conjeturas, de generalizacdo e de sistematizacdo. Nesse
sentido, pretendi promover contextos didatico-pedagogicos que investissem no

desenvolvimento do raciocinio combinatdrio logo nos primeiros anos de escolaridade.

No ambito do estudo utilizou-se uma metodologia de caracteristicas qualitativas
na variante de estudo de caso em que a recolha de dados se baseou na observacao
participante, em entrevistas e na analise documental. Durante o estudo concluiu-se que as
estratégias utilizadas pelos alunos para resolver problemas de estrutura combinatéria
passam por representar o raciocinio seguido através de simbolos iconograficos (desenhos,
esquemas de linhas e setas, cores), de tabelas ou da escrita. Concluiu-se ainda que 0s
desempenhos da maioria dos alunos refletiu um desenvolvimento progressivo de
capacidades no que concerne ao raciocinio combinatério, traduzidas nos seguintes
aspetos: i) apropriacdo de alguns principios e propriedades subjacentes ao raciocinio
combinatério; ii) aperfeicoamento, diversificacdo e generalizacdo das estratégias
utilizadas; iii) utilizacdo de alguma terminologia associada; iv) maior correcdo das

resolucdes; e v) maior rapidez de execucao.

Palavras-chave: aprendizagem matematica; estratégias de ensino; raciocinio

combinatdrio; resolucéo de problemas; 1.° ciclo do ensino bésico.






Abstract

This study, in mathematics, intended to identify and analyse the strategies
mobilized by 1st year students, from the 1st cycle of the elementary school in solving

combinatorial problems.

Since the resolution of such problems require the use of combinatorial reasoning,
defined by some authors as an innate ability to humans, it can be developed if contexts
and procedures involving this type of reasoning are provided. Furthermore it is identified
as essential for the development of enumeration process, conjecture formulation,
generalization and systematization. In this sense it was intended to promote educational
and pedagogical contexts that invest in the development of logical thinking in the first

years of schooling.

As part of the study it was used a methodology of qualitative characteristics in the
case study variant in which data collection was based on participant observation, in
interviews and on document analysis. Throughout the study it was concluded that the
strategies used by the students to solve combinatorial structure problems represent the
reasoning followed by iconographic symbols (drawings, line diagrams and arrows,
colours), tables or writing. It was also concluded that the performance of most students
reflected a progressive capacity development with regard to the combinatorial reasoning,
translated in the following aspects: i) appropriation of some principles and properties
underlying the combinatorial reasoning; ii) improvement, diversification and
generalization of the strategies used; iii) use of any associated terminology; iv) greater

correction of resolutions and v) greater speed of execution.

Keywords: mathematics learning; teaching strategies; combinatorial reasoning; problems

solving; elementary school.
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CAPITULO 1 — Introducéo

No contexto atual de formacédo inicial de professores, a luz do Processo de
Bolonha, o mestrado ja se apresenta como condi¢édo para a atribuicdo da habilitacdo para
a docéncia na educacdo bésica e secundéria valorizando-se “o conhecimento no dominio
de ensino, assumindo que o desempenho da profissdo docente exige o dominio do
conteddo cientifico, humanistico, tecnolégico ou artistico das disciplinas da area

curricular de docéncia” (Decreto-Lei n.° 43/2007, de 22 de Fevereiro). Por outro lado,

da-se especial énfase a area das metodologias de investigacdo educacional,
tendo em conta a necessidade que o desempenho dos educadores e
professores seja cada vez menos o de um mero funcionario ou técnico e
cada vez mais o de um profissional capaz de se adaptar as caracteristicas e
desafios das situacdes singulares em funcéo das especificidades dos alunos
e dos contextos escolares e sociais (Decreto-Lei n.° 43/2007, de 22 de
Fevereiro).

Com o objetivo de me manter atualizada no que concerne a habilitacdo para a
docéncia e por questdes de valorizacdo pessoal e profissional, considerei que deveria
investir, mais uma vez, no reforgo da minha formacéo apostando na melhoria do meu
desempenho ao nivel da preparacdo cientifica. Assim sendo candidatei-me ao curso de
mestrado em Ensino do 1.° e 2.° Ciclos do Ensino Basico da Universidade do Algarve. A
formacdo pré-Bolonha permitiu a solicitacdo de uma analise de curriculo e um processo
de equivaléncias do qual resultou um plano de estudos constituido por cinco unidades
curriculares, quase todas no ambito das didaticas (Decreto-Lei n.° 43/2007, de 22 de

Fevereiro, art.° 11, ponto 2, alineas a, b, c).

O regulamento do curso de mestrado em Ensino do 1.° e 2.° Ciclos do Ensino
Bésico da Universidade do Algarve prevé a realizacdo de um relatério final que devera
incluir a descricdo do percurso formativo (no meu caso a experiéncia profissional em
contexto escolar) do mestrando. Pretende-se ainda, que seja um documentos que reflita
uma atitude investigativa e reflexiva conducente a uma pratica educativa baseada em

evidéncias que podem ser tidas em conta nos momentos de tomada de decisdes.



E nesta perspetiva que surge este estudo na area da matematica que tem como
objetivo perceber que estratégias utilizam os alunos do 1.° ano de escolaridade do 1.° ciclo
do ensino bésico na resolucdo de problemas matematicos de estrutura combinatoria. A
escolha do tema resultou de uma curiosidade pessoal e da necessidade de o compreender
para saber como ensina-lo eficazmente aos alunos. Para melhor alcancar este proposito
comecei por investigar mais aprofundadamente os problemas associados a combinatoria
(ramo da matematica) perspetivando um cenario de intervencdo pedagogica apoiado no

conhecimento cientifico mas também no conhecimento pedagdgico do contetdo.

Neste sentido, a revisdo da literatura constituiu uma oportunidade para
aprofundamento do conhecimento cientifico, para o esclarecimento de duvidas e para
delinear estratégias promotoras de uma melhor articulagdo entre a teoria e a préatica.
Permitiu também constatar que hd poucos estudos de autoria portuguesa sobre esta
tematica, o que podera ser um indicador da relevancia atribuida no contexto educacional.
No decurso da revisdo da literatura sobre o tema verifiquei, que problemas com esta
estrutura implicam a mobilizacdo de um tipo de raciocinio especifico — o raciocinio
combinatdrio — que permite a quantificacdo de conjuntos de elementos selecionados a

partir de um ou de mais conjuntos.

No ambito da combinatéria surgem 4 tipos de problemas — produto cartesiano,
permuta, arranjo e combinacao - que se podem distinguir pela sua estrutura e processos
de resolucdo. Enquanto os problemas de produto cartesiano implicam combinacges entre
elementos de dois conjuntos disjuntos e o resultado pode ser encontrado a partir de uma
simples multiplicacdo (a x b), os problemas de permuta, arranjo e combinagéo implicam
combinac@es a partir de um Gnico conjunto e a sua resolucao passa por formas muito mais
complexas. Ainda que o desenvolvimento do raciocinio combinatério ocorra no periodo
das operacdes formais (entre os 12 e 0s 15 anos), ha evidéncias da possibilidade do seu
desenvolvimento durante os periodos pré-operatério e das operagdes concretas (entre 0s
2 e 0s 12 anos), desde que sejam criados contextos de aprendizagem adequados.

Em Portugal, o Programa de Matematica para o 1.° Ciclo do Ensino Basico,
homologado em junho de 2013, ndo atribui especial destaque a combinatdria ou ao
raciocinio combinatério, enquadrando os problemas de combinatéria em objetivos
associados a multiplicacdo — “Efetuar multiplicagdes no sentido aditivo e combinatorio”

(MEC, 2013, p.8) — ou a resolucéo de problemas — “Resolver problemas até trés passos



envolvendo situagdes multiplicativas nos sentidos aditivo ¢ combinatorio” (MEC, 2013,
p.16). Ademais refere um outro objetivo que estabelece que os alunos devem ser capazes
de “efetuar uma dada multiplicagdo fixando dois conjuntos disjuntos e contando o numero
de pares que se podem formar com um elemento de cada, por manipulacdo de objetos ou
recorrendo a desenhos e esquemas” (Idem, ibidem, p.10), sugerindo alguma inclinacéo
somente para os problemas de produto cartesiano que aparecem associados a situagdes

multiplicativas nos sentidos aditivo e combinatorio.

Ainda gue os manuais escolares incluam exemplos dos quatro tipos de problemas
de combinatoria, na sua generalidade, os documentos curriculares ndo contemplam
orientacOes especificas para o0 ensino da combinatoria nem apontam sugestfes de
atividades conducentes ao desenvolvimento do raciocinio combinatorio associado. Neste
panorama corre-se o risco de os professores nao se aperceberem da importancia deste
raciocinio para o desenvolvimento cognitivo dos alunos e que o abordem de forma
superficial e pouco informada. Consciente desse risco, por experiéncia propria, considerei
que este estudo poderia constituir uma oportunidade para conciliar 0 conhecimento
transmitido pelos especialistas com o conhecimento empirico resultando disso, um
trabalho mais informado, e por isso mais proveitoso e significativo para o processo de

ensino e de aprendizagem.

Por tudo o que foi referido até aqui, alicerco a pertinéncia deste estudo nos
seguintes aspetos: (i) importancia da tematica para o desenvolvimento cognitivo dos
alunos e para a compreensdo de conceitos matematicos; (ii) contributo que presta as
aprendizagens com significado matematico; (iii) interesse pessoal em investir na melhoria
do conhecimento cientifico e pedagdgico com vista ao aperfeicoamento das praticas; (iv)
existéncia de poucos estudos portugueses sobre este tema; e (v) enquadramento pouco

expressivo desta tematica no programa de Matematica do Ensino Basico.

Para a apresentacdo deste relatério procedi a seguinte estruturacdo: No primeiro
capitulo, destinado a introducdo, defino a origem e as finalidades do estudo bem como a
sua pertinéncia no campo da educacdo matematica. Apresento ainda as motivagoes
pessoais para a escolha deste tema. O segundo capitulo é dedicado a um relato descritivo
e reflexivo sobre a minha experiéncia profissional, na area da docéncia, relativamente ao
percurso formativo e ao contributo prestado ao processo de ensino e de aprendizagem dos

alunos. No terceiro capitulo procedo ao enquadramento tedrico suportando o meu estudo
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na literatura referente a combinatdria, raciocinio combinatorio e aos problemas de
estrutura combinatoria. No quarto capitulo é apresentada a metodologia de investigacéo
no que concerne ao tipo de estudo, aos métodos adotados, aos instrumentos e
procedimentos utilizados para a recolha e analise dos dados, assim como a uma breve
descricdo dos participantes e do contexto onde o estudo foi desenvolvido. No quinto
capitulo apresento e descrevo o estudo empirico destacando 0s aspetos mais relevantes
que permitirdo responder a questdo que me orientou ao longo de todo o trabalho
investigativo. Finalmente, no sexto e Ultimo capitulo séo apresentadas as conclusées mais
importantes acerca do estudo e uma reflexdo sobre o seu contributo para os alunos e para

mim, enquanto professora e investigadora.



CAPITULO 2 — Desenvolvimento Profissional

Neste capitulo apresento 0 meu percurso formativo e experiéncia profissional na
area da docéncia. Tentarei fazé-lo etapa a etapa de forma sucinta e esclarecedora,
descrevendo o meu percurso ao nivel da formacdo inicial, continua e especializada;
refletindo sobre 0 meu desempenho e desenvolvimento profissionais; descrevendo opcoes
metodolodgicas, contextos de aprendizagem, processos e dinamicas de trabalho. A par da
descricdo do percurso/desenvolvimento profissional, apresentarei uma breve reflex@o
sobre o contributo prestado ao processo de ensino e de aprendizagem e ao

desenvolvimento das capacidades e competéncias dos alunos.
Percurso Formativo e Experiéncia Profissional em Contexto Escolar

A carreira profissional docente é um percurso relacional e
contextualmente vivenciado e construido, em que a pessoa-professor se vai
diacronicamente desenvolvendo, segundo um conjunto de etapas ou fases
com caracteristicas proprias, em espacos e tempos diferenciados e com
necessidades especificas de formacgdo (Gongalves, 2009, p.23).

Talvez por ter nascido numa familia de professores sempre quis ser professoral!
Sempre a considerei uma das profissbes mais nobres e a que mais contribui para o
progresso das sociedades e das nagdes. Para além do mais, no seio familiar, estive sempre
rodeada daquilo que considero, terem sido bons exemplos destes profissionais e
apercebia-me da responsabilidade, dedicacdo e sentido de missdo que refletiam no seu
desempenho, nos seus relatos e desabafos. Com prazer, observava constantemente
testemunhos de admiragéo e reconhecimento de alguns dos seus ex-alunos. Eu gostava
muito de lidar com criancgas, sentia que tinha vocacdo para o ensino pelo que nao foi dificil

decidir!

Mas como ninguem nasce professor (isto pode ser discutivel), foi necessario todo
um percurso para aprender a sé-lo. Concorri a varias Escolas Superiores de Educagéo,
colocando o curso de Professores do Ensino Primario, sempre em primeiro lugar. Entrei
na primeira opcao e a minha formacao docente teve entdo inicio, na Escola Superior de

Educacdo de Faro, no Curso de Professores do Ensino Primario (1989 — 1992). O
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curriculo deste curso revestia-se de um carater multidisciplinar, porém apresentando uma
distribuicdo da carga horaria mais incidente nas areas da Lingua Materna, Matematica e
Estudo do Meio Fisico e Social. Esta etapa formativa desenrolou-se num contexto muito
teorico e cientifico, onde as didaticas e o conhecimento pedagogico dos contetudos foram
relegados para um plano secundario. Segundo Shulman (1986), os professores ndo tém
somente que saber e compreender o contetdo das disciplinas que lecionam, mas também,
saber como ensinar este conteiido eficazmente aos alunos. A este tipo de conhecimento
exclusivo dos professores, Shulman (1986) d& o nome de Pedagogical Content

Knowledge (PCK) — Conhecimento Pedagdgico dos Conteudos.

De acordo com este autor, os professores precisam de desenvolver o seu
conhecimento ¢ compreensdo, mas também, “desenvolver a sua capacidade de
transformar e representar estes conhecimentos para fins pedagdgicos” (Shulman, 1986,
p.6). Considerava portanto o PCK, como resultante da interacdo de dois tipos de
conhecimento: o conhecimento pedagdgico e o conhecimento cientifico. Assim sendo, a
pedagogia teria que ser combinada com o contetdo. Numa outra vertente, autores como

Medina e Dominguez (1989), defendem

a formacgdo de professores como a preparacdo para a emancipacao
profissional do docente para realizar critica, reflexiva e eficazmente um
estilo de ensino que promova uma aprendizagem significativa nos alunos
e consiga um pensamento-acdo inovador, trabalhando em equipa com 0s
colegas para desenvolver um projeto educativo comum (citado em Mira,
Dinis, Massa & Rebelo, 2010, p.5)

Quando conclui o curso de Professores do Ensino Primario sentia-me muito
aquém destas premissas. Tal como acho que acontece com todos os professores em inicio
de carreira, fui acometida por muitas davidas e anseios: Estarei preparada para ser
professora? ou A formacéao que recebi sera, so por si, suficiente? Para além da ansiedade
de assumir uma turma, sentia-me pouco segura quanto a forma mais correta de conduzir
0 processo de ensino aprendizagem. Como deveria transmitir determinados conteudos e
conceitos? Que tipo de estratégias e processos deveria mobilizar em cada momento?
Como deveria coloca-las em préatica? Estas e tantas outras questdes implicaram uma
atitude de reflexdo e autocritica constante que me tem mantido afastada de aguas

estagnadas.



Tal como Saraiva e Ponte (2003) referem, a mudanca, mais do que imposta, advém
da vontade que cada professor tem para mudar, isto €, para que a mesma ocorra terd que
ser desejada. A mudanga do professor, sé ocorre se ele estiver disposto a mudar (Fullan,
1993; Hargreaves, 1998; Thompson, 1992 referidos em Saraiva & Ponte, 2003, p.4).
Saraiva e Ponte (2003) defendem ainda uma nova perspetiva de professor como “alguém
que pensa e age com intencionalidade, com conhecimento proprio e com capacidade para

decidir e agir de acordo com as necessidades da sua situagdo concreta” (p.2).

Fazendo uma retrospetiva do meu desempenho profissional, reconheco que as
mudancas decorreram de uma vontade, na grande maioria das vezes espontanea, outras
vezes sugerida ou imposta, de adequar e melhorar desempenhos. Refletir sobre o que
aprendi, o que faco e como faco, como transpor a teoria para a pratica, sobre as
necessidades dos alunos e de uma escola/sistema de ensino, em constante mudanca,
permite-me tomar decisbes mais adequadas e eficazes. Ponte (2005) realca que “o
professor que se quer desenvolver plenamente tem toda a vantagem em tirar partido das

oportunidades de formagéo que correspondam &s suas necessidades e objectivos” (p.6).

E com este objetivo que venho investindo regularmente na formacéo continua,
participando em Cursos e A¢bes de Formacéo, Encontros, Féruns, Seminarios. Considero
que este tipo de formacdo tem sido uma ferramenta fundamental para a aquisicdo e
aprofundamento de saberes, competéncias e dinamicas de trabalho, que me permitem
inovar e responder, de forma eficiente, aos desafios e as exigéncias de uma sociedade, de
um sistema de ensino e de uma escola em constante transformacdo. Em 2003, a
necessidade de complementar a formacédo inicial implicou a decisdo de realizar a
Licenciatura de Complemento de Formac&o Cientifica e Pedagdgica para Professores do
Primeiro Ciclo do Ensino Basico (1.° CEB) na Universidade Aberta, com especializacao

na area da Lingua Portuguesa.

Apesar de ndo ter sido uma formacdo com vertente pratica, permitiu o contacto
com bibliografia associada a autores e seguidores de correntes pedagogicas e didaticas,
nas varias areas do curriculo, com as quais me identifiquei imediatamente e quis conhecer
mais pormenorizadamente. Autores como Jodo Pedro da Ponte e Lurdes Serrazina, entre
outros, defendiam dindmicas de trabalho em sala de aula centradas nos alunos e num
ensino exploratorio onde os alunos aprendiam a aprender, aprendiam fazendo, explorando

e manipulando materiais didaticos e eram convidados a refletir sobre a aprendizagem



(Ponte & Serrazina, 2006). Simultaneamente, a ado¢do de uma postura investigativa
(pesquisas e leituras) direcionada para as diferentes &reas do curriculo, tem integrado uma
das estratégias mobilizadas para colmatar e suprimir lacunas, gerando, em simultaneo,
oportunidades para contactar com outras experiéncias em ensino e para aprofundar

conhecimentos ou torna-los mais consistentes.

A colaboracdo e participacdo na dinamizagdo de projetos escolares ou outros,
propostos pelo do Ministério da Educagdo, mais concretamente, pela Direcdo Geral de
Inovacao e de Desenvolvimento Curricular (DGIDC), tém sido outra vertente do meu
percurso de formacao continua. Experiéncias neste ambito constituiram uma mais-valia
ao nivel do trabalho colaborativo. Entre os anos 2007 e 2009, apds ter concluido um
periodo de formacdo continua na &rea de matematica, colaborei no projeto-piloto de
implementacdo do Programa de Matematica do Ensino Bésico, integrando a equipa de
professores experimentadores. Este projeto, realizado a escala nacional, foi dinamizado e
desenvolvido sob a tutela do Ministério da Educagdo, mais concretamente pela DGIDC,
e envolveu varios professores e respetivas turmas. No &mbito da implementacdo deste
programa, investiu-se na formacéo de professores e na producdo de materiais de apoio a

sua aplicacéo.

Alguns dos aspetos mais positivos da minha participacdo neste projeto-piloto,
foram poder trabalhar diretamente com as equipas responsaveis pela elaboracdo deste
documento orientador e poder desenvolver-me profissionalmente num ambiente
dindmico, didatico e colaborativo. Estas equipas incluiam, na qualidade de autores,
investigadores em Educagdo como Jodo Pedro da Ponte, Lurdes Serrazina, Hélia Sousa,
Joana Brocado, entre outros, que nos possibilitaram o privilégio de aprender a ensinar

matematica de uma forma mais reflexiva e consciente.

Colaborar na implementacao deste Programa implicou a adoc¢do de nova postura,
enquanto professora, pois conduziu a novas dinamicas de trabalho que se refletiram
positivamente nas opc¢des metodoldgicas, no trabalho com os alunos, na elaboracdo das
planificacGes, na selecdo de tarefas e no trabalho com os colegas. Esta experiéncia
favoreceu um processo gradual de crescimento e maturacdo que conduziu a uma pratica

pedagogica antecedida de momentos de investigacdo, planeamento e reflex&o.



Criei assim maior seguranca na transmissao de conhecimentos e na realizacdo de
aulas mais dinamicas onde os alunos puderam desenvolver competéncias e
adquirir/aplicar conhecimentos num ambiente mais significativo e motivador. Esta e
outras experiéncias, na area da formacdo continua em matematica, conduziram a uma
nova forma de lidar com a matematica na sala de aula, levando-me a assumir uma postura
mais indagadora na identificacdo dos aspetos matematicos envolvidos na aprendizagem

dos alunos.

Pese embora a qualidade deste Programa, a sua aplicacdo foi muito curta e ndo
permitiu concluir resultados da sua experimentacéo, dado ter sido revogado em 2012 e
substituido por um novo programa a 17 de junho de 2013. Contudo, em 2012, o Relatério
Pisa (OCDE - Organizagéo para a Cooperagdo e Desenvolvimento Econémico) apontava
Portugal como um exemplo de evolucdo positiva, dado observar-se, pela primeira vez,
uma melhoria significativa nos resultados dos alunos portugueses ao nivel das
competéncias matematicas. O que significara isto? Idiossincrasias inexplicaveis de quem

tem o poder de decisdo e quer impor a sua vontade, s6 porque sim?

Ao longo da minha carreira, a cooperacdo com a Escola Superior de Educacéo e
Comunicacdo da Universidade do Algarve surge no ambito da Pratica de Ensino
Supervisionada da formag&o inicial. Foi com prazer que pude colaborar na tarefa de
preparar futuros professores, ensinando e aprendendo, promovendo momentos onde
puderam estabelecer relacdes entre a teoria e a préatica, enfim, de ter contribuido para o
inicio de um longo e continuo caminho de aprendizagem e desenvolvimento profissional,
decorrente da necessidade que todos os professores tém de se ir adaptando as constantes

transformacoes sociais, tecnoldgicas, curriculares, legislativas, entre outras.

Para além de promover um ambiente de partilha, ajuda e encorajamento,
dinamizei momentos destinados a reflexdo, a planificacdo de atividades e a selecdo de
materiais e recursos. Parafraseando Gongalves (2009), séo estes momentos que permitem
que o formando possa desenvolver o pensamento reflexivo sobre a sua pratica, integrar
teorias com situacgdes experienciadas e construir um estilo pessoal de atuagéao, auxiliando-
0 a tomar decisdes sobre a sua acao futura. E desta relagéo entre formadores e formandos
que se minimizam lacunas graves de preparagdo cientifica, em relacdo a determinados

conteidos constantes dos programas do ensino béasico, gerando uma ligacdo bem-



sucedida e bem sustentada entre a matéria de ensino e os conhecimentos relevantes sobre

0s processos de aprendizagem (refor¢ando os conhecimentos didaticos do formando).

Ser professora cooperante, possibilitou-me um conjunto de experiéncias e
interacdes bastante positivas na medida em que permitiu que partilhasse conhecimentos
e experiéncias com os professores estagiarios. Simultaneamente favoreceu uma evolugéo

pessoal ao nivel das praticas pedagogicas (reciclagem/atualizacao profissional).

Entre os anos de 2012 e 2013 aceitei participar num trabalho de natureza
colaborativa, integrado no programa de doutoramento de um docente da Universidade do
Algarve. Entendo que o trabalho colaborativo € algo que todos devemos valorizar, uma
vez que permite promover dindmicas de trabalho articuladas e enriquecedoras,
desenvolvidas em ambientes de trabalho onde a colaboracéo passa pela mobiliza¢éo/troca

de saberes, pela planificacdo de atividades e pela reflexdo conjunta.

De facto, colaborar com este programa, foi uma experiéncia gratificante para
todos os docentes envolvidos onde os momentos de reflexdo e esclarecimento de davidas
foram uma constante. Em conjunto, refletiu-se sobre as experiéncias de aprendizagem,
ultrapassaram-se insegurancas, esclareceram-se duavidas e, acima de tudo,

potencializaram-se competéncias e conhecimentos.

Aperceber-me da inegéavel importancia das Tecnologias de Informacdo e
Comunicacéo (TIC) para a plena insercdo das novas geracdes na sociedade atual, do lugar
que ocupam no quotidiano dos alunos e, em simultaneo, a necessidade de possuir outras
competéncias para um desempenho mais eficaz da minha profisséo, levou-me a realizar
0 Curso de Operadora em Ambiente Windows. Considerei esta etapa fundamental para a
aquisicao de conhecimentos e competéncias, as quais tenho vindo regularmente a reciclar
para me manter atualizada. Cada vez mais, congratulo-me por ter investido nesta
formacdo pois tem permitido ultrapassar desafios e fungdes decorrentes do meu

quotidiano, enquanto professora e cidada.

Do meu curriculo profissional consta também o desempenho das funcdes de
Coordenadora de Ano (4 anos), Coordenadora dos Apoios Educativos (1 ano) e
Coordenadora para a Articulagdo Curricular. No desempenho destas fungdes, desenvolvi
um trabalho de articulagcéo e mediac¢do visando colaborar para um bom funcionamento

das relagcdes administrativas, pedagogicas e interpessoais entre os alunos, os colegas de
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trabalho, os Orgéos de GestAo, e destes com o Curriculo e 0s recursos existentes na escola.
Ainda neste dmbito, participei na elaboracdo e dinamizacdo de projetos, debates e

atividades em contexto escolar ou com a comunidade envolvente.

N&o reservei qualquer paragrafo, nem capitulo, para referir os lugares ou as
escolas onde lecionei para ndo me enredar numa narrativa que envolve pouco conteudo.
Nunca andei por muito longe nem por diversas escolas. N&o tenho episodios de viagens
penosas ou distantes, nem de turmas muito dificeis, dignos de serem relatados. Dos 23
anos de servico, os Ultimos 20 foram distribuidos por 3 escolas da localidade onde resido.

Posto isto, de um modo geral, posso afirmar que tenho sido uma pessoa com sorte.

Assim, fazendo uma resenha do meu percurso docente, para além de
conhecimentos e alguma experiéncia adquirida ao longo da formacdo inicial e dos
momentos de préatica pedagdgica supervisionada, fui apoiando o meu desempenho em
habitos de investigacdo e pesquisa, nas vantagens de ter crescido numa familia de
professores, no trabalho colaborativo, na frequéncia/participacdo em agbes/encontros de
informacdo ou formacdo, em formagdo complementar e em projetos para os quais fui
sendo convidada ou fiz questdo de participar. Todas estas experiéncias tém contribuido
para um continuo processo de formacdo que teve um inicio, mas que o culminar se

mantém sine data.

A par de tudo o que para tras referi, ndo posso deixar de realgar 0s momentos
destinados a reflexdo acerca das praticas profissionais. Momentos que ocorrem
individualmente ou em grupos de trabalho, onde se questionam concecoes,
conhecimentos e opcdes, analisam resultados, procuram-se solugfes, enfim momentos
que enriquecem o trabalho docente e se refletem positivamente nos progressos e
resultados dos alunos. Como refere NOvoa (1992), a formacdo ndo se constroi por
acumulacdo de cursos ou de técnicas, mas sim através de um trabalho de reflexdo critica

sobre as préaticas e sobre a construcdo de uma identidade pessoal e profissional.

Quando reflito sobre 0 meu percurso traco-o como um percurso formativo em que
a reconstrucao de saberes e capacidades ndo resultaram somente de atos solitarios e de
caminhos percorridos isoladamente mas, essencialmente, de uma rede de interagdes e de

experiéncias que fui estabelecendo com o0s outros. Foi um desenvolvimento
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compartilhado, onde o crescimento profissional e pessoal resulta de atos conjuntos numa

escola em constante mudanga.

Os momentos de planificacdo e organizagéo das atividades letivas constituem uma
ferramenta essencial para um funcionamento eficaz do processo de ensino e de
aprendizagem. Tendo presente a Organizacdo Curricular e os Programas para o 1.° CEB,
em estreita articulagdo com o Projeto Educativo do Agrupamento (PEA) e o Projeto de
Trabalho da Turma (PTT), tentei articular diretrizes e objetivos adequando-os a realidade
da comunidade escolar envolvida. Mais uma vez, este & um trabalho realizado em
equipa/grupos de trabalho. Tentando relacionar o que se ensina (documentos nacionais e
generalistas) com o que os alunos aprendem e a forma como aprendem, pondera-se a
forma mais pertinente de os adequar, fazem-se opg¢des metodoldgicas e selecionam-se

atividades, estratégias, materiais e instrumentos de avaliagao.

Em paralelo, investi na pesquisa, na leitura, na reflexdo acerca das préaticas, enfim
no aprofundamento de conhecimentos e conceitos por forma a permitir um trabalho de
maior qualidade e rigor junto dos alunos, zelando para que nada seja feito ao acaso ou
fique esquecido. Estes momentos refletem-se positivamente nas atividades letivas e
enriquecem o processo de ensino e de aprendizagem, proporcionando aos alunos
pedagogias diferenciadas e inclusivas, facilitadoras da superacédo de dificuldades, de mais

momentos de apoio individualizado e de uma melhor gestéo do curriculo e dos recursos.

Ainda que a atual equipa do Ministério de Educacdo aponte para outro tipo de
trabalho, sempre que possivel, opto por metodologias que proporcionem momentos de
aprendizagens construidas/descobertas pelos alunos. Acredito nas potencialidades de um
trabalho que os leve a aprender a aprender, um trabalho que permita aprendizagens
significativas e por isso, o desenvolvimento mais eficaz de capacidades e competéncias

conducentes a uma maior autonomia intelectual dos alunos.

Neste seguimento, empenho-me em fomentar ambientes e experiéncias de
aprendizagem que estimulem a utilizacdo do pensamento recursivo, o estabelecimento de
relacfes entre 0s contetidos e conhecimentos, 0 uso a comunicagdo de procedimentos,
descobertas e resultados, o raciocinio e a sua capacidade critica. Conforme afirma Meirieu
(1998), se o papel do professor é fazer com que nasca o desejo de aprender, a sua tarefa

¢ criar 0 enigma ou, mais exatamente, fazer do saber um enigma: comenta-lo ou mostréa-
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lo suficientemente para que se vislumbre o seu interesse e a sua riqueza, mas calar-se a

tempo para suscitar a vontade de desvenda-lo.

Parafraseando Freire (1996), ensinar ndo se pode resumir a uma mera transmissao
de conhecimentos, ensinar deve implicar, da parte do professor, uma abertura para a
curiosidade dos alunos. O professor deve assumir-se como mediador/orientador das
aprendizagens, levando o aluno a querer saber mais. E um processo de aprendizagem
conjunta, um desafio que tem como meta a formacao de cidad&os criticos, autbnomos,

conscientes dos seus direitos e deveres e, por isso, capazes de transformar a sociedade.

Revendo-me nestes principios e refletindo sobre a relacdo pedagdgica com os
meus alunos, considero que esta retrata a proximidade e cumplicidade existentes entre
professor e alunos. Para além da relacdo pedagdgica, existe uma relacdo afetiva de
confianga mutua, de amizade, que se vai construindo e fortalecendo ao longo dos anos de
convivio e que considero fundamental para o seu sucesso educativo. Ao papel de
professora junta-se o papel de psicologa, socidloga, enfermeira, segunda mée, e tantos
outros que véo surgindo, decorrentes da necessidade de acompanhar estas criangas que
passam cada vez mais tempo na escola, aos cuidados dos professores e de outros

elementos da comunidade educativa.

Lecionar a mesma turma, em regime de monodocéncia, durante os quatro anos de
escolaridade, que constituem o 1.° CEB, torna-se assim, uma condigéo facilitadora e
poderosa para a construcdo de um conhecimento profundo e abrangente das
caracteristicas e especificidades de cada aluno. Este tipo de conhecimento é essencial para
a adequacdo de decisdes pedagbgicas e interpessoais, para o desenvolvimento de
sentimentos de confianca e de lagos de amizade.

Em simultaneo, em estreita articulacdo entre as regras sociais e a necessidade de
as cumprir, promovo o respeito pelos outros e por si mesmos, o trabalho de equipa e o
espirito de turma, realcando a necessidade do desenvolvimento destas competéncias para
um verdadeiro exercicio da cidadania. A dinamizacdo de estratégias conducentes ao
envolvimento e colaboracdo dos Encarregados de Educacgéo e das entidades promotoras
das atividades de tempos livres (ATL), no processo de ensino e de aprendizagem, tem
permitido a criagédo de estruturas mais eficazes de apoio ao processo de aprendizagem e

uma melhor articulacdo entre a escola e as familias.
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Em retrospetiva, considero que tenho investido parte significativa da minha vida
profissional, muitas vezes da pessoal, na atualizagdo de conhecimentos, em atividades de
pesquisa, na recolha de informacéo, na troca de experiéncias e na planificagéo de aulas,
visando sempre um trabalho informado, consciente, estruturado e proveitoso, assente em
dindmicas centradas nos alunos. Procuro em particular, um sentimento de seguranca
relativamente ao conhecimento profissional, cientifico, pedagdgico e didatico que, apesar
de me exigir grande espirito de sacrificio, subtracdes ao tempo em familia e de descanso,
faz-me sentir melhor professora, comprometida com uma constante e inacabada
reconstrucdo de saberes e competéncias que viabilizam dinamicas e decisdes mais

conscientes e eficazes.

Gragas a Deus (permitam-me uma alusdo as minhas crencas), ndo me lembro de
momentos desagradaveis relacionados com o meu desempenho docente. Contudo, ha
momentos de desabafos e preocupacGes decorrentes de decisbes ministeriais, das
condicGes de trabalho, de atitudes desprendidas e irresponséaveis de alguns alunos e
encarregados de educacdo. Tem sido dificil impedir que questdes como estas e outras
interfiram no meu trabalho diario e no prazer que tenho em desempenha-lo. Saliento pela
negativa, o ataque sistematico e injusto que tem sido disferido a classe docente tornando-

-a mais fragil e descredibilizando-a aos olhos da opinido publica.

N&o contesto a necessidade de se proceder a reformas nos planos, nos programas
e nas orientagcdes curriculares, ou a necessidade de proceder a acdes conducentes a
mudanca do pensamento e da atitude dos varios atores educativos. Também reconheco a
importancia de repensar metodologias de ensino e dindmicas de trabalho em contexto
escolar. Mas, tal como sublinham Gonzalez e Escudero, citados por Pacheco (1995),
“uma reforma educativa envolve uma inter-relacdo entre uma realidade subjetiva (a das

pessoas) e uma realidade objectiva (a do contexto organizacional) ” (p. 39).

Sob a anterior perspetiva, as reformas educativas, as mudangas nos programas e
nos desenhos curriculares, devem revelar-se oportunas e adequadas a realidade das
escolas e dos alunos. Lamentavelmente, as que temos vindo a observar nos ultimos
tempos parecem resultar de politicas, ideologias e opc¢des geradas por questdes
economicistas, onde a qualidade de ensino, a organizacdo das escolas, a realidade dos

alunos e dos professores nem sempre sdo tidas em conta.
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Tenho encarado esta realidade com um sentimento de desconfianca e preocupagéo
pois constato com frequéncia, o impacto negativo na qualidade do processo de ensino e
de aprendizagem. Como tal, h& momentos em que sinto necessidade de adotar uma atitude
mais questionadora e interventiva, muitas vezes confundida com teimosia ou com

resisténcia a mudanca.

Outro aspeto, que lamento, prende-se com a crescente anulagdo das dindmicas do
1.° CEB. A constituicdo de Agrupamentos e Mega Agrupamentos de Escolas por vezes
implica que as decisfes sejam tomadas a distancia, de forma generalista e por isso, nem
sempre adequadas as especificidades do 1.° CEB ou de cada escola que integra o
agrupamento. Julgo que a realizacdo de uma andlise sobre o impacto da constitui¢éo de
agrupamentos e mega agrupamentos de escolas nas dinamicas do 1.° CEB seria um estudo

muito interessante e pertinente a fazer.

Pela negativa, ainda refiro a burocracia exagerada que nos obriga ao
preenchimento de documentacdo, a participacdo em reunibes (por vezes ocas de
conteido), a leitura e interpretacdo de legislacdo (tantas vezes ortodoxa e confusa), que é
publicada em catadupa. Este tempo acaba invariavelmente por ser subtraido a preparacao

de aulas e ao investimento em momentos de pesquisa e reflexao.

Basicamente, associo 0s meus momentos de desilusdo e desanimo a inconstancia
e as mudangas sucessivas, por vezes infundadas, associadas ao Sistema Educativo.
Porém, a partir do momento em que entro na minha sala de aula e olho para 0s meus
alunos, consigo relegar esses problemas para outro plano, um plano que me leva para
outros lugares e para outra vertente da minha cidadania, onde contesto e reclamo pelos
meus direitos, pelos direitos da Escola e dos alunos, pelo direito a um Sistema Educativo
de qualidade para todos os que nele intervém. Ainda ndo me desmotivei nem perdi o0 gosto
pelo que faco. Continuo a acreditar que amar o trabalho que fazemos é fundamental para
atingir o objetivo primordial do professor: o sucesso dos seus alunos a nivel intelectual e

socio afetivo.
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CAPITULO 3 — Raciocinio Combinatério no Ensino da Matematica.

Neste capitulo apresento o trabalho de investigacdo realizado no ambito da
resolucdo de problemas de raciocinio combinatorio onde pretendi aprofundar
conhecimentos de modo a perceber objetivamente: (i) em que consiste este tipo de
raciocinio, (ii) de que forma se manifesta nos alunos e (iii) como pode ser explorado em

contextos de ensino e de aprendizagem.

Como a investigagéo vai debrucar-se sobre o desempenho dos alunos na resolugéo
de problemas envolvendo o raciocinio combinatdrio, para mim faz sentido comecar por
salientar a importancia das tarefas matematicas, nomeadamente as que envolvem a
resolucdo de problemas, no processo de ensino e de aprendizagem. De acordo com a
literatura consultada e alguma experiéncia profissional pareceu-me pertinente descrever
exemplos de ambientes e contextos de aprendizagem favoraveis ao desenvolvimento de
conhecimentos e competéncias matematicas durante a realizacdo deste tipo de tarefa.
Faco ainda, a titulo de exemplo, uma breve comparacao entre o cenario portugués e o
cenario brasileiro no que concerne a abordagem dos programas escolares acerca do

raciocinio combinatorio.
Resolucéo de Problemas

De acordo com Vale (2011), para aprender Matematica, os alunos precisam de ser
minimamente capazes de compreender conceitos matematicos, compreender estratégias,
procedimentos e utiliza-los, em simultaneo, para resolver uma diversidade de problemas,
simples ou complexos, rotineiros ou ndo. Ndo se pretende preparar os estudantes para
serem matematicos, mas aprender a ser como um matematico — envolver-se com o
conhecimento matematico noutra perspetiva, participar no processo de invencdo e
descoberta, refinamento dos métodos e das formas de representacéo, colaborar, duvidar,

criticar e ser persistente a resolver problemas (Kapur, 2009 referido em Vale, 2011).

Dentro desta perspetiva situa-se Ponte (2007) quando sugere um ensino e

aprendizagem exploratorio em que o professor promova condi¢fes para que o aluno
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descubra e construa o seu proprio conhecimento. Neste ambito surgem as tarefas
matematicas como fator determinante na pratica docente. Os Principios e Normas para a
Matematica Escolar (NCTM, 2007) referem que um dos principais mecanismos para
promover uma compreensdo conceptual da matematica ¢ a utilizacdo de tarefas
matematicas desafiantes que promovam o pensamento, 0 raciocinio e a resolucdo de
problemas. As discussfes geradas a partir destas tarefas proporcionam aos alunos
oportunidades para partilhar e clarificar ideias, desenvolver argumentos convincentes
sobre 0 porqué do funcionamento das coisas, desenvolver uma linguagem para exprimir

ideias matematicas e aprender a partir de outras perspetivas.

Doyle (1988) e Vale (2011) defendem que tarefas desafiadoras utilizadas em sala
de aula podem ser consideradas como o ponto de partida para a atividade matematica dos
alunos durante o processo de ensino e de aprendizagem da matematica. A partir delas, os
alunos devem ser incentivados a encontrar respostas originais e solucdes criativas (ver
figura 3. 1).

capacidade Resolugdo e formulagdo
de produzir de problemas

um  grande

nimero  de

ideias. Tarefas Abertas

{e.g.Canway, 1399, Silver, 1357)

Padrdes
generalizacdo

P : / \ |
/ capacidade  para \ \\CRIATWlDA%--- /

| pensar de modos capacidade de pensar
W ~ de forma dnica,
produzindo ideias

novas.

Figura 3.1- Da resolucdo de problemas a criatividade (Vale & Pimentel,2012)

A selecéo e construcdo das tarefas deve contemplar as suas potencialidades no que
concerne a compreensdo conceptual da matematica, ao desenvolvimento do pensamento
matematico dos alunos e ao interesse e curiosidade que lhes pode suscitar (Chapman,
2013).

Autores como Aizikovitsh-Udi, Clarke e Kunze (2013, referidos por Veia,

Brocado & Ponte, 2014) defendem que na construcdo de tarefas se devem respeitar
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caracteristicas tais como a utilizagéo de situagdes do quotidiano dos alunos, informacdes,
informacdo necesséria e relevante adequada ao contexto, proporcionar abordagens de
varios tipos de raciocinio, serem apresentadas com simplicidade e integrarem alguma
forma de avaliacdo. Uma tarefa matematica pode surgir sob a forma de um problema, um

exercicio, uma investigacdo ou um projeto.

Muitos investigadores tém canalizado os seus estudos para a resolugdo de
problemas tal é a sua relevancia para a aprendizagem da matematica. A importancia dada
aos problemas no ensino da Matematica ndo é recente sendo que o relevo dado a este tipo
de tarefa j& remonta a Antiguidade. Contudo, séo os trabalhos de George Polya que
realcam as suas potencialidades educativas. Para Pdlya (2003/1967), a resolucdo de
problemas representa a arte da descoberta, referindo que um aluno se encontra perante
um problema matematico quando investiga “conscientemente uma certa acao apropriada
que lhe permita encontrar um caminho ou transpor um obstaculo para alcancar um
objetivo ndo atingivel de maneira imediata” (P6lya,2003, p. VII). Segundo o mesmo
autor, a resolugdo de um problema passa por quatro fases: compreender o problema,

elaborar um plano, executar o plano, avaliar/ verificar / refletir sobre o trabalho realizado.

Para Kantowski (1977), "um individuo esta perante um problema quando se
confronta com uma questdo a qual ndo pode dar resposta ou uma situacao que é incapaz
de resolver recorrendo aos conhecimentos imediatamente disponiveis" (p.163). Neste
sentido, Ponte (1992) salienta que a necessidade, o interesse e a predisposi¢do dos alunos
para procurar a solucdo sdo os pré-requisitos para que uma determinada tarefa se

considere um problema.

De acordo com Teoria dos Campos Conceituais, proposta por Vergnaud (1983,
referido em Magina, 2005), a compreensao de um conceito, por mais simples que seja,
ndo surge de um tipo de situacdo simples. Da mesma forma, uma situacao simples envolve
sempre mais do que um conceito. Para Vergnaud, a formagdo de conceitos estd
intimamente relacionada com a resolucdo de problemas, uma vez que € nesta situacéo,
que os alunos atribuem significados aos conceitos, identificam as suas propriedades
invariantes e constroem o conhecimento das representacfes simbolicas que podem

utilizar para operar com eles (Barreto & Borba, 2011b).
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Deste modo, € necessario que os alunos se envolvam em situacfes diversas de
resolucdo de problemas para que possam refletir, estabelecer relacGes e, assim,
construirem novos conceitos e aprendizagens. Vale (2011), referindo Leikin (2009),
salienta que os problemas — a sua formulacdo e resolugdo — sdo a esséncia da
matematica. Para estes autores, a inovacdo e a criatividade desempenham um papel
importante na resolucéo de problemas sendo atributos que os alunos podem desenvolver,
desde que sejam sujeitos a contextos e oportunidades de aprendizagem adequados.

A resolucdo de problemas e a heuristica deverdo ser entdo um ponto de partida do
processo de ensino e de aprendizagem da matematica e ndo um ponto de chegada
sustentado no dominio de algoritmos e técnicas. Dada a sua importancia, a resolucdo de
problemas surge como uma atividade central do curriculo da Matematica (NCTM, 1991)
por promover contextos conducentes a aprendizagem de conceitos matematicos, bem
como ao desenvolvimento de capacidades de raciocinio e de comunicacdo matematica.
Em Portugal, as mudangas nas politicas educativas tém originado mudangas nas
finalidades e nos objetivos do ensino da matematica. Estas mudancas tém-se refletido nas

competéncias associadas a resolucdo de problemas.

Atualmente, a resolucédo de problemas ocupa um lugar de destaque nas orientagdes
curriculares de todos os niveis de ensino, desde o 1.° Ciclo do Ensino Basico ao Ensino
Superior. O desenvolvimento das capacidades ao nivel da resolucdo de problemas é, ndo
somente, um objetivo a atingir no contexto das diferentes disciplinas, mas também um

conteddo de aprendizagem de extrema relevancia no ensino da matematica.

O Programa de Matemaética homologado em 2007 para o ensino basico referia a
resolucéo de problemas como uma atividade poderosa para a consolidacdo, ampliagdo e
aprofundamento do conhecimento matematico. Os alunos deveriam desenvolver
competéncias que Ihes permitissem ser capazes de desenvolver estratégias diversificadas
de resolucéo de problemas, sustentadas na capacidade de identificacdo de dados, das
condicionantes e dos objetivos do problema, a identificagdo de problemas com
informacao irrelevante ou dados insuficientes ou sem solucéo, avaliagdo da razoabilidade
dos resultados (ME, 2007).

Mais recentemente, a homologacdo e implementacdo das Metas Curriculares

(MEC, 2012) e, posteriormente, do Programa de Matematica (MEC, 2013) para o Ensino
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Basico traduzem um pensamento educativo e uma perspetiva pedagdgica e didatica que
contraria a tradi¢do construtivista refletida nas politicas educativas das Ultimas décadas.
Na verdade, segundo o parecer dos autores do Programa de Matemaética do Ensino Basico
de 2007, o programa homologado em 2013 “ndo contempla, ou menoriza fortemente, as
capacidades matematicas que o atual programa considera fundamental desenvolver nos
alunos para uma aprendizagem com compreensdo — a resolucdo de problemas, o
raciocinio matematico e a comunicacdo matematica, e, igualmente, o calculo mental e a

capacidade de lidar com as representacfes e conexdes matematicas” (Ponte et al., 2013,
p.1).

Como pode ler-se na pagina eletrénica do MEC, o programa de 2013, inserido
na Estratégia Global de Desenvolvimento do Curriculo Nacional, visa, segundo o
gabinete do Ministro da Educacdo e Ciéncia, assegurar uma educacdo de qualidade e
alcancar melhores resultados escolares. A sua concretizacdo passa pelo estabelecimento
de parametros que definem de forma precisa as metas de aprendizagem para cada ciclo,
0 seu desenvolvimento e progressao por ano de escolaridade, para cada area de contetdo,
disciplina e area disciplinar. A sua implementacdo surge sustentada em resultados de
investigacOes realizadas, a escala nacional e internacional, sobre padrdes de eficacia no

desenvolvimento curricular que recomendam este tipo de abordagem.

No Programa de Matematica para o Ensino Basico (MEC, 2013) em vigor

podemos ler o seguinte:

A resolucdo de problemas envolve, da parte dos alunos, a leitura e
interpretacdo de enunciados, a mobilizacdo de conhecimentos de factos,
conceitos e relagbes, a selecdo e aplicacdo adequada de regras e
procedimentos, previamente estudados e treinados, a revisdo, sempre que
necessaria, da estratégia preconizada e a interpretacdo dos resultados
finais.

Assim, a resolugdo de problemas ndo deve confundir-se com atividades
vagas de exploracéo e de descoberta que, podendo constituir estratégias de
motivacdo, ndo se revelam adequadas a concretizacdo efetiva de uma
finalidade tdo exigente. Embora os alunos possam comecar por apresentar
estratégias de resolucdo mais informais, recorrendo a esquemas,
diagramas, tabelas ou outras representacdes, devem ser incentivados a
recorrer progressivamente a metodos mais sistematicos e formalizados
(MEC, 2013, p.5).

Basicamente, enquanto o programa de 2007 pretendia que os alunos gradualmente

fossem explorando, compreendendo e aprendendo até chegarem aos conceitos e
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procedimentos matematicos, o programa de 2013 pretende que os alunos dominem e
memorizem tecnicas e defini¢bes, comegando por aprendé-las e s6 depois, compreendé-
las. Temos assim alunos e professores confrontados a meio do percurso (ciclo de ensino)
com duas filosofias de ensino diferentes, onde a segunda implementa alteracdes
propiciadoras de instabilidade relativamente ao trabalho dos professores e as

aprendizagens dos alunos desenvolvidas a luz da primeira, em anos anteriores.

De qualquer forma, penso que seré unanime a importancia da criacdo de ambientes
de sala de aula que encorajem e apoiem os alunos na resolucdo de problemas. Segundo
Veia (1996), tal ambiente alavancara a partilha de raciocinios e abordagens entre colegas
e professores, 0 que tornard o processo de resolucdo de problemas tdo valioso como as

solugdes dos problemas.

Entre os varios tipos de problema multiplicativos que se podem apresentar aos
alunos surgem os problemas de estrutura combinatoria sobre os quais debrucei este
estudo. Este tipo de problemas implicam o recurso ao raciocinio combinatério associado
a um ramo da matematica denominado Analise Combinatoria, que estuda agrupamentos

de objetos a partir de critérios dados.
Resolucéo de Problemas de Raciocinio Combinatorio

Com a formacdo das operacGes combinatdrias o individuo ganha uma
poderosa ferramenta do pensamento que o possibilita ir além do presente
concreto (real) e ingressar no dominio do abstrato e do possivel (Silva,
2010, p.28).

A combinatéria é conhecida como a arte de contar e, ainda que tenha tido a sua
origem nos jogos de azar, tais como o lancamento de dados ou jogos de cartas, 0s
conhecimentos relacionados com este ramo da matematica foram evoluindo tornando-a

essencial para outros ramos quer da matematica, quer das outras ciéncias (Pessoa, 2009).

Generalizando o que referem muitos dos autores que consultei, a combinatéria
implica a contagem das diferentes formas como um conjunto de objetos pode aparecer
organizado ou associado, ou a contagem dos diferentes agrupamentos que podem ser
feitos com elementos de um ou de mais conjuntos. Ainda que as contagens possam ser
feitas uma a uma, podem contudo ser agilizadas com o recurso a diversificadas estratégias

ou formulas que posteriormente passarei e identificar.
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Segundo Pessoa (2009), “na combinatdria contam-se, baseando-se no raciocinio
multiplicativo, grupos de possibilidades através de uma agéo sistematica, seja pelo uso de
uma formula, seja pelo desenvolvimento de uma estratégia que dé conta de atender a
requisitos como a constituicdo de agrupamentos, a determinacgdo de possibilidades e sua
contagem” (p. 72). No dominio da combinatoria surgem os problemas de produto
cartesiano, arranjo, permuta e combinacao, cuja resolugdo implica o recurso ao raciocinio

combinatdrio. Mas o que é o raciocinio combinatério?

Ao longo da revisdo da literatura pude constatar que, ainda que o raciocinio
combinatdrio seja referenciado e explorado por inimeros autores, nenhum deles o definiu
conceptualmente. Todavia, é sistematicamente referido como uma forma de pensar inata
ao ser humano, que pode ser desenvolvida desde que sejam proporcionados contextos e

procedimentos que envolvam este tipo de raciocinio.

Estes contextos e procedimentos estdo associados com “o raciocinio hipotético-
dedutivo (caracteristica do pensamento formal) que opera com as possibilidades que o
sujeito descobre e avalia, por meio de opera¢des combinatorias “ (Inhelder & Piaget, 1955
citados por Navarro-Pelayo, Bataner & Godino, 1996, p.1), ou seja, que nos permite
encontrar a realidade (o possivel) dentro do contexto das hipoteses através do método da
combinatéria (Inhelder & Piaget, 1955 referido por Pessoa, 2009). Segundo Navarro-
Pelayo, Bataner e Godino (1996), o individuo socorre-se deste método de forma
espontanea ou intencional quando, para resolver um problema, isola todas as variaveis de

uma determinada situacdo e determina todas as possiveis combinacdes dessas variaveis.

Segundo Pessoa e Silva (2013) “o raciocinio combinatoério ¢ uma forma de pensar
que permite que se levantem possibilidades e sejam analisadas as combinagdes das
mesmas, auxiliando na compreensdo de conteldos matematicos ou de outras areas do
conhecimento” (p. 90). Assim sendo, pode afirmar-se que sendo um raciocinio que nos
permite esgotar todas as possibilidades deferentes de uma combinacéo de variaveis, pode
ser util ndo s6 para a matematica, mas também para outras areas como a biologia, a
quimica, entre outras, ou mesmo, para muitas situagdes simples do nosso quotidiano
como a elaboracdo de ementas, equipas desportivas, grupos de trabalho ou na decisdo de

acessorios e pecas de vestuario a usar.
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Para Inhelder e Piaget (1958, referidos por Silva & Spinillo, 2011), o raciocinio
combinatério esta associado ao pensamento l6gico-matematico e desempenha um papel
importante no desenvolvimento cognitivo. Vergnaud (1991) salienta sua importancia na
compreensdo de conceitos matematicos. De acordo com Pessoa e Borba (2009), sendo
considerado um dominio especifico da matematica, o raciocinio combinatorio pode ser
definido como um sistema operacional, permitindo a quantificacdo de conjuntos ou de

subconjuntos de objetos ou de situagOes selecionados a partir de um conjunto dado.

Merayo et al (1991), referidos por Pessoa e Borba (2009), expdem que, huma
primeira aprendizagem matematica, a crianga conta os elementos de diferentes conjuntos,
ou seja, ela enumera elementos para determinar quantos sdo. Todavia, Morgado,
Pitombeira de Carvalho, Carvalho e Fernandez (1991) defendem que, no ambito da
combinatdria, é necessario superar a simples ideia de enumeracdo de elementos de um
conjunto para, tendo como base o raciocinio multiplicativo, passar a contagem de grupos

de objetos.

Isto significa que os alunos poderdo saber quantos elementos ou quantos
acontecimentos sdo possiveis numa determinada situacdo sem terem que recorrer
obrigatoriamente a contagem um a um. Problemas com esta estrutura tornam-se
motivadores para os alunos por serem faceis de compreender. Sdo problemas
interessantes e desafiadores pois, o facto de ndo conterem a solugédo no enunciado, implica
que os alunos tenham que definir um plano de ac¢do ou estratégias para encontrarem a

solucéo.

Lima e Borba (2010), Borba (2010), Barreto e Borba (2011a) advertem para
necessidade da construcdo do raciocinio combinatério que promova o desenvolvimento
de uma maneira sistematica para a organizacdo de dados e escolha de conjuntos ou
subconjuntos em diversas situac6es no dia-a-dia dos alunos. Para estas autoras a aquisi¢do
deste tipo de competéncias constitui um instrumento importante na formacdo da

cidadania.

Ainda que o raciocinio combinatorio somente se observe em estagios avancados
de desenvolvimento cognitivo, por volta dos 15 anos, em que o individuo ja é capaz de
aplicar o raciocinio légico e distinguir entre o real e o possivel (Borba, 2010), a concecao

de alguns principios de raciocinio combinatério podem iniciar-se antes do ensino escolar,
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observando-se evidéncias de conhecimentos intuitivos desde a educacédo infantil, como
destacam Matias, Santos e Pessoa (2011). Estas investigadoras afirmam que, ja na
Educacdo Pré-escolar, as criangas possuem um raciocinio combinatério que pode ser
melhor desenvolvido se forem estimulados em ambiente escolar e extraescolar, quando
se propBem situacdes-problema que envolvam regras de um jogo, escolha de aderecos,

formac0es de pares, combinacdes de sumos e sandes (combinatdria e probabilidades).

O desenvolvimento do raciocinio combinatério, logo nos anos iniciais de
escolaridade, para além de despertar a curiosidade do aluno para o tema, permite o
desenvolvimento de competéncias ao nivel da generalizacdo de situagdes matematicas,
bem como a aprendizagem de diversos conceitos matematicos, ou de outras areas do

conhecimento, que poderdo ser Uteis aos alunos ao longo da vida.

Navarro-Pelayo, Bataner & Godino, (1996) salientam que este tipo de raciocinio
desempenha um papel importante para o éxito dos principais objetivos curriculares na
medida em que os problemas de combinatéria estdo associados ao desenvolvimento de
processos de enumeracao, formulacdo de conjeturas, de generalizagdo. Para além disso
promovem o pensamento sistematico. Segundo English (2005), estas competéncias sao

essenciais ao processo de aprendizagem dos alunos em todos os niveis de ensino.

Neste sentido, o desenvolvimento precoce deste tipo de raciocinio funcionara
como uma mais-valia para a futura compreensao e aprendizagem de conceitos e formulas
uma vez que, segundo Vergnaud (1986, referido por Borba, 2010), certos conceitos
desenvolvem-se durante um periodo de tempo maior que outros pelo que deverdo ser
trabalhados ao longo de todo o percurso escolar dos alunos. Pereira, Gago e Guerreiro
(2010) referem que

a estruturacdo do pensamento matematico dos alunos deve realizar-se
preferencialmente a partir de diversas atividades que resultam do
entendimento da Matematica como a ciéncia dos padrdes. Nesse sentido,
o trabalho matematico comeca por um olhar de identificacdo, seguindo-se-
Ihe uma estratégia de estruturacdo da realidade com vista a criacdo de
padroes abstratos representativos da realidade (p. 3).

Com base neste paradigma, estes autores realizaram uma experiéncia em contexto
de sala de aula, onde aplicaram um conjunto de tarefas, no &mbito do pensamento

combinatério. Finalizada a experiéncia concluiram que:
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a sucessdo de tarefas eventualmente promotoras do pensamento
combinatdrio revelou um acréscimo significativo no sentido matematico
da organizagdo e apresentacdo de dados. Os alunos foram
progressivamente estruturando e justificando as solucbes apresentadas
numa perspetiva de padrdo organizacional das combinagdes de cores,
sabores ou localizag¢ao de elementos” (Pereira, Gago & Guerreiro, 2010,

p.6).

Por sua vez, a Comissdo de Normas para a Matematica Escolar realca a
importancia do desenvolvimento do raciocinio combinatorio salientando que a
exploracdo do mesmo deve fazer parte do curriculo uma vez que, a partir dele os alunos
desenvolvem o pensamento sistematico, a capacidade para enumerar, identificar
procedimentos e processos, bem como, estabelecer conjeturas e generalizagdes (English,
2005).

Contudo, o atual Programa de Matematica para o 1.° Ciclo do Ensino Basico
apenas contempla, integrados no dominio NUmeros e Operaces, 0s seguintes contetdos

e objetivos de ensino (tabela 3.1):

Conteudos Objetivos

Efetuar multiplicac6es no sentido aditivo e combinatério.

Efetuar uma dada multiplicagéo fixando dois conjuntos disjuntos

Multiplicacdo | e contando o nimero de pares que se podem formar com um

elemento de cada, por manipulacdo de objetos ou recorrendo a

desenhos e esquemas.

Resolugdo de | Resolver problemas até trés passos envolvendo situaces
problemas multiplicativas nos sentidos aditivo e combinatdrio.

Tabela 3. 1- Contetdos e objetivos de Aprendizagem

Poder-se-a, eventualmente, concluir a partir da observacdo da tabela acima, que o
raciocinio combinatério somente aparece associado a uma ldgica de problemas de
estrutura multiplicativa, abrangendo apenas problemas do tipo produto cartesiano e ndo
referindo explicitamente situacGes associadas a outros grupos de problemas de
combinatéria como os de permuta, arranjo e combinacdo que mais a frente passarei a
definir e exemplificar. Todavia € possivel encontrar alguns exemplos destes tipos de

problemas nos manuais direcionados para o 3.° e 4.° anos de escolaridade.

Apesar da reconhecida importancia para o desenvolvimento de competéncias
matematicas, a combinatéria € um conteddo pouco considerado nas orientacOes

curriculares e nos programas portugueses ao nivel do 1.ciclo do ensino basico.
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Consequentemente, observa-se algum desconhecimento cientifico e didatico por parte dos

professores, 0 que leva a que possa ser pouco ou mal explorado junto dos alunos.

Noutros paises, como por exemplo no Brasil, 0 cenario é um pouco diferente pois
existem inumeros trabalhos de investigacdo, alguns financiados pelo estado, canalizados
para a pesquisa sobre o tema e para experiéncias de ensino no ambito da combinatoria e
do raciocinio combinatério. Paralelamente ou consequentemente o ensino da
combinatdria tem lugar de destaque nos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) onde
aparece incluido no bloco programatico Tratamento da Informacéo, fazendo parte da lista
de blocos programaticos a lecionar, com o objetivo de “levar o aluno a lidar com
situacOes-problema que envolvam combinagdes, arranjos, permutacdes e, especialmente,

o principio multiplicativo da contagem” (PCN Brasil, 1997, p. 40).

Os autores deste documento acreditam que este tipo de problemas tem um papel
relevante na criacdo de oportunidades onde os alunos, a partir do curriculo da Matematica,
possam interagir com situacdes associadas ao seu quotidiano. Salientam contudo, que ndo
se pretende que os alunos aprendam defini¢cbes e foérmulas. Pretende-se sim, que
desenvolvam formas de raciocinio e procedimentos, num ambiente onde interajam com
seus pares de forma cooperativa, trabalhando em conjunto na procura de solucdes para

problemas propostos.

De salientar o investimento na producdo de materiais multimédia de apoio a
aprendizagem como por exemplo os disponibilizados pela Rede Internacional Virtual de
Educacdo - RIVED, com vista a fomentar contextos de aprendizagem mais apelativos
onde se promove o desenvolvimento do raciocinio combinatdrio com recurso as novas
tecnologias. Ainda assim, numa analise sobre estudos recentes acerca do raciocinio
combinatério, as autoras Borba, Rocha, Martins e Lima (2009) concluem que estes

estudos indicam

a necessidade de maior investimento na formacdo de professores quanto
ao ensino e a aprendizagem de conceitos combinatdrios, de modo a
possibilitar que conhecimentos intuitivos de alunos sejam identificados e
explorados no ensino formal da Analise Combinatoria e ndo apenas a
exploracdo de formulas (p.11).

As mesmas autoras referem que 0s manuais e outros recursos didaticos devem

ampliar os tipos de problemas abordados tendo o cuidado que os mesmos envolvam
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situacOes significativas. Paralelamente salientam que € necessario que 0s professores
recebam orientagdes que permitam uma melhor exploragdo das situagdes propostas nos
manuais didaticos. Autores como Moro e Soares (2006), Amaro (2001) e Pessoa e Borba,
(2009) apontam dificuldades apresentadas pelos alunos no que concerne ao
desenvolvimento do raciocinio combinatorio. Nesher (1988, referido por Nunes &
Bryant, 1997) defende que o problema de estrutura combinatéria mais dificil para as
criancas é o de produto cartesiano.

As dificuldades prendem-se com o facto de estes problemas envolverem dois
conjuntos basicos que dardo origem a um terceiro conjunto formado pela combinacgéo de
cada elemento de um dos conjuntos basicos com cada elemento do outro conjunto (Pessoa
& Borba, 2008), ou seja, um esquema de correspondéncia um para muitos e ndo o
esquema mais comum de correspondéncia um para um. Também porque, ha maioria das
vezes, este tipo de associacdo nao esta explicito nos enunciados orais ou escritos cabendo
aos alunos descobrir que, para cada elemento do conjunto basico ha uma série de
transformacoes que se prendem com a quantidade de elementos do outro conjunto bésico.

Conforme referem Silva e Spinillo (2011), as dificuldades observam-se nos
diferentes niveis e modalidades de ensino e prendem-se com o facto de os alunos nédo
conseguirem identificar todas as possibilidades enumerando todas as combinagdes
possiveis a realizar na correspondéncia um para muitos. ldentificaram-se ainda
dificuldades no estabelecimento de procedimentos sistematicos para a formacdo de
combinagbes (n x n), na justificacdo de respostas, na utilizacdo de representacdes
adequadas e no reconhecimento da importancia, ou ndo, da ordem de elementos na

formagé&o dos conjuntos (Costa, 2003 referido por Pessoa & Borba, 2009).

Muito embora se possam apontar dificuldades na resolucdo de problemas de
estrutura combinatoria, estudos realizados por Carraher, Carraher e Schliemann (1988)
referem a possibilidade dos alunos conseguirem resolver, recorrendo a métodos
informais, ainda que ndo dominem conceitos e procedimentos escolares. Na verdade,
segundo os mesmos autores, muitas pesquisas realizadas demonstram que as criangas e
os adolescentes recorrem a este tipo de métodos, aplicando estratégias de resolucdo

corretas que nem sempre sdo valorizadas e aproveitados pela escola.
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Também English (2005) e Mekhmandarov (2000) demonstraram, a partir de
estudos realizados sobre produto cartesiano, que as criangas Sao capazes de representar e
analisar os produtos de dois conjuntos mobilizando estratégias de resolugdo eficazes que
envolvem a correspondéncia um para muitos. Segundo Mekhmandarov (2000), a eficacia
destas estratégias sustentou-se no facto de terem sido capazes de compreender aquilo que
o0 investigador identificou como sendo alguns dos principios bésicos do raciocinio
combinatério: (i) que uma combinacdo é formada por um e apenas um elemento
pertencente a cada um dos conjuntos basicos, (ii), que cada combinacéo é um elemento
do novo conjunto produto, (iii) que todos os elementos que compdem 0S conjuntos
basicos podem aparecer em varias combinac@es e (iv) que cada combinagdo s6 pode

aparecer uma Unica vez no conjunto produto.

A combinatoria permite-nos a quantificacdo de conjuntos de elementos
selecionados a partir de um ou de mais conjuntos, entendendo-se 0 raciocinio
combinatdrio, como um tipo de pensamento que envolve contagem, mas que vai além da
simples enumeracdo de elementos de um conjunto. Nos problemas que envolvem o
raciocinio combinatorio contam-se grupos de possibilidades através de uma acdo
sistematica, seja pelo uso de férmulas, seja pelo desenvolvimento de outras estratégias
que atendam aos requisitos deste tipo de problemas (constituicdo de agrupamentos ou
determinacdo de possibilidades), até serem esgotadas todas as combinagdes possiveis.

Com base em classificacGes elaboradas por Nunes & Bryant, (1997) e Vergnaud
(1991), Pessoa e Borba (2008) subdividem os problemas que envolvem o Raciocinio
Combinatério em problemas de produto cartesiano, permuta, arranjo e combinacéo. Os
problemas do tipo produto cartesiano podem ser resolvidos a partir do principio
multiplicativo, enquanto os problemas do tipo permuta, arranjo e combinacdo assentam

em resolucbes mais complexas.

Ainda que estudos desenvolvidos por autores como Silva (2010) possam
considerar que os problemas de produto cartesiano sejam o0s mais simples de compreender
e resolver, um estudo realizado por Pessoa e Santos (2012), identificou os problemas de
combinagdo como sendo os de mais facil resolugdo para as criangas, seguidos dos

problemas de produto cartesiano, permuta e arranjo.

29



Relativamente aos problemas de permuta e arranjo, as Ultimas autoras salientam
gue 0s mesmos exigem que o trabalho realizado, ao nivel do tratamento de dados, seja
muito organizado. Por esta razdo recomendam que os professores devem investir num
trabalho regular, ao nivel da estruturacdo do pensamento e do registo de dados, que
permita que os alunos desenvolvam estratégias que assegurem o registo de todas as
possibilidades de combinacdo. Penso que, neste contexto, areas da Matematica como a
Organizacdo e Tratamento de Dados podem ser uma mais-valia, uma vez que podem

auxiliar os alunos no que concerne a organizacao dos dados.

A tabela seguinte define cada um dos tipos de problema de combinatoria,
exemplifica possiveis enunciados para explorar com os alunos e apresenta uma férmula

de resolucéo (tabela 3. 2):

Produto Cartesiano

Dados dois (ou mais) conjuntos distintos, os seus elementos s&o combinados para
formar um novo conjunto. A natureza dos conjuntos € distinta do novo conjunto
formado. A ordem dos elementos ndo é importante uma vez que ndo gera
novas possibilidades.

Definicao

a) Na nossa escola vai haver uma festa de Carnaval. Para se mascararem, 0s
alunos podem escolher 3 modelos de chapéus e 2 modelos de 6culos.
De quantas maneiras se podem mascarar, usando um chapéu e uns 6culos de
cada vez?

b) Na festa de aniversario da Carolina os convidados podem escolher gelados de
3 sabores (morango, chocolate ou nata), com 3 coberturas (caramelo, chantilly
ou m&m) servidos em 2 tipos de base (cone ou copo). De quantas formas
diferentes poderdo os convidados escolher o seu gelado sendo que s6 podem
usar um sabor, uma cobertura e uma base da cada vez?

Exemplos

nNXm ou nNXxXmxp
No caso do problema a aplica-se da seguinte forma: 3x2 =6
No caso do problema b aplica-se da seguinte forma: 3x 3 x2 =18

Férmula

Permuta

O que caracteriza estes problemas é que todos os elementos sdo usados em
diferentes ordens para formar a permuta. A ordem é importante uma vez que
gera novas possibilidades.

Definicao

a) Quantas palavras diferentes (com ou sem sentido) poderemos formar usando
as letras da palavra ROMA?

b) Na sua sala, a Ana tem trés molduras com as fotografias dos seus filhos:
Mara, Tomas e Julia. De quantas formas diferentes as podera ela arrumar de
modo a que elas fiqguem lado a lado?

Exemplos
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Férmula

Pn =nl
No caso do problema a aplica-se da seguinte forma: 4 x3x2x1=24
No caso do problema b aplica-se da seguinte forma: 3x2x1=6

Arranjo

Definicao

O que caracteriza estes problemas é que de um conjunto maior sdo organizados,
subconjuntos somente com alguns dos elementos do conjunto maior.
A ordem dos elementos é importante pois gera novas possibilidades.

Exemplos

a) Na nossa turma, a final da “Batalha da Leitura” vai ser disputada por trés
alunos: Ana, Rodrigo e Inés. De quantas maneiras diferentes poderemos
encontrar o0 1% o 2° lugar?

b) Para delegado(a) da turma da Mariana candidataram-se 3 pessoas (Jéssica,
Carolina e Pedro). De quantas maneiras diferentes poderéo ser escolhidos
(as), o delegado(a) e o Subdelegado(a)?

Férmula

n!

An,p =

) (n-p)!

No caso do problema a aplica-se da seguinte forma:
3x2 _ 6 _

(3-2)! 1

Combinacgéao

Definicao

O que caracteriza estes problemas é que de um conjunto maior sdo organizados,
subconjuntos somente com alguns elementos do conjunto maior.
A ordem dos elementos ndo é importante pois ndo gera novas possibilidades.

Exemplos

a) Quatro amigos, 0 Jodo, 0 Mauro, o Diogo e o Daniel foram acampar e
montaram as suas tendas, em circulo, junto a um rio. Depois, fizeram um
caminho a ligar cada uma das tendas as outras.

Quantos caminhos diferentes tiveram que fazer?

b) Trés amigos encontraram-se a entrada de um parque e apertaram-se com um
aperto de médo. Quantos apertos de méo se deram?

Férmula

_ n!
Cnp= p!.(n-p)!

No caso do problema a aplica-se da seguinte forma:
4! _ 4x3x2x1 _ 24 _2_4_6

21(4-2)! ~ (2x1)x (2x1) 2x2 4

Tabela 3.2- Tipologia dos problemas de estrutura combinatéria

Como ¢é Gbvio, estas defini¢des, formulas e algoritmos complexos, aplicam-se a

alunos mais velhos e néo a criangas no inicio da escolaridade. Contudo, a aquisicéo destes

processos mais sofisticados de resolucdo de problemas, deve ser preparada desde tenra

idade. Maher e Yankelewitz (2010) realcam a necessidade de convidar os alunos a usarem

representacdes diversas para expressarem suas ideias e formas de raciocinio, uma vez que

as representacdes ddo sentido aos problemas e sdo uma ferramenta potente para
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comunicar raciocinios e formas de pensar. Estas autoras salientam ainda que, a partir das
representacdes, os alunos “podem encontrar padrdes, serem sistematicos, abstrairem e
generalizarem resultados” (p.18).

Ainda que ndo encontrem uma resposta ou solucao imediata (algoritmos, regras
ou férmulas) para resolverem problemas de combinatéria, os alunos devem ser
incentivados a tentar encontrar uma heuristica informal (diferentes formas de
representacdo que poderdo passar por fazer desenhos, codigos de cores, listagens, arvores
de possibilidades, tabelas, formulas, ou outras que surjam). Vergnaud (1991) destaca o
papel das representacdes simbolicas na aprendizagem de conceitos afirmando que estas
tém a vantagem de ajudar na resolucdo de um problema quando os dados s&o numerosos
e a resposta exige varias etapas (Azevedo, 2013).

Contudo, é importante salientar que, ainda que inicialmente possam explorar
livremente varias possibilidades, posteriormente devem ser orientados para esquemas
mais elaborados e organizados para tratamento da informacdo e registo das vérias
combinagdes.

De acordo com a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud, 0s esquemas sao
o cerne do conhecimento matematico. Para este autor, a aprendizagem de conceitos faz-
se com o0 recurso a resolucdo de problemas a partir do reconhecimento de relagbes e
propriedades que se mantém constantes — invariaveis. O reconhecimento das invariaveis
é crucial para chegarem a generalizacdo do esquema (Azevedo, 2013).

Para que tudo isto seja possivel, os professores devem investir na promocdao de
condigdes propicias fomentando, conforme sugerem Vale e Pimentel (2012),

ambientes de aprendizagem onde sejam dadas oportunidades aos alunos

para resolverem problemas de matematica utilizando estratégias de

resolucdo diversificadas e para formular os seus proprios problemas a

partir de situacdes que lhes sejam apresentadas, seja em contextos

matematicos ou ndo matematicos, pode envolvé-los em exploracbes

matematicamente ricas, aumentar a sua motivacdo e encoraja-los a

investigar, tomar decises, generalizar, procurar padrdes e conexdes,

comunicar, discutir ideias e identificar alternativas (p. 348).

Resumindo, (i) o raciocinio combinatdrio é uma ferramenta importante ao nivel
das competéncias matematicas, (ii) a generalidade dos alunos revela dificuldades
associadas ao raciocinio combinatorio e (iii) este tipo de raciocinio pode ser desenvolvido
pelas criangas desde muito cedo, desde que sejam promovidos contextos de aprendizagem
favoraveis. Justifico assim a pertinéncia da experiéncia de aprendizagem desenvolvida

com os alunos.
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CAPITULO 4 — Metodologia da Investigacao

Neste capitulo apresento as opc¢des metodologicas gerais desta investigacdo no
que concerne a sua tipologia, natureza e abordagem, aos seus participantes, aos
instrumentos de recolha de dados e aos processos usados na respetiva anélise de conteudo.

Opcodes Metodoldgicas

Iniciar a observacdo com interesse pedagodgico e cientifico implica a
organizacdo de um projeto de observacdo, pois nenhum projeto de
investigacao, ou de atividade geral, poderé realizar-se sem o conhecimento
da realidade a que se refere” (Estrela, 1992, p. 27).

A temadtica do presente estudo em educagdo matematica enquadra-se na area da
Combinatoria sendo, na sua esséncia, um estudo sobre o raciocinio combinatério. O
objeto em analise sdo as estratégias utilizadas pelos alunos de uma turma do 1°no de
escolaridade do 1.° ciclo do ensino basico quando desafiados a resolver problemas
matematicos de estrutura combinatéria - produto cartesiano, arranjo, permuta e
combinago. E um estudo interpretativo continuado, desenvolvido em contexto de sala de

aula com o objetivo de aprendizagem.

Relativamente aos procedimentos este estudo enquadra o estudo de caso, huma
abordagem qualitativa de natureza interpretativa e descritiva, onde assumirei o papel de
observadora participante que pretende identificar, compreender e descrever eventos

associados a uma turma em particular, neste caso, a turma que leciono.
Tal como Ponte (1994) refere, um estudo de caso €

uma investigacdo que se assume como particularistica, isto é, que se
debruca deliberadamente sobre uma situacdo especifica que se supde ser
Unica ou especial, pelo menos em certos aspectos, procurando descobrir a
que ha nela de mais essencial e caracteristico e, desse modo, contribuir
para a compreensdo global de um certo fenémeno de interesse.” (p. 2).

Para Guba & Lincoln (referido por Coutinho & Chaves, 2002), o objetivo de um

estudo de caso é relatar os factos tal como sucederam, descrever situagdes ou factos,
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proporcionar conhecimento acerca do fendmeno estudado e comprovar ou contrastar
efeitos e relagdes presentes no caso. Ainda que autores como Fidel (1992, referido por
Coutinho & Chaves, 2002) defendam que num estudo de caso o objetivo seja
compreender o0 evento em estudo e a0 mesmo tempo, desenvolver teorias mais genéricas

a respeito do fendmeno observado, ndo € minha intencao fazer generalizacdes.

O meu objetivo, tal como defendido por Merriam (1988) e Yin (1989), seré tentar
descrever e interpretar uma situacdo concreta e Unica com o0 objetivo de a conhecer de
forma mais detalhada e profunda. A investigacdo assentara numa observacéo participante
dada a minha presenca continuada na sala de aula, participando no quotidiano da turma

enquanto professora titular.

Este estatuto permite-me recolher dados num contexto de proximidade e confianga
com os alunos (Bogdan & Biklen, 1994) uma vez que a minha presenca nao interfere nem
altera o normal funcionamento das aulas no que concerne as suas postura e as interacoes.
Stenhouse (1981) caracteriza este tipo de observador como sendo, entre outras coisas,
alguém que se envolve, partilhando habitos e costumes, no contexto que esta a observar,
mas que também, e por isso, deve manter um distanciamento relativamente a esse mesmo

contexto.

Contudo, por mais que esteja consciente da necessidade deste distanciamento, a
interpretacdo que farei dos dados carregard sempre uma conotacdo subjetiva resultante
das minhas vivéncias e valores. No entanto, apesar deste risco, Yin (1989) e Merriam,
(1988), destacam as excelentes oportunidades que este papel pode proporcionar na
recolha de dados. Para estes autores, a oportunidade de estar inserido no contexto, de
poder explorar, sugerir e interagir com os alunos de acordo com o que vai observando,

possibilita uma recolha de dados mais detalhada.

Pretendo assumir o papel de observadora participante, num contexto natural e
familiar aos alunos por forma a conseguir descrever, interpretar e explicar (Yin, 1989) as
estratégias que utilizam para resolver problemas de estrutura combinatdria. A dicotomia
envolvimento/distanciamento s6 podera ser colmatada a partir de momentos de reflexdo

e analise critica face ao que observa.

Incontornavelmente, tal como apontado por Ponte (1994), acabarei por investigar

as minhas praticas porque neste estudo, para além de observadora participante, sou
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professora titular da turma onde o mesmo se desenrola. Fundamento assim, a op¢éo por
uma abordagem de natureza qualitativa e interpretativa, centrada nos alunos e na
descricao/interpretacdo/explicitacdo da diversidade de processos que estes utilizam para

resolver problemas de estrutura combinatoria.

Com o objetivo de iniciar a recolha de dados comecei por pedir autorizagédo a
Direcédo da Escola (anexo 1) para a realiza¢do do estudo. A autorizacgao foi concedida com
a indicacdo que a Coordenadora de Estabelecimento iria assegurar a logistica necessaria
(espaco e horéario). Posteriormente, pedi aos encarregados de educacdo autorizacao
(anexo 2) para realizar o estudo com os seus educandos informando-os que 0 mesmo
implicaria gravacdes das aulas em dudio e video, como forma de recolha de dados. Para
além disso asseverei-lhes o anonimato dos alunos e o uso das imagens exclusivamente
para a investigacdao. Saliente-se que os encarregados de educagdo ja haviam tomado
conhecimento deste estudo numa reunido realizada no inicio do ano letivo pelo que
concordaram com a realizagdo do mesmo concedendo, por escrito, autorizagdo para a

realizacdo das gravacoes.
Recolha de Dados

Sendo um estudo centrado nas perspetivas e nos desempenhos dos participantes é
essencial compreender e interpretar o significado dado as a¢des. Para Bogdan e Biklen (1994)
os dados séo de extrema importancia para ilustrar e sustentar resultados escritos, ricos em
pormenores descritivos e incluem transcrigdes de entrevistas, producdes dos alunos e notas

de campo.

Assim sendo, a recolha de dados visou a recolha de informacéo com o objetivo de
captar “o sentido dos atos e acontecimentos observados” (Guerreiro, 2011, p. 121) e
concretizou-se partir de trés fontes distintas - observacdo das aulas de matematica,
entrevistas aos alunos e analise documental (producées dos alunos) uma vez que, tal como
defendido por Merriam (1988), a utilizacdo conjunta de fontes de recolha de dados

assegura uma maior fiabilidade da informagé&o recolhida.

A observacéo das aulas baseou-se no trabalho realizado ao longo de seis aulas em
que os alunos se dedicaram a resolucdo de problemas matematicos de estrutura
combinatdrias do tipo produto cartesiano, arranjo, permuta e combinacdo. As aulas

segmentaram-se em trés momentos distintos (o primeiro e o terceiro numa vertente mais
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didatica que o segundo), divididos por 2 dias da semana, conforme se circunstancia na

tabela 4.1.
Calendarizacado MonLeSIt:S £ Cenario da Intervencéo
Apresentacdo | Despertar a atencdo e o interesse dos alunos para a tarefa e
do problema | explicar o que se pretende que facam.
Os alunos organizam livremente o seu trabalho testando
estratégias e fazendo escolhas relativamente as formas de
5% feira Trabalho representacéo dos resultados (resolugdo do problema).
(entre as 11:00 e autonomo | A professora circula pelos pares de trabalho prestando apoio no
as 12:00) esclarecimento de questdes e de dividas. Paralelamente vai
colocando questBes com o objetivo de aferir e estimular
raciocinios. Simultaneamente vai selecionando as resolugdes
mais interessantes do ponto de vista do objetivo da pesquisa, das
entrevistas, da promocao da discussdo coletiva e da realizacdo
das aprendizagens previstas.
6 * feira . Entrevista a alguns pares de trabalho selecionados tendo em conta
. Entrevistas s . ~
(entre as 14:15e critérios associados ao grau de consecucdo da tarefa e as
) aos alunos P X 2
as 14:55) estratégias de resolucdo utilizadas.
6 2 feira _ ) Momento detjicado as interagbes com_unicatiyas entre 0s a~lunos
(entre as 15:00 & _Dlscus§a0e~ sob orlentagao _da _pro_fesso_ra; Ndestma_do_ as exphcna_goes e
as 16:00) Sistematizacdo argumentagoes, institucionalizacdo de ideias e aprendizagens
' significativas.

Tabela 4.1 — Breve descricdo dos diferentes momentos da aula

Normalmente ndo costumo utilizar o protocolo descrito optando por segmentar as
aulas de Matematica de natureza exploratéria em quatro momentos distintos: (1)
apresentacdo da tarefa; (2) resolucdo da tarefa; (3) apresentacdo das producdes dos alunos
e (4) discussdo da tarefa e sistematizacdo das aprendizagens. No caso deste estudo, em
conjunto com o professor orientador do mesmo, optamos por experimentar a estrutura
referida na tabela anterior (tabela 4.1), realizando as entrevistas apds o trabalho autbnomo
e, sO depois, proceder a apresentacdo coletiva das produgdes dos alunos e a
discussao/sistematizacdo das aprendizagens. Com esta opcao pretendeu-se evitar que 0s
alunos se influenciassem, a priori, relativamente as estratégias a utilizar e, a posteriori,
na explicitacdo das estratégias utilizadas. Saliente-se contudo que, durante a fase de
trabalho autdnomo, ndo se excluiu o questionamento quando 0 mesmo se considerou

oportuno e pertinente.

A escolha dos dias da semana (proximidade) teve como intengdo aproximar os
momentos destinados a resolucéo da tarefa e a entrevista para que nao se observasse um
hiato temporal prejudicial a recolha dos dados, ou seja, teve como intengéo assegurar que
os alunos ainda se recordavam de questdes relacionados com os seus desempenhos e

opcoes. Esta calendarizagdo relacionou-se ainda com requisitos funcionais (horérios da
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turma e atividades da escola) e de logistica (espacos e equipamentos). Ainda que pudesse
ter recorrido a materiais mais facilitadores, tais como jogos, ou as tecnologias de
informacdo (software educativo), decidi-me pelos tradicionais papel e lapis por forma a

ndo proporcionar focos de distracao.

A opcéo pelo trabalho a pares ou em grupos de trés prendeu-se com a intencédo de
fomentar a troca de informacOes e de ideias, entre os alunos, e por pensar que este
contexto é potenciador de maiores probabilidades de sucesso na resolucdo dos problemas.
A constituicdo dos pares/grupos no que concerne a composicdo ndo foi fixa
proporcionando a hipotese dos alunos trabalharem com colegas diferentes de uma tarefa

para outra.

A este proposito Silva (2014), mencionando autores como Mayo (2007),
Martinho e Ponte (2005), Moreira e Fonseca (2009) e Ponte et al. (2007), refere que o
trabalho colaborativo potencia o sucesso dos alunos, reduz desigualdades e proporciona
a discussdo e a partilha de estratégias e ideias. Estes autores defendem que num contexto
de trabalho a pares ou em grupo fomentam-se condi¢des mais adequadas a reflexéo, a
compreensdo e clarificacdo de significados, permitindo que os alunos possam resolver
tarefas mais exigentes que, individualmente, teriam mais dificuldades ou talvez nem
conseguissem resolver. Mayo (2007) realca que este tipo de estratégia de trabalho permite
um maior numero de interacGes entre os alunos das quais poderdo resultar ideias e
estratégias mais criativas que contribuem para o desenvolvimento progressivo do

conhecimento e da comunicacdo matematica.

As produgdes dos alunos constituiram uma excelente base para perceber o grau de
interpretacdo dos enunciados dos problemas e proceder a identificacdo e caracterizacdo
das estratégias utilizadas pelos alunos na resolucdo dos mesmos. Para a interpretacdo
destas producdes, foram valorizadas as caracteristicas das estratégias mobilizadas e a

identificacdo de evidéncias do raciocinio combinatério.

As entrevistas tentaram seguir os pilares do metodo clinico e tiveram como
finalidades recolher informacdes relativamente ao significado dado pelos alunos ao
trabalho realizado, neste caso, conseguir captar a perspetiva dos alunos relativamente as
estratégias aplicadas (Merriem, 1988), a forma como pensaram e como agiram face as

tarefas propostas (Guimarées, 2003). O momento da entrevista reveste-se de especial
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importancia pois € a volta do significado que os sujeitos ddo a acdo que gira este estudo.
Recorde-se que se pretende perceber que tipo de estratégias mobilizam os alunos para

resolver problemas matemaéticos de estrutura combinatoria.

Optei pela entrevista ndo estruturada por considerar que este tipo de entrevista
podera ser 0 mais adequado a faixa etaria dos alunos envolvidos. Tal com referem Costa
et al. (2004), a entrevista ndo estruturada permite conversas mais informais e flexiveis,
facilitadoras do aprofundamento de questdes e da adaptacdo as caracteristicas e reacdes
dos entrevistados. Para além disso, este tipo de entrevista, pode conduzir ao
esclarecimento de duvidas dos alunos e a sistematizacdo de aprendizagens pois, tal como
refere Mekhmandarov (2000) “ao longo de uma entrevista a maioria das criangas sao

capazes (...) de realizar aprendizagens com alguma orientac¢ao” (p. 300).

As entrevistas, com uma duracdo média de 15 minutos, acompanharam a
calendarizacéo das aulas observadas e foram realizadas num gabinete situado num espaco
recatado da escola. A escolha deste espago visou assegurar um ambiente calmo e
adequado onde ndo se observassem interrupgdes ou ruidos prejudiciais as gravacoes.

Quer as entrevistas quer o0s momentos das aulas destinados a
sistematizacdo/discussdo tiveram como finalidade, tal como indicado por Yin (1989), dar
resposta a questdes do tipo “como” e porqué” relativamente a heuristica (Merriam, 1988)
mobilizada pelos alunos. Neste contexto foram colocadas questdes abertas (“Porqué?”,
“Concordas?”, “Explica?”, “Podia ser feito de outra forma?”’) que desafiaram os alunos a
investigar, a explicar a forma como resolveram os problemas, a discutir resultados e
realizar conexdes (Silva, 2014). Toda a informacdo recolhida foi sendo registada em
audio, video, fotografia e por escrito (notas de campo) para garantir um registo fiel e

completo dos acontecimentos.
Analise e Tratamento de Dados

Todo o trabalho realizado na analise dos dados foi fundamental para a
caracterizagdo das estratégias utilizadas pelos alunos em cada um dos problemas, para
selecionar os alunos a entrevistar, para delinear o rumo a dar as entrevistas e, finalmente,
para a producdo de um texto interpretativo que dé resposta a questdo que deu origem a
este estudo. Conforme referem Bogdan e Biklen (1994), “a analise envolve o trabalho

com os dados, a sua organizacdo, divisdo em unidades manipulaveis, sintese, procura de
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padrdes, descoberta de aspectos importantes do que deve ser apreendido e a decisdo do

que vai se transmitido aos outros” (p. 225).

A andlise de dados foi ocorrendo paralelamente a sua recolha mas, a dado
momento, foi necessario proceder a um processo mais organizado e metddico que se
traduziu na selecdo, agrupamento e categorizacdo dos materiais recolhidos para poder
proceder a respetiva exploragdo, comparacdo e interpretacdo. Por conseguinte, fui
construindo um portefélio digital onde criei pastas para cada um dos problemas (aula).
Por sua vez, cada pasta subdividiu-se em subpastas onde fui arquivando os originais das
folhas de trabalho fornecidas aos alunos, registos fotograficos (producdes dos alunos nas
folhas de trabalho e no quadro) e registos &udio e video (interagcdes durante as aulas e

entrevistas).

Posteriormente procedi a um trabalho de reducdo visando selecionar os dados
mais significativos e relevantes para a compreensdo e interpretacéo do objeto em estudo,
enquanto procedia a eliminagdo dos que se traduziam em irrelevancias ou repeticGes.
Desta forma selecionaram-se os dados mais relevantes e esclarecedores do ponto de vista
do tema em estudo. Relativamente aos registos audio e video foram feitos apontamentos
escritos com o objetivo de facilitar a localizacdo dos excertos Uteis ao estudo. As
transcrigdes desses excertos aconteceram quando constituiram intervencdes pertinentes

para a justificacéo, clarificacdo e enquadramento do processo de apresentacdo dos dados.

A utilizacdo, ao longo do texto interpretativo destas transcricdes, bem como de
imagens das estratégias de resolucdo dos alunos, far-se-a acompanhar de informacoes
relativas a sua “localizag@o temporal e contextual na investigagao” (Guerreiro, 2011, p.
128). Para uma melhor entendimento e estruturacdo do texto interpretativo, optamos por
analisar e interpretar as estratégias associadas a resolucdo do problema de produto
cartesiano separadamente das estratégias utilizadas nos problemas de permuta, arranjo e
combinacéo. Esta opc¢éo, deve-se ao facto do primeiro apresentar uma estrutura diferente
dos restantes pois, enquanto produto cartesiano envolve dois ou mais conjuntos disjuntos
que ddo origem a varios subconjuntos (conjunto produto); os restantes tém em comum, 0
facto de envolverem somente um conjunto inicial a partir do qual se formam varios

subconjuntos.
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Por conseguinte, a analise dos dados, sera apresentada em dois momentos
distintos: um primeiro momento destinado aos problemas de produto cartesiano e um
segundo momento destinado aos problemas de permuta arranjo e combinacdo. No que
concerne aos problemas de produto cartesiano a caracterizacdo das estratégias de
resolucdo apoiou-se nos principios basicos que regem o raciocinio combinatorio

apontados por Mehkmandarov (2000).
Participantes

Caracterizacdo da escola. A escola EBI/JI José Carlos da Maia (ou escola N°7)
foi inaugurada em 2010 e fica localizada na cidade de Olhdo, junto & Urbanizacao
Turolhdo. Até ao ano de 2012 esteve integrada no Agrupamento de Escola José Carlos da
Maia. Contudo, acabou por ser agregada ao Agrupamento Professor Paula Nogueira

formando com esta, 0 Mega agrupamento de Escola Professor Paula Nogueira.

O edificio escolar moderno e amplo, composto por dois pisos com salas de aulas
destinadas ao ensino pré-escolar e ao 1° ciclo do ensino basico, gabinetes de trabalho, sala
de professores, polivalente, biblioteca, refeitério, cozinha, balnearios, enfermaria,
instalacBes sanitarias (trés para pessoas com deficiéncia), arrecadacbes, sala de
funcionérios. No espago exterior existem trés zonas de recreio, todos eles descobertos, e
uma portaria. Num dos espacos exteriores existe um parque infantil com equipamento
para trepar e escorregar. O espaco em volta da escola é vedado (muro e barras de ferro) e
0 acesso ao edificio faz-se por trés portdes, dois deles com acesso para deficientes. O
terceiro portdo permite 0 acesso ao espago onde funciona 0 2.° e 0 3.° ciclos favorecendo

as atividades conjuntas e a articulag&o curricular.

O corpo docente desta escola é formado por 21 professores (titulares de turma,
apoio educativo, educacdo especial, coordenadora da escola e bibliotecaria) sendo que,
para além destes elementos, contamos com a colaboracao de oito assistentes operacionais.
A escola é frequentada por cerca da 400 alunos e o nimero de alunos por turma varia
entre 0s 20 e 0s 26 alunos. Estes alunos pertencem maioritariamente a zona de residéncia
da escola. A comunidade escolar apresenta grande heterogeneidade relativamente ao
estrato socioeconémico que estd distribuido entre a classe baixa e as classes média e
média alta. Ultimamente, devido a conjuntura econdémica dos pais (desemprego e baixa

de salarios), tem-se observado um agravamento da situacdo financeira das familias.
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Caracterizacao da turma. O presente estudo foi desenvolvido numa turma de 1.°
ano do ensino bésico constituida por 26 alunos com idades compreendidas entre os 6 e 0s
7 anos, quinze do sexo masculino e onze do sexo feminino. Na sua globalidade a turma
apresenta resultados bastante satisfatorios no que concerne ao aproveitamento. Todavia,
destacam-se 2 alunos com resultados muito fracos, fruto das problematicas que
apresentam ao nivel cognitivo. Na sua globalidade, s&o alunos assiduos, pontuais,
manifestam curiosidade e gosto pela escola e pelo processo de ensino e aprendizagem.

Os problemas mais significativos verificaram-se na aquisicdo e aplicacdo de
regras sociais 0 que se traduziu em posturas e comportamentos pouco adequados e
condicionadores de um bom ambiente de aprendizagem. N&o era de todo um contexto
favoravel a implementacdo de determinadas estratégias de trabalho, nomeadamente o
trabalho a pares ou em grupo, situacdo que condicionou o inicio deste estudo no que diz
respeito ao trabalho de campo. Ao longo do 1.° periodo letivo, fruto de um trabalho
conjunto entre professora, pais e alunos, os problemas comportamentais foram sendo
ultrapassados permitindo iniciar o trabalho de campo que se desenvolveu entre 0s meses

de fevereiro e maio.

No inicio do ano letivo os pais responderam a um inquérito que visou a recolha
de dados para a realizacdo da caracterizacdo da turma. Com base neste inquérito foi
possivel perceber, entre outras coisas, que a maioria dos alunos é proveniente de familias
pertencentes a classe média; que as habilitacdes literarias dos pais se situam
essencialmente aos niveis do 3.° ciclo ou do ensino secundério e que, ainda que 0 maior
nimero de pais se encontre a trabalhar, h& um numero significativo de pais
desempregados. Durante o ano verifiquei que o acompanhamento académico prestado aos
educandos foi satisfatorio mas, infelizmente, houve casos de criancas que ndo usufruiram

de qualquer acompanhamento deste tipo. Talvez as que mais necessitavam de ajuda.
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CAPITULO 5 - Estudo Empirico

Neste capitulo descrevo a intervencdo pedagdgica que permitiu observar e
interpretar as estratégias utilizadas pelos alunos e em simultaneo, promover contextos de
aprendizagem conducentes ao desenvolvimento do raciocinio combinatdrio. A andlise e
interpretacdo dos dados sustenta-se em estudos sobre raciocinio combinatério, realizados
por Mekhmandarov (2000) e por Pessoa (2009).

Intervencéo Pedagogica

A intervencdo pedagdgica envolveu seis tarefas que implicaram a resolucdo de
quatro tipos de problemas de estrutura combinatoria — produto cartesiano, permutacéo,
arranjo e combinacdo. Em pares ou em pequenos grupos (trés elementos) os alunos
resolveram seis problemas distribuidos da seguinte forma: dois de produto cartesiano, um

de permuta, dois de arranjo e um de combinacéo.

A elaboracdo dos enunciados dos problemas foi feita a partir da adaptacdo de
problemas encontrados em manuais escolares e ao longo da reviséo da literatura existente
sobre o tema em estudo. A adaptacdo dos problemas teve em conta aspetos como a faixa
etaria e 0 ano de escolaridade dos alunos, ndo tendo sido descurada a importancia da
ligacdo as suas vivéncias e quotidiano. Apesar de prever que possa funcionar como
mecanismo facilitador do estabelecimento das combinacdes a serem feitas pelos alunos,
optei por apresentar o enunciado do problema acompanhado de uma representacao grafica
dos elementos de cada conjunto. Esta opcdo prende-se com os aspetos acima referidos e
com o facto de os alunos estarem a ser confrontados, pela primeira vez, com este tipo de
problemas. Neste seguimento, acautelou-se que as situacbes apresentadas nao

envolvessem um numero elevado de possibilidades de combinacéo.

Na tabela abaixo (tabela 5.1) apresento os problemas propostos aos alunos,
localizando-o0s cronologicamente ao longo da etapa de trabalho de campo (entre os meses

de fevereiro e maio).
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Data de
Tipologia do
realizacédo do Enunciado do problema
problema
problema
Festa de Carnaval
Tarefa 1a) Produto Na nossa escola vai haver uma festa de Carnaval. Para se
19/02/2015 e Cartesiano mascararem, 0S alunos podem escol.her 3 modelos de chapéus e 2
20//02/2015 modelos de 6culos. De quantas maneiras se podem mascarar, usando
um chapéu e uns 6culos de cada vez?
Produto Festa de Carnaval
Tarefa 1b) ) E se desta vez, além de poderem escolher 3 modelos de chapéus e 2
26/02/2015 e Cartesian0 | modelos de dculos, puderem escolher ainda 2 modelos de sapatos.
27/02/2015 (extenso) De quantas maneiras se podem mascarar, usando agora um chapéu,
uns 6culos e um modelo de sapatos de cada vez?
As Fotografias da Ana
Tarefa 2 . .
Permuta Na sua sala, a Ana tem trés molduras com as fotografias dos seus
12/03/2015 ¢ filhos: Mara, Tomas e Jalia. De quantas formas diferentes as podera
13/03/2015 ela arrumar de modo a que elas fiqguem lado a lado?
Tarefa 3a) _ Bgtalha de Livrps L .
Arranjo Na nossa turma, a final da “Batalha da Leitura” vai ser disputada por
23/04/2015 e trés alunos: Ana, Rodrigo e Inés. De quantas maneiras diferentes
24/04/2015 poderemos encontrar o0 1% o 2° lugar?
Batalha de Livros
Tarefa 3b) Arranjo A turma da sala ao lado também participou na “Batalha de Livros”.
29/04/2015 e (extensio) A final vai ser disputada por_quatrp alunos: o Filipe, a Celina, o Jalio
30/04/2015 e a Paula. De quantas maneiras diferentes podemos encontrar o 1%
0 2° lugar?
Vamos Acampar
Tarefa 4) L Quatro amigos, o Jodo, 0 Mauro, o Diogo e o Daniel foram acampar
21/05/2015 e Combinagdo | e montaram as suas tendas, em circulo, junto a um rio. Depois,
22/05/2015 fizeram um caminho a ligar cada uma das tendas as outras. Quantos
caminhos diferentes tiveram que fazer?

Tabela 5.1 — Calendarizacdo e caracteristicas das tarefas

Para os problemas de produto cartesiano e arranjo, foram propostas duas situaces
cuja diferenca (do primeiro para o segundo problema) residiu no aumento do grau de
dificuldade alavancado pelo numero de conjuntos ou de elementos (variaveis) dos
conjuntos envolvidos. Desta forma pretende-se verificar se, na passagem de uma situacao
mais facil para uma situacdo mais dificil, os alunos sdo capazes de refletir sobre o que
fizeram, transferindo, para uma nova situagdo, procedimentos e conhecimentos
adquiridos anteriormente. Basicamente, pretendi aferir capacidades, no que concerne a

generalizacdo de ideias e procedimentos.

Um a um, os problemas foram sendo apresentados numa folha de registo que
continha o enunciado e um espacgo destinado a resolucdo. Tendo em conta a idade e 0
facto de os alunos estarem a iniciar aprendizagens no que concerne a capacidade leitora,
houve necessidade de auxilid-los na leitura e interpretacdo dos primeiros problemas

apresentados. Gradualmente, esta realidade foi dando lugar a uma leitura mais autbnoma,
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em que eram os alunos a fazer a leitura e a interpretacdo do enunciado escrito, colocando

em seguida, as suas davidas.

Numa dinamica de trabalho em grupo ou a pares, os alunos resolveram 0s
problemas da maneira que consideram adequada, uma vez que a solucdo podia ser
encontrada de diversas forma. Com base na analise do enunciado, na discussdo entre
parceiros e na tentativa e erro, foram construindo as suas proprias resolu¢des com vista a
formacdo de todas as combinagBes possiveis. Durante a resolucdo dos problemas e,
posteriormente, através das entrevistas e dos momentos destinados a discussdo e
sistematizacdo coletiva, fui solicitando que os alunos justificassem e explicassem as suas

opcOes e estratégias.
Estratégias dos Alunos e Desenvolvimento do Raciocinio Combinatério

De seguida, descrevo como foi desenvolvido o trabalho na turma, dando especial
enfoque a exploracdo dos momentos e das interagcdes que permitiram identificar e interpretar
a situacdo de diagnostico e descrever a experiéncia de ensino. Assim sendo procedo a
identificacdo e interpretacdo das estratégias utilizadas pelos alunos na resolucédo de problemas
matematicos de estrutura combinatdria: produto cartesiano, permuta, arranjo e combinacgao.
Tendo em conta a origem das variaveis dos quatro tipos de problemas combinatérios opteli
por tratar os problemas de produto cartesiano separadamente dos problemas de permuta,

arranjo e combinagéo.

Produto Cartesiano

FESTA DE CARNAVAL!

Na nossa escola vai haver uma festa de Carnaval. Para se mascararem 0S
alunos podem escolher 3 modelos de chapéus e 2 modelos de 6culos.

De guantas maneiras diferentes se podem mascarar, usando uns chapéus e uns
6culos de cada vez?

Figura 5. 1 Enunciado do problema do tipo produto cartesiano

Os problemas de produto cartesiano podem envolver dois ou mais conjuntos
basicos cujos elementos se combinam entre si para formar subconjuntos. Este problema

envolvia dois conjuntos basicos (conjunto dos chapéus e conjunto dos 0culos) e os alunos
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teriam que combinar cada elemento de um conjunto com cada elemento do outro conjunto

para formar, neste caso, seis combinacGes (subconjuntos) diferentes.

Os alunos foram organizados em grupo de trés elementos, constituidos de acordo
com os lugares que ocupavam na sala, e iniciei a aula explicando a turma que iriam
resolver um problema matematico, que cada grupo o poderia resolver da maneira que
achasse melhor e que posteriormente me deveriam explicar como fizeram, justificando a
estratégia adotada. De seguida distribui a folha de trabalho pelos varios grupos e
iniciamos o processo de leitura e interpretacdo do enunciado do problema por forma a

despertar o interesse dos alunos e leva-los a apropriarem-se dos objetivos da mesma:

Professora: - Entdo, 0 que é que sabemos?

Guilherme: - H& trés modelos de chapéus e 2 de 6culos!

Professora: - E para que servem esses trés modelos de chapéus e os dois
modelos de 6culos?

Alunos: - Vai haver uma festa de Carnaval...temos que nos mascarar ... ha
trés chapéus...e dois éculos.

Professora: - Pronto isso é o que ja sabemos. Agora...O que queremos
saber?

Rodrigo: - Quantos podemos fazer com esse chapéus e os oculos ... Como
€ que nos podemos mascarar.

Professora: - Queremos saber de quantas maneiras diferentes nos podemos
mascarar com os chapéus e 0s dculos. Mas ha uma condigdo! Qual
6?

Diogo: - Uma de cada vez.

Professora: - O que é que queres dizer com isso Diogo?

Diogo S: - S6 podemos usar uma coisa de cada vez.

Professora. Concordam? Sé podemos usar uma coisa de cada vez?

Alguns alunos: N&o! Podemos usar duas!

Professora: Quais sdo?

Inés: Os chapéus.

Professora: Podemos usar dois chapéus de cada vez?

Rodrigo e Guilherme: Néo, temos que usar um chapéu e uns dculos

(...)

Professora: Agora ja descobrimos o que ja sabemos e ja descobrimos o que
queremos saber...falta saber como ¢ que vao fazer. Como ¢ que
vao descobrir de quantas formas diferentes se podem mascarar?

[18/02/2015_ apresentagéo da tarefa_ tarefa 1a)]

Os alunos foram incentivados a representarem as suas ideias e raciocinios sem que
Ihes fosse dado qualquer exemplo de combinagéo a representar ou de estratégia a aplicar.
«Isto é como se fosse um desafio...Cada grupo vai pensar para tentar acertar», «Como é

que pode ser? (...) V& la, mostrem-me de quantas maneiras diferentes se conseguem
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mascarar». Uma das minhas preocupacdes foi a de ndo fornecer qualquer pista de modo

a ndo influenciar os alunos relativamente aos processos a utilizar.

Num periodo de tempo predefinido (45 minutos), os alunos organizaram o seu
trabalho representando na folha do problema a estratégia que consideraram mais
adequada. Enquanto isso, fui circulando pelos grupos de trabalho prestando apoio no
esclarecimento de questdes e de davidas. Paralelamente fui colocando questées com o
objetivo de aferir e estimular raciocinios: «Como é que fizeram?»; «O que descobriram?»;
«O que é que isto quer dizer?»; «Formaram todas as combinac6es possiveis?»; «Sera que
sO existem estas maneiras de se mascararem?»; «Poderiam ter feito de outra maneira?»;

«Este chapéu s6 pode ser usado com estes Gculos?».

Saliente-se, para um melhor enquadramento terminoldgico, que os alunos
utilizaram os termos maneiras e forma como sin6nimos do termo combinacdes. A
observacao, durante o tempo destinado ao trabalho autonomo, permitiu verificar que
todos recorreram a representacfes iconograficas, baseadas em simbolos néo

convencionais ou desenhos, para comunicarem a forma como pensaram.

Assim sendo, pode dizer-se que para estes alunos, os esquemas de linhas e 0s
desenhos serviram “para interpretar ¢ dar sentido a situa¢ao problematica” (Canavarro &
Pinto, 2012, p.67) pois foi através destes esquemas que representaram as relacdes
existentes, fazendo corresponder os elementos de cada conjunto inicial entre si, para
formar pares (conjunto produto). Neste caso, os alunos que recorreram aos esquemas de
linhas, foram melhor sucedidos do que aqueles que recorreram aos desenhos. Penso que
por detrés desta situacdo estd o facto de os desenhos levarem mais tempo a realizar e de
exigirem mais atencdo e maior organizagao no que concerne a representacdo de todas as
combinages possiveis. A aptiddo para desenhar com base nos elementos modelo também
pode ter condicionado a tomada de decisdo. Apds analise das produgbes dos alunos

destaca-se 0 seguinte:

a) Ainda que nem todos os grupos tenham sido bem-sucedidos, todos

adotaram um plano/estratégia para encontrar todas as combinagdes possiveis;

b) Nenhum dos grupos recorreu a adicdo ou a subtragdo dos numeros
envolvidos o que talvez queira dizer que 0s alunos perceberam que a estratégia de

resolugdo nao passava por fazer contas;
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C) Na sua grande maioria, 0s grupos de trabalho optaram por representar as
combinagfes (subconjuntos ou conjuntos produto), estabelecendo ligagoes
(esquemas de linhas) de cores diferentes entre os elementos do conjunto dos
chapéus e os elementos do conjunto dos 6culos para formarem outros conjuntos

compostos por um chapéu e uns oculos;

d) Parte significativa dos alunos manifestou dificuldade em compreender que

a ordem dos elementos ndo gerava novas possibilidades;

e) A maioria compreendeu que cada subconjunto deve incluir um elemento

de cada um dos conjuntos basicos;

f) Que um subconjunto ndo pode ser formado por dois elementos do mesmo

conjunto inicial;

9) Ainda gue alguns grupos tenham tentado seguir um padréo heuristico, ndo
se observou uma utilizacdo sistematica e exaustiva desse padrdo. Os alunos nédo
foram capazes de fixar um chapéu, combina-lo de todas as formas possiveis com

0s Oculos, e s6 depois passar para 0 outro chapéu;

h) Uma parte significativa dos grupos teve dificuldade em explicitar

oralmente o raciocinio seguido.

As estratégias encontradas pelos alunos passaram por representar as relacfes entre
os elementos dos dois conjuntos (combinag6es) recorrendo a linhas de ligagdo ou a

desenhos:

Figura 5. 2 - Estratégia dos alunos Tomas G., Gustavo e M? Rita

Este grupo (figura 5.2) optou por representar a partir de um esquema de linhas de
unido. A resposta apresentada foi que era possivel formar 4 pares diferentes, o0 que nao
corresponde ao resultado correto. A estratégia utilizada ndo se consubstanciou numa
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representacdo adequada pois ndo se verifica 0 esgotamento de todas as combinacdes

possiveis que, no caso deste problema, eram seis pares diferentes.

O padrdo observado foi o de formarem pares fixos, ndo tendo percebido que cada
chapéu podia originar dois pares, ou seja, depois de formarem um par acharam que ja ndo

0 podiam separar:

Professora: - Como é que podes usar o chapéu vermelho?

Gustavo: - E s6 aqui com este (aponta para os 6culos das flores).

Gustavo: - E este aqui com este (desliza o dedo ligando o chapéu de bobo
aos Oculos das estrelas).

Professora: - SO os podem usar assim?

Tomaés: - Sim!

[19/02/2015 _ trabalho auténomo _ tarefa 1a)]

Apesar de terem revelado uma aplicacdo confusa da estratégia adotada, ha
evidéncias de terem aflorado uma acdo combinatdria quando ligam um dos elementos do
conjunto dos chapéus (chapéu azul) a um par de éculos (flores) e depois a outro (estrelas).
Neste caso, podem ter percebido que podiam formar pares (correspondéncia um para
muitos). Aparentemente também consideram que a ordem dos elementos originava pares
distintos. Contudo, também se pode colocar a hipotese de estarem a estabelecer ligacdes
de forma aleatéria, trabalhando cada um para o seu lado e por isso, repetindo
combinagoes:

Gustavo: - Eu ja pus este com este!
Tomas: - Mas eu também ja tinha posto esse!

A

Com o intuito de pretender aferir acerca do “como” e do “porqué” associados as
estratégias utilizadas e as dificuldades manifestadas, optei por selecionar este grupo para
a entrevista. Esta opcdo também decorreu da intencdo de intervir pedagogicamente e a

entrevista podia proporcionar um momento de orientacao propicio a aprendizagem:

Professora: - Entdo e também podemos combinar ao contrario?

Tomas G.: - N&o.

Professora: - E que ligaram o chapéu das bolinhas com os 6culos das
estrelas e depois 0s O6culos das estrelas com o chapéu das bolinhas.
Sé&o duas combinagdes diferentes? Concordam com isto?

Tomas G.: - Eu ndo...isso foi ela!

M2 Rita: - Eu concordo!

Professora: - Concordas? Entdo imagina la que pdes o chapéu das bolinhas
na cabeca e os oculos das estrelas na cara ou os 6culos das estrelas
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na cara e o chapéu das bolinhas na cabeca. S&0 maneiras de te
mascarares diferentes?
Gustavo: Ah...¢ a mesma coisa...¢ s6 uma maneira.

[20/02/2015 _ entrevista_ tarefala)]

Apesar de terem assinalado uma combinacgéo entre dois chapéus, rapidamente a

identificaram como uma solucdo incorreta:

Professora: - Podem usar dois chapéus ao mesmo tempo?

Tomas: Ah, Ah...pois ndo, estd mal. Foi o Gustavo!

Professora: - Como é que tinhamos que usar?

Gustavo: - (aborrecido) Era um chapéu com uns 6culos... (riscando a
combinacéo).

[20/02/2015_ entrevista_ tarefala)]

Um outro grupo (figura 5.3) optou por desenhar caras, com chapéu e éculos,
obedecendo a um esquema que iniciaram com alguma organizacdo que depois

abandonaram.

Figura 5.3 - Estratégia dos alunos Mara, Diogo Sousa e Diogo da Branca

Ainda que tenham apresentado combinag¢fes em excesso, evidenciaram perceber
que cada par ndo podia incluir elementos do mesmo conjunto, e que cada par teria que

incluir um elemento de cada um dos conjuntos basicos:

Professora: - Como é que pensaram?
Diogo: - Cada mascara € com um chapéu e uns 6culos?

[19/02/2015  trabalho auténomo _ tarefala)]

A estratégia utilizada aponta para o surgimento da correspondéncia um para
muitos, ou seja, demonstra que os alunos perceberam que cada chapéu pode ser

combinado com mais do que um par de 6culos:
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Professora: - E este chapéu sé pode ser usado com estes 6culos?
Mara: - Ndo, também pode ser usado com estes.

Professora: - Entdo cada chapéu pode ser usado de quantas maneiras?
Alunos: - Com estes 0culos e com estes Oculos...de duas.

[19/02/2015 _ trabalho autébnomo _ tarefala)]

Julguei que estes alunos estavam seguros na estratégia que estavam a seguir
contudo, apos analise do trabalho final, percebi que ndo tinham conseguido chegar ao
resultado correto. O erro residiu no facto de ndo terem percebido que a ordem dos
elementos (chapéu /6culos ou 6culos/chapéu) ndo era importante pois ndo gerava novas

possibilidades. Assim sendo excederam os resultados repetindo combinagoes.

No momento destinado a discussao coletiva, estes alunos foram confrontados com

as suas estratégias de resolucao de problemas:

Professora: - Vocés ja tinham usado o chapéu das bolinhas?

Alunos: - Sim.

Professora: - Quantas vezes?

Alunos: - Duas.

Professora: - E como é que o usaram?

Diogo S.: - Com os 6culos das flores e com os 6culos das estrelas.

Professora: - Entdo e este (apontando para uma repeticdo chapéu com
bolinhas/6culos com flores)? ...Ainda ndo tinham usado os das
bolinhas (chapéu) com os das flores (6culos)?

(os alunos néo respondem)

Professora: - E diferente? E uma combinacéo diferente?

Alunos: - Sim.

[20/02/2015  discussdo_ tarefala)]

Nesta altura considerei importante e pertinente solicitar a participacdo do grande
grupo no sentido de identificarem o raciocinio seguido pelos seus colegas e 0s possiveis

erros de compreensao:

Professora: - Eles usaram o chapéu das bolinhas quantas vezes?

Alguns alunos: - Quatro.

Professora: - Se sO havia dois 6culos expliqguem |4 como é que fizeram
quatro combinagfes?

(...)

Professora: - Oh meninos como é que acham que eles fizeram?

Gui: - S6 podem ter feito igual!

Professora: - O que é que fizeram igual?

Rodrigo S.: - (adiantando-se na resposta) Os dois 6culos iguais...Ser duas
vezes 0s oculos das flores com o chapéu das bolinhas e duas vezes
0s Oculos das estrelas com o chapéu das bolinhas.
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Professora: - Explica Ia melhor.

Rodrigo S.: - Eles repetiram.

Professora: - Acham que o Rodrigo tem razdo? Eles repetiram?

Alunos: - Sim!

Professora: - Por na cabeca o chapéu das bolinhas e na cara os éculos das
flores é diferente de pdr na cara os 6culos das flores e na cabeca o
chapéu das bolinhas?

Alunos: - N&o, é a mesma coisa.

[20/02/2015_ discussédo_ tarefala)]

Figura 5. 4 - Estratégia dos alunos Lara, Lucas e Rodrigo B

Esta estratégia (Figura 5. 4) revela que alunos perceberam que cada elemento do
conjunto inicial pode aparecer em mais do que um par. Realizaram a correspondéncia um
para muitos de forma sistematica, recorrendo a linhas de ligacdo de cores diferentes para

esgotarem todas as combinagdes possiveis:

Professora:- Ja arranjaram uma forma de descobrir? Estdo a usar o qué?

Alunos: - Linhas!

Lucas: - Agora vamos usar as cores.

Professora: - Entdo expliquem-me 1a o que é que isto quer dizer? Cada
Cor...

Alunos: - ...¢é uma forma diferente

Professora: - E uma forma diferente de se mascararem. Entdo quantas
formas diferentes descobriram?

Lara: (Contando e assinalando com o dedo indicador) - Uma...duas (...)
séo seis diferentes.

Professora: - Serdo as tnicas...ndo havera mais maneira nenhuma?
Pensem la!

[19/02/2015  trabalho autdnomo _ tarefala)]

Os alunos voltaram a contar assinalando com X cada par encontrado «Sim, sdo s
seis e ndo ha mais nenhumax. Mais tarde, para reforcar o resultado encontrado, chamam-

me para mostrar uma representacéo dos pares encontrados com base na adigédo sucessiva:

52



«Vés, também fizemos assim... Sd0 SO seis!». [19/02/2015  trabalho auténomo _ aula

observada 1]

A estratégia (figura 5. 5) de raciocinio seguinte foi representada a partir de um

esquema de linhas onde se pode perceber a aplicacdo da correspondéncia um para muitos:

Figura 5. 5 - Estratégia dos alunos Gui, Inés e Ricardo

Os alunos explicaram o raciocinio seguido da seguinte forma:

Professora: - Descobriram quantas formas diferentes para se mascararem?

Gui: - Eu fiz o azul, ele fez o vermelho e ela o rosa (apontando para 0s
colegas e referindo-se as cores das linhas que cada um usou para
representar as diferentes combinacdes)

Ricardo: - Um chapéu com uns éculos!

Professora: - E cada um de vocés encontrou quantas combinagGes
diferentes?

Gui: - Duas, cada um encontrou duas...Eu duas, ele duas ¢ ela outras duas!

Professora: - E ao todo quantas sao?

Alunos: - Seis.

[19/02/2015  trabalho autdbnomo _ tarefala)]

Posteriormente, por forma a perceberem que poderiam ter-se socorrido de outras
estratégias para estabelecer as relagGes existentes entre os chapéus e os oculos, desafiei

os alunos pensarem noutras formas de resolverem o problema:

Professora: - Vocés ligaram com linhas...esta foi a vossa estratégia. Mas
agora pensem la...ndo haveria outra estratégia?

Gui: - Eu fazia contas!

Professora: - Contas? Entdo explica 14 como € que fazias essas contas?
Gui: - Faziamos um chapéu mais uns dculos!

Professora: - Um chapéu mais uns 6culos...
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Gui: - ...sim, ¢ igual a um chapéu e uns oculos...desenhavamos uma
cara...
Professora: - Entdo fagcam 4 isso.

[19/02/2015 _ trabalho auténomo _ tarefala)]

Neste caso os alunos tentaram conciliar os desenhos com os simbolos matematicos

para representar aquilo que o colega de grupo considerou como sendo uma igualdade.

Como se pode concluir a partir da analise da segunda estratégia utilizada por este
grupo, a mesma néo foi bem-sucedida, revelando alguma desorientagdo ao longo de uma
representacdo que acabou por ficar incompleta e pouco fiel as caracteristicas (cor e forma)

dos elementos modelo.

Discussao/Sistematizacdo. No momento reservado a discussdo e sistematizacdo
fui convidando alguns grupos a vir ao quadro para partilharem as suas resolucdes
pretendendo com isto, que o seu contributo (apresentacdo e explicacdo das suas
resolucbes e procedimentos) orientasse as aprendizagens matematicas previstas. Neste
contexto fomentei a reflexdo conjunta alavancada no questionamento, na descrigdo de
procedimentos e na apresentacao, ainda que muito rudimentar, de argumentos e razdes,

tendo como base algumas as producées dos grupos de trabalho.

Pretendi com isto promover a negociagdo de conceitos matematicos e o
desenvolvimento da comunicacdo matematica, fatores essenciais a institucionalizacéo de
ideias e as aprendizagens significativas. Assim sendo, dando enfoque aos principios
basicos do raciocinio combinatorio descritos por Mekhmandarov (2000) passo a

descrever algumas das interagfes comunicativas observadas.

Construindo a percecdo que uma combinacdo é formada por um e apenas um

elemento pertencente a cada um dos conjuntos basicos:

Lara: - Mas eles ligaram os chapéus das flores com o chapéu das bolinhas!
Isso ndo tem sentido.
Professora: - Nao tem sentido porqué, Lara?
Lara: - Porque as pessoas ndo vao usar um chapéu e outro chapéu assim
(pondo as duas méos na cabeca).
[20/02/2015 _ discussdo _ tarefala)]

(..)

Inés: - Temos que usar um chapéu e uns éculos de cada vez

[20/02/2015 _ discusséo _ tarefala)]
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Construindo a percecdo que cada combinacdo é um elemento do novo conjunto

produto:

Professora: - Entéo eles ligaram o chapéu vermelho...

Daniel.: - ...aos 6culos das flores.

Professora: - Entdo podem usar o chapéu vermelho com os 6culos das
flores. E ja ndo se pode usar mais o chapéu vermelho?

Alunos: (Abanam a cabeca mostrando que sim).

Professora: - Como?

Lara: - Ha...(refletindo) com os outros 6culos.

[20/02/2015 _ discusséo _ tarefala)]

Gustavo F: - O chapéu das bolinha com os oculos das flores...¢ uma
(combinagdo)....depois...
Lucas D.: - ...e o chapéu das bolas com os 6culos das estrelas...duas...

[20/02/2015 discussdo _ tarefala)]

Gustavo S.: - A terceira ...esta aqui com o das flores
Professora: - Diz 14 ...ndo ¢ este aqui para aqui...explica!
Gustavo S.: - Agora o chapéu das trés cores vai para a estrela.

Eliana: - ...e com o das flores.
Professora: - J4 sdo...
Alunos: - 4

[20/02/2015 _ discusséo _ tarefala)]

Professora: - Afinal quantas combinacdes diferentes podiam ter feito?
Alguns alunos (em unissono): - Seis!

Professora: - Cada chapéu da para fazer quantas?

Rodrigo: - Duas

Professora: - Entdo explica la.

Rodrigo: - Duas com cada chapéu. Duas, mais duas, mais duas...sdo seis.

[20/02/2015  discussdo _ tarefala)]

Construindo a percecdo que todos os elementos que compdem 0s conjuntos

basicos podem aparecer em varias combinacdes:

Rodrigo B.: - O chapéu das flores esta com os 6culos das flores e o chapéu
das trés cores tambem esta como o0s dculos das flores.

Professora: - E ndo podia? Vem cé (quadro). O que é que tu queres dizer?

Rodrigo B: (aproxima-se do quadro) - Este ja estava com este.

Professora: - E ndo pode estar?

(...)

Professora: - O chapéu das flores esta com os 6culos das flores...e ndo
podia estar de mais maneira nenhuma?

Alguns alunos (em unissono): - Podial
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Gui: - Sim, podia estar com os das estrelas.
Professora: - E era uma combinacéo diferente?
Gui: - Sim!

[20/02/2015 _ discusséo _ tarefala)]

Construindo a percecao que cada combinacdo s pode aparecer uma Gnica vez no

conjunto produto:

Rodrigo S.: Os dois 6culos iguais...Ser duas vezes os 6culos das flores
com o chapéu das bolinhas e duas vezes os 6culos das estrelas com
0 chapéu das bolinhas.

Professora: - Explica 1a melhor.

Rodrigo S.: - Eles repetiram.

[20/02/2015 _ discusséo _ tarefala)]

Ainda que a maioria dos grupos tenha apresentado um resultado correto, nem
todos foram capazes de representar o raciocinio seguido de forma organizada ou de
explicitar o raciocinio implicito na estratégia adotada. Contudo foi possivel identificar
casos onde os alunos explicitaram o raciocinio seguido com grande a-vontade e onde a
estratégia adotada denotava organizacdo e a tendéncia para recorrer a uma forma

sistematica de organizar o pensamento:

Professora: - As linhas que eles usaram para ligar tém uma coisa diferente.
O que é que estas linhas tém de especial?

Inés: - ...(interpretando o trabalho dos colegas) Cores!

Lucas: - (explicando) N6s usamos as cores. Cada cor € uma.

Professora: - Reparem cada chapéu tem duas cores e cada cor € uma
combinacdo. Entdo cada chapéu da para quantas combinacgdes?

Inés: - Duas!

Professora: - Quais sao? Explica la Inés.

Inés: - A linha azul é o vermelho com os das flores, a linha verde é o
vermelho com o das estrelas, a linha rosa é o das cores com o das
estrelas, ... (explicando corretamente as seis combinagdes até ao
fim).

(...)

Professora: - Tiveram alguma ordem para unir os chapéus ou fizeram a
toa?

Lucas D.: - Primeiro fizemos com uns éculos e depois fizemos com outros
oculos... depois com o outro chapéu

Professora: - Foram fazendo um chapéu de cada vez?

Lucas D.: - Sim.

Professora: - E quantas combinacdes diferentes encontraram?

Eliana. - Seis!
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[20/02/2015 discussdo _ tarefala)]

Se numa primeira fase da discussdo pretendi o confronto de ideias e a validacéo,
ou ndo, de estratégias, no segundo momento pretendi conduzir os alunos a descoberta de
outras estratégias. A sistematizacdo de conhecimentos foi ocorrendo ao longo das
interagfes culminando num momento que se destinou a verificar se tinha havido
mudancas na postura dos alunos face a resolucédo do problema explorado: «Se tornassem
a fazer este problema outra vez faziam da mesma maneira?». (Entretanto tinha ampliado
todos os elementos dos conjuntos e tinha-os colado no quadro por forma a permitir que

toda a turma os visualizasse bem):

Professora: - Alguém fazia diferente?

Tomas N.: - Eu ia ligar primeiro este chapéu com os 6culos e depois é que
ia para outro chapéu (representa no quadro setas, relacionando um
chapéu de cada vez aos dois modelos de 6culos) (figura 5. 6).

Figura 5.6 - Estratégia do Tomas N.

(...)
Daniel: (Surpreendido) - Oooh!

Professora: - O que é que ele fez diferente? (aguardei que observassem e
refletissem) Ele fez tudo por uma...

Toméas G.: - ...ordem. Fez todos os chapéus com uns dculos e depois com
0s outros oculos.

Professora: - Temos que usar uma estratégia ordenada...seguir uma
estratégia organizada.

[20/02/2015_ discusséao _ tarefala)]

Seguidamente fui explorando com os alunos outras estratégias (Figura 5. 7)
possiveis na resolucdo deste tipo de problemas. Através desta exploracao, e recorrendo a
novos exemplos, pretendi que se fossem apoderando de formas mais estruturadas de
representar raciocinios e ideias.
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Figura 5. 7 - Outras estratégias de resolucdo para produto cartesiano

No final desta aula os alunos evidenciaram ter interiorizado que a resolucéo do
problema podia passar pelo recurso a outras estratégias: «Podemos usar setas», «Eu vou
usar codigos de cores, uma cor para cada chapéu», «Podemos pdr uma bolinha com uma
seta e no fim da seta punha uma flor (aludindo aos efeitos decorativos dos 6culos)»,

«Podemos usar codigos com floresy, «...com desenhos», «Podemos usar uma tabela.

Por outro lado aparentemente ficou claro que deveriam estabelecer relagdes entre
o0s elementos de cada conjunto seguindo uma ordem e isolando um de cada vez: «Primeiro
fazia um chapéu com os 6culos das flores e depois com os Oculos das estrelas». Saliente-
se que foi explorada a relacdo nos dois sentidos, de forma a perceberem que quer
combinassem os chapéus com os 6culos, quer combinassem os 6culos com os chapéus, o
resultado seria sempre seis combinacOes. Neste contexto considerei importante leva-los
a descobrir que cada chapéu gerava duas combinacg6es diferentes mas cada par de éculos
gerava trés. Objetivando aprendizagens com significado, esta situacao foi provada a partir
da sua concretizacdo no quadro, com recurso a manipula¢do dos modelos de chapéus e
6culos ampliados.

Também se aflorou o célculo multiplicativo (figura 5. 8) decorrente da adi¢édo
sucessiva das combinacdes associadas aos elementos dos dois conjuntos (chapéus e
oculos): «Cada chapéu da para duas combinagfes entdo sdo duas, mais duas, mais
duas...», «Séo seis», respondeu um dos alunos que ja antes tinha comunicado o raciocinio
desta forma. Promovi em seguida a construcdo da possibilidade de podermos dizer o

mesmo de outra forma: «Se sdo duas, mais duas, mais duas...sdo quantas vezes duas?».
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Figura 5. 8 — Sentido aditivo e multiplicativo

Produto Cartesiano (extensdo). A extenséo do problema de produto cartesiano
(figura 5. 9) prendeu-se com a intencdo de avaliar as no¢des adquiridas a partir das

situacOes associadas a resolucdo do problema anterior (interacGes professora/ alunos e

alunos/alunos).

FESTA DE CARNAVAL!

E se desta vez, além de poderem escolher 3 modelos de chapéus e 2 modelos

de 6culos, puderem escolher ainda 2 modelos de sapatos.
De quantas maneiras se podem mascarar, usando agora um chapéu, uns

6culos e um modelo de sapatos de cada vez?
“ N st % g |
8WE o Al

Figura 5. 9 - Enunciado da extensdo do problema de produto cartesiano

Desta vez os alunos tinham que combinar elementos a partir de 3 conjuntos
bésicos e a intengdo era verificar se tinha havido alguma evolucéo nas aprendizagens,
nomeadamente no que concerne as estratégias utilizadas, a comunicacdo matematica, a
capacidade de organizacdo das apresentacdes. Também tinha uma leve esperanca que
alguns alunos pudessem evidenciar sinais de aproximacao a sistematizacao, ou seja, que

revelassem capacidade de organizagdo no que concerne a representagdo dos elementos do

conjunto produto.

A folha do problema foi distribuida pelos alunos que desta vez estavam a trabalhar
a pares [Sofia: «Desta vez temos trés chapéus, dois 6culos e 2 sapatos»]. Confirmei o que
a aluna disse e acrescentei que deveriam representar todas as combinac@es diferentes
possiveis e que para tal deveriam tentar ser organizados: «Devem encontrar uma
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estratégia que vos ajude a ndo esquecer nenhuma combinacgdo». Seguidamente sugeri que
recordassem alguns aspetos do trabalho realizado na aula do problema anterior: «Porqué
que alguns alunos ndo conseguiram descobrir a resposta certa?», «\Vocés ficaram a

conhecer outras estratégias» ou «Agora ja sabem mais coisas!».

A maioria dos pares de trabalho voltou a usar os esquemas de linhas e 0s desenhos
para representar simbolicamente o raciocinio seguido, denotando uma possivel opgéo por
n&o sair da zona de conforto ou apostando numa estratégia que foi validada como correta
na resolucéo do problema anterior. Ainda que néo se tenha verificado em todos os alunos
da mesma maneira, observou-se um aperfeicoamento do desempenho dos alunos no que
concerne as técnicas utilizadas nos esquemas de linhas tendo sido esta a Unica estratégia
que produziu resultados corretos, com todas as combinacBGes possiveis a serem
representadas. A maioria recorreu a cores distintas para representar as varias

combinacoes:

Ana Rita: - Consegui contar porque Vi as cores a sair daqui (figura 5. 10).
Tomés N. — Fizemos uma cor para cada combinacéo.

[27/02/2015_ entrevistas_ tarefalb)

Figura 5. 10 - Estratégia da Ana Rita e da M? Rita - Produto cartesiano (extensdo)

Na aula anterior, mais concretamente no momento que foi destinado a
discussao/sistematizacdo de conhecimentos, exploraram-se exemplos de outras
estratégias de resolucdo. Com base nesses exemplos houve grupos que decidiram resolver
0 problema com recurso a uma tabela. Contudo, esta opcdo acabou por ser abandonada
uma vez que ndo conseguiram estruturar, relacionar e quantificar eficazmente as variaveis

envolvidas (figura 5. 11).
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Figura 5. 11- Estratégias tabela de dupla entrada - Produto cartesiano (extenséo)

As estratégias de resolucdo com recurso a desenhos também ndo produziram
resultados corretos. Ainda que alguns pares tenham chegado ao resultado correto
(esquemas de linhas coloridas), de um modo geral manifestaram muitas dificuldades face
a este problema, ndo tendo conseguido esgotar todas as possibilidades possiveis. Os
alunos interpretaram corretamente os objetivos implicitos no enunciado mas ndo foram
capazes de mobilizar uma estratégia bem-sucedida para chegar ao resultado correto.
Muitos deles classificaram-no utilizando expressdes como «muito dificil», «mais dificil
do que o outro». Nesta altura do trabalho autbnomo considerei pertinente e necessario
fazer uma pausa para confirmar aquilo que eu ja havia previsto: 0 aumento de variaveis e
0 consequente aumento do grau de dificuldade do problema tenderia a comprometer o

desempenho dos alunos:

Professora: Por que é que estdo a achar mais dificil?

Lucas: - Tem mais e assim nds ndo conseguimos...eu acho que ¢ mais
dificil porque tem mais.

Professora: (realcando a terminologia associada) - S80 mais coisas para
combinar, ndo é?

Tomas N.: - Sdo mais duas coisas para contar e para responder.

[26/02/2015 _ trabalho auténomo_ tarefalb]
Diogo: - Porque tem mais dois pares de sapatos.
[27/02/2015 _ entrevista_ tarefalb]

A maioria da turma considerou a extensdo do problema mais dificil no entanto

houve pares de trabalho que o consideraram mais facil:

Sofia: - E mais facil porque dé para ligar (esquema de linhas).

Professora:- Desta vez ja sabias o que tinhas que fazer (aludindo a
experiéncia da aula anterior) ...¢ por isso?

Sofia: - Sim.

(...)

Professora: - Aqueles meninos que estdo a achar mais facil sera que é
porque ja fizeram uma tarefa parecida a semana passada? E porque
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fizeram (reportando-me ao problema anterior) e ja sabem mais ou
menos o que € que hado-de fazer agora?

Alguns alunos (unissono): - Sim!

Professora: - Mas mesmo assim...aqueles meninos que estdo a achar mais
facil ainda ndo conseguiram encontrar...parece que ainda nao
conseguiram resolver!?

[26/02/2015 _ trabalho auténomo_ tarefalb]

Este dialogo reflete que os alunos estavam a tentar resolver o problema com
recurso a uma estratégia ja conhecida e validada, achando com isso a tarefa mais facil,

relevando o facto de ndo estarem a ser bem-sucedidos na representacao do raciocinio.

Ap0s algum tempo, constatando que a maioria dos pares continuava a manifestar
dificuldades e ndo havendo expectativas que chegassem a solucdes corretas, optei por
fornecer-lhes materiais manipulaveis (anexo 3) representativos de todos os elementos dos
trés conjuntos. Com isto pretendi facilitar a concretizacdo das combinagdes, ou seja, levar
os alunos a uma representacdo significativa das varias combinacfes possiveis, uma
representacdo que os conduzisse ao desenvolvimento da “natureza pratica do conceito”

(Silva & Spinillo, 2011, p.7) de combinatéria.

A partir do momento que puderam manipular as figuras com os varios elementos
envolvidos, mostraram maior a-vontade na representacdao das varias combinacdes pois
agora podiam fazé-las e visualiza-las individualmente. A titulo de exemplo consideremos
os desempenhos do Rodrigo e da Inés (estes alunos acharam o problema facil) que foram
experimentando estratégias sem conseguir sistematizar o raciocinio seguido, SO

conseguido ter sucesso quando utilizaram os materiais manipulaveis (figura 5. 12).

Figura 5. 12- Estratégias do Rodrigo e da Inés - Produto cartesiano (extensao)

Repare-se que quando os alunos passaram a usufruir do apoio dos materiais
manipulaveis, conseguiram estruturar o seu raciocinio e demonstra-lo de uma forma
organizada e sistematizada, levando a crer que conseguiram generalizar nocoes
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trabalhadas a partir do problema anterior. Esta situacdo levou-me a questionar a escolha

que fiz para a extensdo deste problema.

Com base na reacdo dos alunos, no seu desempenho e nas suas producdes conclui
que a extensdo do problema deveria ter-se resumido ao aumento do numero de elementos
dos dois conjuntos basicos e ndo ao aumento dos conjuntos envolvidos. O facto de haver
mais um conjunto (sapatos) para relacionar confundiu o raciocinio dos alunos ao nivel
dedutivo, comprometendo aprendizagens talvez ja realizadas, nomeadamente no que
concerne a relacdo um para muitos e a identificacdo das invariantes. Para além disso,
penso que os alunos, influenciados pelo aspeto visual, interpretaram o problema a

semelhanca do anterior, considerando, logo a partida, que o resultado seria 0 mesmo:

Professora: - Acham que sdo seis? (aguardando que os alunos reflitam)
Entdo, na semana passada tinhamos trés chapéus e dois dculos e
encontramos seis combinagdes. Esta semana temos mais dois pares
de sapatos...serd que sdo na mesma seis combinagdes?

Alunos: (dando respostas distintas) — Seis. . .oito...onze...sete...doze!

[26/02/2015  trabalho auténomo_ tarefalb]

Professora: - O que é que vos esta falhar? Sera que s6 podem usar este
chapéu com estes Gculos e estes sapatos? Pensem I4.
Gongcalo: - Nao, com estes também.

[26/02/2015  trabalho auténomo_ tarefalb]

Entre os pares que repetiram a estratégia (esquema de linhas) utilizada no
problema anterior, houve um que refletiu um desempenho bastante satisfatorio aos niveis
da estruturacdo dos processos e do raciocinio, tendo sido capaz de explicitd-los com

bastante clareza e correcéo:

Professora: - Foi mais fécil fazer a outra tarefa ou esta?

Tomaés G. e Diogo S: - A outra.

Professora: - Esta parece um bocadinho mais confusa ndo é? Que estratégia
¢ que voceés utilizaram para ndo ficar tdo confuso...para poderem
distinguir as combinag6es?

Tomas: - Cores

Professora: - Quantas combinagdes descobriram

Tomas G. e Diogo S: - Doze

Professora: - Quando comegaram a unir como é que fizeram?

Diogo S.: - Fizemos um chapéu de cada vez.

Professora: - E por que é que fizeram um chapéu de cada vez?

Diogo: - Assim ndo me esquecia de nenhuma.
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[27/02/2015_ entrevista_ tarefalb]

Esta explicacdo reflete o processo utilizado na folha de trabalho (figura 5. 13) e
demonstra que estes alunos recorreram a uma forma sistematica para representar o
raciocinio seguido, estabelecendo as combinacGes a partir de um chapéu de cada vez e
utilizando uma cor distinta para cada chapéu, o que indica uma forma j& organizada de

resolucdo. Contudo este desempenho ndo se verificou na maioria dos alunos, talvez

devido ao aumento do grau de dificuldade do problema.

Figura 5. 13- Estratégia do Diogo e do Tomas - Produto cartesiano (extensdo)

De destacar o papel dos materiais manipuldveis como facilitadores da
representacdo, permitindo que alguns dos pares que ndo tinham obtido sucesso por via
dos desenhos e dos esquemas de linhas, conseguissem agora esgotar todas as hipdteses
possiveis. Ainda com o recurso a materiais manipulaveis (ampliados) representei as
diferentes combinacBes entre os chapéus, os éculos e os sapatos, a partir do chamado

“esquema em arvore” de modo a ilustrar uma nova estratégia de resolugao (figura 5. 14).
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Figura 5. 14 — Representacao esquema de arvore fixando os chapéus

J& no final do momento destinado a discussdo/sistematiza¢do de conhecimentos,

um dos alunos (Gui) perguntou: «E se comecassemos pelos sapatos?». Esta questdo
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colocada pelo aluno era bastante pertinente e evidenciava a mobilizacdo de uma situagéo
associada a0 momento de discussdo/sistematizacdo da aula anterior onde tinham sido
validadas as ideias de que poderiam alcancar melhores resultados na organizacdo das
combinac0es se fixassem um dos elementos de cada vez e que tanto poderiam comecar

por um conjunto (chapéus) como pelo outro (6culos):

Professora: - Podiamos comecar pelos sapatos?

Gui: - Sim

Professora: - Entdo em vez de fixarmos aqui (no quadro) os chapéus,
vamos fixar os sapatos. Ca estdo...sapatos pretos e sapatos das
cores. O que é que fazias agora?

Gui: - Eu colocava os sapatos aos quadradinhos (pretos) com os 6culos das
estrelas.

Professora: - Com os 6culos das estrelas. Okay...e mais?

Gui: - E com os sapatos as cores.

Professora: - Os sapatos aos quadradinhos com os 6culos das estrelas e 0s
sapatos as cores? Acham que ele esta a arrumar as ideias?

Alunos: (reclamac6es mostrando desacordo).

Gui: (dando imediatamente conta do erro) - Nao! Com os 6culos das flores.

Professora: - Primeiro...olhem la...primeiro deviam ligar os sapatos com
0s... Alunos: - Oculos!

Professora: - S6 com aqueles (estrelas) ou com os outros também?

Gustavo F.: - Com todos.

Professora: - E a seguir?

Gui: - Ah...Agora os sapatos aos quadrados com 0s 6culos das estrelas e
o0 chapéu das bolinhas.

Professora: - Mais

Gui: - Agora com os oculos das flores podem ser os sapatos das cores...

Professora: - Mas com os sapatos aos quadrados...ja fizeste as
combinacdes todas?

Gui. — Ah sim pode ser com os 6culos das flores e o chapéu das trés cores.

[27/02/2015  discussdo_ tarefalb]

Propositadamente fui introduzindo exemplos de estratégias de sistematizacéo que
auxiliassem os alunos na estruturacdo do pensamento e na identificacdo de todas as
possibilidades de combinacdo, neste caso, entre os sapatos aos quadrados, os éculos e 0s

chapéus (figura 5. 15):
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Figura 5. 15 - Representacdo esquema com diagrama de setas.

Um dos alunos (Rodrigo S.), apés ter verificado que das diferentes combinacgdes
entre estes elementos resultavam seis combinacges, inferiu: «Com mais seis e é doze!».
Este aluno, percebendo que um par de sapatos gerava seis combinagdes, imediatamente
considerou que ent&o o outro par também gerava seis. E possivel reconhecer nesta forma
de pensamento uma generalizacdo, ou seja, uma manifestacdo do raciocinio légico-

dedutivo.

Ainda que a maioria dos alunos tenha manifestado dificuldades na resolugéo do
problema, e ndo tenha chegado ao resultado correto, vivenciaram um contexto de
aprendizagem propicio a exploragéo do raciocinio combinatério e ao desenvolvimento de
conhecimentos matematicos. Se compararmos 0s desempenhos dos alunos € possivel
constatar alguns progressos relativamente aos observados no primeiro problema de
produto cartesiano. A andlise das suas producdes e interacdes comunicativas permite
perceber alguma evolucdo na aquisicdo e aplicacdo de conhecimentos, mais
concretamente que cada combinacdo deve incluir um elemento de cada um dos conjuntos
béasicos; que cada combinacdo deve ser diferente das anteriores, portanto as repetidas ndo

contam; que alterar a ordem dos elementos ndo gera novas combinacoes.
Permuta, Arranjo, e Combinacéo

A diferenca dos problemas que envolvem a permuta, o0 arranjo e a combinacéo

distinguem-se dos problemas anteriores (produto cartesiano) pelo facto das combinacdes
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(subconjuntos) terem a sua origem num unico conjunto basico. Distinguem-se entre si por
envolverem todos os elementos do conjunto basico (permuta) ou apenas alguns desses
elementos (arranjo e combinacao). Para além disso, no caso da permuta e do arranjo, a
ordem dos elementos é importante na medida em que origina novos subconjuntos. J& no
caso da combinacdo acontece 0 mesmo que ja se tinha verificado no produto cartesiano
onde a ordem dos elementos dos subconjuntos ndo é importante pois ndo origina novos

subconjuntos.

Em seguida passo a identificar as estratégias utilizadas pelos alunos na resolucéo
dos problemas de estrutura combinatoria do tipo permuta, arranjo e combinagdo e a
descrevé-las tendo em conta os principios de raciocinio acima referidos bem como alguns
dos principios basicos enunciados por Mekhmandarov (2000), nomeadamente que cada
elemento do conjunto base pode fazer parte de varios subconjuntos, que cada subconjunto
deve ser contabilizado para o resultado final (produto) e que cada subconjunto ndo pode

aparecer repetido.

Permuta. Para a resolucao do problema combinatério do tipo permuta os alunos
tém que ser capazes de formar subconjuntos a partir de um sé conjunto, respeitando 0s
seguintes requisitos: (i) cada subconjunto tem que incluir todos os elementos do conjunto
inicial, e (ii) a mudancga na ordem dos elementos da origem a novos subconjuntos. Para
além disso tém que respeitar regras mais gerais, associados ao raciocinio combinatério,
como compreender que cada combinacdo € um novo subconjunto que sé pode ser
contabilizado uma vez, isto €, para efeitos de contagem final sdo consideradas somente
as combinagdes diferentes que consigam formar, no caso da permuta, usando todos os
elementos do conjunto inicial.

O problema (figura 5. 16) proposto aos alunos desafiava-os a encontrar todas as
possibilidades diferentes de arrumar, lado a lado, trés fotografias de criancas. Para o
tornar mais proximo das vivéncias dos alunos, atribui a cada crianga 0 nome de alguns

alunos da turma.
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A5 FOTOGRAFTAS DA ANA
Na sua sala, a Ana tem trés molduras com as fotografias dos seus filhos: Mara, Tomds e Jilia.

Tomds ‘ - Jdlia
=—t ‘ — |

| gl Bl

N e AW

De quantas formas diferentes as poderd ela arrumar de mode a que elas fiquem lado a lado?

Figura 5. 16 - Enunciado do problema de permuta

A exploracao do problema combinatorio envolvendo permuta foi realizada numa
dindmica de trabalho a pares. Durante a apresentacdo da tarefa os alunos procederam a
leitura do enunciado, seguida de uma exploracdo interpretativa conjunta para
esclarecimento de duvidas:

Professora: - A Ana tem as fotografias dos filhos arrumadinhas assim
(apontando para o enunciado) lado a lado. Mas serd que elas s
podem estar arrumadas por esta ordem?

Vaérios alunos: (em unissono) - Ndo

Rodrigo S.: - Podia ser o Tomas, a Mara e a Julia.

Professora: - Entdo...de quantas maneiras diferentes as podera ela arrumar
na estante...tém que ficar lado a lado?

(...)

Rodrigo S.: - Ndo podemos repetir

Professora: - Olha ouviram? Ele lembrou-se...Ndo podemos ...

Varios alunos: (em unissono) - ...repetir!

Professora: - Nao podemos repetir porqué?

Ana Rita: - Assim fica mal!

Bianca: - Assim fica mais um! Fica mais outro.

Professora: - Vamos pensar um pouco...0 que é que nos diz aqui
(enunciado) que nos deixa perceber que ndo podemos repetir?

Goncalo: - Temos que fazer uma de cada vez

Professora: - Pensem 14... aqui (enunciado) diz ...de quantas formas...

Alunos: - ...diferentes

Professora: - Pensem como vao fazer...como é que acham que podem
fazer para descobrir. Pensem numa estratégia que vos ajude a fazer
um bom trabalho.

[12/03/2015_ trabalho autonomo_ tarefa 2]

Neste conjunto de interacGes comunicativas € possivel perceber a mobilizacéo de
ideias associadas a natureza da resolugdo dos problemas de estrutura combinatoria.
Evidéncias disso foi o facto de referirem que ndo se podem repetir maneiras de arrumar

as fotografias porque todas tém que ser diferentes. Estas afirmacGes revelam algum
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desenvolvimento de ideias e raciocinios matematicos, associados ao conceito de

combinatdria, que os alunos transportaram das experiéncias anteriores.

Durante o tempo destinado ao trabalho autonomo fui circulando pelos pares de
trabalho com o objetivo de pedir esclarecimentos acerca das estratégias que estavam a

adotar:

Professora: - Como é que estdo a pensar fazer?
Lucas T. e Inés: - Estamos a escrever 0S nomes.

(..)

Ana Rita e Lucas D.: - Vamos fazer desenhos com 0s homes.

(..)

Rodrigo: - Eu gostava de fazer uma tabela.

[12/03/2015__ trabalho auténomo_ tarefa 2]

A maioria dos pares recorreu a escrita (lista de combinacdes) para representar a
forma como pensaram explicando que «o desenho era mais demorado» ou que «ndo
sabiam desenhar bem». Um dos pares comecou por representar o raciocinio seguido
através do desenho, mas abandonou esta opcao, substituindo-a por uma tabela a partir da
qual, apresentou uma resolucéo correta. Curiosamente nenhum recorreu aos esquemas de
linhas talvez por terem percebido que essa estratégia ndo era eficaz para resolver este
problema. De entre os trabalhos realizados pelos alunos, selecionei alguns para ilustrar a

diversidade de estratégias e tentar interpretar o raciocinio dos alunos:

- 4
& A Am pede everar 55 forgrefin s fibes < -L'-"' &"«:

Figura 5. 17 - Estratégia do Rodrigo e Tomas N. - Permuta

3 4 dac ok ammer = Kbt e Shs

Figura 5. 18 — Estratégia do Lucas T. e Inés - Permuta

69



Estes alunos (figura 5. 17 e figura 5. 18) conseguiram chegar ao resultado correto,
esgotando todas as hipdteses possiveis de arrumar as trés fotografias. Saliente-se que s6
representaram cinco combinagBes porque consideram que a sexta era a que ja constava

do enunciado:

Inés: - O professora eu tenho uma diivida. ..este também conta (apontando
para a imagem do enunciado)?

Professora: - O que é que vocés acham? E uma forma de arrumar?

Inés: - Sim...entdo assim ja temos duas!

[12/03/2015 trabalho auténomo_ tarefa 2]

Rodrigo S.: - Na tabela fizemos cinco combinagdes diferentes e com mais
a de cima (enunciado) séo seis.

[13/03/2015_ discussdo_ tarefa 2]

Apoiaram-se na escrita do home associado a cada fotografia e foram trocando a
ordem dos elementos, mostrando compreender que cada forma de arrumar todas as
fotografias (elementos) representava uma possibilidade diferente. No caso da estratégia
do Rodrigo e do Tomas N. (figura 5. 17) percebe-se uma aproximacao a um procedimento
sistematico quando fixam o mesmo nome em primeiro lugar por duas vezes mudando, a

vez, a ordem dos outros dois nomes.

As estratégias abaixo (figuras 5. 19, 5. 20 e 5. 21) demonstram que estes alunos,
tal como os anteriores, perceberam gue tinha que usar sempre todos os elementos e que
arrumar de maneira diferente implicava trocar os elementos de lugar. O par Gui/Julia
(figura 5. 19) extrapolaram as possibilidades enquanto os pares Tomas/ Gustavo (figura

5. 20) e Diogo/Mara (figura 5. 21) ndo as conseguiram esgotar:

Figura 5. 19 — Estratégia do Tomas G. e Gustavo - Permuta
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Figura 5. 20 — Estratégia do Gui e da Julia - Permuta

No caso do Diogo e Mara (figura 5. 21), a estratégia passou por fazerem desenhos
acompanhados de registos escritos esclarecedores da forma como pensaram. Na segunda
e na terceira possibilidades, fixam um dos elementos do conjunto basico em primeiro
lugar, trocando a vez, a ordem dos outros dois elementos. Apesar de revelarem a tentativa
de alguma sistematizacdo e organizacdo do pensamento, ndo foi possivel confirmar a
generalizacdo deste procedimento dado que os alunos ndo conseguiram esgotar todas as

possibilidades.

Figura 5. 21 — Estratégia do Diogo Sousa e Mara - Permuta

Partindo da analise das estratégias aplicadas e dos raciocinios explicitados pela
generalidade dos alunos, nos varios momentos de exploracdo desta tarefa, pude concluir
que, embora poucos tenham conseguido chegar a representacdo das seis possibilidades
associadas a resolugdo correta do problema de permuta, varios conseguiram iniciar
corretamente a representacdo do processo de resolugdo associado a este tipo de
problemas.

Para além disso, sem que tal tivesse sido explicitado no enunciado, todos

conseguiram intuir que neste caso, contrariamente ao observado nos problemas de
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produto cartesiano, cada subconjunto deveria incluir sempre todos os elementos do
conjunto bésico, e que a diferenca residia na ordem em que eles eram colocados lado a

lado:

Lucas: - N6s vamos fazer assim: Tomas, Mara e Julia.

Professora: - E depois?

Lucas D.: - Depois, quando acabarmos de fazer tudo, vamos mostrar-te.

Professora: - E o que é fazer tudo?

Ana Rita: - Depois de fazermos todas as combinagdes

Professora: - E como é que vao fazer essas combinacfes?

Ana Rita: - Desenhos e palavras.

Professora: - Sim...mas o que ¢ que estdo a fazer ao Tomas, a Mara e a
Julia?

Lucas D.: - Estamos a combina-los de formas diferentes...a arrumar...

(....)

Eliana: - Vamos fazer os nomes ao contrario

(...)

Sofia: - Vamos p6r o Tomas aqui e a Mara aqui (demonstrando fixar a Jalia
no meio).

(...)

Daniel: - Estamos a troca-los de lugar.
[12/03/2015 _ trabalho auténomo_ tarefa 2]

Mais uma vez, aproveitei 0s momentos destinados as entrevistas e a discussao
conjunta para fomentar contextos propicios ao desenvolvimento do raciocinio

combinatdrio, bem como a sistematizacao e generalizacdo de ideias e processos:

Professora: - E s6 a Mara que pode ficar em primeiro lugar duas vezes?

Lucas T.: - N&o.

Professora: - Entdo?

Inés: - Pode ser a Jalia, em primeiro lugar, duas vezes e 0 Tomas, duas
vezes.

[13/03/2015_ entrevista_ tarefa 2]

Professora: - Outra coisa que vocés ja aprenderam para tras (nas tarefas
anteriores) é que devemos ser como?

Lucas D.: - Organizados!

Professora: - Entdo vamos 14 ser organizados (recorrendo a uma tabela
idéntica ao par Rodrigo/Tomas N. para organizar o primeira
combinagéo).Podemos colocar em primeiro o Tomas e depois...

Gui: - ... Mara...

Alguns alunos: - ...e Julia.

Professora: - Agora mostrem-me la o que é ser organizado.

Professora: - Entdo a seguir quem € que eu ponho aqui (organizando a
segunda combinagao?
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Daniel: - A Mara

Professora: - Ai é?

Maria Rita: - Nao!

Diogo: - Pomos 0 Toméas a mesma!

Professora: - Diz...por que é que pomos o Tomas & mesma? E diferente?

Diogo: - Sim...porque agora trocamos a Mara com a Julia!

Professora: - Entdo, se ainda ha outra maneira diferente de pér o Tomas
em primeiro lugar, nds vamos fazer ja para ndo esquecer!

Tomés G.: - Agora com a Mara (no primeira posi¢éo).

Professora: - Entdo, a seguir podemos pegar na Mara. Pomos a Mara em
primeiro lugar...a seguir a Mara quem ¢ que fica?

Alguns alunos (alternando entre um nome e outro): - Jalia! Tomas!

Professora (registando na tabela): - Pode ser o Tomas e depois a Julia.

Lucas D.: - Agora a comegar outra vez na Mara!

Alunos: - Depois a Julia e 0 Tomas.

Rodrigo S.: - Agora vamos passar para a Julia (referindo-se a realizar as
diferentes combinacgdes aparecendo a Julia em primeiro lugar).

[13/03/2015_ discusséao_ tarefa 2]

Arranjo. Na resolucéo do problema combinatério do tipo arranjo os alunos tém
que ser capazes de formar subconjuntos a partir de um s6 conjunto, respeitando as
seguintes requisitos: (i) cada subconjunto somente inclui alguns elementos do conjunto
inicial, e (ii) a mudanca na ordem dos elementos da origem a novos subconjuntos. Para
além disso tém que respeitar regras mais gerais, associados ao raciocinio combinatério,
ja anteriormente referidas. Neste caso, a diferenca prende-se com o facto de os alunos s6

poderem usar alguns elementos do conjunto inicial.

BATALHA DA LEITURA

Ma noz=a turma, a final da "Batalha da Leltura® val ser dizputada per

trésg alunog: Ana, Rodrige & Inés.

De quantos maneiras diferentes poderemos encontrar a 1% o 2% lugar?

Figura 5. 22 — Enunciado do problema de Arranjo

O problema (figura 5. 22) propunha que os alunos encontrassem todas as
possibilidades diferentes de colocar trés criancas em primeiro e segundo lugar, ou seja, a
partir de um conjunto de trés elementos, fazer todos os subconjuntos diferentes de 2
elementos, sendo que o lugar em que ficam (ordem) origina novas possibilidades. Numa
dindmica de trabalho idéntica a implementada nas tarefas anteriores, os alunos foram
desafiados a resolver mais um problema cuja resolugdo implicava a mobilizacdo do

raciocinio combinatério.
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Na escola estava a decorrer um desafio literario intitulado Batalha da Leitura,
pelo que me pareceu oportuno propor um problema cujo enunciado e resolucdo retratava
uma situacdo real e proxima do quotidiano dos alunos. Como era expectavel, alguns
alunos comecaram por disponibilizar ideias e raciocinios desenvolvidos na tarefa anterior
(permuta) pensando que os subconjuntos deveriam incluir todos os elementos do conjunto
inicial. Percebendo a necessidade de Ihes prestar alguma orientacdo, alertei a turma para
as condicdes impostas no enunciado do problema e avancei uma possibilidade de

combinacéo:

Professora: - Os trés meninos que chegaram a final foram a Ana, o Rodrigo
e a Inés...mas s6 ha um primeiro e um segundo lugar....

(..)

Professora: - De quantas maneiras diferentes podemos encontrar o
primeiro e o0 segundo lugar? (aguardando um pouco) Por
exemplo...em primeiro lugar...

Rodrigo: - ...pode ficar o Rodrigo e em segundo, a Ana ¢ a Inés!

Professora: - Ou uma ou outra! Ndo podem ficar as duas em segundo lugar.
Entdo, em primeiro lugar pode ficar o Rodrigo, e em segundo lugar
a...?

Tomas G.: - ...a Inés!

Professora: - E s6 essa...

Lara: - A Anae a Inés!

[23/04/2015_ Apresentacdo da tarefa_ tarefa 3a)]

Face a isto, varios alunos tentaram avancar outras possibilidades mas impedi-os,
sugerindo que nédo era ainda 0 momento para partilha de descobertas. Em seguida pedi-
Ihes que pensassem numa estratégia de resolucdo e que a representassem na folha do
problema. Para a representacdo do raciocinio seguido e das solucdes encontradas,
surgiram estratégias mais estruturadas e eficientes, sendo possivel constatar uma

evolucdo, no que concerne a organizacao e a sistematizacao de ideias e processos.

As estratégias que surgiram tinham em comum o recurso a escrita. Quer através
de listas, quer através de tabelas, a maioria dos grupos socorreu-se da escrita para registar
todas as combinagfes encontradas. Também se observaram casos em que 0s alunos
recorreram as iniciais dos nomes (figura 5. 23) e a circulos coloridos (figura 5. 24),

representativos dos nomes dos elementos do conjunto:
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. ==
Figura 5. 23 - Estratégia do Tomas e Daniel - Arranjo

Figura 5. 24 - Estratégia da Maria Jalia e do Diogo - Arranjo

Ainda que n&o tenham sido bem-sucedidos, observou-se a intengéo de recorrerem

a simbologia como forma de tornarem o processo de resolugdo mais rapido.

Diogo B.: - Nos estamos a fazer uma tabela com bolinhas com cores...a
Ana é amarela, o Rodrigo € azul e a Inés € verde.

Professora: - Mas ndo se esquecam que tém que descobrir quem ficou em
primeiro e que ficou em segundo!

[23/04/2015 _ trabalho auténomo_ tarefa 3a)]

O agrupamento abaixo (figura 5. 25) retrata uma estratégia de resolucéo onde se
percebe que os alunos ndo consideraram as situagOes invariantes dos problemas de
arranjo, mas sim, as do problema de permuta. Neste caso, influenciados pela resolugéo
do problema de permuta, tentaram incluir nas combinagfes, todos os elementos do
conjunto basico, distribuindo-os pelo primeiro e pelo segundo lugar, conforme solicitado
no enunciado. N&o perceberam que somente poderiam usar dois elementos de cada vez,
contudo, a repeticdo de combinacBes ja ndo ocorreu e demonstraram perceber que a

ordem em que os colocavam gerava novas possibilidades de combinagé&o.
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Figura 5. 25- Estratégias de alguns alunos - Arranjo

Ainda que representacdo de ideias e do raciocinio seguido revele incorrecdes e
demonstre falta de organizacéo e sistematizacao, todas evidenciam o recurso ao raciocinio
combinatoério:

Professora: - Quantas maneiras descobriram?

Gongcalo. — Seis.

Professora: - Como é que pensaram? O que representam estas
combinac@es que tém aqui?

Inés: - Representam os lugares em que ficaram.

Professora: - O que representa isto? ... Por exemplo... aqui, na segunda
linha da tabela?

Inés: - A Inés e o Rodrigo.

Professora: - A Inés e o Rodrigo ficaram os dois no segundo lugar?

Inés: - Sim.

Professora: - Os dois, ao mesmo tempo, no segundo lugar? Entdo e quem
ficou no primeiro lugar?

Gongalo: - O Rodrigo e a Inés.

Professora: - Entdo quem foi o vencedor?

Gongalo: - Acho que foi 0 Rodrigo!

Professora: - O Rodrigo ficou em primeiro lugar? Entdo e a Inés?

Gongalo: - Ficou em segundo lugar.

Professora: - Acham que isto assim esta bem representado?

Gongalo: - Néo.

Professora: - O que é que faziam para os dados ficarem bem representados.

Inés: - Tinhamos que pér um de cada vez em cada lugar.

[24/04/2015 _entrevista_ tarefa 3a)]

Figura 5. 26- Estratégia do Rodrigo e do Gustavo F. - Arranjo
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Nesta resolucdo (figura 5. 26) pode observar-se que os alunos interpretaram
corretamente as condi¢des dos problemas de permuta. A estratégia utilizada demonstra
que compreenderam aspetos invariantes deste tipo de problema, dado que s6 usaram
alguns elementos do conjunto basico e consideraram que a ordem dos elementos é

importante na formacgédo dos novos subconjuntos:

Professora: - Como é que pensaram?

Rodrigo: - Fizemos assim ... Rodrigo ¢ Inés e depois fizemos, Inés
Rodrigo.

Professora: - Isso quer dizer o qué?

Gustavo F.: - Fizemos ao contrario.

Professora: - Mas fizeram ao contrario...ndo percebo! Mas afinal, quem
ficou em primeiro lugar e em segundo? (...) Isso aqui nao se vé!

Gustavo: (escrevendo os numerais ordinais) - Pomos aqui, primeiro, e
aqui, segundo.

(...)

Professora: - Entdo o que € que isso quer dizer? Expliquem-me la.

Rodrigo: - O Rodrigo pode ficar em primeiro e a Inés em segundo.

Gustavo: - E aqui, a Inés pode ficar em primeiro e o Rodrigo em segundo.

Professora: - S8o coisas diferentes?

Alunos: - Sim

[24/04/2015_ entrevista_ tarefa 3a)]

Arranjo (extensdo). A extensdo do problema de arranjo surge com o objetivo de
aferir aprendizagens anteriores e consolidar conhecimentos no que concerne as

caracteristicas (invariantes) dos problemas de arranjo.

BEATALHA DA LEITURA

A turma da sala oo lade fambem participou no “Botalha de Livros".
A final vai ser disputada por quatre alunes: o Filipe, a Celing, & Jilic & a Paula.

I De quantas maneiras diferentes podemos encantrar ¢ 1% o 2° lugar?

Figura 5. 27 — Enunciado da extensdo do problema de Arranjo.

Ainda que enunciado do problema (figura 5. 27) ndo apresentasse diferencas
significativas (contexto), a situacdo apresentada envolveu um conjunto basico com mais
um elemento, o que implicou o aumento das possibilidades de combinacao (12).

Depois da exploracdo do problema anterior, esperava que o0s alunos
identificassem as situagdes invariantes e conseguissem encontrar formas eficazes de

estabelecer relagdes combinatorias entre os elementos deste novo conjunto:
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Diogo S.: Descobrir de quantas maneiras diferentes podemos encontrar o
primeiro e o segundo lugar.

Tomas N.: - Desta vez também ha o primeiro e o segundo lugar mas séo
quatro meninos!

[29/04/2015_ apresentagdo_ tarefa 3b)]

Durante a tempos destinado ao trabalho autonomo fui-me apercebendo que os
alunos revelavam dindmicas de trabalho mais objetivas no que concerne as decisdes
acerca das estratégias a utilizar. Todos tinham ideia do que iam fazer e demonstravam
compreender o objetivo do enunciado do problema. As suas produgdes surgiam mais
organizadas (identificacdo do primeiro e segundo lugar com recurso aos numeros
ordinais) e revelavam uma tendéncia para simplificar o processo de resolucédo (iniciais

dos nomes). O recurso ao desenho ndo foi op¢éo para nenhum dos pares de trabalho.

e came T TTOCem SHFANErTEs pede s smsdrtrar 3 L T Rt

Figura 5. 28 - Estratégia da Sofia e da Bianca

Figura 5. 29 Estratégia do Rodrigo S. e Gustavo F.

Nas resolucdes anteriores (figuras 5. 28 e 5. 29), percebe-se que os alunos
chegaram ao resultado correto a partir de uma estratégia eficaz e rapida. Fixando em
primeiro lugar, um elemento do conjunto de cada vez, estabeleceram relagdes
combinatérias, dois a dois, com os restantes elementos do conjunto basico. Depois
repetiram o processo até esgotar todas as possibilidades de combinacdo, evidenciando
gue assumiram 0s aspetos invariantes da permuta (cada subconjunto inclui somente
alguns elementos do conjunto béasico; a ordem conta para a formacdo de novas
possibilidades).
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Na resolucdo da Sofia e da Bianca (figura 5. 28) verifica-se a evolucdo para a
utilizacdo das iniciais dos nomes, como forma de tornar o processo de resolu¢do mais
répido. Ja a resolucdo (figura 5. 29) dos alunos Rodrigo S. e Gustavo F., retoma uma
estratégia ja utilizada pelos mesmos, na resolucdo do problema anterior. Como foram

bem-sucedidos consideram que a deveriam tornar a usar:

Rodrigo S.: - Vamos fazer pares como fizemos no outro dia (tarefa
anterior).

Professora: - Entdo expliquem-me la como é que vao fazer esses pares.

Rodrigo S.: - Eu pus Filipe e Julio, e depois, primeiro e segundo lugar. E
depois o Gustavo pos, Filipe e Julio...e depois vamos rodear.

Professora: - Entdo escutem la...por o Filipe ¢ o Julio, e aqui, o Julio ¢ o
Filipe...sdo pares diferentes?

Rodrigo S.: - Sim

Professora: - Porqué

Rodrigo S.: - Trocamos de lugar. Aqui este estd em primeiro e aqui esta
em segundo.

Professora: - E véo fazer a mesma coisa com 0s outros?

Rodrigo S.: - Sim...até descobrirmos.

Professora: - Até descobrirem o qué?

Rodrigo S.: - Quantas maneiras.

Professora: - Quantas maneiras de qué?

Rodrigo S.: - De encontrar o primeiro e o segundo lugar.

[30/04/2015 _ trabalho auténomo_ tarefa 3b)]

A resolucdo do Rodrigo, do Lucas T. e da Maria Rita (figura 5. 30) evidencia clara
percecdo do significado do problema e das combinagdes a estabelecer, mas, a falta de
organizacao e sistematizacdo do processo realizado, acabou por implicar uma contagem

incorreta dos subconjuntos encontrados.

— S TITHAl VI S LIRS R I PO QUudaTro alunos o Finpe,
'@ > '“Gncé‘ﬂds diferentés ¢ e ntrar c
s - = .
'7&/ ! “ ™~ '_.7'_- — = _7- N —
i A = 9 5 0N

Figura 5. 30 - Estratégia do Rodrigo B., Lucas T. e Maria Rita - arranjo (extensao).

Maria Rita: Estamos a combinar o Filipe com a Celina.
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Professora: - Isto entdo sdo 0s meninos que ficam em primeiro e em
segundo lugar, certo?

Gongcalo: - O Filipe e a Celina. A Celina e o Filipe.

Professora: - Mas isto s@o pares iguais! Ddo combinacGes diferentes?

Alunos: - Sim

Professora: - Diferentes porqué?

Lucas: - Aqui, em primeiro lugar, ficou o Filipe e depois (em segundo)

ficou a Celina.
Professora. - E aqui ndo é igual.
Lucas: - Néo

Professora: Porqué?
Lucas.- Porque em primeiro esta a Celinal

[29/04/2015 _ trabalho auténomo_ tarefa 3b)]

No computo geral, é possivel verificar um processo gradual de evolucdo nos
desempenhos dos alunos. Destaca-se o facto de todos mostrarem ter compreendido
situacbes comuns aos problemas de arranjo tais como: que a mudanca na ordem dos
elementos gera novas possibilidades; que cada subconjunto inclui somente alguns dos
elementos do conjunto basico (neste caso dois para ocuparem o primeiro e 0 segundo

lugar alternadamente).

Ainda assim, embora tenham compreendido as relagdes combinatdrias em acéo,
parte significativa dos alunos ndo foi capaz de desenvolver um processo de raciocinio
conducente ao resultado correto. Na maioria das situacdes (figura 5. 31), as dificuldades
estiveram associadas a falta de sistematizagcdo ao longo da resolugéo do problema, fator
que implicou que ndo esgotassem todas as possibilidades de combinacdo ou, pelo

contrario, que as ultrapassassem, por nao terem a percecao que as estavam a repetir.

Figura 5. 31 — Estratégias com resultado incorreto.

No momento destinado & discussdo e sistematizacdo de ideias e conhecimentos
dei prioridade a exploracdo de estratégias de representacdo dos processos de resolucao,
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como forma de colmatar as dificuldades manifestadas pelos alunos. Neste seguimento,
foram exploradas as estratégias produzidas pelos alunos objetivando a validagdo de umas
e o aperfeicoamento de outras (figura 5. 32). Aproveitei também este tempo para orientar
os alunos para a descoberta de novas estratégias envolvendo representacdes mais
organizadas e eficazes. Ainda que os alunos possam ter dificuldades em adotéa-las no
presente, preparou-se o caminho para desempenhos futuros mais sistematizados que
permitam leva-los a generalizagdo de ideias e processos.

Figura 5. 32 - Estratégia de resolucdo com recurso a tabela de dupla entrada

A sequéncia de imagens seguinte (figura 5. 33) demonstra como evoluiu a
exploracdo da representacdo da relacdo combinatéria (dois a dois) fixando cada um dos
elementos do conjunto basico.

Figura 5. 33 - Sequéncia de aprendizagem
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Os momentos coletivos de discussdo e sistematizacdo promoveram o
desenvolvimento de melhores desempenhos ao nivel da organizacao e da capacidade de
generalizacdo de ideias e processos:

Maria Julia: - E sempre de trés em trés

Professora: - E sempre de trés em trés, diz a Maria Julia... Qualquer
problema destes que fagam...¢ sempre de trés em trés?

Rodrigo S.: - Nao! Pode ser de dois em dois, ...de quatro em quatro, ...de
cinco em cinco.

Professora: - E se fossem cinco meninos...era de trés em trés também?

Alunos: - Naaao!

Rodrigo: - Era de quatro em quatro

Professora: - E se fossem cinco meninos...quantos grupos destes tinhamos

que fazer?
Gui: - Cinco!
Professora: - E cada grupo dava quantas combinacgdes?
Gui: - Quatro!

Professora: - Entdo, ao todo, seriam quantas combinacdes?

Rodrigo S.: - Dezasseis!

Professora: - Sera...? Estds a pensar bem? Ent&o, se fosse cinco meninos,
quantos grupos destes teriamos que fazer

Tomas N.: - Cinco!

Professora: - Cinco grupos...e cada grupo teria quantas combinagdes?

Rodrigo: - Quatro!

Entdo, quantas eram ao todo?

(..)

Alguns alunos: - Vinte!

(..))

Professora: - Estdo a ver...no6s agora podemos utilizar esta estratégia para
outros problemas parecidos com este...para outras situagoes...

(..)

Professora: - Entdo e se houvesse primeiro, segundo e terceiro
lugar...podiamos fazer...! Serd que iamos ter mais ou menos
combinacges?

Varios alunos: - Maaiiis!

[30/04/2015_ discussao_ tarefa 3b)]

Dadas as limitacdes de tempo e o facto de ndo querer confundir os alunos, propus
este  desafio para outra ocasido. Terminado do tempo destinado a
discussao/sistematizacdo, os alunos procederam ao registo de algumas estratégias no
caderno diario. A finalidade dos registos foi a criacdo de suportes de consulta, em

revisitacdes de situagcbes matematicas semelhantes (figura 5. 34).
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Figura 5. 34 — Registos nos cadernos dos alunos.

Combinagéo. Para a resolugdo deste problema do tipo combinagéo, os alunos
teriam que ser capazes de formar subconjuntos a partir de um s conjunto, respeitando 0s
seguintes requisitos: (i) cada subconjunto somente inclui alguns elementos do conjunto
inicial, e (ii) a mudanca na ordem dos elementos ndo da origem a novos subconjuntos.

VAMOS ACAMPAR?

Quatro amigos=s, o Jodo, o Maure, o Dicgo e o Daniel foram acampar € montaram as suas tendas, em
clireulo. junte a um rio. Depois. fizeram um caminho a ligar cada uma das tendas ds cutras.

Quantos caminho=s diferentes tiveram que fazer?

Figura 5. 35 - Enunciado do problema de combinagéo

Assim sendo, os alunos teriam que estabelecer relagdes combinatdrias entre o0s
quatro elementos (tendas) do conjunto basico sendo que as mesmas implicavam
subconjuntos de dois elementos (figura 5. 35). Para além disso, teriam que perceber que
a ordem dos elementos dos subconjuntos ndo implicava novos subconjuntos, e que cada
elemento do conjunto béasico poderia fazer parte de varios subconjuntos. O tempo
utilizado na apresentacdo do problema e no trabalho auténomo foi muito reduzido uma
vez que os alunos revelaram um grande a-vontade na leitura e interpretacdo do enunciado,

bem como na resolucéo do problema.
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Enquanto decorria a distribuicdo das folhas de trabalho, contendo o enunciado,
parte dos alunos fizeram a sua leitura e procederam imediatamente a resolugdo. Penso
que tal se deveu ao desenvolvimento e aos progressos realizados ao nivel das
competéncias da leitura e da interpretagdo. Para além disso, presumo que a palavra “ligar”
contida no enunciado, traduziu-se num elemento facilitador, induzindo-os imediatamente
a estratégia a adotar, por sinal, uma estratégia ja conhecida e utilizada anteriormente
(problema dos chapéus e dos 6culos). Todos os pares de trabalho recorreram a linhas para
representar o raciocinio seguido sendo que mais de metade dos pares conseguiram chegar

ao resultado correto.

Contudo, houve pares que ndo conseguiram ser bem-sucedidos. Um dos pares,
querendo mobilizar outras estratégias de resolucdo (figura 5. 36), tentou representar o
raciocinio seguido através de uma tabela onde assinalou “1°” ¢ “2°”, uma clara associa¢éo
ao procedimento utilizado no problema resolvido anteriormente (Arranjo). Estes alunos
apontaram como resultado, doze combinaces, adicionando quatro parcelas de trés, talvez
assumindo que cada tenda originava quatro caminhos, ndo percebendo que estavam a
contabilizar o0 mesmo caminho vérias vezes, ou que um caminho ndo originava duas
possibilidades distintas. Um outro par (figura 5. 37), sem ter representado todas as
combinacBes (caminhos) possiveis, responde que o resultado sdo vinte e quatro caminhos,
0 que demonstra ndo ter compreendido o que era pedido no enunciado, e que a resposta

dada foi aleatdria, pois ndo se reflete na representacao realizada.

Figura 5. 36 — Estratégia do Ricardo e do Daniel — Combinagéo.
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Figura 5. 37 — Estratégias do Gui e do Tomas G. — Combinacdo.

Nos casos seguintes os alunos consideraram que entre as duas tendas se podiam
representar dois caminhos diferentes (Figura 5. 38) e que cada tenda representava trés
caminhos (figura 5. 39), o que significa que ndo prestaram atencdo ao enunciado (referia
um caminho) e ndo compreenderam, que a mudanca da ordem dos elementos nédo

importava.

Figura 5.38 - Estratégia da Maria Julia e Diogo B. — Combinacao

Figura 5. 39 - Estratégia da Maria Rita e Rodrigo B. — Combinacéo

Professora: - Expliqguem |4 como € que contaram doze caminhos.

Rodrigo B.: - Contamos trés, mais trés, mais trés, mais trés.

Professora: - Como é que foram esses trés, mais trés, mais trés, mais trés.
Como é que pensaste?

Rodrigo B.: - Ligdmos esta, a esta ¢ a esta...

Professora: - ... cada tenda as outras todas, foi?

(..)
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Professora: - Vamos imaginar que estdvamos na tenda amarela
...Podiamos ir para a tenda rosa. Mas ja nao tinham feito um
caminho da tenda rosa para a tenda amarela?

Maria Rita: - Sim

Professora: - E sédo caminhos diferentes?

Rodrigo: - Sim.

(...)

Professora: - Vocés vao da tenda amarela para a tenda rosa, por um
caminho, e voltam para a tenda amarela, por outro?

Rodrigo B. e Maria Rita: - Sim.

Professora: - E porqué que tem que ser caminhos diferentes?... Por
exemplo, (aludindo aos personagens do enunciado) acham que o
Jodo fez um caminho aqui para tenda do Mauro e o Mauro fez outro
caminho para a tenda do Jodo?... Precisavam de fazer dois
caminhos diferentes, ou podiam ir e vir pelo mesmo caminho?

Rodrigo B.: Podiam ir e vir pelo mesmo caminho.

Professora: - Entdo pensem la...se podiam ir e vir pelo mesmo caminho,
acham que os meninos iam perder tempo a fazer dois caminhos
diferentes? Era necessario?

Rodrigo B. e Maria Rita: - Ndo

Professora: - Bastava...

Rodrigo B.: - ...um caminho!

(...)

Professora: - Portanto, o caminho que vai da tenda rosa para a tenda
amarela ¢ o mesmo...

Rodrigo B.: - ...que vai da tenda amarela para a rosa!

Professora: - E sendo assim, mantém os doze caminhos? Acham que s&o
doze caminhos diferentes?

Maria Rita: - N&o.

Professora: - Entdo? Contem la os caminhos.

(...)

Professora: - Por exemplo aqui...vocés tinham contado (assinalando com
0 dedo o caminho entre as duas tendas) ...um...dois. E agora so
contam quantos?

Maria Rita: - Um.

Professora: - Um. Entéo, daqui para aqui, e daqui para aqui, vale...

Rodrigo B.: - ...um.

Professora: - Este é s6 um, ndo é? Um! E aqui?

Rodrigo B.: - Dois.

Professora: - Mais um...sao dois!

Maria Rita: - S&o seis! Seis caminhos!

Rodrigo B.: - ...e trés, e quatro, cinco, seis.

Professora: - Entéo afinal sdo quantos caminhos?

Maria Rita e Rodrigo B.: - Seis!

[22/05/2015 _ entrevista_ tarefa 4]

Professora: Sera que eles pensaram bem?

Alunos: - Nao!

Rodrigo S.: - Eles pensaram gque aquele caminho era um, mas se voltassem
para tras, eram dois.
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Professora: - Eles pensaram num caminho para |4 e num caminho para ca
(dramatizando a situacao) ...ec é necessario um caminho para la e
um caminho para ca?

Alguns alunos. — Nao!

Rodrigo S.: - Sdo iguais!

(...)

Professora: - Entdo o que que isto quer dizer. Quer dizer...vamos imaginar
que cada caminho é um segmento de reta! Que tal? Uniamos as
tendas com segmentos de reta ...esta bem?

Rodrigo S.: - Entdo aquele é 0 AB!

Professora: - Aqui (tenda) € o ponto A e aqui (tenda) o ponto B. Entdo o
segmento de reta AB ndo é o mesmo que o BA?

Alunos: - Sim!

Professora: - Entdo cada segmento conta quantas vezes, quantos
caminhos?

Alunos: - Um!

Professora: - Entdo séo quantos caminhos diferentes?

Alunos: Seis!

[22/05/2015 discussdo_ tarefa 4]

Os restantes pares resolveram corretamente o problema, identificando os seis

caminhos possiveis. Também ndo evidenciaram dividas quanto ao facto de existir um
Unico caminho entre duas tendas o que significa que consideraram que a ordem néo

implicava duas possibilidades distintas. Todos referiram ter percebido bem o enunciado

e que o problema tinha sido facil e rapido de resolver (figuras 5. 40 e 5. 41).

Figura 5. 40 - Exemplos de estratégias de resolucdo corretas — Combinacéo.

Figura 5. 41 — Sequéncia de aprendizagem — Combinagéo
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Professora: - Haveria outra forma...outra estratégia para encontrarmos o
resultado?

(...)

Rodrigo S.: - Podiamos usar uma tabela! Com a letra do nome dos meninos
de cada tenda.

Professora: - Entdo faz 4.

(...) )

Professora: - Olha, eu posso ajudar a fazer uma tabela maior?...E sé para
eles verem melhor.

Professora: - Quantas linhas fazemos?

Tomas N.: - Quatro

Professora: - Pronto...agora aqui pomos...

Rodrigo: - JM,D de Daniel, e D... (mostrando-se indeciso devido a
repeticdo da letra).

Maria Rita: - D1 e D2

Professora: - Se calhar € melhor escrevermos os nomes completos!

(...)

Professora: - E agora?

(Siléncio)

Professora: - Quem é que quer ajudar os colegas?
(Siléncio)

Neste momento criou-se um impasse porque, a0 quererem escrever 0S Nomes na
mesma direcdo dos que ja estavam na tabela, aperceberam-se de algo mas ndo
conseguiram explicar. Assim, foi necessario prestar alguma orientacdo para que

acabassem de organizar o0s elementos do conjunto basico na tabela:

Professora: - E se pusermos aqui mais em cima. Olhem ... Jodo, Mauro,

Tomas N. - ...O Daniel e o Diogo.

Professora: - E entdo agora faziamos mais o qué? Podemos fazer um
caminho da tenda do Jodo para a tenda do Jodo?

Alunos: - Nao!

(...)

Professora: - Vocés tém aqui (assinalado com X na tabela) um caminho da
tenda do Jodo para a tenda do Mauro e aqui tém da tenda do Mauro
para a do Jodo. Pode ser?

Rodrigo: - N&o

Professora: - Porqué?

Rodrigo: - Porque assim é a mesma coisa.

Professora: - Precisamos de fazer um caminho do Diogo para o Jodo?

Alunos: - Nao

Professora: - Porqué?

Alguns alunos: - Porque ja fizemos.

(...)

Professora: - Afinal quantos caminhos diferentes podiamos fazer?

Alunos: - Seis!

[22/05/2015_ discusséo_ tarefa 4]
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Ao longo da etapa destinada a exploracdo dos problemas de permuta, arranjo e
combinacdo, foi possivel observar um desenvolvimento gradual do desempenho dos
alunos. Ainda que tivessem manifestado alguma inseguranca na identificacdo das
situacbes invariaveis proprias de cada um destes problemas, evidenciaram ter

compreendido alguns principios basicos do raciocinio combinatorio.

Ainda que a origem das variaveis (desta vez s6 um conjunto) ndo tenha implicado
dificuldades, 0 mesmo ndo aconteceu relativamente a perce¢éo de terem que incluir todas
ou somente algumas, nas diferentes combinacdes a realizar, ou se a sua ordem importava
ou ndo. De facto, relativamente a estes Ultimos aspetos, houve casos em que se
observaram associaces e transferéncias de procedimentos ao longo da resolucéo dos trés
tipos de problemas.

De um modo geral, os alunos demonstraram ter compreendido as relagdes
combinatdrias em acdo, contudo, nem todos foram capazes de conduzir um processo de
raciocinio que lhes permitisse esgotar todas as combinagdes possiveis. Neste caso 0s
constrangimentos estiveram associados a falta de sistematizacdo. Considero que 0s
progressos mais significativos se traduziram em estratégias de resolucao diversificadas e
mais organizadas, numa maior seguranca e a-vontade nos momentos de tomada de
decisdes e melhor compreensao de ideias e procedimentos. De salientar que um numero
significativo de alunos resolveu corretamente os problemas propostos evidenciando clara
compreensdo dos diferentes enunciados, estratégias de resolucdo eficazes e evolucgdes
bastante satisfatorias, relativamente a capacidade de sistematizacdo do raciocinio
combinatério. A capacidade de generalizacdo surgiu pontualmente e de forma muito

incipiente mas preparou-se o caminho para melhores desempenhos futuros.
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CAPITULO 6 — Conclusdes

A finalidade do desenvolvimento profissional é tornar os professores
mais aptos a conduzir um ensino da Matemética adaptado as
necessidades e interesses de cada aluno e a contribuir para a melhoria
das instituicdes educativas, realizando-se pessoal e profissionalmente
(Ponte, 1998).

A prética docente exige um dominio pedagogico dos contetdos, sustentado no
conhecimento cientifico dos mesmos contetidos. Portanto, para um pleno exercicio da
profissdo, é fundamental um conhecimento aprofundado daquilo que se ensina, cabendo
ao professor refletir acerca das suas praticas e decidir onde e como deve investir, com o
objetivo de as melhorar. Levando em consideracdo estes aspetos, predispus-me a
realizacdo deste estudo, que se revelou uma mais-valia para o processo de ensino e de

aprendizagem dos alunos e para o investimento ao nivel do desenvolvimento profissional.

A escolha do tema a investigar prendeu-se com aspetos da pratica docente que
pretendi melhorar e com motivacdes pessoais associadas a uma area de interesse.
Enquadro assim esta experiéncia didatica, a partir da qual pretendi compreender as
estratégias utilizadas por alunos do 1.°ano do 1.° ciclo do ensino basico, na resolucéo de

problemas matematicos de estrutura combinatdria.

A revisdo da literatura constituiu uma etapa vital e estruturante do processo de
investigacdo na medida que permitiu analisar e recolher informacdo tedrica e empirica
essencial ao enquadramento do tema e a realizacdo deste estudo. Compreendi que 0
raciocinio combinatorio traduz-se na capacidade de pensarmos em todas a combinacdes
e variantes possiveis de um acontecimento, ou seja, permite-nos esgotar todas as
possibilidades diferentes de uma combinacdo de variaveis. O seu desenvolvimento
constitui uma mais-valia para a aprendizagem e compreensao de conteidos escolares e

para a gestdo de inimeras situa¢des do nosso quotidiano.

91



A discussdo gerada, a volta das potencialidades do raciocinio combinatorio,
permitiu-me perceber a sua importancia para o desenvolvimento cognitivo e para a
compreensdo de conceitos matematicos. Apesar de ter verificado que o raciocinio
combinatdrio esta associado ao periodo das operagdes formais (entre 0s 12 e 0s 15 anos),
constatei a possibilidade do seu desenvolvimento, logo nos primeiros anos de
escolaridade, bem como a pertinéncia disso para compreenséo e aprendizagem futuras de

conceitos e formulas mais complexos.

Ainda que os manuais escolares do 1.° ciclo do ensino basico incluam alguns
exemplos de problemas matematicos de estrutura combinatoria, presumo que O
conhecimento das caracteristicas proprias do cada um destes ndo é do conhecimento da
maioria dos professores. O mesmo acontece relativamente aos principios basicos que
regem o raciocinio combinatério. Nao pretendo introduzir agora novas questfes, até
porque as mesmas nao foram investigadas, contudo, as impressdes decorrentes das
préticas e do trabalho colaborativo, indicam a hipdtese desta realidade, que refletia a
minha situacdo antes da realizacdo do presente estudo. Nesse sentido, talvez se
justificasse a realizacdo de um estudo que aferisse o entendimento dos professores do 1.°
ciclo do ensino bésico, sobre Combinatéria, Raciocinio Combinatorio e problemas

matematicos de estrutura combinatoria.

Contextos de ensino e de aprendizagem que envolvam os alunos na resolucao de
problemas, mais concretamente, problemas de estrutura combinatéria, tornam-se
excelentes oportunidades para promover o desenvolvimento deste tipo de raciocinio. Para
além disso, a heuristica associada a resolucdo destes problemas, estimula o
desenvolvimento das capacidades de sistematizacéo e generalizagdo relacionadas com o
raciocinio légico-dedutivo. Por conseguinte, a pretensao deste estudo ultrapassou a mera
identificacdo da heuristica associada a resolucdo dos problemas, tendo sempre subjacente

a intengdo de promover o desenvolvimento do raciocinio combinatério dos alunos.

A resolucdo de problemas de estrutura combinatdria implica a capacidade para
descobrir quantas combinacdes diferentes podem ser feitas com elementos de dois ou de
mais conjuntos ou de quantas formas diferentes pode um grupo de objetos aparecer
organizado ou associado. Existem quatro tipos de problemas de estrutura combinatoria —
produto cartesiano, permuta, arranjo e combinacdo — que se distinguem entre si pelas

situacOes invariantes implicitas a natureza de cada um: enquanto os problemas de produto
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cartesiano podem envolver dois ou mais conjuntos basicos cujos elementos se combinam
entre si para formar subconjuntos, os problemas de arranjo, permuta e combinagéo
envolvem somente um conjunto basico, cujos elementos se combinam entre si para
formar subconjuntos. A diferenca entre os trés Gltimos reside no facto da ordem dos

elementos contar, ou ndo, para a formacdo de novos subconjuntos.

A fase empirica do estudo compreendeu uma intervengdo em contexto de sala de
aula, sustentada no desenvolvimento de uma unidade didatica onde os alunos resolveram
seis situacOes envolvendo os quatro tipos de problemas de estrutura combinatoria, que
suscitaram o interesse e a curiosidade dos alunos, fator que contribuiu decisivamente para

0 envolvimento dos alunos na sua resolucao.

Relativamente aos problemas, envolvendo o produto cartesiano e o0 arranjo, propus
dois problemas para cada um dos casos. A intencdo foi a de aumentar o grau de
dificuldade, aplicando uma situacdo de extensdo. Esta intencdo objetivou aferir
aprendizagens anteriores e consolidar conhecimentos no que concerne as caracteristicas
(invariantes) dos problemas. Para além disso, pretendi observar se o desempenho dos
alunos, na resolucdo do segundo problema, apresentava evidéncias da sistematizacao e

generalizacdo de ideias e processos.

Os resultados observados, a partir da extensdo do problema de produto cartesiano,
levaram-me a concluir que, deveria ter-me limitado ao aumento do nimero de variaveis.
O facto de ter incluido também o aumento dos conjuntos basicos envolvidos, implicou
um obstaculo a resolucdo do problema ndo permitindo que a grande maioria dos alunos
conseguisse encontrar uma estratégia valida para representar o raciocinio seguido. Neste
caso, a distribuicdo de materiais manipulaveis revelou-se essencial para a criacdo de
condi¢cdes conducentes a resolucdo do problema, permitindo que alguns alunos
conseguissem representar o raciocinio seguido, a partir de representacBes mais

sistematizadas.

A extensdo do problema de arranjo consistiu no acrescento de um elemento que
originou maior nimero de possibilidades. No cémputo geral foi possivel verificar um
processo gradual de evolucdo nos desempenhos dos alunos, destacando-se o facto de
todos mostrarem ter compreendido situa¢Ges de invariancia associadas ao arranjo. Julgo

que o esquema definido para a estruturacdo dos varios momentos da aula se mostrou
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adequado na medida que propiciou contextos de aprendizagem onde os alunos
descobriram estratégias proprias de resolucdo, discutiram e explicitaram ideias e
processos e justificaram resultados.

De facto, durante o tempo destinado ao trabalho auténomo, fui-me apercebendo
que, gradualmente, os alunos revelavam dindmicas de trabalho mais ativas e objetivas no
que concerne as decisdes acerca das estratégias a utilizar. As suas produgdes foram
surgindo mais organizadas e evidenciaram alguma tendéncia para a simplificacdo do
processo de resolucdo. Destaco o momento destinado as entrevistas pelo beneficio
acrescido que trouxe ao processo de ensino e de aprendizagem, porque permitiu a
interpretacdo do raciocinio subjacente as produgdes dos alunos e, em simultaneo, a
orientacdo de aprendizagens em contexto de ensino individualizado. Pese embora a
importancia das entrevistas para o desenvolvimento deste estudo, ha que refletir acerca
do seu impacto nos momentos de discussdo, uma vez que os alunos que foram sujeitos a
entrevista acabaram por revelar menor interesse ou entdo, munidos de saberes entretanto
adquiridos, adiantaram respostas limitando um pouco a intervencao e o raciocinio dos

restantes colegas.

N&o obstante, confirmou-se a relevancia dos momentos coletivos destinados a
discussdo e sistematizacdo de conhecimentos e capacidades, dado terem contribuido
significativamente para o desenvolvimento da comunicagdo matematica, bem como para
a promoc¢do de melhores desempenhos ao nivel da organizacdo e da capacidade de
generalizacdo de ideias e processos. Estes foram momentos destinados a validacdo, ou
ndo, de estratégias, a reflexdo conjunta e ao desenvolvimento da capacidade de raciocinio
e do pensamento matematico. Quer durante 0s momentos reservados as entrevistas, quer
durante os reservados a discussdo, penso ter conseguido que 0s alunos iniciassem um
processo de desenvolvimento de estratégias mais sistematizadas de organizacdo do

pensamento e de capacidades de generalizag&o.

Esta intervencdo didatica, centrada na resolucdo de problemas, pretendeu criar
contextos de aprendizagem que conduzissem 0s alunos no levantamento de hipoteses e
na tomada de decisdes alavancadas na andlise e na deducgdo. Contudo, tive sempre em
perspetiva o facto dos alunos se encontrarem no periodo das operacgdes concretas, como
tal condicionados cognitivamente no que se refere antecipagdo de hipoteses. Verifiqueli,
de acordo com a terminologia utilizada por Canavarro e Pinto (2012), que as estratégias
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de raciocinio utilizadas pelos alunos para representar 0Ss seus raciocinios, se
consubstanciaram em representacfes iconicas (desenhos), simbolos ndo convencionais
(esquemas de linhas, tabelas e cddigos de cores) e representagdes simbolicas

convencionais (escrita).

Ao longo da resolucdo dos varios problemas apresentados observou-se uma
evolugdo gradual das representacbes, na medida em que se foram tornando mais
organizadas e sistematizadas. Foi possivel observar situacfes onde os alunos foram
fixando todas as varidveis (elementos do ou dos conjuntos) e procederam a todas as
combinacgOes possiveis, apresentando assim uma estratégia correta e bem estruturada de
resolucdo. E evidente que isto ndo se observou, da mesma maneira, em todos os alunos
nem se associou sempre a estratégias bem-sucedidas. Na verdade, foi possivel identificar
trés grupos distintos no que concerne ao grau de consecucao e correcdo das estratégias de
resolucdo: (i) alunos com resolucbes desorganizadas e incorretas; (ii) alunos com
resolugdes incompletas mas evidenciando um raciocinio sistematizado e (iii) alunos com

resolucgdes corretas e sistematizadas.

Saliente-se que nem todos conseguiram utilizar estratégias validas, contudo, todos
tentaram resolver os problemas demonstrando evidéncias do raciocinio combinatério e
progressos a este nivel. As discussdes geradas, a partir destas tarefas, proporcionaram aos
alunos oportunidades de partilha e esclarecimento de ideias, fomentando a utilizagéo de

linguagem matematica e a aprendizagem a partir de perspetivas diferenciadas.

Concluiu-se ainda que os desempenhos da maioria dos alunos refletiu um
desenvolvimento progressivo de capacidades no que concerne ao raciocinio
combinatdrio, traduzidas nos seguintes aspetos: (i) apropriacdo de alguns principios e
propriedade subjacentes ao raciocinio combinatério; (ii) diversificacdo e aperfeicoamento
das estratégias utilizadas; (iii) utilizacdo de alguma terminologia associada; (iv) maior

correcdo das resolucdes; e (v) maior rapidez de execucao.

Face ao exposto, penso poder concluir que a criacdo de contextos adequados
permitiu que alunos de seis e sete anos de idade mobilizassem estratégias proprias para
resolver problemas matemaéticos de estrutura combinatéria. Os resultados alcancados
permitiram a observacdo de uma evolugdo gradual na forma como foram representando,

estruturando e justificando o raciocinio seguido.
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Em suma, este estudo evidenciou a possibilidade do desenvolvimento do
raciocinio combinatorio por alunos de nivel de escolaridade inicial, confirmando a
pertinéncia da discussdo acerca do papel da escola na criagdo de contextos e
procedimentos envolvendo este tipo de raciocinio. Como tal, continuarei a realizar um
trabalho sistematico, nesse sentido, por forma a dotar os alunos de competéncias que Ihes
permitam enfrentar a aprendizagem de conceitos mais complexos e abstratos associados
a combinatéria. A realizacdo deste estudo permitiu um conjunto de experiéncias,
reflexdes, evidéncias e conclusdes a ter em conta em futuros momentos de tomada de
decisbes. Os momentos destinados a analise e tratamento da informacdo recolhida
(registos &udio e video) revelaram-se extremamente significativos, uma vez que
permitiram uma observacdo atenta e critica acerca das minhas praticas, do modo como
conduzi as aulas, geri as interagdes e 0s momentos de questionamento. Ao mesmo tempo
constituiu um fator significativo de desenvolvimento profissional uma vez que, me dotou
de uma maior intuicdo e conhecimento sobre a temética e suas possiveis abordagens em

contexto de sala de aula.
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ANEXO 1
Pedido de autorizacdo a Diretora do Agrupamento
Exm? Sra.Diretora
do Agrupamento de Escolas

Professor Paula Nogueira — Olhéo
Assunto: Pedido de autorizagéo para a realizagdo de trabalho de investigacao.

Eu, Ana Cristina Nogueira Tendinha, professora do 1° ciclo do ensino bésico, a lecionar
numa das escolas do Agrupamento (EBI/JI — JCM — Olh&o) do qual VVossa Exceléncia é
diretora, estou a desenvolver um estudo acerca das estratégias mobilizadas pelos alunos
de 1° ano na resolucdo de problemas que envolvam o raciocinio combinatério.

Este estudo surge no &mbito da realizacdo de uma Tese de Mestrado em Ensino do 1° e
2° ciclos do ensino basico, na especialidade de Didatica da Matematica, que me encontro
a realizar na Escola Superior de Educagdo e Comunicacdo da Universidade do Algarve.
Neste seguimento, solicito a VVossa Exceléncia, autorizagdo para proceder, na turma da
qual sou professora titular (1°B), a observacdo e recolha de dados a partir de trabalhos
realizados pelos alunos. A recolha de dados basear-se-4 na gravacdo de pequenas
entrevistas, em video e audio, para aferir estratégias e raciocinios mobilizados pelos
alunos para resolver problemas de estrutura combinatoria.

Comprometo-me desde ja, a garantir o anonimato dos alunos e a confidencialidade dos
dados obtidos, que serdo utilizados apenas no &mbito da referida investigacdo, por mim e
pelo meu orientador, e para divulgagdo de resultados em encontros de natureza cientifica.
Mais informo que também procederei a solicitacao das autorizacfes necessarias, junto de

todos os encarregados de educacdo da turma.
Olhdo, 10 de fevereiro de 2015.

A professora

! |
i\
| E——

(Ana Cristina Nogueira Tendinha)
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ANEXO 2

Pedido de autorizacdo aos Encarregados de Educacao

Exm®(®) Sr(a) Encarregado(a) de Educagéo

No ambito da realizacdo do Mestrado em Ensino do 1° e 2° Ciclos do Ensino Basico, na
especialidade de Didatica da Matematica, na Escola Superior de Educacdo e
Comunicagdo da Universidade do Algarve, estou a desenvolver um estudo acerca das
estratégias mobilizadas pelos alunos de 1° ano para resolver problemas que envolvam o
raciocinio combinatorio.

Neste seguimento, e tal como vos tinha informado anteriormente, necessito de proceder
a observacao e recolha de dados durante o 2° e 3° periodos.

A observacéo/recolha de dados incidira nas producdes dos alunos durante a realizagdo de
problemas e sera feita a partir de gravacdes, em video e audio, de momentos das aulas e
pequenas entrevistas, com o objetivo de registar estratégias, raciocinios, argumentos e
justificacOes utilizados pelos alunos.

Para poder proceder este trabalho necessito da sua colaboracéo que passara por autorizar-
me a proceder as referidas gravacdes junto do seu educando.

Comprometo-me desde ja, a garantir o anonimato dos alunos e a confidencialidade dos
dados obtidos, que serdo utilizados apenas no &mbito do referido estudo, por mim e pelo
meu orientador, e para divulgacdo de resultados em encontros de natureza cientifica.
Solicito ainda, que me devolva apenas o destacavel, até ao dia 12 de Fevereiro de 2015,
caso ndo concorde com a participacdo do seu educando na recolha dos dados acima
mencionados.

Agradecendo desde ja a atencdo dispensada,

A professora da turma

(Ana Cristina Nogueira Tendinha)
Olh&o 10 de Fevereiro de 2015.

N&o autorizo que o meu/minha educando(a) , da turma do

1°B, participe na recolha de dados dirigida pela Prof® Ana Cristina Tendinha, no &mbito
do seu estudo de Mestrado.
Data: /[ O Encarregado de Educacéo:
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