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Capitulo 1

Introducao

A maioria dos autores sao consensuais em afirmar que a geometria nasceu
no antigo Egipto. De acordo com o historiador grego Herddoto (séc. V
a.C.), esta surgiu da necessidade de efectuar medigoes da terra devido as
inundagoes periédicas do rio Nilo, mas é certo que muitas outras civilizagoes
antigas possufam conhecimentos de natureza geométrica, da Babiléna a Chi-
na, passando pelas civilizagoes Hindu. A palavra ”geometria” é um vocébulo
que deriva do grego geometrein, que significa medigao da terra (geo = terra,
metrein = medir).

Em tempos recuados, a geometria era uma ciéncia empirica, uma colecgao
de regras préticas para obter resultados aproximados. Os primeiros geéme-
tras foram os matematicos gregos Thales, Pitdgoras e Euclides. Os métodos
analiticos foram introduzidos pelo filésofo francés René Descartes apenas no
século XVII.

Desde sempre, algumas figuras geométricas como os rectangulos (de ouro),
os pentagramas, os circulos entre outras, cativaram a atencao de muitas
mentes brilhantes. Os tridngulos, em particular, constituem um dos objectos
bésicos da geometria ji que qualquer poligono com mais de trés lados é
formado por um conjunto de tridngulos, ao tracar todas as suas diagonais a
partir de um vértice; a resolucao de muitos problemas da geometria elementar
passa pela comparagao de dois ou mais tridngulos e a demostragao de certas
propriedades fundamentais é feita considerando tridngulos adequados.

A geometria do tridngulo é de uma riqueza surpreendente e tem apaixon-
ado, durante séculos, matematicos e entusiastas. Uma notdvel propriedade
dos tridngulos é que neles é possivel encontrar diversos tipos de centros. De
facto, os gregos antigos encontraram quatro deles: incentro, baricentro, cir-
cuncentro e ortocentro. A colineariedade dos centros do triangulo despertou
o interesse dos geémetras desde que, em 1765, Euler provou que o ortocentro,
o baricentro e o circuncentro sao colineares; a recta que contém estes pontos



foi, mais tarde, chamada recta de Euler. Um quinto centro, encontrado muito
mais tarde, é o ponto de Fermat. Depois disso, centros agora conhecidos co-
mo o centro da circunferéncia dos nove pontos, o ponto Symmedian, o ponto
de Gergonne, e o ponto de Feuerbach, para nomear apenas alguns, foram
adicionados & literatura. Durante a década de 80 no século XX, observou-
se que estes pontos especiais compartilham algumas propriedades gerais que
permitiram formalizar a definicao de centro do triangulo.

A geometria dinamica, cujas raizes podem j4 ser encontradas nos gregos
antigos e em outros matemaéticos, como por exemplo em Clairault no século
XVIII, baseia-se na ideia de movimentar elementos de figuras para ilustrar
propriedades geométricas e demonstrar teoremas. A tecnologia dos computa-
dores, na década de oitenta do século XX, possibilitou o desenvolvimento de
programas como o Cabri-géometre, em Franca e o Geometer’s Sketchpad,
nos Estados Unidos da América, que permitem a manipulagao por computa-
dor de objectos geométricos, com impacto e sucesso no ensino da Geometria
elementar e na investigacao de propriedades geométricas.

Desta forma, o interesse pela geometria do tridngulo reacendeu-se nos ul-
timos anos, com a possibilidade da utilizacao de software informético. Clark
Kimberling, Professor de Matemaética na University of Evansville ¢ um dos
maiores entusiastas da geometria do tridngulo. No seu livro [12] para além de
serem referidos mais de 400 centros do tridngulo é possivel encontrar muitas
e interessantes propriedades dos mesmos. A lista de centros do tridngulo tem
aumentado consideravelmente. A mesma estd acessivel na internet (veja, por
exemplo, [13]) e contempla actualmente mais de 3000 centros do tridngulo.

Também Paul Yiu, Professor de Matematica na Florida Atlantic Univer-
sity, tem contribuido substancialmente na investigacao no dominio da geome-
tria do tridngulo. Os seus textos, [24], [25], [26] e [27], sdo de consulta quase
obrigatéria para aqueles que desejam iniciar e/ou aprofundar o estudo dos
tridngulos e das suas propriedades. Paul Yiu é ainda o editor da revista
cientifica on-line Forum Geometricorum que, desde 2001, publica alguns dos
mais recentes resultados na drea da geometria.

Como foi referido, embora o estudo dos tridngulos se tenha iniciado ha
varios milénios, existem ainda variadissimas questoes em aberto. De facto,
em [15], Michael Longuet-Higgins, afirma ”In mathematics, it occasionally
happens that a subject thought to be completely worked out yields a sur-
prising new result, indicating some possibly deeper relationships still to be
discovered. Such may have occurred with the geometry of the triangle in the
Fuclidean plane - a subject inaugurated by Greek geometers, given neew life
by Euler and other celebrated mathematicians in the eighteenth and nine-
teenth centuries...”.

Embuida deste espirito, no A&mbito do trabalho cientifico do meu Estédgio



Pedagégico, comecei a estudar algumas propriedades da recta de Euler. Todo
esse trabalho despertou em mim um maior interesse pela geometria e em
particular pela geometria do tridngulo. Foi nesse sentido que, apds terminar
o curso, continuei a minha pesquisa sobre este assunto e, no momento de
escolher o tema da dissertagao, optei pela geometria do tridngulo.

Como professora do ensino bésico e secundéario preocupa-me o facto de os
alunos demonstrarem cada vez menos conhecimento dos conceitos geométri-
cos elementares. Mesmo conhecendo certas definicoes ou os enunciados de
alguns teoremas - como, por exemplo, o de Pitdgoras - os alunos apresentam
muitas dificuldades em aplicé-los na resolugao de problemas.

Considero que o ensino de geometria pode contribuir para a formacao do
aluno, favorecendo um tipo particular de pensamento - buscando novas situ-
agoes, sendo sensivel aos seus impactos visuais e interrogando sobre eles. Ela
permite o desenvolvimento da ”arte da especulagao,” traduzida na questao
”0 que aconteceria se...”, que expressa o estilo hipotético-dedutivo do pensa-
mento geométrico.

O ensino da geometria, além de possuir um vasto campo de aplicacao
pratica, permite igualmente ao educando construir conhecimentos tedricos.
Estes conhecimentos tedricos, compostos por definicoes, temas e teoremas,
possibilitam um amplo desenvolvimento intelectual do educando, ou seja,
um grande desenvolvimento da sua interpretacao e do seu raciocinio teérico
e pratico.

Preocupados com os rumos do ensino da geometria, pesquisadores em to-
do o mundo tém concedido destaque ao tema "o que” ensinar de geometria e
”como” fazé-lo. Nesta busca em resgatar a qualidade do ensino da geometria,
quero ressaltar a necessidade de cultivar e desenvolver nao apenas o pensa-
mento sequencial, preponderante na &dlgebra, mas também o pensamento
visual, dominante na geometria, j4 que ambos sao essenciais aos problemas
matematicos.

A tese encontra-se estruturada da seguinte forma:

O capitulo 1 divide-se em trés partes. Na primeira parte, podemos encon-
trar os resultados da geometria do tridngulo mais conhecidos e as respectivas
demonstragoes. Aqui podemos encontrar, por exemplo, o teorema de Pitago-
ras e de Thales, a lei dos senos e dos cossenos e a férmula de Herdao. Na se-
gunda parte, faz-se o estudo dos quatro centros do tridngulo mais conhecidos
(baricentro, circuncentro, ortocentro e incentro). E, por tltimo, sdo apresen-
tados, na terceira secccao, outros resultados, como por exemplo a definicao
de tridngulo 6rtico, tridngulo medial e circunferéncia dos nove pontos. Neste
capitulo, sao apresentadas demonstracoes completas e pormenorizadas da
grande maioria dos teoremas, e muitas sugestoes para outras.

Um dos resultados mais curiosos da geometria elementar é o facto de,
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para qualquer tridngulo, o ortocentro, o baricentro e o circuncentro estarem
sempre alinhados (recta de Euler). E, portanto, com este teorema e respec-
tiva demonstragao que se inicia o capitulo 2. Na seccao 2 é apresentada a
classificacao das curvas de segunda ordem. Na terceira seccao do capitulo
2 ¢ considerado o problema da construgao de um tridngulo quando sao con-
hecidos dois dos seus vértices e a recta de Euler. Os resultados apresentados
nesta secgao sao originais e fazem parte do artigo [22].

No capitulo 3 sao apresentados alguns resultados avancados da geome-
tria do tridngulo, em particular, sao introduzidos os vinte e cinco primeiros
centros do tridngulo, que sao enumerados por X; até Xs5, e algumas rectas
notéveis. O nosso principal objectivo é mostrar a diversidade dos mesmos
e, por isso, a exposicao das propriedades e resultados deste capitulo é feita
de maneira similar & utilizada por Kimberling no seu livro [12]. Como o au-
tor refere, estas propriedades podem ser verificadas com recurso a software
informético, como por exemplo o Geometer’s Sketchpad. E necessério ain-
da assinalar que os resultados do Capitulo 3 estao formulados na linguagem
das coordenadas trilineares que constitui uma das principais ferramentas no
estudo dos tridngulos.

Este sistema de coordenadas foi introduzido por Pliicker em 1835 sendo,
em conjunto com as coordenadas baricéntricas, um dos sistemas homogéneos
de coordenadas que os estudiosos da geometria do tridngulo mais utilizam.
Sobre as coordenadas trilineares e baricentricas recomenda-se a consulta dos
livros [4], [7], [12] e [26].



Capitulo 2

Alguns Resultados Classicos

2.1 Preliminares

Neste capitulo pretendemos enunciar algumas das mais referidas e conheci-
das propriedades dos tridngulos que, como se sabe, sao poligonos com trés
lados. Mas, antes é necessério estabelecer e/ou recordar certos conceitos e
notagoes que envolvem os triangulos.

E comum considerar os vértices do triangulo no sentido anti-horario como
se mostra na figura 2.1.

Figura™2.1:

Os angulos internos do tridngulo serao simbolizados com as letras «, 3
e 7. Os lados opostos aos vértices sao denotados pela respectiva miniscula:
a, b e c. E necessério assinalar que estes simbolos podem também indicar os
comprimentos dos lados, dependendo do contexto.

Os tridngulos podem ser classificados quanto aos lados e quanto aos an-
gulos.



No que diz respeito ao comprimento dos lados, um tridngulo diz-se: equi-
latero se tem todos os lados iguais, isdsceles se possui dois lados iguais ou
escaleno quando tem os trés lados diferentes.

Quanto & amplitude dos angulos, o tridngulo pode ser acutdngulo no
caso de ter todos os angulos internos agudos, obtusdingulo se tem um angulo
interno obtuso ou rectdngulo se um dos seus angulos internos for recto. Neste
ultimo caso, o lado maior do tridngulo (que se opde ao angulo recto) é a
hipotenusa e os dois menores chamam-se catetos.

Os triangulos tém sido estudados desde os primérdios da Matemdtica
por alguns dos mais conhecidos matematicos. Talvez o mais referido seja
Pitdgoras' que d4 nome ao famoso teorema, que relaciona o comprimento
dos catetos com o da hipotenusa.

Teorema 1 (teorema de Pitdgoras). Se o tridngulo ABC' for um tridn-
gulo rectdangulo de hipotenusa [BC], entao

a’> =b® + &2

Demonstracao: Conhecem-se bastantes demonstragoes do teorema de
Pitagoras, como por exemplo as que podemos encontrar em [1], [2], [14]
e [25], mas presume-se que a seguinte tenha sido a que Pidgoras apresen-
tou. Considera-se um tridngulo rectangulo cujos catetos medem, numa dada
unidade, b e ¢, e a hipotenusa mede a.

A demonstracao é puramente geométrica e apoia-se nas duas figuras
seguintes:

' Pitggoras, o fundador da escola pitagérica, nasceu em Samos pelos anos 571-70 a.C.
Em 532-31 foi para a Itdlia, na Magna Grécia, e fundou em Crotona, colénia grega, uma
associagao cientifico-ético-politica, que foi o centro de irradiagao da escola e encontrou
partiddrios entre os gregos da Itdlia meridional e da Sicilia. Pitdgoras aspirava - e também
conseguiu - a fazer com que a educagao ética da escola se ampliasse e se tornasse reforma
politica; isto, porém, levantou oposigoes contra ele e foi constrangido a deixar Crotona,
mudando-se para Metaponto, ai morrendo provavelmente em 497-96 a.C. Talvez a obra
mais famosa de Pitdgoras seja seu teorema, relacionando os lados de um tridngulo rectan-
gulo. Sabe-se agora que, antes de Pitdgoras, este teorema j4 era conhecido. Os Egipcios
conheciam a relacdo no caso particular do tridngulo cujos lados fossem respectivamente 3,
4 e 5, de tal modo que 324+4%2=>52. Pitdgoras assegurou que a relacio é verdadeira para
todos os tridngulos rectangulos possiveis.



Cada figura é um quadrado de lado b + c.

A primeira foi subdividida em quatro tridngulos iguais ao inicial e num
quadrado de lado igual & hipotenusa a. A segunda figura também contém
quatro tridngulos iguais ao inicial.

Ora, se temos dois quadrados iguais e ambos contém quatro tridngulos
iguais ao inicial, entao as regioes sombreadas que restam num quadrado e
noutro tém que ter a mesma drea. Conclui-se entao que

a’> = b + &2
[ |

Teorema 2 (teorema de Thales®). Um angulo inscrito numa semicircun-
feréncia é um dngulo recto.

Demonstragao: Consideremos o tridngulo ABC' inscrito numa semicir-
cunferéncia, de centro O e raio R, como se mostra na figura seguinte:

2Thales de Mileto (624 a.C - 546 a.C.) nasceu e morreu na cidade de Mileto. Filésofo
grego, conhecido pelas suas teorias cosmolégicas baseadas na hipdtese de ser a dgua o
constituinte de toda a matéria existente no universo. Nao hd escritos sobre a vida de
Thales, sendo, portanto, dificil o conhecimento de sua obra. O historiador grego Herédoto
fala sobre os trabalhos de Thales no campo da Geometria, que ele aprendeu com os egipcios,
creditando-lhe a demonstragao de cinco teoremas. Thales foi mestre de um grupo de
seguidores de suas idéias, chamado ”Escola Jdnid” e foi o primeiro homem da Histéria
a quem se atribuem descobertas mateméticas especificas. Como disse Aristételes (outro
matematico grego), "para Thales a questdo primordial ndo é o que sabemos, mas como
sabemos”.



G B
A o)

B

Comg@:Q_C:R, entao OEC:OaB:ﬂecomom:m:R
entao OAC = OCA = a.
Como a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°,

2a0 + 26 = 1807,
ou seja,
a+ [ =90°.

|
O teorema que se segue pode ser considerado como uma generalizacao do
teorema de Pitdgoras.

Teorema 3 (lei dos cossenos). Em qualquer triangulo ABC' sao vdlidas
as formulas:
a? = b* 4 ¢* — 2bccos a,

b’ = 2 + a® — 2accos 3,
¢ = a® 4 b* — 2abcos .
Demonstracao: Sem perda de generalidade, seja D o ponto da recta
AB tal que CD L AB (o segmento [C'D] diz-se a altura do triangulo ABC
relativamente ao vértice C, (veja a definigdo 3), e faga-se h = CD.

H4 a distinguir essencialmente dois casos:
i) se a e § forem ambos angulos agudos, o ponto D estd entre A e B;

C




ii) se a for um angulo agudo e 3 for obtuso, o ponto B estéd entre A e D.

C

C

Em ambos os casos, os catetos do triangulo ADC sao h e ¢, e os do
triangulo BDC' sao h e ¢y, sendo

c1 = bcosa,
co = acospf.
No primeiro caso, ¢; e cs sao positivos; no segundo, ¢; > 0 e ¢y < 0.

Em qualque caso,
c=cy+ co.

Aplicando o teorema de Pitdgoras a cada um dos triangulos rectangulos
BDC e ADC, obtemos
h* + c3,
¥ = K+

)
I

E, daqui

a?> = P+c—cl=
= P4 (c—c)-E=
= b4+ =20 =
= b+ —2bccosa.

Teorema 4 (lei dos senos). Seja R o raio da circunferéncia circuncun-
serita ao triangulo ABC, entdo

a = 2Rsin a, b= 2Rsin 3, ¢ = 2Rsin ",
15to €,

a b c _op

sinaw  sinf  sinvy



Demonstracao: Sem perda de generalidade, basta provar a primeira
igualdade.

Sejam C a circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC e D o ponto de
C diametralmente oposto a B.

i) Se for D = C, o angulo BAC est4 iscrito numa semicircunferéncia, e
portanto a = 90° (veja teorema 2) e sin = 1. Logo a igualdade é verdadeira
neste caso.

ii) Se for D # C, entao os angulos BAC e BDC' ou sao iguais ou sao
suplementares. Em qualquer caso

sin (B;lC’> = sin (BZA)C') .
Mas, o triangulo DBC' é rectangulo de hipotenusa [DB] e, portanto,

~ BC a
S1n & SlIl( DB oR
|

De seguida, serao formulados alguns resultados sobre a drea do triangulo.

Teorema 5 A drea de um triangulo ABC' de base c e altura h é dada pela
formula

(2.1)

Demonstracao: Temos que considerar trés casos:

i) No caso do triangulo ABC' ser rectangulo, é evidente que a sua édrea é
metade da drea do rectdngulo com a mesma base e a mesma altura.

ii) No caso do triangulo ABC ser acutangulo, construimos o tridngulo
ABC, com base [AB] e altura h. Tracamos uma recta paralela ao segmento
[AB] que passa pelo ponto C' e uma recta paralela ao segmento [AC] que passa
pelo ponto B e dessa forma construimos um paralelogramo ABC'D cuja drea
igual a drea do rectangulo ABEF, logo é o dobro da drea do tridangulo ABC.

10



A B

iii) No caso do triangulo ABC' ser obtusangulo procedemos da mesma
forma que para o tridngulo acutangulo. E, com se mostra na figura seguinte,
obtemos também um paralelogramo ABC'D cuja érea é o dobro da drea do
tridAngulo ABC.

Uma demonstragao alternativa deste teorema poderd ser consultada em
[14].

Teorema 6 A drea de um tridngulo, dados dois lados e o dngulo compreen-
dido entre eles, é dada por

be sin o

Ap = 5

(2.2)

Demonstragao: Consideremos o tridngulo ABC' de base c e altura h.

C
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Comecemos por observar que a altura do tridngulo ABC' relativamente a
base [AB] ¢

h = bsina.

Substituindo h em (2.1) obtemos

besin o

: (2.3)

AajaBo) =

|

De seguida, apresentamos a conhecida férmula de Herdo® que permite

efectuar o célculo da drea de um triangulo ABC' a partir do comprimento
dos lados.

Teorema 7 (formula de Herdo). Seja s = 5 (a + b+ c) o semiperimetro
do triangulo ABC'.
Entao

Ap=+/s(s—a)(s—b)(s—c).

Demonstragao: A demonstracao que se segue poders ser encontrada no
livro [1], mas outras demonstragoes poderao ser consultadas em [25], [26] ou
[27].

Comecemos por observar que, de acordo com (2.3), a drea do tridngulo
ABC' ¢é dada por

be sin o
As =5

1 — cos?
Ap — bev/ 2COS 04‘ (2.4)

Segundo a lei dos cossenos (teorema 3),

ou seja

—a®>+ b+
cosqg = ——
2bc

3Herao foi inventor, geémetra e escritor, possivelmente nascido em Alexandria, no
Egipto. Os historiadores nao sabem em que altura viveu exactamente (existem 3 teorias:
250 a.C, 150 a.C. ou 60 a.C.). Foi essencialmente um autor de muitos livros de Fisica e
Matematica, especialmente na geometria, da antiga Grécia. Sao conhecidas 18 obras com
sua assinatura, podendo ser também considerado um matematico em fungao da autoria
da férmula de Herdo para cédlculo da drea de um tridngulo, demonstrada em” A Métrica”,
obra encontrada (1896), e um engenheiro, seguidor das idéias de Ctesibius.

12



expressao que, substituida em (2.4) d4

1 2
Ap = Z\/4b2c2—(b2+c2—a2) =

= @) b+ ) =

= i\/(a—bﬂLC)(a+b—c)(b+c—a)(b—|—c—l—a):

1\/a—|—b—|—c b+c—a a+c—b at+b-—c
- X X X =
4 2 2 2 2

= \/s(s—a)(s—b)(s—c).

Teorema 8 A drea do tridngulo ABC, conhecidos os trés lados e o raio da
circunferéncia circunscrita é dada por

Ap = Z—l;; (2.5)
Demonstragao: A partir da lei dos senos (teorema 4) resulta que
sina = =2
2R
e, substituindo em (2.2), obtemos (2.5). |

2.2 Centros Notaveis do Tridngulo

Os segmentos que unem cada vértice de um tridngulo aos pontos do lado
oposto sao referidos como cevianas, em homenagem ao italiano Giovanni
Ceva', que em 1678 estabeleceu uma condicdo necessdria e suficiente em
termos de proporgoes de segmentos de recta, para que trés rectas que passem
por trés vértices de um tridngulo sejam concorrentes:

Teorema 9 (teorema de Ceva). Seja ABC um tridngulo e P, @ e R
trés pontos, respectivamente sobre os lados [AB], [BC| e [AC], (veja a figura

4 Giovanni Ceva (1647-1734), irmao de Tommaso, nasceu em Milo e faleceu em Mantua.
Foi educado num colégio de Jesuitas em Mildo. Fez publicar na obra De lineis rectis (1678),
o teorema agora designado de Ceva e considerado dos mais importantes resultados da
geometria sintética do tridngulo no periodo compreendido entre a Matemédtica da antiga
Grécia e o século XIX.

13



2.2). As cevianas [CP], [AQ] e [BR] do tridngulo ABC concorrem num
ponto se e s se

APBQCR
PBQC RA
C
Q)
5
A P B
Figura™2.2:

De seguida, sera exposta a demonstracao apresentada do livro [1]. Con-
tudo, demonstracoes alternativas poderao ser consultadas nos livros [5], [9],
[16], [18] ou [25]. Para além disso, em [25] podemos encontrar uma versao
trigonométrica do teorema de Ceva e a sua demonstragao.

Demonstragao: Se as cevianas concorrem em K os triangulos AKP e
PK B tém a mesma altura relativamente ao vértice K, e sao iguais as alturas
dos triangulos ACP e PCB relativamente a base [AB].

Aplicando o teorema 6, temos

l— ——
AA[AKP] = iAP PKsinéd

e
Anprp) = %ﬁ PK sin (180° — §) = %ﬁ PK siné.
Logo
Anjaxp AP
Anpxp) PB’
e analogamente,
AP Aajacp)
PB  Aajpcy
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Entao

AP Apajace)  Aaaxp]  Anpace) — Aajaxp) | Aajakcl

PB  Aappcn Aapxs Aapos — Aaprs AaBro)

e andlogamente,

B_Q _ AA[BKA] CR _ AA[BKC}
@ AA[AKC} ’ RA AA[BKA] ‘

Finalmente,

APBQCR  Anakc) Aara) AaBiol _

— = 1
PBQC RA  AaBrc) Aajaxc) AaBra

Reciprocamente, suponhamos que tem lugar (2.6) e vamos verificar que
as cevianas sao concorrentes.

Seja K o ponto de interseccao de [AQ] e [CP] e W a interseccao de [AC]
com a recta BK. Uma vez que [CP], [AQ] e [BW] concorrem em K, de
acordo com a primeira parte da demonstracao

AP BQ W
PG QC WA

E, comparando com (2.6), obtemos

CR CW . CA—RA CA-WA
ou seja = .

RA WA RA WA

de onde, desembaracando denominadores, vem RA = W A, e portanto R e W
coincidem. Isto mostra que [C'P], [AQ)] e [BR] concorrem em K, e conclui a
prova do teorema. [ |

Em algumas ocasioes o teorema de Ceva ¢é referido de acordo com formu-
lagoes que generalizam ou diferem da formulagao apresentada anteriormente.
De facto, em [1], Paulo Ventura afirma que:

70O teorema de Ceva permanece vilido para pontos P, () e R que nao
pertencam necessdriamente aos lados do tridngulo ABC, mas sim as rectas
AB, BC e AC que os prolongam ( e entao, em vez dos segmentos [AQ)], [BR)]
e [C'P], considerarfamos as rectas correspondentes)”.

Do mesmo modo, o teorema que de seguida serd demonstrado é referido
por alguns autores (veja [17]) como teorema de Ceva.
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Teorema 10 Os lados de um tridngulo estao divididos por cevianas concor-
rentes nos pontos P, () e R, de acordo com a figura 2.2, se e s6 se existem

as COnStCLnt@S A(u Ab € Ac tCLZ.S que
[ , —C JR— ] ( )
= =, —— —c’ —C = —b, 29

Demonstracgao: Seja o tridngulo ABC. Seja A, a drea do tridngulo
AKC, A, adrea do tridngulo CKB e A, a drea do triangulo AK B, como
indicado na figura 2.3.

C[Xs,ya]

AXi.y1) P B(x2,y2)

Figura™2.3:

Entao de (2.7) e (2.8) temos (2.9).

Reciprocamente, se temos (2.9) entao, pelo teorema de Ceva, as cevianas
sao concorrentes. [ |

De seguida, sers formulado o teorema de Menelau®, que pode ser consid-
erado uma espécie de dual do teorema de Ceva, pois fornece uma condigao
necessédria e suficiente para que trés pontos, um em cada lado de um tridngulo
sejam colineares, em termos de proporgoes de comprimento dos segmentos
de recta convenientes.

Teorema 11 (teorema de Menelau).Consideremos um tridngulo ABC.

Sejam X, Y e Z, respectivamente, pontos sobre as rectas AB, BC e CA,

suportes dos lados do triangulo. E condicao necessdria e suficiente para que
os pontos X, Y e Z sejam colineares que
AX BY CZ

e | (2.10)
XBYCZA

®Menelau de Alexandria foi um astrénomo que viveu no primeiro século D.C. Através

de comentdrios de historiadores gregos e drabes sabemos que ele escreveu vérios livros. O

tnico livro que sobreviveu aos tempos foi o ”Sphaerica”’. No terceiro volume deste, ele
menciona o teorema que leva o seu nome.
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Demonstragao: Em primeiro lugar, serd provado que se sao colineares
os pontos X, Y e Z, respectivamente sobre as rectas AB, BC' e AC, entao

=
1=
IS

XBYC ZA

Sejam X, Y e Z pontos colineares, como ilustrado na figura seguinte:

A C

Sejam ainda hq, hs e hg 0s comprimentos dos segmentos perpendiculares
arecta XY tracados respectivamente de A, B e C' e designemos os pés dessas
perpendiculares, respectivamente, por A, B’ e C'.

Por semelhanca de tridngulos, por exemplo, entre os tridngulos AA'Z e
CC'Z, podemos concluir que

0Z _ hs
ZA M
De modo andlogo se concluiria respectivamente que, dada a semelhanga entre
os triangulos AA’X e BB'X e entre o tridngulos CC'Y e BB'Y,
AX BY  hy
_ = — C = = —
XB  h YC  hs

Podemos assim concluir que

AX BY CZ M h hs _
XBYC ZA hy hg by
Reciprocamente, temos (2.10) com X, Y e Z pontos respectivamente
sobre as rectas AB, BC e C'A. Consideremos a recta YZ e X um ponto
da recta AB satisfazendo a igualdade (2.10). Pretendemos provar que X
pertence a recta Y Z.
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De (2.10) resulta que

AX YCZA hsh M
XB BY CZ hy hs hs

o que, conjugado com o facto de os angulos de vértices A’ e B’ serem rectos
permite afirmar que os triangulos AA’X e BB’ X sao semelhantes. Atendendo
a que os pontos A, X e B sao colineares e as rectas suporte de h; e hy sao
paralelas, terdao de também ser paralelos os segmentos de recta A’X e B'X
o que s6 pode ocorrer se X for colinear com A’ ¢ B’ e, como estes pontos
pertencem a recta Y Z, resulta que X também lhe pertence. [ |

Outras demonstragoes do teorema de Menelau podem ser consultadas,
por exemplo, nos livros [9], [16] e [25].

O nosso préximo objectivo é determinar as coordenadas dos centros notéveis
do tridngulo. Para tal, precisamos alguns resultados auxiliares.

Proposicao 1 Sejam P, e P> os pontos com coordenadas cartesianas

Py (ibel) , P (5527192) )

entdo as coordenadas do ponto Q € [Py P, tal que

HAQ _ M
QP A
5G0
_ A2T1 + AT Ay + Ay

DYIEED PR y= A+ Ao

Demonstracao: Observemos a figura

Pl_l PW
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Visto que os pontos P|, Pj e )’ tém as mesmas ordenadas que os pontos
Py, P, e (), respectivamente, entao temos

P Q' = |y —y
€ P
Q Py =|y—yl.
Consequentemente
i —yl A
ly — Y

Tendo em conta que @)’ estd entre P| e P}, entdo y; —y e y — 32 tém o mesmo
sinal, logo podemos escrever

-yl -y M

v—v2l y—m2 A

De onde
(1 —y) Ae = A1 (Y — 92)
ou seja,
Yida + AMy2 = My + yAg,
logo \ \
2Y1 + A1Y2
S (2.11)

Se o segmento de recta [P P,] for paralelo ao eixo Oz, entao

Nn=y2=Y.
O mesmo resultado é obtido da férmula (2.11), que continua vélida para
qualquer localizacao de P, e Ps.

A abcissa do ponto @) é encontrada de forma andloga e para esta obtemos

a férmulas:
. )\2$1 + )\1.%'2

2.12
AL+ A ( )

Lema 1 Seja o triangulo ABC, cujos vértices tém coordenadas

A(‘rhyl)’ B(‘r%y?) € 0(133,93),

e sejam P, QQ e R os pontos de divisao dos lados opostos, como se mostra
na figura 2.3. Entao os segmentos [AQ], [BR] e [CP] (ou seja, as cevianas)
tém um ponto em comum (z',y"), de coordenadas

, Agry + Ay + Al r_ Ay + Apya + Acys
Ao+ A+ A, Y Ao+ Ap+ A
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Demonstracao: As coordenadas do ponto () sao

B Abalg + Acxg
A +A

 Apyp + Acys
A AL

Dividindo o segmento [AQ] na razao A, : (A, + A.), as coordenadas do
ponto de divisao sao W (2/,%') , onde

(2.13)

y—y A
Y-y A+ A
ou seja,
Aa(y' —u1) = (Do +Ac) (y = ¥/),
logo

Ay + Doy + Ay = Agyn + Apy + Ay

Simplificando, temos

r_ Aayl + Aby + Acy

Y = TATA LA,
ro_ Aayl—i-(Ab—i—Ac)y
y A+ A+ A,

Utilizando (2.13), obtemos

By + (B + A,) (L)

v = Ao+ A+ A, ’
ou seja,
Agyr + Apya + Acys
ge ) 2.14
A, + A+ A, (2.14)
E, de forma andloga
L = Agry + Apzy + Ac$3' (2.15)

A, + Ay + A

Se o segmento [BR)] for dividido na razao Ay : (A, + A.) ficamos com

y—y Dy
y/_y2 Aa+Ac’
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onde
_ Aoy + Acys

A, + A,

de onde, efectuando célculos semelhantes aos anteriores, obtemos as mesmas
coordenadas do ponto de divisao.

E, andlogamente, estas mesmas coordenadas serao obtidas se dividirmos
o segmento [C'P| na razao (A, + Ap) : A..

Logo os segmentos [AQ)], [BR] e [CP] (ou seja, as cevianas) tém em co-
mum o ponto (z',y’). |

De seguida serao enunciados alguns resultados que envolvem cevianas
notaveis.

2.2.1 Baricentro

Definicao 1 As medianas de um tridngulo sao as rectas que unem cada
vértice ao ponto médio do lado oposto.

No ambito deste trabalho, em funcao do contexto, as medianas também
serao referidas como o segmento de recta que une cada vértice ao ponto médio
do lado oposto.

Teorema 12 As trés medianas concorrem no mesmo ponto, denominado
baricentro ou centro de gravidade. A distdncia de cada vértice ao baricentro
é 1gual a % do comprimento da respectiva mediana.

Demonstragao: Sejam S, T' e U os pontos médios dos lados do tridngulo
ABC e G o ponto de interseccao de [AT] com [BU].

C

A S B

Os triangulos ABC e UTC sao semelhantes e, por isso, os lados [AB]
e [UT] sao paralelos. Portanto, os tridngulo AGB e TGU sao semelhantes,
pois tém trés angulos iguais (os angulos TGU e AGB sao verticalmente

21



opostos e os angulos BUT e UBA sao angulos de lados paralelos). A razao
de semelhanca é r = 2, jd que UT = %AB . Daqui resulta que

au — %GB e GT — %GA.

Da mesma maneira, se chamarmos H & intersecgao de [C'S] com [AT], temos
que

HS = %HO e HT = %HA.

Vemos assim que G' e H dividem o segmento [AT] na mesma proporcao 2 : 1
e portanto G = H.
Concluimos que as trés medianas do tridngulo ABC' sao concorrentes em
G. [ |
Demonstragoes alternativas deste teorema poderao ser consultadas em [8]
e [25].

Proposicao 2 As coordenadas do baricentro de qualquer tridngulo podem
ser obtidas aplicando a férmula

G<$1+$2+$3 yl+y2+y3)
3 ’ 3 ’

onde (x1y1), (x2y2) € (x3,y3) sao respectivamente as coordenadas carte-
sianas dos vértices A, B e C.

Demonstracgao: Pela definicio de mediana de um segmento de recta,
podemos afirmar que

AS 1 BT
SB 1" TC
Substuituindo em (2.15) obtemos

L, T
1eml.

$1+$2+$3
T3

e em (2.14) e
T Y21 Y3
D —
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2.2.2 Incentro

Definicao 2 A bissectriz de um dngulo é o lugar geométrico dos pontos do
angulo que distam igualmente dos lados do dngulo.

Do mesmo modo que para o caso das medianas, em funcao do contexto, a
bissectriz de um dngulo também serd referida como a semi-recta que divide
o angulo em dois dngulos iguais.

Teorema 13 ( teorema da bissectriz). Seja o tridngulo ABC e P o

ponto de interseccao da bissectriz do dngulo v com o lado AB, entdo
AP AC
PB BC

Demonstragao: No triangulo ABC' (figura 2.4), AQ, BR e C'P sao bis-
sectrizes.

C

Figura™2.4:

Seja Aajapc) a drea do triangulo APC, Aajppe) a drea do triangulo PBC.

Entao temos L
Anjapc) AP

Aappe)  PB’

Por outro lado, - _
Aajapey  AC CPsin( ) AC

X
2
Aapee)  BC CPsin (3) BC

Logo, -
AP AC  Apjapc) b

ﬁ N B—C N AA[PBC’} a'
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Teorema 14 As trés bissectrizes internas de um tridngulo concorrem no
mesmo ponto denominado incentro.

Demonstragao: Pelo teorema 13 temos que

P _Ac
PB BC a
e, do mesmo modo, obtemos
B _ FA_e
QC  AC UV
F _ T _a
AR  AB ¢
Portanto .
AP AC BQ AB . CR _BC
PB BC' QC AC RA AB’
Assim,

APBQCR _ACABBC _,
PBQCRA BCACAB

Entao, pelo teorema de Ceva, AQ), BR e C'P sao concorrentes. [ |
Outra demonstragao deste teorema pode ser consultada em [25].

Proposicao 3 O incentro é o centro da circunferéncia inscrita no triangulo.

Demonstracgao: Seja C a circunferéncia de centro I (incentro) e raio r da-
do pela distancia de I ao lado AB. Como r = dist(I, AB) = dist(I, BC) =
dist(I, AC'), ha exactamente um ponto sobre cada um dos lados AB, BC
e AC que pertence a circunferéncia C, realizando a distdncia minima r.
Conclui-se que C é tangente a AB, a BC e a AC. [ |

Proposicao 4 Para determinarmos as coordenadas do incentro de qualquer
tridngulo podemos utilizar a férmula

I <cw1 +bxy +cxs ayr + by + cyg)
p ’ p ’
onde (x1y1), (x2y2) € (x3,y3) sado respectivamente as coordenadas carte-

sianas dos vértices A, B e C ep = a+ b+ c é o perimetro do tridngulo
ABC
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Demonstragao: Seja o tridngulo ABC, como indicado na figura 2.4.
Tendo em conta o teorema 10 e a demonstracao do teorema 14 e substi-
tuindo em (2.15) e (2.14), respectivamente, obtemos

o 4 + bxy + cx3 ) = ayy + bys + cys

p p

onde p = a + b+ ¢, representa o perimetro do tridngulo [ABC]. [ |

Proposicao 5 O raio da circunferéncia inscrita estd relacionado com a drea
do triangulo por
(a+b+c)r

Ap = 5

Demonstracgao: Consideremos o tridngulo ABC' representado na figura
seguinte

B

O triangulo ABC est4 dividido em trés tridangulos de altura r. Aplicando
(2.1), obtemos

cr ar br
Al:?’ AQZ? (§ AgZE
Logo
An— (a+b2—|—c)r‘

Proposicao 6 Se a circunferéncia inscrita é tangente aos lados BC, C'A e
AB, em ), R e P, respectivamente, entao

b+c—a

AP =AR ==, BP-Bg-2tc=t

at+b—rc
5 )

CQ=CR= 5

Estas expressoes sao usualmente simplificadas pela introducdo do simbolo s
que representa o semiperimetro s = % (a+ b+ c). Deste modo:

AP=AR=s—-a, BP=BQ=s5-b ¢ CQ=CR=s—-c
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Demonstragao: Provemos a primeira igualdade, para as outras duas
procede-se de modo andlogo.
Da férmula de Herao (teorema 7) e da proposi¢ao 5 podemos concluir que

Ax=+/s(s—a)(s—b)(s—c) = sr.

r:\/(s—a)(s—b)(s—c)‘ (2.17)

S

Portanto

Por outro lado, de acordo com os dados da figura 2.5, podemos afirmar

que
o r
tan <_) = =,
2 AP
ou seja,
— o
AP = rcot (—)
2
logo

AP, /l—i-cosa‘
1 —cosa

Figura™2.5:

Mas, aplicando a lei dos cossenos (teorema 3) podemos concluir que

a? — b — 2

cos o =
@ —2bc

Deste modo,
5 —2bc — b* — & + a?

—=2
AP =
"ot 2+ —a?

ou seja,
2 _ r2a2 —(b+0o)*

AP ITRERVERTE
(b—c¢)” —a?
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logo
15 2(—a+b+c)(a+b+c)
(~b+c+a)(b—c+a)
Substituindo r pela expressao (2.17), obtemos
EQ_(s—a)(s—b)(s—c) (s—a)s
s (s—=b)(s—c)

logo o
AP = AR = s —a.

2.2.3 Ortocentro

Definicao 3 As alturas de um tridngulo sao as rectas que sao perpendicu-

lares a um lado e contém o vértice oposto a esse lado.

Teorema 15 As trés alturas de um triangulo concorrem no mesmo ponto,

denominado ortocentro.

Demonstragao: Tracemos as rectas paralelas aos lados e que passam
pelos vértices opostos. Obtemos assim as rectas A'B’, B'C" e A'C’, como se

pode observar na figura seguinte:
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Os quadrildteros ABA'C, ABCB' e ACBC" sao, por construcao, paralel-
ogramos. Considerando o paralelogramo ABC B’ verifica-se que AB = B'C.
Por outro lado, considerando o paralelogramo ABA’C, concluimos que C A’ =
AB. Portanto A'B’ = 2AB e C é o ponto médio do lado A’B’. Procedendo
de modo andlogo para os outros lados do tridngulo, podemos afirmar que o
triangulo A’B’C’ é semelhante ao tridngulo ABC, com razao de semelhanga
r =2e A, B e C sao respectivamente os pontos médios dos lados B'C’,
A'C" e A’B'. Logo, as alturas do tridngulo ABC' sao as mediatrizes (veja a
definigao 4) do triangulo A’B’'C’, que sao concorrentes (veja a demonstragao
do teorema 16). |

Também se pode mostrar que as alturas de qualquer tridngulo (acutangulo
ou nao) sdo concorrentes utlizando o teorema de Ceva (teorema 9), como se
pode ver no livro [18] e na proposigao seguinte.

Proposicao 7 Para determinarmos as coordenadas de ortocentro de qual-
quer tridngulo, podemos usar a formula

I ritana + rotan § + rgtany y; tana + yo tan 0 + ys tan -y
tan a 4 tan G + tany ’ tan a 4 tan 3 + tan vy ’

onde (z1y1), (z2y2) e (x3,y3) sdo respectivamente as coordenadas carte-
stanas dos vértices A, B e C, e a, 3 e v sao respectivamente, os dngulos
com vértice em A, B e C

Demonstragao: Vamos considerar um tridngulo nao rectangulo, pois
evidentemente o ortocentro de um triangulo rectangulo é o vértice do dngulo
recto.

Sem perda de generalidade, consideremos o tridngulo acutangulo ABC.
Representamos os pés das alturas relativas aos vértices A, B e C por @, R e
P, respectivamente.

Entao _
tan o
e —
tan (3
Logo

e, andlogamente,

@_tanv_& o CR tana A,
QC tanf3 A RA tany A,
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Entao, substituindo em (2.15) e (2.14) obtemos, respectivamente

, _ Titana + zptan [ + w3 tany
N tan a + tan 3 + tan~y

X

,  yitana + yotan 8 + yz tany
N tana +tan 3 + tany

|

Repare-se que as constantes tan «, tan § e tany utilizadas na formulacao

do resultado anterior, também podem ser determinadas em fun¢ao das coor-
denadas cartesianas dos vértices. De facto, como se sabe

1

tan® o = >— — L,
COSs* «
onde SN
AC AB
COS = T—m 11—
4| |4z

e o produto escalar

—

AC-AB=(C—A)(B-4),

ou seja
AC AB = (23 — 1) (22 — 21) + (y3 — y1) (y2 — 1) -
Logo
tana = i\/((x?’ _ x1)2 + (y3 _ yl)z) (($2 _ xl)Q + (y2 — 21)2) —1.
((z3 — 21) (22 — 1) + (y3 — ¥1) (Y2 — ¥1))
Do mesmo modo,
tan B = i\/((% - I2)2 + (y3 - y2)2) ((1‘2 - 961)2 + (yz - ?;1)2) 1
(w3 — 22) (22 — 1) + (Y3 — ¥2) (Y2 — ¥1))

tany = i\/((% —22)? + (3 — 92)°) (3 — 21)* + (y3 — 21)2)
((x3 — 22) (w3 — 1) + (Y3 — ¥2) (y3 — ¥1))

onde os sinais das tangentes dos dngulos «, (e v sao tomados de acordo com
o quadrante onde os mesmos se encontram.

Outro conhecido centro do tridngulo é o circuncentro que, a diferenca dos
outros, nao é definido como o ponto de interseccao de cevianas.
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2.2.4 Circuncentro

Definicao 4 Medziatriz de um segmento de recta é o lugar geométrico de
todos os pontos do plano que estao a iqual distincia dos extremos do segmen-
to.

Teorema 16 As trés mediatrizes dos lados do triangulo concorrem no mes-
mo ponto, denominado circuncentro.

Demonstragao: Consideremos o tridngulo ABC'. Evidentemente, todos
os pontos da mediatriz do lado [AB] estdao & mesma distancia de A e de B.
Anélogamente, todos os pontos da mediatriz do lado [BC] estdo & mesma
distancia de B e de C. Logo o ponto de interseccao das duas rectas esta a
mesma distancia de A e de C, ou seja, pertence a mediatriz do lado [AC]. R
Da demonstragao anterior, é agora imediata a seguinte proposicao:

Proposicao 8 O circuncentro é centro da circuferéncia circunscrita ao tridn-
gulo.

Proposicao 9 As coordenadas do circuncentro de qualquer tridngulo podem
ser obtidas aplicando a férmula

Ty +x9+x3 xitana + xotan §+ xztan-y
T = —

2 2 (tan o + tan 3 4 tan-y)
yi+y2+ys  yitana+ystan § 4 ystany
Y 2 2 (tan o + tan 3 + tan-y)

onde (x1y1), (x2y2) € (x3,y3) sdo respectivamente as coordenadas carte-
sianas dos vértices A, B e C, e a, 8 e v sao respectivamente, 0s dngulos
com vértice em A, B e C

Demonstracgao: Seja ABC um tridngulo nao rectangulo. Se tomarmos
os pontos S, T e U, pontos médios dos lados AB, BC' e AC, respectivamente,
verifica-se que:

B+ A

S = 5

T o B+C7
2

A+C

U = 7

Os triangulos ST B e ABC' sao semelhantes, pois tém um angulo comum
e os lados que o formam sao proporcionais. Logo, os &ngulos do tridgulo STU
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sao iguais aos angulos do tridngulo ABC' e também o lado ST é paralelo ao
lado AC. Do mesmo modo, também os lados SU e BC' sao paralelos, assim
como os lados TU e AB.

Logo as mediatrizes dos lados do tridngulo ABC contém as alturas do
tridngulo STU.

C

Portanto, o circuncentro O do triangulo ABC' é o ortocentro do tridngulo
STU.
Logo, da proposi¢ao 7 vem que
O— Ttana + U tan 8 + Stan-y
"~ tana +tanf +tanvy

e portanto

_A+B+C Atana+ Btanf§+ Ctany

O
2 2 (tan o + tan 3 + tan-y)

Proposicao 10 (férmula de Euler). A distincia d entre o circuncentro
O e o incentro I de um tridngulo, é dada pela relag¢ao

d*>=R(R—-2r),

onde R é o raio da circunferéncia circunscrita e v o raio da circunferéncia
mscrita.

Demonstragao: Seja ABC' o tridngulo, O o seu circuncentro e [ o incen-
tro. Seja R o raio da circunferéncia circunscrita e r o raio da circunferéncia
inscrita. Seja E o ponto de tangéncia da circunferéncia inscrita com o lado
BC, e sejam D e D’ os pontos médios do arco AB sobre a circunferéncia
circunscrita. Finalmente, seja d = O1.

A figura seguinte ilustra esta situacgao:
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D

Podemos observar que ACD = %ACA’B , desde que D bissecte o arco AB.
Consequentemente, I estd no segmento [C'D]. Também se pode facilmente
observar que [DD’'] é um diametro da circunferéncia circunscrita.

Note-se que DBA = DCA porque sao angulos inscritos no mesmo arco,
AD. Portanto

DBI = DBA+ ABI = DOA + %m@c _I1CAL %m@c _ %A@BJr %AEG

Note-se também que BDI = BDC = BA\C, pois os dngulos BDC e BAC
estao ambos inscritos no arco, BC.
Portanto, considerando o tridngulo BDI, temos que

BID = 180° — BDC — DBI
logo
N 1 A 1 -~
BID = 180° - BAC ~ ACB ~ SABC =
—~ ~ 1 ~ 1 ~
— ACB+ ABC — 5A(JB — 5ABC
ou seja,
BID = %A@B + %A@C

Portanto, o triangulo BID é isésceles e DB = DI.
Nao é dificil verificar que os tridngulos D'BD e C'EI sao semelhantes,
pois - R R R
DD'B = DCB = ICEeD'BD = CEI = 90°.
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Podemos usar este resultado para obter a seguinte razao:

DD IC

DB IE

Y

da qual podemos deduzir:
DD' x IE = IC x DB.
Mas, L L L
DD'=2R, IE=r e DB=DI,

portanto o
2Rr =1C x ID. (2.18)

Consideremos agora o triangulo D'DC, onde OD = OD’ = OC = R e,
portanto,

OCD =0DC = a.
Aplicando a lei dos cossenos (veja o teorema 3), aos tridngulos OCT e
ODI, obtemos
4 =R?+CI —2RCT cosa
d?> = R? +ﬁ2 — 2RDI cos o

isto é ., .,

>~ R*—CI'  d*-R*-DI

—2RCI ~ —2RDI '
ou seja,
(d®> — R*) DI - CI'DI = (d* — R*) CI — DI CT,
(&> - R*) (DI - CI) - DI CI (CI—DI) =0,

(&> = R*+ DI CI) (DI - CI) =0.

Logo
DI CI = R* — d* (2.19)
ou
DI=CI

No caso particular em que DI = C1, o triangulo ODI é rectangulo e, por-
tanto, aplicando o teorema de Pitdgoras, obtemos

DI' = R — &

de onde podemos afirmar que neste caso também tem lugar a igualdade
(2.19).
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Deste modo, podemos escrever (2.18) como
2Rr = R* — d°.
De onde se obtém
d>=R*—2Rr=R(R—2r).

Demonstracoes alternativas & aqui apresentada poderao ser consultadas
em [8], [25] ou [26].

2.3 Outros Resultados

Definicao 5 O tridngulo PQR, cujos vértices sao os pés das alturas do
triangulo ABC, é chamado triéngulo ortico do triangulo ABC.

Teorema 17 O ortocentro de um tridngulo acutdngulo é o incentro do seu
triangulo ortico.

Demonstracgao: Sejam P, () e R os pés das alturas do trangulo ABC,
como vemos na figura abaixo

C

A P B
Podemos facilmente estabelecer que
BQ =ccosff e PB=uacosp,

onde (3 é o angulo com vértice em B.
Logo

&K

IS

=2, (2.20)
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De modo andlogo, obtemos

AP b

=
Sl

= (2.21)

Q

Q
Tendo em conta as igualdades (2.20) e (2.21), o critério de semelhanga de
tridAngulos LAL implica que

AABC ~ APQB ~ APAR ~ ACQR

e, portanto, as alturas do triAngulo ABC sao as bissectrizes dos angulos
internos do tridngulo értico PQR. [ |

Definicao 6 O tridngulo que se obtém unindo os pontos médios de cada lado
¢ conhecido como tridngulo medial.

Como j4 foi referido na demonstracao do teorema 12, o tridngulo medial
satisfaz a seguinte propriedade:

Proposicao 11 O tridngulo STU (figura 2.6) é semelhante ao tridngulo

ABC, com razio de semelhanca r = %

Figura™2.6:

Proposicao 12 Os triangulos ABC' e STU partilham o mesmo baricentro.

Demonstracao: Da proposi¢ao 11, podemos concluir que a recta US' é
paralela & recta C'B e que a recta ST é paralela a recta AC, logo [CUST] é
um paralelogramo, portanto [C'S] e [UT] bissectam-se. Por conseguinte, as
medianas do tridngulo ST'U estao sobre as medianas do tridngulo ABC', o
que mostra que ambos os tridngulos tém o mesmo baricentro, G. [ |

Por outro lado, as alturas do triangulo STU sao as mediatrizes dos lados
do triangulo ABC'. Podemos portanto concluir que:
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Proposicao 13 O circuncentro do tridngulo ABC' coincide com o ortocentro
do triangulo medial.

Vamos, de seguida, estudar algumas propriedades duma circunferéncia
notdvel, conhecida desde o inicio do século XIX. Alguns atribuem a sua
descoberta a Euler que ja conhecia algumas das suas propriedades. Mas,
na realidade, ela surge pela primeira vez, na literatura, num artigo escrito
por dois geémetras franceses Poncelet e Brianchon por volta de 1820. Foi
porém, Karl W. Feuerbach (1800 - 1834) que em 1822 publicou num livro
vérias propriedades desta circunferéncia, daf ela ser chamada circunferéncia
de Euler-Feuerbach ou circunferéncia dos nove pontos.

Definicao 7 A circunferéncia dos nove pontos é a circunferéncia defini-
da pelos pontos médios dos lados do tridngulo.

Teorema 18 Em qualquer triangulo ABC, os pés das alturas (P, Q) e R) e os
pontos médios dos segmentos que unem os vértices do tridngulo ao ortocentro
(X, Y e Z) estao sobre a circunferéncia dos nove pontos.

Figura™2.7:

Demonstragao: Comecemos por considerar os pontos S, X, Y e U e
verifiquemos que estes pontos definem um rectangulo.
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A P S B

De facto, em relagao aos segmentos de recta [US] e [ XY]| podemos garantir
o seu paralelismo e que US = XY, j4 que unem os pontos médios dos lados
de dois triAngulos com a mesma base [BC] (referimo-nos aos tridngulos ABC
e HBC). De igual modo, também os segmentos de recta [UY] e [SX] sao
paralelos e tém a mesma medida, ja que sao definidos pelos pontos médios
dos lados de dois triangulo de base [HA] (os triangulos AHB e AHC).

Para além disso, [US] e [XY] s@o paralelos a [BC], enquanto [UY] e [SX]
sao paralelos a [AH], o que, conjugado com o facto de ser [AH| perpendicular
a [BC] (por estar contido na altura do tridngulo ABC' em relacao ao vértice
A), permite concluir que o poligono [SXY U] é um rectangulo.

Consequentemente, a circunferénca de diametro [UX] é-lhe circunscrita.

Considerando agora os pontos Z, X, T e U, por um raciocinio idéntico
ao anterior, verificamos que [ZXTU] é um rectangulo, também ele inscrito
na circunferéncia de diametro [UX].

Por outro lado, o angulo X RU & recto, pelo que também o ponto R
pertence a circunferéncia de diametro [UX], o mesmo acontecendo com os
pontos S e T', como se comprova facilmente por raciocinio anédlogo.

Fica assim provado que todos os nove pontos S, T, R, X, Y, Z, P, QQ e R
est@o sobre uma circunferéncia, a circunferéncia de diametro [UX].

Demostracoes alternativas & apresentada poderao ser consultadas nos
livros [6] [8] e [16]. |

Durante o século XIX foram descobertos diversos resultados sobre esta
circunferéncia, alguns dos quais se apresentam a seguir:

Proposicao 14 O raio da circunferéncia dos nove pontos tem um compri-

mento igual a metade do comprimento do raio da circunferéncia circunscrita
ao triangulo.
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Demonstragao: De (2.5), obtemos que o raio da circunferéncia circun-
scrita é dado pela férmula

R abe

 4AAaBo)

Por outro lado, é evidente que, o raio da circunferéncia dos nove pontos é
igual ao raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo medial.

Mas, da proposicao 11, concluimos que os lados do tridngulo medial tém
metade do comprimento dos lados do tridngulo ABC'. Assim, o raio da cir-
cunferéncia circunscrita ao triangulo medial é dado por

abe

RAmedial - .
32AAmedial

Mas da proposicao 11, obtemos também que a drea do tridngulo medial é ;11
da drea do triangulo ABC. Portanto

abe
R medial — T 5 -
Amedial 8A[aBC]

Definicao 8 A circunferéncia que é tangente externamente ao lado BC do
tridngulo ABC' e as rectas AB e AC' é denominada circunferéncia exin-
serita relativa ao vértice A . O seu centro é chamado exincentro (ou excen-
tro) relativo ao vértice A do tridngulo ABC'. As outras duas circunferéncias
exinscritas e os dois outros exincentros sao definidos de forma andloga.

Teorema 19 (teorema de Feuerbach). A circunferéncia dos nove pontos
é tangente a circunferéncia inscrita e as trés circunferéncias exinscritas do
triangulo.

A demonstragao deste teorema pode ser consultada, por exemplo, no livro

[5]-
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Capitulo 3

Recta de Euler

3.1 Recta de Euler

Teorema 20 Em qualquer triangulo nao equildtero, o ortocentro H, o bari-
centro G e o circuncentro O, sao pontos colineares e verificam a rela¢ao
métrica

HG =2GO.

Demonstragao: Relativamente ao tridngulo ABC, consideremos os pon-
tos T' e @, respectivamente o ponto médio do segmento de recta [BC| e o
pé da perpendicular tracada de A para a recta BC', o ponto U, ponto mé-
dio de [AC], e a recta que contém o circuncentro O e o baricentro G' do
tridngulo.

Ractads Eular

A B

Seja H o ponto de interseccao da recta OG com a recta AQ). Do facto
dos triangulos GOT e GHA serem semelhantes e dado que AG = 2TG,
(veja o teorema 12) o tridngulo GH A é transformado no triangulo GOT pela
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homotetia de centro em GG e razao r = —2. Por esta homotetia, o ponto H é o
transformado de O, o que garante que HG = 2GO e que O, G e H sdo pontos
colineares. Pretendemos agora mostrar que H é precisamente o ortocentro
do triangulo ABC.

O ponto H é, obviamente, um ponto pertencente & altura, relativa a A,
do triangulo ABC. Se se provar que H pertence também a outra das alturas
do tridngulo, fica provado o pretendido.

Considerando agora os tridngulos UOG e BGH, atendendo a que sao
semelhantes (um &ngulo geometricamente igual e as medidas dos lados que
o formam proporcionais) conclui-se que as rectas UO e H B sao paralelas e,
consequentemente, que o ponto H pertence a altura, relativa ao ponto B,
do tridngulo ABC' o que, conjugado com o facto de as rectas que contém as
trés alturas de um tridngulo serem concorrentes (veja o teorema 15), permite
garantir que H é o ortocentro do tridngulo ABC' e deste modo concluir a
demonstracao. [ |

Outras demonstragoes deste teorema podem ser consultadas em [8] e [25].

Definicao 9 A recta determinada pelo ortocentro, baricentro e circuncentro
chama-se recta de Euler'.

Proposicao 15 O centro da circunferéncia dos nove pontos N estd sobre a
recta de Fuler, a meia distdncia entre o ortocentro e o circuncentro:

HN = NO.

Demonstracao: Como foi referido na demonstragao do teorema 18, o
segmento [UX]| é um didmetro da circunferéncia dos nove pontos. Do mes-
mo modo, é possivel concluir que [Y'S]| e [ZT] também sao diametros da
circunferéncia dos nove pontos.

Leonhard Euler nasceu a 15 de Abril de 1707 em Brasileia, Suica, foi um dos mais
produtivos matematicos e o seu nome aparece ligado as mais diversas dreas da Matemdtica.
Apés a conclusao dos seus estudos na Universidade de Brasileia foi convidado, em 1727,
para a Academia de Ciéncias de St. Petersburg, na Riissia. Em 1741, ja Euler possuia
uma reputacao elevada tendo vencido o Grande Prémio da Academia de Paris em 1738 e
1740 (ainda que em ambas as situagoes o tenha partilhado com outros matemadticos), parte
para Berlim para se tornar o titular da cadeira de Matemadticas na Academia Prussiana.
Regressa a St. Petersburg em 1766 onde permaneceria até a sua morte em 18 de Setembro
de 1783. Foram variadissimas as obras de Euler sendo de referir que, cerca de 50 anos
apods a sua morte, ainda a Academia de St. Petersburg fazia publicar obras suas que ainda
nao o haviam sido.
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A B

Logo X, Y e Z sao diametralmente opostos, respectivamente, a U, S e T
e, portanto, os dois tridngulos XY Z e UST sao simétricos relativamente ao
centro da circunferéncia dos nove pontos N. Portanto, os seus ortocentros
também sao simétricos. Mas, visto que H é o ortocentro do tridngulo XY 7
e O é o ortocentro do triangulo STU (veja a proposi¢ao 13), temos que N é
o ponto médio de [HO)]. |

Da definicao da circunferéncia dos nove pontos, é evidente que tem lugar
a seguinte proposicao:

Proposicao 16 O circuncentro do tridngulo medial coincide com o centro
da circunferéncia dos nove pontos.

3.2 Classificacao das curvas de segunda or-
dem

Os resultados incluidos nesta sec¢do podem ser consultados no livro [11] e,
embora nao estejam directamente relacionados com a geometria do tridngulo,
sao imprescindiveis para uma melhor compreensao da secgao 3.3. Outras
abordagens para a classificagao das curvas de segunda ordem poderao ser
consultadas, por exemplo, nos livros [17] e [20].

Uma curva de segunda ordem ¢ o lugar geométrico dos pontos do plano,
cujas coordenadas cartesianas satisfazem uma equagao polinomial de segunda
ordem, da forma

a11x2 + 2&121‘y + a22y2 + 2(1131‘ + 2(123y + a3z — O, (31)
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3.2.1 Transformacao dos coeficientes da equacao da
curva de segunda ordem quando se muda de ref-
erencial cartesiano

A curva L, determinada pela equagao (3.1), ndo muda como objecto ge-
ométrico ao mudar o referencial cartesiano.

Como se sabe, a mudanca do referencial cartesiano pode-se realizar em
duas partes: em primeiro lugar, podemos deslocar a origem do referencial
até a origem do novo referencial cartesiano e, em segundo lugar, é necessério
realizar uma rotagao dos eixos do referencial. Estas duas transformagoes
serao estudadas em separado e, evidentemente, assumiremos que em (3.1)
pelo menos um dos coeficientes a1, a;a ou asy é diferente de zero.

Os termos a112? + 2a122Yy + a»y? sao denominados como os termos de
segunda ordem e as parcelas 2a13x + 2as3y + azz sao referidas como a parte
linear da equagao (3.1).

Transformagao dos coeficientes quando se muda a origem do refer-
encial

Obviamente, as coordenadas no referencial cartesiano xOy e no novo refer-
encial 'O’y estao relacionadas pelas igualdades

r=a + Lo, Y= y/ + Yo, (32)

onde (g, yo) sdo as coordenadas da origem O, no refencial zOy.
Substituindo (3.2) em (3.1) obtemos a equagao da curva L no referencial
x/O/y/

a1 + 20122y + agey’? + 2a57" + 2ab3y + ahy = 0, (3.3)
onde
ajy = anTo+ ayo + @, (3.4)
Gp3 = @120 + A22Yo + a3,
ahy = anxy+ 2a15Toyo + ayy + 2a13T0 + 2a3Y0 + ass.

Podemos entao tirar as seguintes conclusoes: quando se muda a origem
do referencial cartesiano, os coeficientes dos termos de segunda ordem nao
mudam e os coeficientes da parte linear sdo dados pelas igualdades (3.4).

Observagao 1 Utilizando as primeiras duas equagoes de (3.4) podemos afir-
mar que
azs = (ai3 + a13) To + (ag5 + as3) Yo + ass. (3.5)
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Transformacao dos coeficientes quando se efectua uma rotagao dos
eixos coordenados

De seguida, assumiremos que o referencial 'Oy’ se obtém a partir do ref-
erencial Oy quando se faz uma rotacao dos eixos coordenados de angulo

©.
Como se sabe, estes dois referenciais estao relacionados pelas igualdades

x = x'cosp— 1y singp, (3.6)
y = z'sinp+y cosp.

Substituido (3.6) em (3.1) podemos afirmar que a curva L, no referencial
'Oy, é dada pela equagao

a2 + 20,0y + aboy® + 2057 + 2al5y + aby = 0, (3.7)
onde

/ . 1 1
a1 = Q12811 290 + 5 (all — &22) COS Q(P + 5 (&11 + &22) s (38)

/ 1 .
@, = —3 (a11 — age) sin 2¢ + a9 cos 2¢,

) 1 1

Uy = —a128in2p — 3 (@11 — age) cos2¢ + 3 (a11 + as),
a3 = a13C08 @ + asssin g,
Q3 = Q3COSQ — a13Sin ,
ag3 = Qass.

Observagao 2 Sejam P, () e R, respectivamente as constantes, tais que

1 2
P = \/a%g + {5 (a11 — CL22)} .

1
Q = B (@11 + ag),

R = \/ai;+ a3

Seja ainda , a o dngulo tal que

12
cosa = ?,
. ai;p — a2
sina = ————, se P#0
2P

ea=0,se P=0.
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E seja (8 o angulo tal que

a
cosf = ﬁ,

sinfg = a_;;’ se R#0

e3=0,se R=0.
Entao, as igualdades de (3.8) podem ser escritas na forma:

aj; = Psin(2p+a)+Q, (3.9)
als, = Pcos(2¢0+ a),
ay = —Psin(2p+a)+Q,

ayy = Rsin(p+3),
ay = Rcos(p+f),

!/
Q33 = A33.

Repare-se que P, @), R, a e 8 nao dependem de ¢.

3.2.2 Invariantes das curvas de segunda ordem

Teorema 21 As constantes

a1l G122 13
A= 12 Q22 A23 |, (310)

@13 Q23 a3z

11 a2

sao invariantes quando se muda o referencial cartesiano.

Demonstragao: Obviamente ¢ suficiente provar, por separado, que I, D
e A sao invariantes com relacao a mudanca de origem do referencial e que
sao invariantes com relagao a rotacao dos eixos coordenados.

De acordo com a observacao 1, quando se muda a origem do referencial
cartesiano, os coeficientes dos termos de segunda ordem nao se alteram e
portanto nao mudam I e D. No novo referencial, A tem a forma

/
a1; G122 Qi3

/

A= a2 A2z Qog

! ! !
Q13 Qg3 dgz3

Utilizando (3.4) e (3.5) ¢ possivel concluir que A ¢é invariante quando se muda
a origem do referencial.
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Consideremos agora o caso em que o novo referencial se obtém a partir
do anterior quando se faz uma rotagao dos eixos coordenados de dngulo .
De acordo com (3.9),

! / /
I' = ay; +axn =2Q = a1 + as,

r_ ot 72 _ N2 2 2
D" = a6y —ayy = Q7 — P° = ayaxn — aj,.

Logo I e D sao invariantes.
Seja

! / !

a1 Gy Qi3

_ / / /
A= ay ay ay |,
! ! !
Q13 Qo3 Qgzg

de acordo com a regra de Laplace,

/ / / / / /
A= Qg Qoo | ;| G113 Qyg 1| G113 Q19
- a13 / ! 23 / ! =+ CL33 ! /
13 Qa3 Q13 Qo3 Q1o Qoo
e, tendo em conta que a4, = agz (veja 3.8) e que
/ /
i Gz | _ | G Q12 | _ p
/ / - - Y
Qg Qoo iz Q22
temos que
/ !/ / !/
~ a, a ai, a
_ 12 Q2 / 11 12
A= a3 / / — Qa3 / / + assD. (3'11)
13 Qa3 13 Qa3

A partir de (3.9) podemos concluir que

! !
1| Qg G

! !
Q13 Qog

Pcos (20 +a) —Psin(2¢ +a) +Q ' _

:Rsin(go-i-ﬁ)‘ Rsin (¢4 ) Rcos(¢+ f)

= R?sin (¢ + f) {Pcos(p +a — ) — Qsin(p + )} .

E, de modo anélogo,

/ !/
ahy | T U1 = R2sin(p+ B){Psin (o + o — B) + Qos (9 + B)} -
13 23
(3.13)
Logo B
A= PR*sin (28 — a) — QR® + assD. (3.14)
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Como foi afirmado na observacao 2, as constantes P, () e R e os dngulos
a e 3 nao dependem de . L

Entao A nao depende de ¢ e portanto A = A,y = —QR* + az3sD = A.

Com isto concluimos a demostracao do teorema. [ |

As caracteristicas geométricas das curvas de segunda ordem podem ser
determinadas a partir dos invariantes I, D e A.

Em funcao do sinal de D, as curvas de segunda ordem dividem-se nas
seguintes classes:

- tipo eliptico, se D > 0

- tipo hiperbdlico, se D < 0

- tipo parabdlico, se D = 0.

Obviamente, o tipo de curva de segunda ordem nao se altera quando
se muda o referencial cartesiano. Mais adiante serd feita uma classificagao
exaustiva deste tipo de equagoes algébricas.

3.2.3 Centro das curvas de segunda ordem

Sejam 1z, yo as coordenadas de O’, a origem do referencial 'Oy, tais que

{ a11xo + a12yo + a1z = 0, (3.15)

(1270 + ayo + azz = 0.

Se o sistema anterior tem solucgao, esta serd referida como as coordenadas
do centro da curva de segunda ordem.

E necessario clarificar qual o sentido da denominacéo ”centro”. Se o
sistema (3.15) tem solugdo, entdo no novo referencial z'O’y’ determinado
pelas igualdades (3.2) a curva de segunda ordem tem a forma

CLHJI,Q + 2a12:v'y' + CLQQyIQ + CLg3 = 0. (316)

Seja M (2',y") um ponto que satisfaz esta equagao, entao o seu simétrico,
com relacao a O' é M* (—2',—y') que obviamente também satisfaz (3.16).
Ou seja, quando a curva L tem centro O’ a mesma é simétrica com relacao
a este ponto.

Observagao 3 Se a curva L de seqgunda ordem tem centro entdo, a partir
de (3.16), podemos concluir que

ajip aip 0
A=lap ap 0 )
0 0 alfs
e portanto,
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Evidentemente, a existéncia do centro de uma curva de segunda ordem
depende da solubilidade do sistema (3.15). Se este sistema é possivel deter-
minado dizemos que a curva de segunda ordem é central.

Tendo em conta que o determinante do sistema (3.15) coincide com D
podemos afirmar que apenas as linhas de segunda ordem do tipo eliptico e
hiperbdlico sao centrais.

Observacao 4 Nas condigoes da observacao anterior podemos afirmar que

A
anx’? + 2a122'y" + axny? + D= 0. (3.18)

3.2.4 Simplificagcao das curvas de segunda ordem com
recurso a rotacao dos eixos coordenados

De seguida, serd mostrado que a equacao (3.1) da curva de segunda ordem

pode ser simplificada com recurso a uma rotacao dos eixos de maneira que

a}y = 0, isto é, de maneira que a equagao de L, no novo referencial cartesiano

nao contenha a parcela 2a},2'y’.
Seja ¢ o angulo da rotagao dos eixos, entao de acordo com (3.8)

1
-3 (@11 — age) sin 2¢ + aj9 cos 2¢ = 0, (3.19)

onde estamos a considerar que a;s # 0, logo

cot 2¢ = %. (3.20)

Ou seja, no referencial cartesiano 2’Oy’ determinado pelas igualdades (3.6)
L tem a forma

a2 + aboy + 257" + 2aly" + ass = 0. (3.21)

3.2.5 Classificagao das curvas centrais (D # 0)

Se a curva (3.1) é central entdo a sua simplificagdo pode ser feita em dois
passos: primeiro deslocando a origem do referencial até ao centro, a equagao
da curva L pode ser levada a forma (3.18) e, em segundo lugar, é feita uma
rotagao dos eixos de maneira que aj, = 0.

Se em (3.18):

1. a12 = 0, podemos deixar o referencial 'O’y inalterado (rotagao dos
eixos com ¢ = 0);
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2. ajp # 0, podemos determinar o angulo ¢ a partir de (3.20) e fazer uma
rotacao dos eixos coordenados de acordo com (3.6).

Em qualquer um dos casos anteriores, a equacao de L no referencial

2"0'y" tem a forma
" " A
alix 4 ahyy 4 D= 0. (3.22)

De seguida, serao consideradas, em separado, as curvas de segunda ordem
do tipo eliptico e do tipo hiperbdlico.

Curvas do tipo eliptico (D > 0)

Tendo em conta que

2
D = aq1a99 — ajy > 0

entao ajijass > 0, logo a1 e azy tém o mesmo sinal que coincide com o sinal
de I = aj1 + age. Sem perda de generalidade, podemos considerar que este
sinal é positivo.

Teorema 22 Seja (3.1) a equagio da curva L, de tipo eliptico, normada de
maneira que I > 0. Entao,

i) se A <0, L é uma elipse;

ii) se A =0, a equacao (3.1) é satisfeita pelas coordenadas de um unico
ponto. Neste caso, dizemos que L é uma elipse degenerada;

iii) se A > 0, nao existe nenhum ponto cujas coordenadas satisfacam
(3.1). Neste caso, dizemos que L é uma elipse imagindria.

Demonstragao: A equagao (3.22) da linha L pode ser escrita da seguinte
maneira:

se A<O0: vy vy
z Yy
3+ 5 =1,
[—A [ —A
( Da’; > ( Dal, )
se A=0: o "o
Z )
7+ 5 =0,
1 S
Vi V%,
se A>0: o vy
T )
7 T 2 —
[_A_ [_A_
( Dal, ) ( Dal, )
Onde as afirmagoes do enunciado do teorema sao agora evidentes. [ |

A equagao (3.1) pode ser normada ao dividir esta equagao por sgn([),
logo é possivel formular o seguinte coroldrio:
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Coroldrio 1 Seja (3.1) a equagio da curva L, de tipo eliptico, entdo
i) se é <0, L é uma elipse;
i1) se A= 0, L é um ponto real;
ii1) se ? > 0, L é uma elipse imagindria.

Curvas do tipo hiperbdlico (D < 0)

Teorema 23 A equacao (3.1) da curva L, de tipo hiperbdlico, é uma hipér-
bole se A # 0 e um par de rectas concorrentes se A = 0.

Demonstragao: Tendo em conta que
nn
D = aj,a49, <0,

podemos concluir que af; e al, tém sinais contrarios. Sem perda de general-
idade vamos considerar que af; > 0 e al, < 0, entdo (3.22) pode ser escrita
da seguinte maneira:

se A<0: vy vy
x Yy
5 — 5 = —1, (3.23)
( L) A
Vo) Ve
se A=0: o vy
z Yy
5 — 5 =0, (3.24)
1 1
) ()
se A>0: , ,
"2 y"?

— - S =1. (3.25)
A ()

Evidentemente (3.23) e (3.25) sdo as equagoOes candnicas de duas hipér-
boles.
Relativamente & equagao (3.24) a mesma pode ser escrita como

" i " i
x Y z Y
+

1 1 1 1
vV aty \/ —ag, vV afy \/ —ag,

De onde é possivel observar que a mesma é satisfeita pelos pontos de duas
rectas que se intersectam em z” = " = 0. [ |

=0.
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3.2.6 Classificagao das curvas nao centrais (D = 0)

Repare-se em primeiro lugar que para as curvas de segunda ordem do tipo
parabdlico o invariante I # 0.
De facto, se
I = a1 +ax =0,

entao
2 = 2 2 9 —0
= ayy + ayy + 2anaz = U,
ou seja,
2 2
a1 Gy
11022 = ——( — —5 -
2 2

Tendo em conta que
2
D = 11092 — CL12,

podemos concluir que

2 2

Ay a3 o
o = Qi
2 2 ’

isto €, a;1 = ass = a2 = 0, 0 que é uma contradi¢ao com a nossa hipétese de
que pelo menos um dos coeficientes a1, aze ou ajz € diferente de zero. Logo
I #0.

De seguida, podemos simplificar a equagao (3.1), da curva de segunda
ordem com recurso a uma rotacao dos eixos coordenados:

1. se ajo = 0, o referencial Oy mantém-se inalterado;

2. se a;a # 0, fazemos uma rotacao dos eixos coordenados com angulo
¢, determinado a partir da férmula (3.20). Desta maneira, no novo
referencial 'Oy’, os coeficientes da curva de segunda ordem sao dados
por (3.8).

Em qualquer um dos casos acima referidos, a curva de segunda ordem
passa a ter a forma (3.21).

Tendo em conta que I = aj; + aby, D = a)ya4y, I # 0 e D = 0 podemos
concluir que um dos coeficientes a}; ou al, é igual a zero, sendo o outro
obrigatériamente diferente de zero.

Sem perda de generalidade, vamos considerar que a}; = 0 e ab, # 0,
entdao I = aj,, ou seja, no referencial 'Oy’ a curva de segunda ordem tem a
equacao

Ty 4 2a),2" + 2dly,y + azs = 0. (3.26)
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Por 1iltimo, a equagao (3.26) pode ser simplificada com recurso a uma
translagao do referencial cartesiano 2’Oy’. Repare-se que (3.26) pode ser
escrita na forma

2

N
1 (y’ + a_;g> + 2ay32" + ags — a_;g =0. (3.27)

Fazendo

e introduzindo as notacoes
a/2
"o "o 23
Uiz = iz, Q33 = a33 =~ (3.28)
podemos afirmar que a curva L no referencial ”0O"y” tem equacao

I+ 2+ dy =0 (320

Teorema 24 A equagao (3.1) da curva L de tipo parabdlico é:

1) uma pardbola, se A # 0;

2) um par de rectas paralelas (podem ser coincidentes) ou um par de
rectas paralelas imagindrias, se A = 0.

Demonstragao: A partir de (3.29) temos que

0 0 afs
A=|0 T 0 |=-Idj (3.30)
afs 0 asg

Tendo em conta que I # 0, podemos afirmar que A = 0 se e s6 se afy = 0.
Portanto:

1) se A#0,
"
[y//2 + 2&’1/3 <l‘” + %) — ()7 (331)
13
2)se A =0,
Iy//Q + ag3 =0. (332)

A igualdade (3.31) é a equacao de uma parébola que pode ser reduzida a
sua forma canénica fazendo

X o aé’3
=x + 2%,
Y = y//
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Desta maneira, (3.31) transforma-se em Y? = 2pX ou Y? = —2pX.
Por tltimo, a equacgao (3.32) pode ser escrita na forma

p:

"2 a“g?) 333
Y A (3.33)

Entao,

i) se _%3, > 0, (3.33) define um par de rectas paralelas;

ii) se =2 =0, (3.33) ¢ a equacio do eixo coordenado Oz”;

iii) se —% < 0, a equagao (3.33) ndo é satisfeita pelas coordenadas
de nenhum ponto. Neste caso, dizemos que (3.33) define um par de rectas
paralelas imaginérias. [ |

Corolario 2 Seja

Ag2 A23
a23 a3s3

A — + air a3 (3.34)

a13 ass

entao, nas condigoes do teorema anterior, quando A =0 a equagdo (3.1) da
curva L, define:

1. um par de rectas paralelas, se A" <0,
2. a equacao do eixo coordenado Ox", se A" =0,

3. um par de rectas paralelas imaginarias, se A’ > 0.

Demonstragao: De (3.28) e (3.30) temos que

(a’23)2 = (as3 — aé:a) I

(0/13)2 =0.

Tendo em conta (3.8), estas igualdades podem ser escritas da seguinte maneira

2 2 - 2 2 /
a53 COS™ p — A93G13 COS P Sin @ + afy sin” ¢ = (asg — ags) [
T5.cos” p + 2 in ¢ + a3; sin® p = 0
afs cos’ o + 2a13 cos psin ¢ + asq sin® p = 0.
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Somando as expressoes, obtemos

2 2 /
a5z + ayz = (ass — as) 1,

isto é,
/
A
U338 = 7
!
Logo # e A’ tém o mesmo sinal. |

Toda a classificacao das curvas de segunda ordem apresentada anterior-
mente poderd ser consultada, de forma resumida, na tabela seguinte.

Classificagao das curvas de segunda ordem

Curvas Curvas
ndo degeneradas degeneradas
A=0 A=0
Elipse
i 0 (circunferéncia se
I IF=4D on
a,, =a.-. a-=0)
D=0 5
Curvas centrais 7 =0 Elipse imaginaria
D=0 A
7 =0 Um ponto real
o Par de rectas
D=0 Hiperbole
concorrentes
, Par de rectas
A'=0 . o
inaginarias
] , . Par de rectas
Curvas nio centrais A= Parabola el
aralelas
D=0 P
A'=0 Uma recta

onde I, D, A e A’ sao dados pelas igualdades (3.10) e (3.34).
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3.3 C(Cobnicas relacionadas com a recta de Euler

Esta secc@o contém os resultados publicados no artigo [22].
Sem perda de generalidade, consideremos o triangulo ABC' com dois dos
seus vértices nos pontos A e B, respectivamente, com coordenadas

A=(-1,0) e B =(1,0) (3.35)
e cujo terceiro vértice C, tem coordenadas cartesianas
C = (z,y), comy#0. (3.36)

Nesta seccao, comecamos por estudar a localizacao do vértice C, de modo
que a recta de Euler do tridngulo ABC' tenha declive m.

Como se sabe, a posicao do baricentro GG e do ortocentro H de um trian-
gulo pode ser determinada a partir das coordenadas dos seus vértices (veja
as proposigoes 2 e 7). Em particular, no triangulo ABC, os centros G e H
tém, respectivamente, as seguintes coordenadas:

G = (%%) H= (x#) . (3.37)

— 20 —3x2 —y? +3
GH = — 3.38
( 3 3y ) (338)

é paralelo a recta de Euler. Quando a recta de Euler nado é vertical (z # 0),
o seu declive é dado por

Logo, o vector

—32% —y* + 3
= 3.39
m oy (3.39)

entdo, as coordenadas do vértice (3.36) deverao satisfazer a equacao
322 +y* + 2may — 3 = 0. (3.40)

Esta equagdo serd por nés referida como equacéo das coénicas de Euler. E
necessario assinalar que os pares (£1,0) sdo sempre solugao desta equacao e
correspondem aos casos particulares em que o vértice C' coincide, respecti-
vamente com A ou B, e consequentemente, nao é possivel definir o tridngulo
ABC. Os pares (O, j:\/g) sao também solugoes da equagao (3.40) e correspon-
dem ao caso trivial em que o tridngulo é equildtero. Nesta iltima situacao,
o baricentro, o ortocentro e o circuncentro coincidem e, portanto a Recta de
Euler nao é tnica.
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Obviamente, a cénica obtida da equac@o (3.40) ¢ uma curva do segunda
ordem que, como se sabe, pode ser classificada a partir dos seus invariantes.
No caso particular da equacao (3.40) temos que

a11:3 CL13:0 CL23:0
12 = M (122:1 CL33:—3.

(3.41)

Logo, os seus invariantes sao
I=4, D=3-m* A=3(m"-3).

Como estes dependem da constante m podemos ter trés diferentes tipos de
conicas de Euler:

- elipse, quando D >0 e ? <0,

- hipérbole, quando D < 0,

- ou um par de rectas paralelas, quando D =0e A =0 pois A’ = —12.

Todas as propriedades das conicas de Euler estao resumidas nas seguintes
proposigoes:

Proposicao 17 Se m # ++/3, o centro das cénicas é o ponto médio do lado
AB, isto.é, a origem das coordenadas.

Demonstracgao: Como foi assinalado na secgao anterior, as coordenadas
cartesianas do centro de uma curva de segunda ordem central (D # 0),
satisfaz o sistema (3.15), logo

1
D
entao, em particular, para a cénica determinada pela equagao das conicas

de Euler, quando m # ++/3, as coordenadas do centro sdo ambas iguais a
Zero. |

To = iz a3 Yo = —— aip ais : (3.42)

A22 Q23 a1 Q23

Proposicao 18 Nas condi¢des da ultima proposicao, a equagao (3.40) ad-
mite a representacao canonica

% + % =1, se |m| <3, (3.43)
ou 2y
2t 1, se |m|> V3, (3.44)
onde
2 3 2 3




1sem>0
sgn (m) = 0sem=0
—1sem <0

Demonstragao: Para reduzir a equagao (3.40) a forma candnica, neces-
sitamos de um novo sistema de coordenadas 'Oy’ que estd relacionado com
o sistema de coordenadas xOy pelas férmulas

x=x0+ 2 cosp—1y'sing, y=yo+ a2 siny+1y cosp. (3.45)

onde xg e 1y, de acordo com a proposicao anterior, sao ambos nulos.
Logo
x=12cosp—1y'sinp, y=2asinp+y cosep.

e entao
z? = 2% cos® ¢ — 'y sin p cos p + y' sin® o, (3.46)
y* = x'*sin® p + 'y’ sin p cos ¢ + % cos? o, (3.47)
2may = 2m (2 sinpcos ¢ + 'y’ cos® p — 2y’ sin® p — Yy sinp cos ) .
(3.48)
Substituindo (3.46), (3.47) e (3.48) na equagao (3.40), obtemos
Az + By* + Cz'y =3, (3.49)
onde
A = 14 2cos® ¢+ 2msin g cos o, (3.50)
B = 1+ 2sin®¢ — 2msinpcos g,
C = —2sin(2p) +2mcos(2yp),

e o angulo ¢ ¢é determinado de maneira que

C =0,
ou seja
—2sin (2¢) + 2mcos (2¢p) = 0,
e portanto
in (2
_ @) 20,
cos (2¢p)

Seja 6 o angulo que a recta de Euler forma com o eixo Ox entao m = tan 6
e podemos considerar

0
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Da conhecida relacao trigonométrica

1
1+ tan® (2p) = ———
temos que
14+m? = 71
~ cos? (2¢)
Entao podemos concluir que
sgn (m)

cos (2p) =

V1+m2

com m # 0.
Para obter as igualdades (3.43) e (3.44), em primeiro lugar consideremos
o caso em que m > 0, entao

COS (2()0) = m,

logo
. 1
C082 (90) — Sln2 (QD) = \/ﬁ

Aplicando a férmula fundamental da trigonometria, temos

1
V1+m?

1 — 2sin® (p) =

ou seja,

/2 _
sin? () = ym +1-1
2vm?2 +1
Logo
vm?2+1-—1

: (3.52)
2vm? +1

sin (i) =
) vm2+1+1
cos () = | ——
2v/m2 +1

Substituindo em (3.50) obtemos

(3.53)

2++vm2+1
3 )
2—vVm2+1
3 )

A = (3.54)
B =
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Por tltimo, substituindo (3.54) em (3.49) obtemos

2+vVm?+1 2—-vm?+1
2 2 _
x + y - ]-a
3 3
ou seja
$/2 y/2

=1

3 3
(2+\/m2—+1 ) (W)
e, portanto, as igualdades (3.43) e (3.44) tém lugar quando m > 0.

Em segundo lugar, consideremos o caso em que m < 0. Nesta situacao
podemos afirmar que

1
cos (2¢p) = ———.
G e
Mas
cos (2) = cos® (i) — sin® (i)
logo

) 1
cos? () — sin? (p) = R gt

Mas, aplicando a férmula fundamental da trigonometria, temos que

1
V1+m?

1 —2sin® (¢) = —

ou seja,

. vm24+1+1
sin® () = —————,
2vm?2 + 1
portanto
vm?2+1+1

sin () =1/ 5 1

vm2+1-—1

cos() =1/ 5 m2 + 1

Substituindo em (3.50) obtemos

— Jm2
A = 2-vmi+1 (3.55)

3
24+ vm2+1
3

B —

58



e substituindo (3.55) em (3.49) obtemos

o e R R Ak

ou seja
2 2
z Y
=1.

3 3
=) (i)
Para provar as afirmacoes da proposicao, resta agora considerar o caso em
que m = 0. Evidentemente, de (3.40), vem que

Assim, podemos finalmente afirmar que, em todos os casos, a equagao (3.40)
pode ser escrita numa das formas (3.43) ou (3.44). |
Por outras palavras, para reduzir a equacao (3.40) a forma candnica
(m #+ j:\/g) é necessdrio fazer uma rotagao do sistema de coordenadas igual
a metade do dngulo formado entre a recta de Euler e o eixo Ox.
Seguidamente, descrevemos as propriedades das cénicas de Euler nos trés
casos possiveis: eliptico, hiperbdlico e o caso degenerado.

3.3.1 Caso Eliptico

Como mencionamos anteriormente, quando |m| < /3, a curva determinada
pela equagao das conicas de Euler é uma elipse, que pode ser reduzida a forma
canénica (3.43) no sistema de coordenadas 2’Oy’. Portanto, para qualquer
tridngulo inscrito nesta elipse, com dois dos vértices nos pontos (3.35), a
respectiva recta de Euler tem declive m (veja a figura 3.1).

Proposicao 19 Os cizos de simetria da elipse sao as rectas

m _\/m2+1—|—1
m

Yy=————2x € Y= x, quando m # 0

ou
y=0 e x=0, quando m = 0.

Demonstragao: No referencial cartesiano zOy, as equagoes dos eixos de
simetria sao
y=xtany, Yy = —xcoty,
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Figura™3.1:

onde ¢ é o angulo (3.19)
Para m > 0, tomando em conta (3.52) e (3.53) e simplificando, obtemos

m

tan =
7 m2+1+1

Entao os eixos de simetria sao as rectas

Para m < 0, temos
vm2+1+1

m

tanp = —
Logo os eixos de simetria sao as rectas
vm2+1+4+1 m
—— e Y=—F——=.
m Y V1i4+m?2+1

Evidentemente, quando m = 0, os eixos de simetria da elipse coincidem com
os eixos Ox e Oy. [ |
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Proposicao 20 As coordenadas cartesianas dos focos desta elipse sao o0s
pontos F; = (z,y),i = 1,2, em que

_i\/gx/\/m2+1—1 - m2+14+1
N V3-m?2 B

2 —, quando m > 0,
—m

ou

vVvm2+4+1-1 2+1+41
=43 \/ﬂ;—Lm? , y:i\/g ﬂ;_—l—m;, quando m < 0.

Demonstragao: Para m > 0
C = V Q2 - P27

onde C' é metade da distancia focal, ou seja

6vm? +1

3 — m?2

O —

Os focos da elipse estao no eixo coordenado Oy’. Entao as coordenadas carte-
sianas dos focos no referencial 'Oy’ sao

=0, y ==xC.

Susbstituindo em (3.45) temos

\/ smcp, Y= U cosgp,
53),

entao, tendo em conta 3 52 3

3 — m? 2v/m2 +1 -7 3—m2

6v/m? + 1 \/m2+1+1_i\/§ Vm2+1+1
3 —m2 Wm2+1 V3—m?

De manera similar, para m < 0, podemos afirmar que

6\/m2+1\/\/m2+1—1_ /3 m2+1—1

\/W V +1

—m2
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Os focos da elipse estdao no eixo coordenado Oz’ e portanto, as coordenadas
cartesianas dos focos no referencial 'Oy’ sao

¥ =xC, o =0.

De (3.45) temos

6 241 241-1 vm?2+1-—1
T =+ vm® + vm® + =43 L7

3m2 2vm?2 +1 3—m?2

6vVm2+1 [vVm2+1+1 m2+1+1
y="F ; = FV3
3m 2vm? +1 3—

3l\?

Proposicao 21 A excentricidade da elipse é

Demonstragao: Para m > 0, a excentricidade ¢ = % pode ser calculada
de acordo com a férmula

N =
e= = 1—@;

2vVm2 +1
24vVm?2+1

Param <0, ¢ = % e, de modo andlogo ao anterior, podemos concluir que

entao

E =



3.3.2 Caso Hiperbdlico

Quando |m| > v/3, a curva determinada pela equacio (3.40) é uma hipérbole
centrada na origem, como se pode ver na figura seguinte

Proposicao 22 Os eizos de simetria da hipérbole sao as rectas

m V1i4+m2+1
=T € = -2,
Y v1i+m?2+1 Y m

Demonstragao: A demonstracao é andloga & demonstracao da proposicao
19. [ |

Proposicao 23 As coordenadas cartesianas dos seus focos sao os pontos
F;=(z,y),i=1,2, em que
vvm?2+1+1 vvm?+1-—1
z=+V3 mr e Y= +/3 m ,
vVm? —3 vVm? —3

quando m > 0,

ou

JvmZ 141 vVvm2+1-1
PRy, M ALk e y=FVEIYYLL -
vm? —3 vm?—3
Demonstracao: Para m > 0,

C =P+ Q2
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Tomando em consideracio que |m| > /3 entdo

3
—24+vm2+1’

Y Q2:

ou seja

6v/m? +1

C -
m2 —3

Os focos da hipérbole estao no eixo coordenado Oz’. Portanto, as coordenadas
cartesianas dos focos da hipérbole, no referencial 'Oy’ sao

¥ =+C, ¢ =0.

substituindo em (3.45) temos

6vm?2+1 6\/m2+1

T =+ —5—F—cosq, ———sina,
m?* —3 -3

logo, tendo em conta (3.52) e (3.53),

1

6\/m2+1 Vm2+1+1 Vm? +1
2v/m? + 1 m2 —

6vm?+1 2+1-1
o \/m+ Vm? + 13
2-3 2vm?2 +1

Quando m < 0, pode-se concluir de maneira semelhante que

+

w

3[\')
iE
coll |

24141
PR A At
m2 —3
(§]
241 —
:i\/§ vm ri-1
m2 3

Proposicao 24 A excentricidade da hipérbole é



Demonstracao: Quando m > 0, a excentricidade ¢ = % é dada pela
férmula

ou seja

E =

VmZ+1-—2
C

Param < 0, e = c © de modo andlogo ao anterior, podemos concluir que

2vVm2 +1
vVm2+1-—2

E =

Proposigao 25 Se |m| > /3, as assimptotas da hipérbole (3.40) sio as

rectas
Yy = (—m:l: vVm? — 3) x.

Demonstragao: A hipérbole estd centrada na origem do referencial Oy
logo as suas assimptotas tém a forma
y=m'z,
onde m’ é o declive das assimptotas.
Logo, se (z,y) ¢ um ponto da hipérbole entao

. Yy
lim = =m'.
r—too

A equagao da hipérbole (3.40) é equivalente a

322 n y? N 2mazy _ 3

2 2 2 2

Passando ao limite em ambos os membros podemos concluir que m’ satisfaz
a equacao do segundo grau

3+ (m')* +2mm/d = 0,

cujas solugoes sao

d=—-m=++vm?2-3.

Entao as assimptotas sao as rectas de equagao

Yy = (—m:l:VﬂT—B)x.
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3.3.3 Caso degenerado

Quando |m| = v/3, as cénicas relacionadas com a recta de Euler degeneram
num par de rectas paralelas.

Lema 2 Seja o triangulo ABC' com os vértices A e B, respectivamente no
ponto (3.35). O declive da recta de Fuler do tridngulo ABC é

m:j:\/§

se e s6 se, um dos dngulos internos A ou B tem amplitude igual a 60° ou
120°.

Demonstragao: Seja m = /3, entdo (3.40) tem a forma
3x2+y2+2\/§xy—3:0,

ou seja
2
<\/§x + y) =3,

isto é

V3z 4y = +V3,

entao obtemos um par de rectas paralelas

y:—\/§x+\/§, e y:—\/§x—\/§.
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Da mesma forma, se m = —+/3, obtemos também o par de rectas parale-
las,

y=V3(x+1) e y=V3(z—1)

=t A

Ou seja, como estd ilustrado nas figuras acima, a amplitude dos dngulos
internos a ou 3 do tridngulo ABC' devem ser é 60° ou 120°.

Relativamente a afirmagao reciproca, a mesma serd provada de seguida,
sem perda de generalidade, para o caso em que o dngulo 3 tem a amplitude
de 120° ou 60°. De facto, considerando o tridngulo com vértices nos pontos
(3.35) e (3.36) e com o angulo em [ com amplitude 120°, a recta BC' tem

equagao
y=V3r—3

logo

C (:v, V3z — \/§>
e, a partir de (3.39), obtemos que
m= V3
Do mesmo modo se prova que, quando o angulo 3 é 60°
m = V3.
|

Coroldrio 3 Seja ABC um tridngulo. A amplitude do dngulo formado pelo
lado AB e pela correspondente recta de Euler é 60° se e s6 se um dos dngulos
internos a ou B tiverem amplitude igual a 60° ou 120°.
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3.4 Outros resultados

Nesta seccao estudamos o problema de encontrar as coordenadas do terceiro
vértice (3.36) dada a recta de Euler do triangulo ABC' com vértices A e B,
respectivamente, nos pontos (3.35).

Lema 3 (Caso vertical) A recta de Euler do triangulo ABC' é vertical se e
80 se

C=(0,y), ye R\{0}

Além disso, x = 0 é a equacdo da recta de Fuler.

Demonstracgao: A recta de Euler é vertical se e s6 se a primeira coorde-
nada do vector (3.38) for zero, isto &, se e s6 se x = 0. |
Do lema 3 imediatamente podemos concluir que:

Coroldrio 4 A recta de Euler do tridngulo ABC é ortogonal ao lado AB,
se e s6 se o triangulo ABC' é isdsceles e AC = BC.

De seguida, consideraremos o caso em que a recta de Euler nao é vertical.
Seja
y=mz+k,
a equacao reduzida da recta no sistema de coordenadas xQy.

Usando as coordenadas cartesianas (3.37), respectivamente, do baricentro
e do ortocentro do tridngulo ABC, podemos concluir que

4yt -1
— %

k

I

e portanto, as coordenadas (z,y) do vértice C' sao as solugoes do sistema
de equagoes formado pela equagao (3.40) e pela equagao da circunferéncia
circunscrita

2+ (y—k)? =k +1. (3.56)

Deve-se observar que este sistema de equagoes tem as solugoes triviais (£1,0).
O nosso préximo objectivo é estudar a condigao de existéncia de solugoes
nao triviais do referido sistema de equacoes e, se existirem, encontrar essas
solucoes. Do ponto de vista geométrico, precisamos encontrar a interseccao
nao trivial da cénica (3.40) e do circulo (3.56).
As respostas a estas questoes sao dadas pelos seguintes lemas:
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Lema 4 (Caso eliptico) Quando |m| < 3, o sistema de equagées dado pela
equagio (3.40) e pela equagao (3.56) tem solugdes nao triviais, se e sé se
k € [ki, ko], onde k;, i = 1,2 sao, respectivamente, a raiz positiva e a Taiz

negativa
Im?2+1
ki =+ —, 3.57

(m* =3) k> +m?+1=0. (3.58)

da equagao

Se k € [k, ko] e x é um dos zeros da equagao
(m*+1) 2® + 4mkz + 3k* — 1 =0, (3.59)

Entao o par (z,y), onde
y = mx + 3k, (3.60)

é uma soluc¢ao nao trivial do sistema dado pela equacao das conicas de Fuler
e pela equagao (8.56).

. . - m2+1
A figura sequinte ilustra o caso em que k = /=5,

Demonstracao: Da equagao (3.40) e da equagao (3.56) obtemos, apds
algumas simplificagoes, a equacao (3.60). Substituindo na equacao das céni-
cas de Euler obtemos a equagao quadratica (3.59). E bem conhecido que este
tipo de equacoes tem solucoes reais se e sé se o seu binémio discriminante
for nao negativo, i.e, quando

(m® —3) k*+m*+1>0. (3.61)
Entao
m? +1
k| < .
Ikl < 3 —m?
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Lema 5 (Casos hiperbdlico e degenerado). Se |m| > /3 o sistema de equagdes
dado pela equagao (3.40) e pela equagao (3.56) tem solugdes nao triviais para
todos os k. Estas solugoes sao os pares (x,y)que satisfazem as equagoes (3.59)

e (3.60).

Demonstracao: Seguindo a ideia da demonstracao do lema anterior
podemos concluir que, quando |m| > V3 a equacao (3.61) é satisfeita para
todos k € R. ]

Observagao 5 Seja M o ponto médio de [AB]. Evidentemente M coincide
com a origem do referencial xOy. Se G for o baricentro, o vértice C é
tal que MC' : MG = 3 : 1 (veja o teorema 12). Logo, se G pertence a recta
y = mx+k, entao o vértice C pertence a rectay = mx+3k. Ele pode portanto
ser determinado como a intersec¢do desta recta com o circulo (3.56).
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Entao, a partir dos lemas 4 e 5, podemos formular o seguinte resultado:

Teorema 25 Seja o tridngulo ABC com vértices em A = (—=1,0) e B =
(1,0). A recta
y=mzx+k,

é a recta de Euler do triangulo ABC' se e sd se uma das sequintes condigoes
é satisfeita:

1. |m| < V3 ek € [ki, ko), onde k;, i = 1,2 sdo as constantes (3.57).

2. |m| > V3.

Além disso, nas condigoes acima referidas, as coordenadas cartesianas do
vértice C' = (x,y) sdo dadas pelas equagdes (3.59) e (3.60).

No teorema anterior sao enunciadas as condi¢oes necessdrias e suficientes
para a existéncia do terceiro vértice C, quando sao dados os vértices A e
B e a recta de Euler do tridngulo ABC. Contudo, um problema fica ainda
em aberto: como construir com régua e compasso o tridngulo ABC' sendo
conhecidos dois dos seus vértices e a recta de Euler? Este género de problemas
de construcao tém sido estudados desde a Antiga Grécia veja, por exemplo,
[3].
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Capitulo 4

Outros centros do tridngulo

4.1 Coordenadas trilineares

Como foi referido na introducao, os resultados deste capitulo estao for-
mulados na linguagem das coordenadas trilineares. Nesse sentido, antes de
falarmos dos centros do tridngulo, iremos fazer uma pequena abordagem a
este novo sistema de coordenadas. Mas, antes é necessario estabelecer o novo
significado de algumas notagoes. Assim, neste capitulo, A, B e C' denotam os
angulos internos do tridangulo ABC' e a, (3 e 7 as coordenadas trilineares de
um ponto.

Definicao 10 Dado um triangulo ABC' como referéncia, as coordenadas
trilineares de um ponto P respeitante ao tridangulo ABC' é um terno orde-
nado de nimeros, em que cada um é proporcional a distancia directa de P a
um dos lados.

As coordenadas trilineares sdo denotadas como « : 3 : v ou (a, f3,7), €
também sao conhecidas como coordenadas homogéneas.

As coordenadas trilineares foram introduzidas por Pliicker em 1835. Para
conhecer mais sobre a vida de Pliicker e o seu contributo para a geometria,
pode ser consultado o livro [4]. Os livros [12], [13] e [7] também contém
alguns resultados sobre coordenadas trilineares.

Da definicao, é evidente que, uma tripla de coordenadas trilineares obtida
multiplicando uma dada tripla por uma constante, diferente de zero, descreve
0 mesmo ponto, assim:

a:fiy=pa:pf:py.
Desta maneira, podemos considerar que as coordenadas trilineares dos

vértices A, B e C' do tridngulo sao normalmente escritas como 1 : 0 : 0
(ponto A),0:1:0 (ponto B) e 0:0: 1 (ponto C).
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As coordenadas trilineares podem ser normalizadas de modo que ex-
pressem as distancias reais de P a cada um dos lados.

Para efectuar essa normalizagdo, temos o ponto P (na imagem abaixo)
em coordenadas trilineares « : 3 : v e as distancias a’, b’ e ¢ como sendo as
distancias aos lados BC', AC' e AB, respectivamente.

C

A B

Entao as distancias a’ = ka, b’ = kG e ¢ = kv podem ser encontradas
escrevendo A, para a drea do tridngulo BPC, e de modo andlogo para A, e
A.. Temos entao

Axn = Ao+ A+ A=

1 1 1
= §aa' + §bb’ - §cc’ =

1
= 3 (aka + bkB + ckry) =

1
= §k(aa+bﬁ+c'y)

assim
2AA

k= ——r—
ac + b3 + ¢y
onde Ax é a drea do triAngulo ABC e a, b e ¢ sao os comprimentos dos

seus lados. Para obter as coordenadas trilineares que dao as distancias reais,
tomemos k = 1. Assim temos as coordenadas

a:b:c.

As coordenadas trilineares normalizadas s@o conhecidas por coordenadas tri-
lineares exactas e podem ser determinadas de acordo com as férmulas:

P 204s
ac + bB + ¢y’
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284,
ac + b3 + ey’
/ 2'7AA

ac + b3+ cy’

b/

No livro [12], podemos ainda encontrar as férmulas que permitem con-
verter coordenadas trilineares em coordenadas cartesianas.

4.2 Centros do tridngulo

Definicao 11 A funcao do centro do tridngulo, por vezes simplesmente
chamada de fun¢ao do centro, é uma funcgao, diferente de zero, que é:
homogénea;
i) f (ta,tb,tc) =t"f (a,b,c)
e bi-stmétrica em b e c;

it) f (a,c,b) = f(a,b,c)

Definicao 12 O centro do tridngulo é um ponto cujas coordenadas tri-
lineares sao

a:fB:v=f(a,bc): f(beca): f(cab),

onde f é uma funcao do centro do tridngulo.

Quatro dos mais importantes centros do tridngulo sao o baricentro, o
incentro, o circuncentro e o ortocentro.

Observacgao 6 Da definicao de centro do tridngulo, obtemos que uma sim-
ples func¢do o é suficiente para determinar as trés coordenadas do centro,
usando simplesmente a permutacao ciclica das varidveis.

Estas varidveis podem corresponder aos angulos A, B, C, ao comprimen-
tos dos lados a, b, ¢, ou a uma mistura, dado que os comprimentos dos lados e
as amplitudes dos &ngulos podem ser relacionados usando a lei dos cossenos
(veja o teorema 3).

Por exemplo, a fun¢ao do centro do tridngulo para o baricentro G, pode
ser dada como a = be, onde a, b e ¢ representam os comprimentos dos lados
do triangulo.

Permutando ciclicamente as varidveis, obtemos a totalidade das coorde-
nadas trilineares do baricentro

a:fB:v=bc:ca:ab.
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Duas funcoes do centro do tridngulo para um mesmo centro do triangulo
nao sao necessariamente idénticas.
Por exemplo, se h, é a altura do tridngulo ABC', entao as expressoes

1
cscA, sinBsinC, —, bc e hg,
a

sao fungdes do centro do tridngulo para o baricentro, apesar de csc A #
sin Bsin C.

Duas fungoes do centro do triangulo sao equivalentes (i.e. sdo fungoes dum
mesmo centro do tridngulo) se e s6 se a sua razao é uma funcdo simétrica em
a,bece/ou A, BeC.

Note-se também que é comum apresentar funcoes do centro do tridngulo
numa forma abreviada f’ (a, b, ¢), que nao satisfaz explicitamente as condigoes
de bi-simetria, mas antes as condicoes de bi-antisimetria, assim

f'(a,b,¢c) = —f"(a,b,c).

Nestes casos, é possivel definir a fungao f (a, b, c¢) que satisfaz a condigao
de bi-simetria, da seguinte maneira

f(a>b>c): [f'(a,b,c)]Qf'(b,c,a)f’(c,a,b).

Um exemplo deste tipo é o centro de Kimberling X;q9, cuja funcao do
centro é referida em [12] como

1
(8% = PE—
100 =
que corresponde & verdadeira funcao do centro do triangulo

1
(a—b)(b—c)(c—a)

100 =

E necessario assinalar que Kimberling refere, no seu livro [12] e em [13],
centenas de centros do triangulo, também conhecidos como centros de Kim-
berling e denotados por X,,. De seguida, serao apresentados os primeiros vinte
e cinco centros do tridngulo e algumas rectas notaveis. Estes e outros centros

do triangulo e respectivas propriedades poderao também ser consultadas em
[24].
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X, : Incentro

O incentro é o ponto de interseccao das bissectrizes internas do tridngulo
(veja o teorema 14).
Evidentemente, as coordenadas trilineares do incentro sao dadas pelo ter-
no
1:1:1

e as coordenadas trilineares exactas por
(lr" T7 /r‘) )

2A
a+b+c’

onde r = é o raio da circunferéncia inscrita.

X, : Baricentro

7z

De acordo com o teorema 12, o baricentro é o ponto de interseccao das
medianas. Em [12], as suas coordenadas trilineares sao referidas como os
ternos

E . E :
ou, em funcao dos angulos internos A, B e C,

Y

11 1
Cc

cos Bcos C—cos (B — C) : cos C'cos A—cos (C' — A) : cos Acos B (cos B — A).
As coordenadas trilineares exactas sao dadas pelas expressoes
(E ca a_b)
6R’6R’6R )’
onde R ¢é o raio da circunferéncia circunscrita.

X3 : Circuncentro (veja o Teorema )

Como se pode constatar pelo teorema 16, o circuncentro é o ponto de inter-
seccao das mediatrizes dos lados do triangulo.

As coordenadas trilineares do circuncentro O sao, em fungao dos dngulos
internos, dadas pelas expressoes

cos A :cos B : cosC,
e as coordenadas trilineares exactas sao, portanto

RcosA: RcosB : RcosC,
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ou, em funcao dos angulos internos e do comprimento dos lados,

1

§acosA : ibcosB : §CCOSC,

ou ainda, apenas em funcao do comprimento dos lados,

((—a2 +02+ AR (-0 +A+ad*)R (= +a®+b?) R)

2bc ’ 2ac ’ 2ab

X, : Ortocentro

De acordo com o teorema 15 o ortocentro é o ponto de interseccao das alturas
do tridngulo.

As coordenadas trilineares do ortocentro H sao referidas por Kimberling
como os ternos

cos BcosC' : cosC cos A : cos Acos B.
As coordenadas trilineares exactas sao
(2R cos Bcos C,2R cos C cos A, 2R cos A cos B)
ou ainda
[a4 — (b — 02)2] R [b4 — (% — a2)2] R [04 — (a2 -’ R

2a2bc ’ 2b%ca ’ 2¢2ab ’

onde R é o raio da circunferéncia circunscrita.

X5 : Centro da circunferéncia dos nove pontos

A circunferéncia dos nove pontos passa pelo pés das alturas do triangulo,
pelos pontos médios dos seus lados e pelos pontos médios dos segmentos que
unem os vértices do tridngulo ao ortocentro, como se pode observar pela
figura 2.7. As coordenadas trilineares do centro desta circunferéncia sao

cos (B —C):cos(C—A):cos(A—B).

O centro da circunferéncia dos nove pontos tem as fungoes do centro do
tridngulo
as =cos(B—C),

ou
a5 = cos A + 2cos Bcos C,
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ou ainda, em func¢ao do comprimento dos lados,
as = be (a2b2 +a*c? + (b2 — 02)2) )

O centro da circunferéncia dos nove pontos N satisfaz a equacao
AN? 4+ BN? + CN? = 3R* — ON?,

onde R ¢é o raio da circunferéncia circunscrita e O é o circuncentro.

De acordo com a observacao 6, podemos indicar apenas a funcao do centro
do tridngulo para um determinado centro em vez das suas coordenadas tri-
lineares. Como tal, e para simplificar os resultados, para os préximos centros
apenas serao apresentadas as respectivas fungoes do centro.

Definicao 13 Dado um tridngulo ABC e um ponto T do plano de ABC.
Reflectindo as rectas TA, TB e TC em relagao as bissetrizes internas do
triangulo ABC' que passam por A, B e C, respectivamente, as rectas resul-
tantes sao concorrentes no conjugado isogonal T~ de T.

X¢ : Ponto de Symmedian (ponto de Lemoine ou ponto de Grebe)

O ponto de Symmedian K é o ponto de interseccao das simedianas (rec-
ta simétrica & mediana relativamente a bissectriz), mas também pode ser
definido como o conjugado isogonal do baricentro.
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A C’ B
O ponto de Symmedian tem as fungoes do centro do tridangulo
Qg = @,

ou
o = sin A.

X7 : Ponto de Gergonne

O ponto de Gergonne Ge € o ponto de intersecgao das rectas AA", BB’ e CC’
onde A’, B' e C' sdo os pontos onde os lados do tridngulo ABC sao tangentes
a circunferéncia inscrita.

O ponto de Gergonne tem as fungoes do centro do tridngulo

B be
b+c—a’

1
ar = sec? <§A) )
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Xs : Ponto de Nagel

Seja B’ o ponto onde o excirculo E ¢é tangente ao lado AC do tridngulo
ABC e definimos A’ e ¢’ de modo andlogo. Entéao as rectas AA’, BB’ e CC'
concorrem no ponto de Nagel Na.

O ponto de Nagel tem a funcao do centro do tridngulo

b+c—a
ang.

Definicao 14 O tridngulo excentral, de um triangulo ABC, é o tridngulo
cujos vértices correspondem aos centros dos excirculos do triangulo ABC.
Xy : O centro de Mittenpunkt

O MittenPunkt é ponto de Symmedian do tridngulo excentral, do tridngulo
ABC.
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O centro de Mittenpunkt tem as fungoes do centro do tridngulo
ag=b+c—a,
ou

g = cot(g).

X : Centro de Spieker

O centro de Spieker Sp é o centro da circunferéncia de Spieker, isto é, a
circunferéncia inscrita ao tridngulo medial do tridngulo ABC.

C

B Ma
» E

O centro de Spieker tem as fungoes do centro do tridngulo

M

B

ap =be(b+c),

ou




Xi1 : Ponto de Feuerbach

O ponto de Feuerbach F' é o ponto de tangéncia da circunferéncia inscrita
com a circunferéncia dos nove pontos.

A

oo

A funcao do centro do ponto de Feuerbach é
aj;=1—cos(B—-C).

Definicao 15 Dados os pontos colineares W, X, Y e Z,
W Y X VA

O )

Y e Z sao conjugados harmdnicos com respeito a W e X se

wy| |WZ|
YX|  |XZ|

X3 : Conjugado Harménico de X;; com relagao a X; e Xj5

Sejam A’, B' e C" os pontos de intersecgao da circunferéncia dos nove pontos
com os excirculo A=, B~ e C, respectivamente. As rectas AA’", BB e CC'
intersectam-se em Xis.
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O Conjugado Harmoénico de X;; com relagao a X; e X5 tem as funcoes
do centro do tridngulo

ajz = 1+ cos(B — C).

X3 : Primeiro ponto de Fermat (ou ponto de Torricelli)

Constroéi-se o triangulo equildtero BA'C' com base [BC| e vértice A" externo
ao tridngulo ABC'; de modo andlogo, constroem-se os tridngulos equilédteros
CB'A e AC'B com base nos outros dois lados. As rectas AA’, BB e CC'
intersectam-se no ponto Fj.
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&
C
A
Fy
A\%
CI

O primeiro ponto de Fermat tem as fungoes do centro do tridngulo

T T
ay3 = csc(A + g) = sec(A — E)

X14 : Segundo ponto de Fermat

Construimos o triangulo equildtero BA'C' sobre o lado BC e A’ no lado
oposto de BC. De modo anslogo, construimos os triangulos CB’'A e AC'B.

O ponto de interseccao das rectas AA’, BB’ e CC’" é o segundo ponto de
Fermat F5.
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O segundo ponto de Fermat tem as fungoes do centro do tridngulo

a1q = csc(A — g) = sec(A + %)

X5 : Primeiro ponto Isodindmico

O primeiro ponto Isodindmico S é o conjugado isogonal do primeiro ponto
de Fermat Xis.

A C’ B
O primeiro ponto Isodindmico tem as fungoes do centro do tridngulo

ays = sin(A + g) = cos(A — %)

X6 : Segundo ponto Isodindmico

O segundo ponto Isodinamico S’ é o conjugado isogonal do segundo ponto
de Fermat X4.

X16

A
A xB\

O primeiro ponto Isodindmico tem as fungoes do centro do tridngulo

a1 = sin(A — g) = cos(A + %)
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X7 : Primeiro ponto de Napoleon

Sejam U, V e W os centros dos tridngulos equilédteros introduzidos na con-
strucao de Xi3. As rectas AV, BW, CU intersectam-se em Xi7, ou seja, no
primeiro ponto de Napoleon N.

4
O primeiro ponto de Napoleon tem as funcoes do centro do tridngulo

a7 = csc(A + %) = sec(A — g)

X5 : Segundo ponto de Napoleon

Sejam os triangulos A’BC, AB'C e ABC’ com centros U, V e W no interi-
or dos tridngulos equildteros construidos sobre os lados BC, AC' e AB, de
maneira semelhante a utilizada para definir o centro X4. As rectas AU, BV
e C'W intersectam-se no segundo ponto de Napoleon N'.

c’
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O segundo ponto de Napoleon tem as fungoes do centro do tridngulo

a18:CSC<A—%> :se(:(A—i-g).

Xi9: Ponto de Clawson

O tridngulo extratangente ¢ uma homotetia do tridngulo 6rtico e o centro
desta homotetia é conhecido como ponto de Clawson.

B

h8
O ponto de Clawson tem as fungoes do centro do tridngulo
a9 = tan A,

ou
a19 = sin (2B) + sin (2C) — sin (24) .

Xy : Ponto de Longchamps

O ponto de Longchamps é a reflexao do ortocentro H sobre o circuncentro
O, do triangulo ABC.
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>
o]

O ponto de Longchamps tem as funcoes do centro do tridngulo
Qg9 = cos A — cos B cos C,

ou
ag = bc(tan B +tanC — tan A) .

X : Ponto de Schiffler

Seja I o incentro do tridngulo ABC'. O ponto de Schiffler S é a intersec¢ao
das rectas de Euler dos triangulos ABC, AIB, BIC e AIC.

= E2

O ponto de Schiffler tem as fungoes do centro do tridngulo

1

a2 = — 5~
cos B + cosC"’

88



ou
b+c—a

b+c

Em [10] podemos encontrar algumas propriedades interessantes do ponto
de Schiffler e as respectivas demonstragoes.

Qo1 =

Definicao 16 O tridngulo circummedial tem como vértices os pontos de
interseccao das medianas com a circunferéncia circunscrita..

Definicao 17 O tridngulo tangéncial é o tridngulo formado pelas rectas
tangentes a circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC, nos seus vértices.

Q
C
P
B
A
R

X5 : Ponto de Exeter

O ponto de Exeter é o centro de perspectiva do tridngulo circummedial
A’B'C" e do triangulo tangéncial A”B"C".
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Cr

O ponto de Exeter tem a funcao do centro do tridngulo
gy = a(b* 4 ¢ — a?).

Definicao 18 Os pontos P e P’ sao inversos com respeito ao circulo de
INVErsao se

OP.OP =0Q = k*

Circulo de Inversdo a Polar

Centro
de
Inversé&

‘

Xo3 : Ponto Far-out

O ponto Far-out F' do tridngulo ABC' é o ponto inverso do baricentro com
respeito & circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC.
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O ponto Far-out tem as fungoes do centro do tridngulo

gz = a(b* +c* — a* — B*c?).

Xy, : Centro de perspectiva do triangulo ABC e do tridngulo értico
do tridngulo értico

Como se observa na figura, o centro X5, é o centro de perspectiva do tridngulo
ABC' e do tridngulo 6rtico do tridngulo 6rtico, isto é, é a interseccao das
rectas AC', BA' e CB'.

Este ponto tem as fungoes do centro do tridngulo
ag = sec Acos2A,

ou
orgq = sec A — 2cos A.

O triangulo A’B’C’ é o triangulo 6rtico do triangulo értico
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Xy5 : Centro de homotetia do triangulo é6rtico e do triAngulo tangén-
cial

Seja o triangulo A’B’'C’ o triangulo ¢rtico do triangulo ABC e A"B"C" o
triangulo tangéncial (veja a defini¢do 17) do triangulo A’B'C’. O ponto Xas
é o ponto de interseccao das rectas A’A”, B'B" e C'C".

Bll

Este ponto tem as fungoes do centro do tridngulo
Qo5 = sin Atan A,
ou

(o5 = cos A — sec A.

4.3 Algumas rectas notaveis

4.3.1 Recta de Euler

A recta de Euler, como ja foi demonstrado no capitulo 3 (veja o teorema 20),
passa pelo ortocentro H, baricentro GG e circuncentro O.

92



R>ctad> Eulsr

B

Esta recta passa também pelo ponto de Longchamps L, pelo centro da
circunferéncia dos nove pontos N e por todos os pontos cujas coordenadas
trilineares a : 3 : v satisfazem a condigao

o B Y
cos A cos B cosC =0.

cos BcosC' cos AcosC cos Acos B
Simplificando, obtemos
acos A ((:os2 B — cos® C) +(Gcos B (cos2 C — cos? A) +vcos C (cos.2 A — cos? B) =0,
ou seja
asin (24)sin (B — C) + fsin (2B) sin (C' — A) + ysin (2C) sin (A — B) = 0,

¢ a equacgao da recta de Euler em coordenadas trilineares.
Mas, a recta de Euler também é dada, em funcao do comprimento dos
lados, por

af(a,b,c) +Bf (bc,a) +7f (c,a,b) =0, (4.1)

onde
fla,b,c) =a (b’ =) (b* 4+ —a?).

Teorema 26 O incentro de um tridngulo pertence a recta de Fuler se e so
se o tridngulo é isdsceles

Demonstragao: As coordenadas trilineares do incentro sao
1:1:1,

portanto a partir de (4.1) podemos afirmar que o incentro pertence a recta
de Euler se e s6 se

a (b2 — 02) (b2 +c2— a2)+b (02 — a2) (02 +a?— b2)+c (a2 — b2) (a2 + b — 02) =0.
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De onde se obtém que
a* (=b+c)+a® (=0* + ) +a® (b° — ) +a (b* — ')+ (bc* — b’ — cb* + Pb?) = 0.
Simplificando, obtemos
(a—0b)(a—c)[a®(c—b)+2a(c® —b°) + (¢’ = b° +bc® — b%c)] =0,
isto é,
(a—1b)(a—c)(c—0b)[a®+ 2ac+ 2ab+ ¢* + 2bc + b*] =0,

e portanto
(a—0b)(a—c)(c—b)(a+b+c) =0.

Esta condicao s6 se verifica quando
a=b ou a=c ou c=b,

pois a + b + ¢ é sempre diferente de zero. [ |

4.3.2 Recta de Nagel

A recta de Nagel passa pelo incentro I, pelo baricentro G, pelo ponto de
Spieker Sp, pelo ponto de Nagel Na e por muitos outros centros de Kimber-
ling.

Recta de Nagel

A equacao da recta de Nagel em coordenadas trilineares é

alb—c)a+b(c—a)f+cla—=b)y=0

4.3.3 Recta de Soddy

A recta de Soddy passa pelo incentro I, pelo ponto de Gergonne Ge, pelo
ponto de Longchamps L. e por outros centros de Kimberling.
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A equacao trilinear da recta de Soddy é

v— B o —y f—a
(—a+b—|—c)a+(a—b+c)b+(a+b—c)c_

A recta de Soddy deve o seu nome ao facto de conter os chamados centros
de Soddy. Estes centros sao referidos em [12] como X75 € Xi7s.

Com recurso a uma simples verificacao é possivel constatar que a recta
de Soddy intersecta a recta de Euler no ponto de Longchamps.
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