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Capítulo 1

Introdução

A maioria dos autores são consensuais em afirmar que a geometria nasceu
no antigo Egipto. De acordo com o historiador grego Heródoto (séc. V
a.C.), esta surgiu da necessidade de efectuar medições da terra devido às
inundações periódicas do rio Nilo, mas é certo que muitas outras civilizações
antigas possuíam conhecimentos de natureza geométrica, da Babilóna à Chi-
na, passando pelas civilizações Hindu. A palavra ”geometria” é um vocábulo
que deriva do grego geometrein, que significa medição da terra (geo = terra,
metrein = medir).

Em tempos recuados, a geometria era uma ciência empírica, uma colecção
de regras práticas para obter resultados aproximados. Os primeiros geóme-
tras foram os matemáticos gregos Thales, Pitágoras e Euclides. Os métodos
analíticos foram introduzidos pelo filósofo francês René Descartes apenas no
século XVII.

Desde sempre, algumas figuras geométricas como os rectângulos (de ouro),
os pentagramas, os círculos entre outras, cativaram a atenção de muitas
mentes brilhantes. Os triângulos, em particular, constituem um dos objectos
básicos da geometria já que qualquer polígono com mais de três lados é
formado por um conjunto de triângulos, ao traçar todas as suas diagonais a
partir de um vértice; a resolução de muitos problemas da geometria elementar
passa pela comparação de dois ou mais triângulos e a demostração de certas
propriedades fundamentais é feita considerando triângulos adequados.

A geometria do triângulo é de uma riqueza surpreendente e tem apaixon-
ado, durante séculos, matemáticos e entusiastas. Uma notável propriedade
dos triângulos é que neles é possível encontrar diversos tipos de centros. De
facto, os gregos antigos encontraram quatro deles: incentro, baricentro, cir-
cuncentro e ortocentro. A colineariedade dos centros do triângulo despertou
o interesse dos geómetras desde que, em 1765, Euler provou que o ortocentro,
o baricentro e o circuncentro são colineares; a recta que contém estes pontos
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foi, mais tarde, chamada recta de Euler. Um quinto centro, encontrado muito
mais tarde, é o ponto de Fermat. Depois disso, centros agora conhecidos co-
mo o centro da circunferência dos nove pontos, o ponto Symmedian, o ponto
de Gergonne, e o ponto de Feuerbach, para nomear apenas alguns, foram
adicionados à literatura. Durante a década de 80 no século XX, observou-
se que estes pontos especiais compartilham algumas propriedades gerais que
permitiram formalizar a definição de centro do triângulo.

A geometria dinâmica, cujas raízes podem já ser encontradas nos gregos
antigos e em outros matemáticos, como por exemplo em Clairault no século
XVIII, baseia-se na ideia de movimentar elementos de figuras para ilustrar
propriedades geométricas e demonstrar teoremas. A tecnologia dos computa-
dores, na década de oitenta do século XX, possibilitou o desenvolvimento de
programas como o Cabri-géomètre, em França e o Geometer’s Sketchpad,
nos Estados Unidos da América, que permitem a manipulação por computa-
dor de objectos geométricos, com impacto e sucesso no ensino da Geometria
elementar e na investigação de propriedades geométricas.

Desta forma, o interesse pela geometria do triângulo reacendeu-se nos úl-
timos anos, com a possibilidade da utilização de software informático. Clark
Kimberling, Professor de Matemática na University of Evansville é um dos
maiores entusiastas da geometria do triângulo. No seu livro [12] para além de
serem referidos mais de 400 centros do triângulo é possível encontrar muitas
e interessantes propriedades dos mesmos. A lista de centros do triângulo tem
aumentado consideravelmente. A mesma está acessível na internet (veja, por
exemplo, [13]) e contempla actualmente mais de 3000 centros do triângulo.

Também Paul Yiu, Professor de Matemática na Florida Atlantic Univer-
sity, tem contribuído substancialmente na investigação no domínio da geome-
tria do triângulo. Os seus textos, [24], [25], [26] e [27], são de consulta quase
obrigatória para aqueles que desejam iniciar e/ou aprofundar o estudo dos
triângulos e das suas propriedades. Paul Yiu é ainda o editor da revista
científica on-line Forum Geometricorum que, desde 2001, publica alguns dos
mais recentes resultados na área da geometria.

Como foi referido, embora o estudo dos triângulos se tenha iniciado há
vários milénios, existem ainda variadíssimas questões em aberto. De facto,
em [15], Michael Longuet-Higgins, afirma ”In mathematics, it occasionally
happens that a subject thought to be completely worked out yields a sur-
prising new result, indicating some possibly deeper relationships still to be
discovered. Such may have occurred with the geometry of the triangle in the
Euclidean plane - a subject inaugurated by Greek geometers, given neew life
by Euler and other celebrated mathematicians in the eighteenth and nine-
teenth centuries...”.

Embuída deste espírito, no âmbito do trabalho científico do meu Estágio

2



Pedagógico, comecei a estudar algumas propriedades da recta de Euler. Todo
esse trabalho despertou em mim um maior interesse pela geometria e em
particular pela geometria do triângulo. Foi nesse sentido que, após terminar
o curso, continuei a minha pesquisa sobre este assunto e, no momento de
escolher o tema da dissertação, optei pela geometria do triângulo.

Como professora do ensino básico e secundário preocupa-me o facto de os
alunos demonstrarem cada vez menos conhecimento dos conceitos geométri-
cos elementares. Mesmo conhecendo certas definições ou os enunciados de
alguns teoremas - como, por exemplo, o de Pitágoras - os alunos apresentam
muitas dificuldades em aplicá-los na resolução de problemas.

Considero que o ensino de geometria pode contribuir para a formação do
aluno, favorecendo um tipo particular de pensamento - buscando novas situ-
ações, sendo sensível aos seus impactos visuais e interrogando sobre eles. Ela
permite o desenvolvimento da ”arte da especulação,” traduzida na questão
”o que aconteceria se...”, que expressa o estilo hipotético-dedutivo do pensa-
mento geométrico.

O ensino da geometria, além de possuir um vasto campo de aplicação
prática, permite igualmente ao educando construir conhecimentos teóricos.
Estes conhecimentos teóricos, compostos por definições, temas e teoremas,
possibilitam um amplo desenvolvimento intelectual do educando, ou seja,
um grande desenvolvimento da sua interpretação e do seu raciocínio teórico
e prático.

Preocupados com os rumos do ensino da geometria, pesquisadores em to-
do o mundo têm concedido destaque ao tema ”o que” ensinar de geometria e
”como” fazê-lo. Nesta busca em resgatar a qualidade do ensino da geometria,
quero ressaltar a necessidade de cultivar e desenvolver não apenas o pensa-
mento sequencial, preponderante na álgebra, mas também o pensamento
visual, dominante na geometria, já que ambos são essenciais aos problemas
matemáticos.

A tese encontra-se estruturada da seguinte forma:
O capítulo 1 divide-se em três partes. Na primeira parte, podemos encon-

trar os resultados da geometria do triângulo mais conhecidos e as respectivas
demonstrações. Aqui podemos encontrar, por exemplo, o teorema de Pitágo-
ras e de Thales, a lei dos senos e dos cossenos e a fórmula de Herão. Na se-
gunda parte, faz-se o estudo dos quatro centros do triângulo mais conhecidos
(baricentro, circuncentro, ortocentro e incentro). E, por último, são apresen-
tados, na terceira seccção, outros resultados, como por exemplo a definição
de triângulo órtico, triângulo medial e circunferência dos nove pontos. Neste
capítulo, são apresentadas demonstrações completas e pormenorizadas da
grande maioria dos teoremas, e muitas sugestões para outras.

Um dos resultados mais curiosos da geometria elementar é o facto de,
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para qualquer triângulo, o ortocentro, o baricentro e o circuncentro estarem
sempre alinhados (recta de Euler). É, portanto, com este teorema e respec-
tiva demonstração que se inicia o capítulo 2. Na secção 2 é apresentada a
classificação das curvas de segunda ordem. Na terceira secção do capítulo
2 é considerado o problema da construção de um triângulo quando são con-
hecidos dois dos seus vértices e a recta de Euler. Os resultados apresentados
nesta secção são originais e fazem parte do artigo [22].

No capítulo 3 são apresentados alguns resultados avançados da geome-
tria do triângulo, em particular, são introduzidos os vinte e cinco primeiros
centros do triângulo, que são enumerados por X1 até X25, e algumas rectas
notáveis. O nosso principal objectivo é mostrar a diversidade dos mesmos
e, por isso, a exposição das propriedades e resultados deste capítulo é feita
de maneira similar à utilizada por Kimberling no seu livro [12]. Como o au-
tor refere, estas propriedades podem ser verificadas com recurso a software
informático, como por exemplo o Geometer’s Sketchpad. É necessário ain-
da assinalar que os resultados do Capítulo 3 estão formulados na linguagem
das coordenadas trilineares que constitui uma das principais ferramentas no
estudo dos triângulos.

Este sistema de coordenadas foi introduzido por Plücker em 1835 sendo,
em conjunto com as coordenadas baricêntricas, um dos sistemas homogéneos
de coordenadas que os estudiosos da geometria do triângulo mais utilizam.
Sobre as coordenadas trilineares e baricentricas recomenda-se a consulta dos
livros [4], [7], [12] e [26].
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Capítulo 2

Alguns Resultados Clássicos

2.1 Preliminares

Neste capítulo pretendemos enunciar algumas das mais referidas e conheci-
das propriedades dos triângulos que, como se sabe, são polígonos com três
lados. Mas, antes é necessário estabelecer e/ou recordar certos conceitos e
notações que envolvem os triângulos.

É comum considerar os vértices do triângulo no sentido anti-horário como
se mostra na figura 2.1.

Figura~2.1:

Os ângulos internos do triângulo serão simbolizados com as letras α, β
e γ. Os lados opostos aos vértices são denotados pela respectiva minúscula:
a, b e c. É necessário assinalar que estes símbolos podem também indicar os
comprimentos dos lados, dependendo do contexto.

Os triângulos podem ser classificados quanto aos lados e quanto aos ân-
gulos.
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No que diz respeito ao comprimento dos lados, um triângulo diz-se: equi-
látero se tem todos os lados iguais, isósceles se possui dois lados iguais ou
escaleno quando tem os três lados diferentes.

Quanto à amplitude dos ângulos, o triângulo pode ser acutângulo no
caso de ter todos os ângulos internos agudos, obtusângulo se tem um ângulo
interno obtuso ou rectângulo se um dos seus ângulos internos for recto. Neste
último caso, o lado maior do triângulo (que se opõe ao ângulo recto) é a
hipotenusa e os dois menores chamam-se catetos.

Os triângulos têm sido estudados desde os primórdios da Matemática
por alguns dos mais conhecidos matemáticos. Talvez o mais referido seja
Pitágoras1 que dá nome ao famoso teorema, que relaciona o comprimento
dos catetos com o da hipotenusa.

Teorema 1 (teorema de Pitágoras). Se o triângulo ABC for um triân-
gulo rectângulo de hipotenusa [BC] , então

a2 = b2 + c2.

Demonstração: Conhecem-se bastantes demonstrações do teorema de
Pitágoras, como por exemplo as que podemos encontrar em [1], [2], [14]
e [25], mas presume-se que a seguinte tenha sido a que Piágoras apresen-
tou. Considera-se um triângulo rectângulo cujos catetos medem, numa dada
unidade, b e c, e a hipotenusa mede a.

A demonstração é puramente geométrica e apoia-se nas duas figuras
seguintes:

1Pitágoras, o fundador da escola pitagórica, nasceu em Samos pelos anos 571-70 a.C.
Em 532-31 foi para a Itália, na Magna Grécia, e fundou em Crotona, colônia grega, uma
associação científico-ético-política, que foi o centro de irradiação da escola e encontrou
partidários entre os gregos da Itália meridional e da Sicília. Pitágoras aspirava - e também
conseguiu - a fazer com que a educação ética da escola se ampliasse e se tornasse reforma
política; isto, porém, levantou oposições contra ele e foi constrangido a deixar Crotona,
mudando-se para Metaponto, aí morrendo provavelmente em 497-96 a.C. Talvez a obra
mais famosa de Pitágoras seja seu teorema, relacionando os lados de um triângulo rectân-
gulo. Sabe-se agora que, antes de Pitágoras, este teorema já era conhecido. Os Egípcios
conheciam a relação no caso particular do triângulo cujos lados fossem respectivamente 3,
4 e 5, de tal modo que 32+42=52. Pitágoras assegurou que a relação é verdadeira para
todos os triângulos rectângulos possíveis.
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Cada figura é um quadrado de lado b+ c.
A primeira foi subdividida em quatro triângulos iguais ao inicial e num

quadrado de lado igual à hipotenusa a. A segunda figura também contém
quatro triângulos iguais ao inicial.

Ora, se temos dois quadrados iguais e ambos contêm quatro triângulos
iguais ao inicial, então as regiões sombreadas que restam num quadrado e
noutro têm que ter a mesma área. Conclui-se então que

a2 = b2 + c2.

Teorema 2 (teorema de Thales2). Um ângulo inscrito numa semicircun-
ferência é um ângulo recto.

Demonstração: Consideremos o triângulo ABC inscrito numa semicir-
cunferência, de centro O e raio R, como se mostra na figura seguinte:

2Thales de Mileto (624 a.C - 546 a.C.) nasceu e morreu na cidade de Mileto. Filósofo
grego, conhecido pelas suas teorias cosmológicas baseadas na hipótese de ser a água o
constituinte de toda a matéria existente no universo. Não há escritos sobre a vida de
Thales, sendo, portanto, difícil o conhecimento de sua obra. O historiador grego Heródoto
fala sobre os trabalhos de Thales no campo da Geometria, que ele aprendeu com os egípcios,
creditando-lhe a demonstração de cinco teoremas. Thales foi mestre de um grupo de
seguidores de suas idéias, chamado ”Escola Jániá” e foi o primeiro homem da História
a quem se atribuem descobertas matemáticas específicas. Como disse Aristóteles (outro
matemático grego), ”para Thales a questão primordial não é o que sabemos, mas como
sabemos”.
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Como OB = OC = R, então OB̂C = OĈB = β e como OA = OC = R
então OÂC = OĈA = α.

Como a soma dos ângulos internos de um triângulo é 180o,

2α + 2β = 180o,

ou seja,
α+ β = 90o.

O teorema que se segue pode ser considerado como uma generalização do
teorema de Pitágoras.

Teorema 3 (lei dos cossenos). Em qualquer triângulo ABC são válidas
as fórmulas:

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα,
b2 = c2 + a2 − 2ac cosβ,
c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.

Demonstração: Sem perda de generalidade, seja D o ponto da recta
AB tal que CD ⊥ AB (o segmento [CD] diz-se a altura do triângulo ABC
relativamente ao vértice C, (veja a definição 3), e faça-se h = CD.

Há a distinguir essencialmente dois casos:
i) se α e β forem ambos ângulos agudos, o ponto D está entre A e B;
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ii) se α for um ângulo agudo e β for obtuso, o ponto B está entre A e D.

Em ambos os casos, os catetos do triângulo ADC são h e c1, e os do
triângulo BDC são h e c2, sendo

c1 = b cosα,

c2 = a cosβ.

No primeiro caso, c1 e c2 são positivos; no segundo, c1 > 0 e c2 < 0.
Em qualque caso,

c = c1 + c2.

Aplicando o teorema de Pitágoras a cada um dos triângulos rectângulos
BDC e ADC, obtemos

a2 = h2 + c22,

b2 = h2 + c21.

E, daqui

a2 = b2 + c22 − c21 =
= b2 + (c− c1)2 − c21 =
= b2 + c2 − 2cc1 =
= b2 + c2 − 2bc cosα.

Teorema 4 (lei dos senos). Seja R o raio da circunferência circuncun-
scrita ao triângulo ABC, então

a = 2R sinα, b = 2R sin β, c = 2R sin γ,

isto é,
a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
= 2R.

9



Demonstração: Sem perda de generalidade, basta provar a primeira
igualdade.

Sejam C a circunferência circunscrita ao triângulo ABC e D o ponto de
C diametralmente oposto a B.

i) Se for D = C, o ângulo BAC está iscrito numa semicircunferência, e
portanto α = 90o (veja teorema 2) e sinα = 1. Logo a igualdade é verdadeira
neste caso.

ii) Se for D �= C, então os ângulos BAC e BDC ou são iguais ou são
suplementares. Em qualquer caso

sin
(
BÂC

)
= sin

(
BD̂C

)
.

Mas, o triângulo DBC é rectângulo de hipotenusa [DB] e, portanto,

sinα = sin
(
BD̂C

)
=
BC

DB
=
a

2R
.

De seguida, serão formulados alguns resultados sobre a área do triângulo.

Teorema 5 A área de um triângulo ABC de base c e altura h é dada pela
fórmula

A∆ =
c× h
2
. (2.1)

Demonstração: Temos que considerar três casos:
i) No caso do triângulo ABC ser rectângulo, é evidente que a sua área é

metade da área do rectângulo com a mesma base e a mesma altura.
ii) No caso do triângulo ABC ser acutângulo, construimos o triângulo

ABC, com base [AB] e altura h. Traçamos uma recta paralela ao segmento
[AB] que passa pelo ponto C e uma recta paralela ao segmento [AC] que passa
pelo ponto B e dessa forma construimos um paralelogramo ABCD cuja área
igual à área do rectângulo ABEF, logo é o dobro da área do triângulo ABC.
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iii) No caso do triângulo ABC ser obtusângulo procedemos da mesma
forma que para o triângulo acutângulo. E, com se mostra na figura seguinte,
obtemos também um paralelogramo ABCD cuja área é o dobro da área do
triângulo ABC.

Uma demonstração alternativa deste teorema poderá ser consultada em
[14].

Teorema 6 A área de um triângulo, dados dois lados e o ângulo compreen-
dido entre eles, é dada por

A∆ =
bc sinα

2
. (2.2)

Demonstração: Consideremos o triângulo ABC de base c e altura h.
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Comecemos por observar que a altura do triângulo ABC relativamente à
base [AB] é

h = b sinα.

Substituindo h em (2.1) obtemos

A∆[ABC] =
bc sinα

2
. (2.3)

De seguida, apresentamos a conhecida fórmula de Herão3 que permite
efectuar o cálculo da área de um triângulo ABC a partir do comprimento
dos lados.

Teorema 7 (fórmula de Herão). Seja s = 1
2
(a+ b+ c) o semiperímetro

do triângulo ABC.
Então

A� =
√
s (s− a) (s− b) (s− c).

Demonstração: A demonstração que se segue poderá ser encontrada no
livro [1], mas outras demonstrações poderão ser consultadas em [25], [26] ou
[27].

Comecemos por observar que, de acordo com (2.3), a área do triângulo
ABC é dada por

A� =
bc sinα

2
,

ou seja

A� =
bc
√
1− cos2 α
2

. (2.4)

Segundo a lei dos cossenos (teorema 3),

cosα =
−a2 + b2 + c2

2bc
,

3Herão foi inventor, geómetra e escritor, possívelmente nascido em Alexandria, no
Egipto. Os historiadores não sabem em que altura viveu exactamente (existem 3 teorias:
250 a.C, 150 a.C. ou 60 a.C.). Foi essencialmente um autor de muitos livros de Física e
Matemática, especialmente na geometria, da antiga Grécia. São conhecidas 18 obras com
sua assinatura, podendo ser também considerado um matemático em função da autoria
da fórmula de Herão para cálculo da área de um triângulo, demonstrada em” A Métrica”,
obra encontrada (1896), e um engenheiro, seguidor das idéias de Ctesibius.
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expressão que, substituída em (2.4) dá

A� =
1

4

√
4b2c2 − (b2 + c2 − a2)2 =

=
1

4

√(
a2 − (b− c)2

) (
(b+ c)2 − a2

)
=

=
1

4

√
(a− b+ c) (a+ b− c) (b+ c− a) (b+ c+ a) =

=
1

4

√
a+ b+ c

2
× b+ c− a

2
× a+ c− b

2
× a+ b− c

2
=

=
√
s (s− a) (s− b) (s− c).

Teorema 8 A área do triângulo ABC, conhecidos os três lados e o raio da
circunferência circunscrita é dada por

A� =
abc

4R
. (2.5)

Demonstração: A partir da lei dos senos (teorema 4) resulta que

sinα =
a

2R

e, substituindo em (2.2), obtemos (2.5).

2.2 Centros Notáveis do Triângulo

Os segmentos que unem cada vértice de um triângulo aos pontos do lado
oposto são referidos como cevianas, em homenagem ao italiano Giovanni
Ceva4, que em 1678 estabeleceu uma condição necessária e suficiente em
termos de proporções de segmentos de recta, para que três rectas que passem
por três vértices de um triângulo sejam concorrentes:

Teorema 9 (teorema de Ceva). Seja ABC um triângulo e P , Q e R
três pontos, respectivamente sobre os lados [AB] , [BC] e [AC] , (veja a figura

4Giovanni Ceva (1647-1734), irmão de Tommaso, nasceu emMilão e faleceu emMantua.
Foi educado num colégio de Jesuítas em Milão. Fez publicar na obra De lineis rectis (1678),
o teorema agora designado de Ceva e considerado dos mais importantes resultados da
geometria sintética do triângulo no período compreendido entre a Matemática da antiga
Grécia e o século XIX.
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2.2). As cevianas [CP ] , [AQ] e [BR] do triângulo ABC concorrem num
ponto se e só se

AP

PB

BQ

QC

CR

RA
= 1. (2.6)

Figura~2.2:

De seguida, será exposta a demonstração apresentada do livro [1]. Con-
tudo, demonstrações alternativas poderão ser consultadas nos livros [5], [9],
[16], [18] ou [25]. Para além disso, em [25] podemos encontrar uma versão
trigonométrica do teorema de Ceva e a sua demonstração.

Demonstração: Se as cevianas concorrem em K os triângulos AKP e
PKB têm a mesma altura relativamente ao vértice K, e são iguais as alturas
dos triângulos ACP e PCB relativamente à base [AB].

Aplicando o teorema 6, temos

A∆[AKP ] =
1

2
AP PK sin δ

e
A∆[PKB] =

1

2
PB PK sin (180o − δ) = 1

2
PB PK sin δ.

Logo
A∆[AKP ]

A∆[PKB]
=
AP

PB
,

e analogamente,
AP

PB
=
A∆[ACP ]

A∆[PCB]
.
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Então

AP

PB
=
A∆[ACP ]

A∆[PCB]
=
A∆[AKP ]

A∆[PKB]
=
A∆[ACP ] −A∆[AKP ]
A∆[PCB] −A∆[PKB]

=
A∆[AKC]

A∆[BKC]
, (2.7)

e análogamente,

BQ

QC
=
A∆[BKA]

A∆[AKC]
,
CR

RA
=
A∆[BKC]

A∆[BKA]
. (2.8)

Finalmente,

AP

PB

BQ

QC

CR

RA
=
A∆[AKC]

A∆[BKC]

A∆[BKA]

A∆[AKC]

A∆[BKC]

A∆[BKA]
= 1

Recíprocamente, suponhamos que tem lugar (2.6) e vamos verificar que
as cevianas são concorrentes.

Seja K o ponto de intersecção de [AQ] e [CP ] e W a intersecção de [AC]
com a recta BK. Uma vez que [CP ] , [AQ] e [BW ] concorrem em K, de
acordo com a primeira parte da demonstração

AP

PB

BQ

QC

CW

WA
= 1.

E, comparando com (2.6), obtemos

CR

RA
=
CW

WA
ou seja

CA−RA
RA

=
CA−WA
WA

.

de onde, desembaraçando denominadores, vem RA =WA, e portanto R eW
coincidem. Isto mostra que [CP ] , [AQ] e [BR] concorrem em K, e conclui a
prova do teorema.

Em algumas ocasiões o teorema de Ceva é referido de acordo com formu-
lações que generalizam ou diferem da formulação apresentada anteriormente.
De facto, em [1], Paulo Ventura afirma que:

”O teorema de Ceva permanece válido para pontos P, Q e R que não
pertençam necessáriamente aos lados do triângulo ABC, mas sim às rectas
AB, BC e AC que os prolongam ( e então, em vez dos segmentos [AQ] , [BR]
e [CP ] , consideraríamos as rectas correspondentes)”.

Do mesmo modo, o teorema que de seguida será demonstrado é referido
por alguns autores (veja [17]) como teorema de Ceva.
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Teorema 10 Os lados de um triângulo estão divididos por cevianas concor-
rentes nos pontos P, Q e R, de acordo com a figura 2.2, se e só se existem
as constantes ∆a, ∆b e ∆c tais que

AP

PB
=
∆b

∆a
,
RC

AR
=
∆a
∆c

,
QB

CQ
=
∆c
∆b
. (2.9)

Demonstração: Seja o triângulo ABC. Seja ∆b a área do triângulo
AKC, ∆a a área do triângulo CKB e ∆c a área do triângulo AKB, como
indicado na figura 2.3.

Figura~2.3:

Então de (2.7) e (2.8) temos (2.9).
Reciprocamente, se temos (2.9) então, pelo teorema de Ceva, as cevianas

são concorrentes.
De seguida, será formulado o teorema de Menelau5, que pode ser consid-

erado uma espécie de dual do teorema de Ceva, pois fornece uma condição
necessária e suficiente para que três pontos, um em cada lado de um triângulo
sejam colineares, em termos de proporções de comprimento dos segmentos
de recta convenientes.

Teorema 11 (teorema de Menelau).Consideremos um triângulo ABC.
Sejam X, Y e Z, respectivamente, pontos sobre as rectas AB, BC e CA,
suportes dos lados do triângulo. É condição necessária e suficiente para que
os pontos X, Y e Z sejam colineares que

AX

XB

BY

Y C

CZ

ZA
= 1 (2.10)

5Menelau de Alexandria foi um astrónomo que viveu no primeiro século D.C. Através
de comentários de historiadores gregos e árabes sabemos que ele escreveu vários livros. O
único livro que sobreviveu aos tempos foi o ”Sphaerica”. No terceiro volume deste, ele
menciona o teorema que leva o seu nome.
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Demonstração: Em primeiro lugar, será provado que se são colineares
os pontos X, Y e Z, respectivamente sobre as rectas AB, BC e AC, então

AX

XB

BY

Y C

CZ

ZA
= 1

Sejam X, Y e Z pontos colineares, como ilustrado na figura seguinte:

Sejam ainda h1, h2 e h3 os comprimentos dos segmentos perpendiculares
à recta XY traçados respectivamente de A, B e C e designemos os pés dessas
perpendiculares, respectivamente, por A′, B′ e C ′.

Por semelhança de triângulos, por exemplo, entre os triângulos AA′Z e
CC ′Z, podemos concluir que

CZ

ZA
=
h3

h1

De modo análogo se concluiria respectivamente que, dada a semelhança entre
os triângulos AA′X e BB′X e entre o triângulos CC ′Y e BB′Y ,

AX

XB
=
h1

h2
e
BY

Y C
=
h2

h3

Podemos assim concluir que

AX

XB

BY

Y C

CZ

ZA
=
h1

h2

h2

h3

h3

h1
= 1

Reciprocamente, temos (2.10) com X, Y e Z pontos respectivamente
sobre as rectas AB, BC e CA. Consideremos a recta Y Z e X um ponto
da recta AB satisfazendo a igualdade (2.10). Pretendemos provar que X
pertence à recta Y Z.
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De (2.10) resulta que

AX

XB
=
Y C

BY

ZA

CZ
=
h3

h2

h1

h3
=
h1

h2

o que, conjugado com o facto de os ângulos de vértices A′ e B′ serem rectos
permite afirmar que os triângulosAA′X eBB′X são semelhantes. Atendendo
a que os pontos A, X e B são colineares e as rectas suporte de h1 e h2 são
paralelas, terão de também ser paralelos os segmentos de recta A′X e B′X
o que só pode ocorrer se X for colinear com A′ e B′ e, como estes pontos
pertencem à recta Y Z, resulta que X também lhe pertence.

Outras demonstrações do teorema de Menelau podem ser consultadas,
por exemplo, nos livros [9], [16] e [25].

O nosso próximo objectivo é determinar as coordenadas dos centros notáveis
do triângulo. Para tal, precisamos alguns resultados auxiliares.

Proposição 1 Sejam P1 e P2 os pontos com coordenadas cartesianas

P1 (x1, y1) , P2 (x2, y2) ,

então as coordenadas do ponto Q ∈ [P1P2] , tal que

P1Q

QP2
=
λ1

λ2
.

são

x =
λ2x1 + λ1x2
λ1 + λ2

, y =
λ2y1 + λ1y2
λ1 + λ2

.

Demonstração: Observemos a figura
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Visto que os pontos P ′1, P
′
2 e Q

′ têm as mesmas ordenadas que os pontos
P1, P2 e Q, respectivamente, então temos

P ′1 Q
′ = |y1 − y|

e
Q′ P ′2 = |y − y2| .

Consequentemente
|y1 − y|
|y − y2|

=
λ1

λ2
.

Tendo em conta que Q′ está entre P ′1 e P
′
2, então y1−y e y−y2 têm o mesmo

sinal, logo podemos escrever

|y1 − y|
|y − y2|

=
y1 − y
y − y2

=
λ1

λ2
.

De onde
(y1 − y)λ2 = λ1 (y − y2) ,

ou seja,
y1λ2 + λ1y2 = λ1y + yλ2,

logo

y =
λ2y1 + λ1y2
λ1 + λ2

. (2.11)

Se o segmento de recta [P1P2] for paralelo ao eixo Ox, então

y1 = y2 = y.

O mesmo resultado é obtido da fórmula (2.11), que continua válida para
qualquer localização de P1 e P2.

A abcissa do ponto Q é encontrada de forma análoga e para esta obtemos
a fórmula:

x =
λ2x1 + λ1x2
λ1 + λ2

. (2.12)

Lema 1 Seja o triângulo ABC, cujos vértices têm coordenadas

A(x1, y1), B(x2, y2) e C(x3, y3),

e sejam P , Q e R os pontos de divisão dos lados opostos, como se mostra
na figura 2.3. Então os segmentos [AQ] , [BR] e [CP ] (ou seja, as cevianas)
têm um ponto em comum (x′, y′) , de coordenadas

x′ =
∆ax1 +∆bx2 +∆cx3
∆a +∆b +∆c

, y′ =
∆ay1 +∆by2 +∆cy3

∆a +∆b +∆c
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Demonstração: As coordenadas do ponto Q são

x =
∆bx2 +∆cx3
∆b +∆c

,

y =
∆by2 +∆cy3
∆b +∆c

. (2.13)

Dividindo o segmento [AQ] na razão ∆a : (∆b +∆c), as coordenadas do
ponto de divisão são W (x′, y′) , onde

y − y′
y′ − y1

=
∆a

∆b +∆c
,

ou seja,
∆a (y

′ − y1) = (∆b +∆c) (y − y′) ,
logo

∆ay
′ +∆by

′ +∆cy
′ = ∆ay1 +∆by +∆cy.

Simplificando, temos

y′ =
∆ay1 +∆by +∆cy

∆a +∆b +∆c
,

y′ =
∆ay1 + (∆b +∆c) y

∆a +∆b +∆c

,

Utilizando (2.13), obtemos

y′ =
∆ay1 + (∆b +∆c)

(
∆by2+∆cy3
∆b+∆c

)

∆a +∆b +∆c
,

ou seja,

y′ =
∆ay1 +∆by2 +∆cy3

∆a +∆b +∆c
. (2.14)

E, de forma análoga

x′ =
∆ax1 +∆bx2 +∆cx3
∆a +∆b +∆c

. (2.15)

Se o segmento [BR] for dividido na razão ∆b : (∆a +∆c) ficamos com

y − y′
y′ − y2

=
∆b

∆a +∆c

,
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onde

y =
∆ay1 +∆cy3

∆a +∆c

.

de onde, efectuando cálculos semelhantes aos anteriores, obtemos as mesmas
coordenadas do ponto de divisão.

E, análogamente, estas mesmas coordenadas serão obtidas se dividirmos
o segmento [CP ] na razão (∆a +∆b) : ∆c.

Logo os segmentos [AQ] , [BR] e [CP ] (ou seja, as cevianas) têm em co-
mum o ponto (x′, y′).

De seguida serão enunciados alguns resultados que envolvem cevianas
notáveis.

2.2.1 Baricentro

Definição 1 As medianas de um triângulo são as rectas que unem cada
vértice ao ponto médio do lado oposto.

No âmbito deste trabalho, em função do contexto, as medianas também
serão referidas como o segmento de recta que une cada vértice ao ponto médio
do lado oposto.

Teorema 12 As três medianas concorrem no mesmo ponto, denominado
baricentro ou centro de gravidade. A distância de cada vértice ao baricentro
é igual a 2

3
do comprimento da respectiva mediana.

Demonstração: Sejam S, T e U os pontos médios dos lados do triângulo
ABC e G o ponto de intersecção de [AT ] com [BU ] .

Os triângulos ABC e UTC são semelhantes e, por isso, os lados [AB]
e [UT ] são paralelos. Portanto, os triângulo AGB e TGU são semelhantes,
pois têm três ângulos iguais (os ângulos TGU e AGB são verticalmente
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opostos e os ângulos BUT e UBA são ângulos de lados paralelos). A razão
de semelhança é r = 2, já que UT = 1

2
AB. Daqui resulta que

GU =
1

2
GB e GT =

1

2
GA.

Da mesma maneira, se chamarmos H à intersecção de [CS] com [AT ] , temos
que

HS =
1

2
HC e HT =

1

2
HA.

Vemos assim que G e H dividem o segmento [AT ] na mesma proporção 2 : 1
e portanto G = H.

Concluimos que as três medianas do triângulo ABC são concorrentes em
G.

Demonstrações alternativas deste teorema poderão ser consultadas em [8]
e [25].

Proposição 2 As coordenadas do baricentro de qualquer triângulo podem
ser obtidas aplicando a fórmula

G

(
x1 + x2 + x3

3
,
y1 + y2 + y3

3

)
,

onde (x1,y1) , (x2,y2) e (x3, y3) são respectivamente as coordenadas carte-
sianas dos vértices A, B e C.

Demonstração: Pela definição de mediana de um segmento de recta,
podemos afirmar que

AS

SB
=
1

1
,
BT

TC
=
1

1
e
CU

UA
=
1

1
.

Substuituindo em (2.15) obtemos

x =
x1 + x2 + x3

3
,

e em (2.14)

y =
y1 + y2 + y3

3
.
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2.2.2 Incentro

Definição 2 A bissectriz de um ângulo é o lugar geométrico dos pontos do
ângulo que distam igualmente dos lados do ângulo.

Do mesmo modo que para o caso das medianas, em função do contexto, a
bissectriz de um ângulo também será referida como a semi-recta que divide
o ângulo em dois ângulos iguais.

Teorema 13 ( teorema da bissectriz). Seja o triângulo ABC e P o
ponto de intersecção da bissectriz do ângulo γ com o lado AB, então

AP

PB
=
AC

BC
(2.16)

Demonstração: No triângulo ABC (figura 2.4), AQ, BR e CP são bis-
sectrizes.

Figura~2.4:

Seja A∆[APC] a área do triângulo APC, A∆[PBC] a área do triângulo PBC.
Então temos

A∆[APC]

A∆[PBC]
=
AP

PB
.

Por outro lado,
A∆[APC]

A∆[PBC]
=
AC CP sin

(
γ

2

)

BC CP sin
(
γ

2

) =
AC

BC
.

Logo,
AP

PB
=
AC

BC
=
A∆[APC]

A∆[PBC]
=
b

a
.
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Teorema 14 As três bissectrizes internas de um triângulo concorrem no
mesmo ponto denominado incentro.

Demonstração: Pelo teorema 13 temos que

AP

PB
=
AC

BC
=
b

a

e, do mesmo modo, obtemos

BQ

QC
=

BA

AC
=
c

b
,

CR

AR
=

CB

AB
=
a

c
.

Portanto
AP

PB
=
AC

BC
,
BQ

QC
=
AB

AC
e
CR

RA
=
BC

AB
.

Assim,
AP

PB

BQ

QC

CR

RA
=
AC

BC

AB

AC

BC

AB
= 1.

Então, pelo teorema de Ceva, AQ, BR e CP são concorrentes.
Outra demonstração deste teorema pode ser consultada em [25].

Proposição 3 O incentro é o centro da circunferência inscrita no triângulo.

Demonstração: Seja C a circunferência de centro I (incentro) e raio r da-
do pela distância de I ao lado AB. Como r = dist(I, AB) = dist(I,BC) =
dist(I, AC) , há exactamente um ponto sobre cada um dos lados AB, BC
e AC que pertence à circunferência C, realizando a distância mínima r.
Conclui-se que C é tangente a AB, a BC e a AC.

Proposição 4 Para determinarmos as coordenadas do incentro de qualquer
triângulo podemos utilizar a fórmula

I

(
ax1 + bx2 + cx3

p
,
ay1 + by2 + cy3

p

)
,

onde (x1,y1) , (x2,y2) e (x3, y3) são respectivamente as coordenadas carte-
sianas dos vértices A, B e C e p = a + b + c é o perímetro do triângulo
ABC
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Demonstração: Seja o triângulo ABC, como indicado na figura 2.4.
Tendo em conta o teorema 10 e a demonstração do teorema 14 e substi-

tuindo em (2.15) e (2.14), respectivamente, obtemos

x′ =
ax1 + bx2 + cx3

p
, y′ =

ay1 + by2 + cy3
p

,

onde p = a+ b+ c, representa o perímetro do triângulo [ABC] .

Proposição 5 O raio da circunferência inscrita está relacionado com a área
do triângulo por

A∆ =
(a+ b+ c) r

2
.

Demonstração: Consideremos o triângulo ABC representado na figura
seguinte

O triângulo ABC está dividido em três triângulos de altura r. Aplicando
(2.1), obtemos

A1 =
cr

2
, A2 =

ar

2
e A3 =

br

2
.

Logo

A∆ =
(a+ b+ c) r

2
.

Proposição 6 Se a circunferência inscrita é tangente aos lados BC, CA e
AB, em Q, R e P, respectivamente, então

AP = AR =
b+ c− a

2
, BP = BQ =

a+ c− b
2

e CQ = CR =
a+ b− c

2
.

Estas expressões são usualmente simplificadas pela introdução do símbolo s
que representa o semiperímetro s = 1

2
(a+ b+ c) . Deste modo:

AP = AR = s− a, BP = BQ = s− b e CQ = CR = s− c
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Demonstração: Provemos a primeira igualdade, para as outras duas
procede-se de modo análogo.

Da fórmula de Herão (teorema 7) e da proposição 5 podemos concluir que

A∆ =
√
s (s− a) (s− b) (s− c) = sr.

Portanto

r =

√
(s− a) (s− b) (s− c)

s
. (2.17)

Por outro lado, de acordo com os dados da figura 2.5, podemos afirmar
que

tan
(α
2

)
=
r

AP
,

ou seja,
AP = r cot

(α
2

)

logo

AP = r

√
1 + cosα

1− cosα.

Figura~2.5:

Mas, aplicando a lei dos cossenos (teorema 3) podemos concluir que

cosα =
a2 − b2 − c2
−2bc .

Deste modo,

AP
2
= r2

−2bc− b2 − c2 + a2
−2bc+ b2 + c2 − a2 ,

ou seja,

AP
2
= r2

a2 − (b+ c)2

(b− c)2 − a2
,
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logo

AP
2
= r2

(−a+ b+ c) (a+ b+ c)
(−b+ c+ a) (b− c+ a) .

Substituindo r pela expressão (2.17), obtemos

AP
2
=
(s− a) (s− b) (s− c)

s

(s− a) s
(s− b) (s− c) ,

logo
AP = AR = s− a.

2.2.3 Ortocentro

Definição 3 As alturas de um triângulo são as rectas que são perpendicu-
lares a um lado e contêm o vértice oposto a esse lado.

Teorema 15 As três alturas de um triângulo concorrem no mesmo ponto,
denominado ortocentro.

Demonstração: Tracemos as rectas paralelas aos lados e que passam
pelos vértices opostos. Obtemos assim as rectas A′B′, B′C ′ e A′C ′, como se
pode observar na figura seguinte:
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Os quadriláteros ABA′C, ABCB′ e ACBC ′ são, por construção, paralel-
ogramos. Considerando o paralelogramo ABCB′ verifica-se que AB = B′C.
Por outro lado, considerando o paralelogramo ABA′C, concluimos que CA′ =
AB. Portanto A′B′ = 2AB e C é o ponto médio do lado A′B′. Procedendo
de modo análogo para os outros lados do triângulo, podemos afirmar que o
triângulo A′B′C ′ é semelhante ao triângulo ABC, com razão de semelhança
r = 2 e A, B e C são respectivamente os pontos médios dos lados B′C ′,
A′C ′ e A′B′. Logo, as alturas do triângulo ABC são as mediatrizes (veja a
definição 4) do triângulo A′B′C ′, que são concorrentes (veja a demonstração
do teorema 16).

Também se pode mostrar que as alturas de qualquer triângulo (acutângulo
ou não) são concorrentes utlizando o teorema de Ceva (teorema 9), como se
pode ver no livro [18] e na proposição seguinte.

Proposição 7 Para determinarmos as coordenadas de ortocentro de qual-
quer triângulo, podemos usar a fórmula

H

(
x1 tanα + x2 tan β + x3 tan γ

tanα + tan β + tan γ
,
y1 tanα + y2 tan β + y3 tan γ

tanα+ tan β + tan γ

)
,

onde (x1,y1) , (x2,y2) e (x3, y3) são respectivamente as coordenadas carte-
sianas dos vértices A, B e C, e α, β e γ são respectivamente, os ângulos
com vértice em A, B e C

Demonstração: Vamos considerar um triângulo não rectângulo, pois
evidentemente o ortocentro de um triângulo rectângulo é o vértice do ângulo
recto.

Sem perda de generalidade, consideremos o triângulo acutângulo ABC.
Representamos os pés das alturas relativas aos vértices A, B e C por Q, R e
P , respectivamente.

Então

AP =
CP

tanα
,

e

PB =
CP

tan β
.

Logo
AP

PB
=
tan β

tanα
=
∆b
∆a

,

e, análogamente,

BQ

QC
=
tan γ

tan β
=
∆c

∆b

e
CR

RA
=
tanα

tan γ
=
∆a
∆c
.
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Então, substituindo em (2.15) e (2.14) obtemos, respectivamente

x′ =
x1 tanα + x2 tan β + x3 tan γ

tanα + tan β + tan γ
,

e

y′ =
y1 tanα + y2 tan β + y3 tan γ

tanα + tanβ + tan γ
.

Repare-se que as constantes tanα, tanβ e tan γ utilizadas na formulação
do resultado anterior, também podem ser determinadas em função das coor-
denadas cartesianas dos vértices. De facto, como se sabe

tan2 α =
1

cos2 α
− 1,

onde

cosα =

−→
AC

−→
AB∥∥∥−→AC

∥∥∥
∥∥∥−→AB

∥∥∥
,

e o produto escalar
−→
AC · −→AB = (C − A) (B −A) ,

ou seja −→
AC

−→
AB = (x3 − x1) (x2 − x1) + (y3 − y1) (y2 − y1) .

Logo

tanα = ±
√(

(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2
) (
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

)

((x3 − x1) (x2 − x1) + (y3 − y1) (y2 − y1))2
− 1.

Do mesmo modo,

tan β = ±
√(

(x3 − x2)2 + (y3 − y2)2
) (
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

)

((x3 − x2) (x2 − x1) + (y3 − y2) (y2 − y1))2
− 1

e

tan γ = ±
√(

(x3 − x2)2 + (y3 − y2)2
) (
(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2

)

((x3 − x2) (x3 − x1) + (y3 − y2) (y3 − y1))2
− 1.

onde os sinais das tangentes dos ângulos α, β e γ são tomados de acordo com
o quadrante onde os mesmos se encontram.

Outro conhecido centro do triângulo é o circuncentro que, à diferença dos
outros, não é definido como o ponto de intersecção de cevianas.
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2.2.4 Circuncentro

Definição 4 Mediatriz de um segmento de recta é o lugar geométrico de
todos os pontos do plano que estão a igual distância dos extremos do segmen-
to.

Teorema 16 As três mediatrizes dos lados do triângulo concorrem no mes-
mo ponto, denominado circuncentro.

Demonstração: Consideremos o triângulo ABC. Evidentemente, todos
os pontos da mediatriz do lado [AB] estão à mesma distância de A e de B.
Análogamente, todos os pontos da mediatriz do lado [BC] estão à mesma
distância de B e de C. Logo o ponto de intersecção das duas rectas está à
mesma distância de A e de C, ou seja, pertence à mediatriz do lado [AC] .

Da demonstração anterior, é agora imediata a seguinte proposição:

Proposição 8 O circuncentro é centro da circuferência circunscrita ao triân-
gulo.

Proposição 9 As coordenadas do circuncentro de qualquer triângulo podem
ser obtidas aplicando a fórmula

x =
x1 + x2 + x3

2
− x1 tanα + x2 tan β + x3 tan γ

2 (tanα+ tan β + tan γ)
,

y =
y1 + y2 + y3

2
− y1 tanα+ y2 tan β + y3 tan γ

2 (tanα + tanβ + tan γ)
,

onde (x1,y1) , (x2,y2) e (x3, y3) são respectivamente as coordenadas carte-
sianas dos vértices A, B e C, e α, β e γ são respectivamente, os ângulos
com vértice em A, B e C

Demonstração: Seja ABC um triângulo não rectângulo. Se tomarmos
os pontos S, T e U, pontos médios dos lados AB,BC e AC, respectivamente,
verifica-se que:

S =
B + A

2
,

T =
B + C

2
,

U =
A+ C

2
.

Os triângulos STB e ABC são semelhantes, pois têm um ângulo comum
e os lados que o formam são proporcionais. Logo, os ângulos do triâgulo STU
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são iguais aos ângulos do triângulo ABC e também o lado ST é paralelo ao
lado AC. Do mesmo modo, também os lados SU e BC são paralelos, assim
como os lados TU e AB.

Logo as mediatrizes dos lados do triângulo ABC contêm as alturas do
triângulo STU .

Portanto, o circuncentro O do triângulo ABC é o ortocentro do triângulo
STU .

Logo, da proposição 7 vem que

O =
T tanα + U tan β + S tan γ

tanα + tan β + tan γ
,

e portanto

O =
A+B + C

2
− A tanα +B tanβ + C tan γ

2 (tanα + tan β + tan γ)
.

Proposição 10 (fórmula de Euler). A distância d entre o circuncentro
O e o incentro I de um triângulo, é dada pela relação

d2 = R (R− 2r) ,

onde R é o raio da circunferência circunscrita e r o raio da circunferência
inscrita.

Demonstração: Seja ABC o triângulo, O o seu circuncentro e I o incen-
tro. Seja R o raio da circunferência circunscrita e r o raio da circunferência
inscrita. Seja E o ponto de tangência da circunferência inscrita com o lado
BC, e sejam D e D′ os pontos médios do arco AB sobre a circunferência
circunscrita. Finalmente, seja d = OI.

A figura seguinte ilustra esta situação:
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Podemos observar que AĈD = 1
2
AĈB, desde que D bissecte o arco AB.

Consequentemente, I está no segmento [CD] . Também se pode facilmente
observar que [DD′] é um diâmetro da circunferência circunscrita.

Note-se que DB̂A = DĈA porque são ângulos inscritos no mesmo arco,
AD. Portanto

DB̂I = DB̂A+AB̂I = DĈA+
1

2
AB̂C = IĈA+

1

2
AB̂C =

1

2
AĈB+

1

2
AB̂C.

Note-se também que BD̂I = BD̂C = BÂC, pois os ângulos BDC e BAC
estão ambos inscritos no arco, BC.

Portanto, considerando o triângulo BDI, temos que

BÎD = 180o −BD̂C −DB̂I

logo

BÎD = 180o −BÂC − 1
2
AĈB − 1

2
AB̂C =

= AĈB + AB̂C − 1
2
AĈB − 1

2
AB̂C

ou seja,

BÎD =
1

2
AĈB +

1

2
AB̂C

Portanto, o triângulo BID é isósceles e DB = DI.
Não é difícil verificar que os triângulos D′BD e CEI são semelhantes,

pois
DD̂′B = DĈB = IĈEeD′B̂D = CÊI = 90o.
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Podemos usar este resultado para obter a seguinte razão:

DD′

DB
=
IC

IE
,

da qual podemos deduzir:

DD′ × IE = IC ×DB.

Mas,
DD′ = 2R, IE = r e DB = DI,

portanto
2Rr = IC × ID. (2.18)

Consideremos agora o triângulo D′DC, onde OD = OD′ = OC = R e,
portanto,

OĈD = OD̂C = α.

Aplicando a lei dos cossenos (veja o teorema 3), aos triângulos OCI e
ODI, obtemos {

d2 = R2 + CI
2 − 2RCI cosα

d2 = R2 +DI
2 − 2RDI cosα

isto é
d2 −R2 − CI2

−2RCI
=
d2 −R2 −DI2

−2RDI
,

ou seja, (
d2 −R2

)
DI − CI2DI =

(
d2 −R2

)
CI −DI2CI,

(
d2 −R2

) (
DI − CI

)
−DI CI

(
CI −DI

)
= 0,

(
d2 −R2 +DI CI

) (
DI − CI

)
= 0.

Logo
DI CI = R2 − d2. (2.19)

ou
DI = CI

No caso particular em que DI = CI, o triângulo ODI é rectângulo e, por-
tanto, aplicando o teorema de Pitágoras, obtemos

DI
2
= R2 − d2

de onde podemos afirmar que neste caso também tem lugar a igualdade
(2.19).
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Deste modo, podemos escrever (2.18) como

2Rr = R2 − d2.

De onde se obtém

d2 = R2 − 2Rr = R (R− 2r) .

Demonstrações alternativas à aqui apresentada poderão ser consultadas
em [8], [25] ou [26].

2.3 Outros Resultados

Definição 5 O triângulo PQR, cujos vértices são os pés das alturas do
triângulo ABC, é chamado triângulo órtico do triângulo ABC.

Teorema 17 O ortocentro de um triângulo acutângulo é o incentro do seu
triângulo órtico.

Demonstração: Sejam P, Q e R os pés das alturas do trângulo ABC,
como vemos na figura abaixo

Podemos facilmente estabelecer que

BQ = c cosβ e PB = a cos β,

onde β é o ângulo com vértice em B.
Logo

BQ

PB
=
c

a
. (2.20)
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De modo análogo, obtemos

AP

AR
=
b

c
,
CR

CQ
=
a

b
. (2.21)

Tendo em conta as igualdades (2.20) e (2.21), o critério de semelhança de
triângulos LAL implica que

∆ABC ∼ ∆PQB ∼ ∆PAR ∼ ∆CQR

e, portanto, as alturas do triângulo ABC são as bissectrizes dos ângulos
internos do triângulo órtico PQR.

Definição 6 O triângulo que se obtém unindo os pontos médios de cada lado
é conhecido como triângulo medial.

Como já foi referido na demonstração do teorema 12, o triângulo medial
satisfaz a seguinte propriedade:

Proposição 11 O triângulo STU (figura 2.6) é semelhante ao triângulo
ABC, com razão de semelhança r = 1

2
.

Figura~2.6:

Proposição 12 Os triângulos ABC e STU partilham o mesmo baricentro.

Demonstração: Da proposição 11, podemos concluir que a recta US é
paralela à recta CB e que a recta ST é paralela à recta AC, logo [CUST ] é
um paralelogramo, portanto [CS] e [UT ] bissectam-se. Por conseguinte, as
medianas do triângulo STU estão sobre as medianas do triângulo ABC, o
que mostra que ambos os triângulos têm o mesmo baricentro, G.

Por outro lado, as alturas do triângulo STU são as mediatrizes dos lados
do triângulo ABC. Podemos portanto concluir que:
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Proposição 13 O circuncentro do triângulo ABC coincide com o ortocentro
do triângulo medial.

Vamos, de seguida, estudar algumas propriedades duma circunferência
notável, conhecida desde o início do século XIX. Alguns atribuem a sua
descoberta a Euler que já conhecia algumas das suas propriedades. Mas,
na realidade, ela surge pela primeira vez, na literatura, num artigo escrito
por dois geómetras franceses Poncelet e Brianchon por volta de 1820. Foi
porém, Karl W. Feuerbach (1800 - 1834) que em 1822 publicou num livro
várias propriedades desta circunferência, daí ela ser chamada circunferência
de Euler-Feuerbach ou circunferência dos nove pontos.

Definição 7 A circunferência dos nove pontos é a circunferência defini-
da pelos pontos médios dos lados do triângulo.

Teorema 18 Em qualquer triângulo ABC, os pés das alturas (P, Q e R) e os
pontos médios dos segmentos que unem os vértices do triângulo ao ortocentro
(X, Y e Z) estão sobre a circunferência dos nove pontos.

Figura~2.7:

Demonstração: Comecemos por considerar os pontos S, X, Y e U e
verifiquemos que estes pontos definem um rectângulo.
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De facto, em relação aos segmentos de recta [US] e [XY ] podemos garantir
o seu paralelismo e que US = XY , já que unem os pontos médios dos lados
de dois triângulos com a mesma base [BC] (referimo-nos aos triângulos ABC
e HBC). De igual modo, também os segmentos de recta [UY ] e [SX] são
paralelos e têm a mesma medida, já que são definidos pelos pontos médios
dos lados de dois triângulo de base [HA] (os triângulos AHB e AHC).

Para além disso, [US] e [XY ] são paralelos a [BC] , enquanto [UY ] e [SX]
são paralelos a [AH] , o que, conjugado com o facto de ser [AH] perpendicular
a [BC] (por estar contido na altura do triângulo ABC em relação ao vértice
A), permite concluir que o polígono [SXY U ] é um rectângulo.

Consequentemente, a circunferênca de diâmetro [UX] é-lhe circunscrita.
Considerando agora os pontos Z, X, T e U , por um raciocínio idêntico

ao anterior, verificamos que [ZXTU ] é um rectângulo, também ele inscrito
na circunferência de diâmetro [UX] .

Por outro lado, o ângulo XR̂U é recto, pelo que também o ponto R
pertence à circunferência de diâmetro [UX] , o mesmo acontecendo com os
pontos S e T , como se comprova facilmente por raciocínio análogo.

Fica assim provado que todos os nove pontos S, T, R, X, Y, Z, P, Q e R
estão sobre uma circunferência, a circunferência de diâmetro [UX] .

Demostrações alternativas à apresentada poderão ser consultadas nos
livros [6] [8] e [16].

Durante o século XIX foram descobertos diversos resultados sobre esta
circunferência, alguns dos quais se apresentam a seguir:

Proposição 14 O raio da circunferência dos nove pontos tem um compri-
mento igual a metade do comprimento do raio da circunferência circunscrita
ao triângulo.
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Demonstração: De (2.5), obtemos que o raio da circunferência circun-
scrita é dado pela fórmula

R =
abc

4A∆[ABC]
.

Por outro lado, é evidente que, o raio da circunferência dos nove pontos é
igual ao raio da circunferência circunscrita ao triângulo medial.

Mas, da proposição 11, concluimos que os lados do triângulo medial têm
metade do comprimento dos lados do triângulo ABC. Assim, o raio da cir-
cunferência circunscrita ao triângulo medial é dado por

R∆medial =
abc

32A∆medial
.

Mas da proposição 11, obtemos também que a área do triângulo medial é 1
4

da área do triângulo ABC. Portanto

R∆medial =
abc

8A∆[ABC]
.

Definição 8 A circunferência que é tangente externamente ao lado BC do
triângulo ABC e às rectas AB e AC é denominada circunferência exin-
scrita relativa ao vértice A . O seu centro é chamado exincentro (ou excen-
tro) relativo ao vértice A do triângulo ABC. As outras duas circunferências
exinscritas e os dois outros exincentros são definidos de forma análoga.

Teorema 19 (teorema de Feuerbach). A circunferência dos nove pontos
é tangente à circunferência inscrita e às três circunferências exinscritas do
triângulo.

A demonstração deste teorema pode ser consultada, por exemplo, no livro
[5].
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Capítulo 3

Recta de Euler

3.1 Recta de Euler

Teorema 20 Em qualquer triângulo não equilátero, o ortocentro H, o bari-
centro G e o circuncentro O, são pontos colineares e verificam a relação
métrica

HG = 2GO.

Demonstração: Relativamente ao triângulo ABC, consideremos os pon-
tos T e Q, respectivamente o ponto médio do segmento de recta [BC] e o
pé da perpendicular traçada de A para a recta BC, o ponto U, ponto mé-
dio de [AC] , e a recta que contém o circuncentro O e o baricentro G do
triângulo.

Seja H o ponto de intersecção da recta OG com a recta AQ. Do facto
dos triângulos GOT e GHA serem semelhantes e dado que AG = 2TG,
(veja o teorema 12) o triângulo GHA é transformado no triângulo GOT pela
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homotetia de centro em G e razão r = −2. Por esta homotetia, o ponto H é o
transformado de O, o que garante que HG = 2GO e que O,G e H são pontos
colineares. Pretendemos agora mostrar que H é precisamente o ortocentro
do triângulo ABC.

O ponto H é, obviamente, um ponto pertencente à altura, relativa a A,
do triângulo ABC. Se se provar que H pertence também a outra das alturas
do triângulo, fica provado o pretendido.

Considerando agora os triângulos UOG e BGH, atendendo a que são
semelhantes (um ângulo geometricamente igual e as medidas dos lados que
o formam proporcionais) conclui-se que as rectas UO e HB são paralelas e,
consequentemente, que o ponto H pertence à altura, relativa ao ponto B,
do triângulo ABC o que, conjugado com o facto de as rectas que contêm as
três alturas de um triângulo serem concorrentes (veja o teorema 15), permite
garantir que H é o ortocentro do triângulo ABC e deste modo concluir a
demonstração.

Outras demonstrações deste teorema podem ser consultadas em [8] e [25].

Definição 9 A recta determinada pelo ortocentro, baricentro e circuncentro
chama-se recta de Euler1.

Proposição 15 O centro da circunferência dos nove pontos N está sobre a
recta de Euler, a meia distância entre o ortocentro e o circuncentro:

HN = NO.

Demonstração: Como foi referido na demonstração do teorema 18, o
segmento [UX] é um diâmetro da circunferência dos nove pontos. Do mes-
mo modo, é possível concluir que [Y S] e [ZT ] também são diâmetros da
circunferência dos nove pontos.

1Leonhard Euler nasceu a 15 de Abril de 1707 em Brasileia, Suiça, foi um dos mais
produtivos matemáticos e o seu nome aparece ligado às mais diversas áreas da Matemática.
Após a conclusão dos seus estudos na Universidade de Brasileia foi convidado, em 1727,
para a Academia de Ciências de St. Petersburg, na Rússia. Em 1741, já Euler possuía
uma reputação elevada tendo vencido o Grande Prémio da Academia de Paris em 1738 e
1740 (ainda que em ambas as situações o tenha partilhado com outros matemáticos), parte
para Berlim para se tornar o titular da cadeira de Matemáticas na Academia Prussiana.
Regressa a St. Petersburg em 1766 onde permaneceria até à sua morte em 18 de Setembro
de 1783. Foram variadíssimas as obras de Euler sendo de referir que, cerca de 50 anos
após a sua morte, ainda a Academia de St. Petersburg fazia publicar obras suas que ainda
não o haviam sido.
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Logo X, Y e Z são diametralmente opostos, respectivamente, a U , S e T
e, portanto, os dois triângulos XY Z e UST são simétricos relativamente ao
centro da circunferência dos nove pontos N . Portanto, os seus ortocentros
também são simétricos. Mas, visto que H é o ortocentro do triângulo XY Z
e O é o ortocentro do triângulo STU (veja a proposição 13), temos que N é
o ponto médio de [HO].

Da definição da circunferência dos nove pontos, é evidente que tem lugar
a seguinte proposição:

Proposição 16 O circuncentro do triângulo medial coincide com o centro
da circunferência dos nove pontos.

3.2 Classificação das curvas de segunda or-
dem

Os resultados incluídos nesta secção podem ser consultados no livro [11] e,
embora não estejam directamente relacionados com a geometria do triângulo,
são imprescindíveis para uma melhor compreensão da secção 3.3. Outras
abordagens para a classificação das curvas de segunda ordem poderão ser
consultadas, por exemplo, nos livros [17] e [20].

Uma curva de segunda ordem é o lugar geométrico dos pontos do plano,
cujas coordenadas cartesianas satisfazem uma equação polinomial de segunda
ordem, da forma

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0, (3.1)
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3.2.1 Transformação dos coeficientes da equação da
curva de segunda ordem quando se muda de ref-
erencial cartesiano

A curva L, determinada pela equação (3.1), não muda como objecto ge-
ométrico ao mudar o referencial cartesiano.

Como se sabe, a mudança do referencial cartesiano pode-se realizar em
duas partes: em primeiro lugar, podemos deslocar a origem do referencial
até à origem do novo referencial cartesiano e, em segundo lugar, é necessário
realizar uma rotação dos eixos do referencial. Estas duas transformações
serão estudadas em separado e, evidentemente, assumiremos que em (3.1)
pelo menos um dos coeficientes a11, a12 ou a22 é diferente de zero.

Os termos a11x2 + 2a12xy + a22y2 são denominados como os termos de
segunda ordem e as parcelas 2a13x+ 2a23y + a33 são referidas como a parte
linear da equação (3.1).

Transformação dos coeficientes quando se muda a origem do refer-
encial

Obviamente, as coordenadas no referencial cartesiano xOy e no novo refer-
encial x′O′y′ estão relacionadas pelas igualdades

x = x′ + x0, y = y′ + y0, (3.2)

onde (x0, y0) são as coordenadas da origem O′, no refencial xOy.
Substituindo (3.2) em (3.1) obtemos a equação da curva L no referencial

x′O′y′ :

a11x
′2 + 2a12x

′y′ + a22y
′2 + 2a′13x

′ + 2a′23y
′ + a′33 = 0, (3.3)

onde

a′13 = a11x0 + a12y0 + a13, (3.4)

a′23 = a12x0 + a22y0 + a23,

a′33 = a11x
2
0 + 2a12x0y0 + a22y

2
0 + 2a13x0 + 2a23y0 + a33.

Podemos então tirar as seguintes conclusões: quando se muda a origem
do referencial cartesiano, os coeficientes dos termos de segunda ordem não
mudam e os coeficientes da parte linear são dados pelas igualdades (3.4).

Observação 1 Utilizando as primeiras duas equações de (3.4) podemos afir-
mar que

a′33 = (a
′
13 + a13)x0 + (a

′
23 + a23) y0 + a33. (3.5)
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Transformação dos coeficientes quando se efectua uma rotação dos
eixos coordenados

De seguida, assumiremos que o referencial x′Oy′ se obtém a partir do ref-
erencial xOy quando se faz uma rotação dos eixos coordenados de ângulo
ϕ.

Como se sabe, estes dois referenciais estão relacionados pelas igualdades

x = x′ cosϕ− y′ sinϕ, (3.6)

y = x′ sinϕ+ y′ cosϕ.

Substituido (3.6) em (3.1) podemos afirmar que a curva L, no referencial
x′Oy′, é dada pela equação

a′11x
′2 + 2a′12x

′y′ + a′22y
′2 + 2a′13x

′ + 2a′23y
′ + a′33 = 0, (3.7)

onde

a′11 = a12 sin 2ϕ+
1

2
(a11 − a22) cos 2ϕ +

1

2
(a11 + a22) , (3.8)

a′12 = −1
2
(a11 − a22) sin 2ϕ+ a12 cos 2ϕ,

a′22 = −a12 sin 2ϕ−
1

2
(a11 − a22) cos 2ϕ+

1

2
(a11 + a22) ,

a′13 = a13 cosϕ+ a23 sinϕ,

a′23 = a23 cosϕ− a13 sinϕ,
a′33 = a33.

Observação 2 Sejam P , Q e R, respectivamente as constantes, tais que

P =

√
a212 +

[
1

2
(a11 − a22)

]2
,

Q =
1

2
(a11 + a22) ,

R =
√
a213 + a

2
23.

Seja ainda , α o ângulo tal que

cosα =
a12

P
,

sinα =
a11 − a22
2P

, se P �= 0

e α = 0, se P = 0.
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E seja β o ângulo tal que

cosβ =
a23

R
,

sin β =
a13

R
, se R �= 0

e β = 0, se R = 0.
Então, as igualdades de (3.8) podem ser escritas na forma:

a′11 = P sin (2ϕ+ α) +Q, (3.9)

a′12 = P cos (2ϕ + α) ,

a′22 = −P sin (2ϕ+ α) +Q,
a′13 = R sin (ϕ+ β) ,

a′23 = R cos (ϕ+ β) ,

a′33 = a33.

Repare-se que P , Q, R, α e β não dependem de ϕ.

3.2.2 Invariantes das curvas de segunda ordem

Teorema 21 As constantes

I = a11 + a22, D =

∣∣∣∣
a11 a12
a12 a22

∣∣∣∣ , A =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣
, (3.10)

são invariantes quando se muda o referencial cartesiano.

Demonstração: Obviamente é suficiente provar, por separado, que I, D
e A são invariantes com relação à mudança de origem do referencial e que
são invariantes com relação à rotação dos eixos coordenados.

De acordo com a observação 1, quando se muda a origem do referencial
cartesiano, os coeficientes dos termos de segunda ordem não se alteram e
portanto não mudam I e D. No novo referencial, A tem a forma

A =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a′13
a12 a22 a′23
a′13 a′23 a′33

∣∣∣∣∣∣
.

Utilizando (3.4) e (3.5) é possível concluir que A é invariante quando se muda
a origem do referencial.
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Consideremos agora o caso em que o novo referencial se obtém a partir
do anterior quando se faz uma rotação dos eixos coordenados de ângulo ϕ.
De acordo com (3.9),

I ′ = a′11 + a
′
22 = 2Q = a11 + a22,

D′ = a′11a
′
22 − a′212 = Q2 − P 2 = a11a22 − a212.

Logo I e D são invariantes.
Seja

Ã =

∣∣∣∣∣∣

a′11 a′12 a′13
a′12 a′22 a′23
a′13 a′23 a′33

∣∣∣∣∣∣
,

de acordo com a regra de Laplace,

Ã = a′13

∣∣∣∣
a′12 a′22
a′13 a′23

∣∣∣∣− a′23
∣∣∣∣
a′11 a′12
a′13 a′23

∣∣∣∣+ a′33
∣∣∣∣
a′11 a′12
a′12 a′22

∣∣∣∣

e, tendo em conta que a′33 = a33 (veja 3.8) e que
∣∣∣∣
a′11 a′12
a′12 a′22

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
a11 a12
a12 a22

∣∣∣∣ = D,

temos que

Ã = a′13

∣∣∣∣
a′12 a′22
a′13 a′23

∣∣∣∣− a′23
∣∣∣∣
a′11 a′12
a′13 a′23

∣∣∣∣+ a33D. (3.11)

A partir de (3.9) podemos concluir que

a′13

∣∣∣∣
a′12 a′22
a′13 a′23

∣∣∣∣ = (3.12)

= R sin (ϕ+ β)

∣∣∣∣
P cos (2ϕ+ α) −P sin (2ϕ+ α) +Q
R sin (ϕ+ β) R cos (ϕ+ β)

∣∣∣∣ =

= R2 sin (ϕ+ β) {P cos (ϕ+ α− β)−Q sin (ϕ+ β)} .
E, de modo análogo,

a′23

∣∣∣∣
a′11 a′12
a′13 a′23

∣∣∣∣ = R2 sin (ϕ+ β) {P sin (ϕ+ α− β) +Q cos (ϕ+ β)} .
(3.13)

Logo
Ã = PR2 sin (2β − α)−QR2 + a33D. (3.14)
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Como foi afirmado na observação 2, as constantes P , Q e R e os ângulos
α e β não dependem de ϕ.

Então Ã não depende de ϕ e portanto Ã = Ã |ϕ=0 = −QR2 + a33D = A.
Com isto concluímos a demostração do teorema.
As características geométricas das curvas de segunda ordem podem ser

determinadas a partir dos invariantes I, D e A.
Em função do sinal de D, as curvas de segunda ordem dividem-se nas

seguintes classes:
- tipo elíptico, se D > 0
- tipo hiperbólico, se D < 0
- tipo parabólico, se D = 0.
Obviamente, o tipo de curva de segunda ordem não se altera quando

se muda o referencial cartesiano. Mais adiante será feita uma classificação
exaustiva deste tipo de equações algébricas.

3.2.3 Centro das curvas de segunda ordem

Sejam x0, y0 as coordenadas de O′, a origem do referencial x′O′y′, tais que
{
a11x0 + a12y0 + a13 = 0,
a12x0 + a22y0 + a23 = 0.

(3.15)

Se o sistema anterior tem solução, esta será referida como as coordenadas
do centro da curva de segunda ordem.

É necessário clarificar qual o sentido da denominação ”centro”. Se o
sistema (3.15) tem solução, então no novo referencial x′O′y′ determinado
pelas igualdades (3.2) a curva de segunda ordem tem a forma

a11x
′2 + 2a12x

′y′ + a22y
′2 + a′33 = 0. (3.16)

SejaM (x′, y′) um ponto que satisfaz esta equação, então o seu simétrico,
com relação a O′ é M∗ (−x′,−y′) que obviamente também satisfaz (3.16).
Ou seja, quando a curva L tem centro O′ a mesma é simétrica com relação
a este ponto.

Observação 3 Se a curva L de segunda ordem tem centro então, a partir
de (3.16), podemos concluir que

A =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 0
a12 a22 0
0 0 a′33

∣∣∣∣∣∣
,

e portanto,
A = Da′33. (3.17)
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Evidentemente, a existência do centro de uma curva de segunda ordem
depende da solubilidade do sistema (3.15). Se este sistema é possível deter-
minado dizemos que a curva de segunda ordem é central.

Tendo em conta que o determinante do sistema (3.15) coincide com D

podemos afirmar que apenas as linhas de segunda ordem do tipo elíptico e
hiperbólico são centrais.

Observação 4 Nas condições da observação anterior podemos afirmar que

a11x
′2 + 2a12x

′y′ + a22y
′2 +

A

D
= 0. (3.18)

3.2.4 Simplificação das curvas de segunda ordem com
recurso à rotação dos eixos coordenados

De seguida, será mostrado que a equação (3.1) da curva de segunda ordem
pode ser simplificada com recurso a uma rotação dos eixos de maneira que
a′12 = 0, isto é, de maneira que a equação de L, no novo referencial cartesiano
não contenha a parcela 2a′12x

′y′.

Seja ϕ o ângulo da rotação dos eixos, então de acordo com (3.8)

−1
2
(a11 − a22) sin 2ϕ+ a12 cos 2ϕ = 0, (3.19)

onde estamos a considerar que a12 �= 0, logo

cot 2ϕ =
a11 − a22
2a12

. (3.20)

Ou seja, no referencial cartesiano x′Oy′ determinado pelas igualdades (3.6)
L tem a forma

a′11x
′2 + a′22y

′2 + 2a′13x
′ + 2a′23y

′ + a33 = 0. (3.21)

3.2.5 Classificação das curvas centrais (D �= 0)
Se a curva (3.1) é central então a sua simplificação pode ser feita em dois
passos: primeiro deslocando a origem do referencial até ao centro, a equação
da curva L pode ser levada à forma (3.18) e, em segundo lugar, é feita uma
rotação dos eixos de maneira que a′12 = 0.

Se em (3.18):

1. a12 = 0, podemos deixar o referencial x′O′y′ inalterado (rotação dos
eixos com ϕ = 0);
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2. a12 �= 0, podemos determinar o ângulo ϕ a partir de (3.20) e fazer uma
rotação dos eixos coordenados de acordo com (3.6).

Em qualquer um dos casos anteriores, a equação de L no referencial
x′′O′y′′ tem a forma

a′′11x
′′2 + a′′22y

′′2 +
A

D
= 0. (3.22)

De seguida, serão consideradas, em separado, as curvas de segunda ordem
do tipo elíptico e do tipo hiperbólico.

Curvas do tipo elíptico (D > 0)
Tendo em conta que

D = a11a22 − a212 > 0

então a11a22 > 0, logo a11 e a22 têm o mesmo sinal que coincide com o sinal
de I = a11 + a22. Sem perda de generalidade, podemos considerar que este
sinal é positivo.

Teorema 22 Seja (3.1) a equação da curva L, de tipo elíptico, normada de
maneira que I > 0. Então,

i) se A < 0, L é uma elipse;
ii) se A = 0, a equação (3.1) é satisfeita pelas coordenadas de um único

ponto. Neste caso, dizemos que L é uma elipse degenerada;
iii) se A > 0, não existe nenhum ponto cujas coordenadas satisfaçam

(3.1). Neste caso, dizemos que L é uma elipse imaginária.

Demonstração: A equação (3.22) da linha L pode ser escrita da seguinte
maneira:

se A < 0 :
x
′′2

(√
−A
Da′′

11

)2 +
y
′′2

(√
−A
Da′′

22

)2 = 1,

se A = 0 :
x
′′2

(
1√
a′′
11

)2 +
y
′′2

(
1√
a′′
22

)2 = 0,

se A > 0 :
x
′′2

(√
A

Da′′
11

)2 +
y
′′2

(√
A

Da′′
22

)2 = −1.

Onde as afirmações do enunciado do teorema são agora evidentes.
A equação (3.1) pode ser normada ao dividir esta equação por sgn(I),

logo é possível formular o seguinte corolário:
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Corolário 1 Seja (3.1) a equação da curva L, de tipo elíptico, então
i) se A

I
< 0, L é uma elipse;

ii) se A = 0, L é um ponto real;
iii) se A

I
> 0, L é uma elipse imaginária.

Curvas do tipo hiperbólico (D < 0)

Teorema 23 A equação (3.1) da curva L, de tipo hiperbólico, é uma hipér-
bole se A �= 0 e um par de rectas concorrentes se A = 0.

Demonstração: Tendo em conta que

D = a′′11a
′′
22 < 0,

podemos concluir que a′′11 e a
′′
22 têm sinais contrários. Sem perda de general-

idade vamos considerar que a′′11 > 0 e a′′22 < 0, então (3.22) pode ser escrita
da seguinte maneira:

se A < 0 :
x
′′2

(√
A

Da′′
11

)2 −
y
′′2

(√
A

D(−a′′22)

)2 = −1, (3.23)

se A = 0 :
x
′′2

(
1√
a′′
11

)2 −
y
′′2

(
1√
−a′′

22

)2 = 0, (3.24)

se A > 0 :
x
′′2

(√
−A
Da′′

11

)2 −
y
′′2

(√
−A

D(−a′′22)

)2 = 1. (3.25)

Evidentemente (3.23) e (3.25) são as equações canónicas de duas hipér-
boles.

Relativamente à equação (3.24) a mesma pode ser escrita como

 x′′

1√
a′′
11

+
y′′

1√
−a′′

22





 x′′

1√
a′′
11

− y′′

1√
−a′′

22


 = 0.

De onde é possível observar que a mesma é satisfeita pelos pontos de duas
rectas que se intersectam em x′′ = y′′ = 0.
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3.2.6 Classificação das curvas não centrais (D = 0)

Repare-se em primeiro lugar que para as curvas de segunda ordem do tipo
parabólico o invariante I �= 0.

De facto, se
I = a11 + a22 = 0,

então
I2 = a211 + a

2
22 + 2a11a22 = 0,

ou seja,

a11a22 = −
a211
2
− a

2
22

2
.

Tendo em conta que
D = a11a22 − a212,

podemos concluir que

−a
2
11

2
− a

2
22

2
= a212,

isto é, a11 = a22 = a12 = 0, o que é uma contradição com a nossa hipótese de
que pelo menos um dos coeficientes a11, a22 ou a12 é diferente de zero. Logo
I �= 0.

De seguida, podemos simplificar a equação (3.1), da curva de segunda
ordem com recurso a uma rotação dos eixos coordenados:

1. se a12 = 0, o referencial xOy mantém-se inalterado;

2. se a12 �= 0, fazemos uma rotação dos eixos coordenados com ângulo
ϕ, determinado a partir da fórmula (3.20). Desta maneira, no novo
referencial x′Oy′, os coeficientes da curva de segunda ordem são dados
por (3.8).

Em qualquer um dos casos acima referidos, a curva de segunda ordem
passa a ter a forma (3.21).

Tendo em conta que I = a′11 + a
′
22, D = a

′
11a

′
22, I �= 0 e D = 0 podemos

concluir que um dos coeficientes a′11 ou a′22 é igual a zero, sendo o outro
obrigatóriamente diferente de zero.

Sem perda de generalidade, vamos considerar que a′11 = 0 e a′22 �= 0,
então I = a′22, ou seja, no referencial x′Oy′ a curva de segunda ordem tem a
equação

Iy′2 + 2a′13x
′ + 2a′23y

′ + a33 = 0. (3.26)
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Por último, a equação (3.26) pode ser simplificada com recurso a uma
translação do referencial cartesiano x′Oy′. Repare-se que (3.26) pode ser
escrita na forma

I

(
y′ +

a′23
I

)2

+ 2a′13x
′ + a33 −

a′223
I
= 0. (3.27)

Fazendo {
x′′ = x′

y′′ = y′ +
a′2
23

I

e introduzindo as notações

a′′13 = a
′
13, a

′′
33 = a33 −

a′223
I
, (3.28)

podemos afirmar que a curva L no referencial x′′O′′y′′ tem equação

Iy′′2 + 2a′′13x
′′ + a′′33 = 0. (3.29)

Teorema 24 A equação (3.1) da curva L de tipo parabólico é:
1) uma parábola, se A �= 0;
2) um par de rectas paralelas (podem ser coincidentes) ou um par de

rectas paralelas imaginárias, se A = 0.

Demonstração: A partir de (3.29) temos que

A =

∣∣∣∣∣∣

0 0 a′′13
0 I 0
a′′13 0 a′′33

∣∣∣∣∣∣
= −Ia′′213. (3.30)

Tendo em conta que I �= 0, podemos afirmar que A = 0 se e só se a′′13 = 0.
Portanto:

1) se A �= 0,
Iy′′2 + 2a′′13

(
x′′ +

a′′33
2a′′13

)
= 0, (3.31)

2) se A = 0,
Iy′′2 + a′′33 = 0. (3.32)

A igualdade (3.31) é a equação de uma parábola que pode ser reduzida à
sua forma canónica fazendo

{
X = x′′ +

a′′
33

2a′′
13

Y = y′′
,
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e

p =

∣∣∣∣
a′′13
I

∣∣∣∣ .

Desta maneira, (3.31) transforma-se em Y 2 = 2pX ou Y 2 = −2pX.
Por último, a equação (3.32) pode ser escrita na forma

y′′2 = −a
′′
33

I
. (3.33)

Então,
i) se −a′′

33

I
> 0, (3.33) define um par de rectas paralelas;

ii) se −a′′
33

I
= 0, (3.33) é a equação do eixo coordenado Ox′′;

iii) se −a′′
33

I
< 0, a equação (3.33) não é satisfeita pelas coordenadas

de nenhum ponto. Neste caso, dizemos que (3.33) define um par de rectas
paralelas imaginárias.

Corolário 2 Seja

A′ =

∣∣∣∣
a22 a23
a23 a33

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a11 a13
a13 a33

∣∣∣∣ , (3.34)

então, nas condições do teorema anterior, quando A = 0 a equação (3.1) da
curva L, define:

1. um par de rectas paralelas, se A′ < 0,

2. a equação do eixo coordenado Ox′′, se A′ = 0,

3. um par de rectas paralelas imaginárias, se A′ > 0.

Demonstração: De (3.28) e (3.30) temos que

(a′23)
2
= (a33 − a′33) I

e
(a′13)

2
= 0.

Tendo em conta (3.8), estas igualdades podem ser escritas da seguinte maneira

a223 cos
2 ϕ− a23a13 cosϕ sinϕ+ a213 sin2 ϕ = (a33 − a′33) I

e
a213 cos

2 ϕ + 2a13 cosϕ sinϕ+ a
2
23 sin

2 ϕ = 0.
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Somando as expressões, obtemos

a223 + a
2
13 = (a33 − a′33) I,

isto é,

a′33 =
A′

I
.

Logo a′
33

I
e A′ têm o mesmo sinal.

Toda a classificação das curvas de segunda ordem apresentada anterior-
mente poderá ser consultada, de forma resumida, na tabela seguinte.

Classificação das curvas de segunda ordem

onde I,D, A e A′ são dados pelas igualdades (3.10) e (3.34).
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3.3 Cónicas relacionadas com a recta de Euler

Esta secção contém os resultados publicados no artigo [22].
Sem perda de generalidade, consideremos o triângulo ABC com dois dos

seus vértices nos pontos A e B, respectivamente, com coordenadas

A = (−1, 0) e B = (1, 0) (3.35)

e cujo terceiro vértice C, tem coordenadas cartesianas

C = (x, y) , com y �= 0. (3.36)

Nesta secção, começamos por estudar a localização do vértice C, de modo
que a recta de Euler do triângulo ABC tenha declive m.

Como se sabe, a posição do baricentro G e do ortocentro H de um triân-
gulo pode ser determinada a partir das coordenadas dos seus vértices (veja
as proposições 2 e 7). Em particular, no triângulo ABC, os centros G e H
têm, respectivamente, as seguintes coordenadas:

G =
(x
3
,
y

3

)
, H =

(
x,
−x2 + 1
y

)
. (3.37)

Logo, o vector
−→
GH =

(
2x

3
,
−3x2 − y2 + 3

3y

)
(3.38)

é paralelo à recta de Euler. Quando a recta de Euler não é vertical (x �= 0) ,
o seu declive é dado por

m =
−3x2 − y2 + 3

2xy
, (3.39)

então, as coordenadas do vértice (3.36) deverão satisfazer a equação

3x2 + y2 + 2mxy − 3 = 0. (3.40)

Esta equação será por nós referida como equação das cónicas de Euler. É
necessário assinalar que os pares (±1, 0) são sempre solução desta equação e
correspondem aos casos particulares em que o vértice C coincide, respecti-
vamente com A ou B, e consequentemente, não é possível definir o triângulo
ABC. Os pares

(
0,±

√
3
)
são também soluções da equação (3.40) e correspon-

dem ao caso trivial em que o triângulo é equilátero. Nesta última situação,
o baricentro, o ortocentro e o circuncentro coincidem e, portanto a Recta de
Euler não é única.
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Obviamente, a cónica obtida da equação (3.40) é uma curva do segunda
ordem que, como se sabe, pode ser classificada a partir dos seus invariantes.

No caso particular da equação (3.40) temos que

a11 = 3 a13 = 0 a23 = 0
a12 = m a22 = 1 a33 = −3 . (3.41)

Logo, os seus invariantes são

I = 4, D = 3−m2, A = 3
(
m2 − 3

)
.

Como estes dependem da constante m podemos ter três diferentes tipos de
cónicas de Euler:

- elipse, quando D > 0 e A
I
< 0,

- hipérbole, quando D < 0,
- ou um par de rectas paralelas, quando D = 0 e A = 0 pois A′ = −12.
Todas as propriedades das cónicas de Euler estão resumidas nas seguintes

proposições:

Proposição 17 Se m �= ±
√
3, o centro das cónicas é o ponto médio do lado

AB, isto.é, a origem das coordenadas.

Demonstração: Como foi assinalado na secção anterior, as coordenadas
cartesianas do centro de uma curva de segunda ordem central (D �= 0),
satisfaz o sistema (3.15), logo

x0 =
1

D

∣∣∣∣
a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣ , y0 = −
1

D

∣∣∣∣
a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣ , (3.42)

então, em particular, para a cónica determinada pela equação das cónicas
de Euler, quando m �= ±

√
3, as coordenadas do centro são ambas iguais a

zero.

Proposição 18 Nas condições da última proposição, a equação (3.40) ad-
mite a representação canónica

x′2

P 2
+
y′2

Q2
= 1, se |m| <

√
3, (3.43)

ou
x′2

P 2
− y

′2

Q2
= 1, se |m| >

√
3, (3.44)

onde

P 2 =
3∣∣2 + sgn (m)
√
m2 + 1

∣∣ , Q2 =
3∣∣2− sgn (m)
√
m2 + 1

∣∣ ,
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e

sgn (m) =





1 se m > 0
0 se m = 0
−1 se m < 0

Demonstração: Para reduzir a equação (3.40) à forma canónica, neces-
sitamos de um novo sistema de coordenadas x′Oy′ que está relacionado com
o sistema de coordenadas xOy pelas fórmulas

x = x0 + x
′ cosϕ− y′ sinϕ, y = y0 + x

′ sinϕ+ y′ cosϕ. (3.45)

onde x0 e y0, de acordo com a proposição anterior, são ambos nulos.
Logo

x = x′ cosϕ− y′ sinϕ, y = x′ sinϕ+ y′ cosϕ.

e então
x2 = x′2 cos2 ϕ− x′y′ sinϕ cosϕ+ y′2 sin2 ϕ, (3.46)

y2 = x′2 sin2 ϕ+ x′y′ sinϕ cosϕ+ y′2 cos2 ϕ, (3.47)

2mxy = 2m
(
x′2 sinϕ cosϕ+ x′y′ cos2 ϕ− x′y′ sin2 ϕ− y′2 sinϕ cosϕ

)
.

(3.48)
Substituindo (3.46), (3.47) e (3.48) na equação (3.40), obtemos

Ax′2 +By′2 + Cx′y′ = 3, (3.49)

onde

A = 1 + 2 cos2 ϕ+ 2m sinϕ cosϕ, (3.50)

B = 1 + 2 sin2 ϕ− 2m sinϕ cosϕ,
C = −2 sin (2ϕ) + 2m cos (2ϕ) ,

e o ângulo ϕ é determinado de maneira que

C = 0,

ou seja
−2 sin (2ϕ) + 2m cos (2ϕ) = 0,

e portanto

m =
sin (2ϕ)

cos (2ϕ)
= tan (2ϕ) .

Seja θ o ângulo que a recta de Euler forma com o eixo Ox então m = tan θ
e podemos considerar

ϕ =
θ

2
(3.51)
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Da conhecida relação trigonométrica

1 + tan2 (2ϕ) =
1

cos2 (2ϕ)
,

temos que

1 +m2 =
1

cos2 (2ϕ)
.

Então podemos concluir que

cos (2ϕ) =
sgn (m)√
1 +m2

,

com m �= 0.
Para obter as igualdades (3.43) e (3.44), em primeiro lugar consideremos

o caso em que m > 0, então

cos (2ϕ) =
1√

1 +m2
,

logo

cos2 (ϕ)− sin2 (ϕ) = 1√
1 +m2

.

Aplicando a fórmula fundamental da trigonometria, temos

1− 2 sin2 (ϕ) = 1√
1 +m2

,

ou seja,

sin2 (ϕ) =

√
m2 + 1− 1
2
√
m2 + 1

.

Logo

sin (ϕ) =

√√
m2 + 1− 1
2
√
m2 + 1

(3.52)

e

cos (ϕ) =

√√
m2 + 1 + 1

2
√
m2 + 1

(3.53)

Substituindo em (3.50) obtemos

A =
2 +

√
m2 + 1

3
, (3.54)

B =
2−

√
m2 + 1

3
.
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Por último, substituindo (3.54) em (3.49) obtemos

x′2

(
2 +

√
m2 + 1

3

)
+ y′2

(
2−

√
m2 + 1

3

)
= 1,

ou seja
x′2(
3

2+
√
m2+1

) + y′2(
3

2−
√
m2+1

) = 1.

e, portanto, as igualdades (3.43) e (3.44) têm lugar quando m > 0.
Em segundo lugar, consideremos o caso em que m < 0. Nesta situação

podemos afirmar que

cos (2ϕ) = − 1√
1 +m2

.

Mas
cos (2ϕ) = cos2 (ϕ)− sin2 (ϕ) ,

logo

cos2 (ϕ)− sin2 (ϕ) = − 1√
1 +m2

.

Mas, aplicando a fórmula fundamental da trigonometria, temos que

1− 2 sin2 (ϕ) = − 1√
1 +m2

,

ou seja,

sin2 (ϕ) =

√
m2 + 1 + 1

2
√
m2 + 1

,

portanto

sin (ϕ) =

√√
m2 + 1 + 1

2
√
m2 + 1

e

cos (ϕ) =

√√
m2 + 1− 1
2
√
m2 + 1

.

Substituindo em (3.50) obtemos

A =
2−

√
m2 + 1

3
(3.55)

B =
2 +

√
m2 + 1

3
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e substituindo (3.55) em (3.49) obtemos

x′2

(
2−

√
m2 + 1

3

)
+ y′2

(
2 +

√
m2 + 1

3

)
= 1,

ou seja
x′2(
3

2−
√
m2+1

) + y′2(
3

2+
√
m2+1

) = 1.

Para provar as afirmações da proposição, resta agora considerar o caso em
que m = 0. Evidentemente, de (3.40), vem que

x′2 +
y′

3

2

= 1

Assim, podemos finalmente afirmar que, em todos os casos, a equação (3.40)
pode ser escrita numa das formas (3.43) ou (3.44).

Por outras palavras, para reduzir a equação (3.40) à forma canónica(
m �= ±

√
3
)
é necessário fazer uma rotação do sistema de coordenadas igual

a metade do ângulo formado entre a recta de Euler e o eixo Ox.
Seguidamente, descrevemos as propriedades das cónicas de Euler nos três

casos possíveis: elíptico, hiperbólico e o caso degenerado.

3.3.1 Caso Elíptico

Como mencionamos anteriormente, quando |m| <
√
3, a curva determinada

pela equação das cónicas de Euler é uma elipse, que pode ser reduzida à forma
canónica (3.43) no sistema de coordenadas x′Oy′. Portanto, para qualquer
triângulo inscrito nesta elipse, com dois dos vértices nos pontos (3.35), a
respectiva recta de Euler tem declive m (veja a figura 3.1).

Proposição 19 Os eixos de simetria da elipse são as rectas

y =
m√

m2 + 1 + 1
x e y = −

√
m2 + 1 + 1

m
x, quando m �= 0

ou
y = 0 e x = 0, quando m = 0.

Demonstração: No referencial cartesiano xOy, as equações dos eixos de
simetria são

y = x tanϕ, y = −x cotϕ,
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Figura~3.1:

onde ϕ é o ângulo (3.19)
Para m > 0, tomando em conta (3.52) e (3.53) e simplificando, obtemos

tanϕ =
m√

m2 + 1 + 1
.

Então os eixos de simetria são as rectas

y =
m√

m2 + 1 + 1
x e y = −

√
m2 + 1 + 1

m
x.

Para m < 0, temos

tanϕ = −
√
m2 + 1 + 1

m
.

Logo os eixos de simetria são as rectas

y = −
√
m2 + 1 + 1

m
x e y =

m√
1 +m2 + 1

x.

Evidentemente, quando m = 0, os eixos de simetria da elipse coincidem com
os eixos Ox e Oy.
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Proposição 20 As coordenadas cartesianas dos focos desta elipse são os
pontos Fi = (x, y) , i = 1, 2, em que

x = ±
√
3

√√
m2 + 1− 1√
3−m2

, y = ∓
√
3

√√
m2 + 1 + 1√
3−m2

, quando m ≥ 0,

ou

x = ±
√
3

√√
m2 + 1− 1√
3−m2

, y = ±
√
3

√√
m2 + 1 + 1√
3−m2

, quando m ≤ 0.

Demonstração: Para m ≥ 0

C =
√
Q2 − P 2,

onde C é metade da distância focal, ou seja

C =

√
6
√
m2 + 1

3−m2
.

Os focos da elipse estão no eixo coordenado Oy′. Então as coordenadas carte-
sianas dos focos no referencial x′Oy′ são

x′ = 0, y′ = ±C.

Susbstituindo em (3.45) temos

x = ∓

√
6
√
m2 + 1

3−m2
sinϕ, y = ±

√
6
√
m2 + 1

3−m2
cosϕ,

então, tendo em conta (3.52) e (3.53),

x = ∓

√
6
√
m2 + 1

3−m2

√√
m2 + 1− 1
2
√
m2 + 1

=∓
√
3

√√
m2 + 1− 1√
3−m2

,

e

y = ±

√
6
√
m2 + 1

3−m2

√√
m2 + 1 + 1

2
√
m2 + 1

= ±
√
3

√√
m2 + 1 + 1√
3−m2

.

De manera similar, para m ≤ 0, podemos afirmar que

C =
√
P 2 −Q2 =

√
6
√
m2 + 1

3−m2
.
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Os focos da elipse estão no eixo coordenado Ox′ e portanto, as coordenadas
cartesianas dos focos no referencial x′Oy′ são

x′ = ±C, y′ = 0.

De (3.45) temos

x = ±

√
6
√
m2 + 1

3m2

√√
m2 + 1− 1
2
√
m2 + 1

= ±
√
3

√√
m2 + 1− 1√
3−m2

,

e

y = ∓

√
6
√
m2 + 1

3m2

√√
m2 + 1 + 1

2
√
m2 + 1

= ∓
√
3

√√
m2 + 1 + 1√
3−m2

.

Proposição 21 A excentricidade da elipse é

ε =

√
2
√
1 +m2

2 +
√
m2 + 1

.

Demonstração: Para m > 0, a excentricidade ε = C
Q
pode ser calculada

de acordo com a fórmula

ε =

√
Q2 − P 2
Q

=

√
1− P

2

Q2
.

então

ε =

√
2
√
m2 + 1

2 +
√
m2 + 1

.

Para m < 0, ε = C
P
e, de modo análogo ao anterior, podemos concluir que

ε =

√
2
√
m2 + 1

2 +
√
m2 + 1

.
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3.3.2 Caso Hiperbólico

Quando |m| >
√
3, a curva determinada pela equação (3.40) é uma hipérbole

centrada na origem, como se pode ver na figura seguinte

Proposição 22 Os eixos de simetria da hipérbole são as rectas

y =
m√

1 +m2 + 1
x e y = −

√
1 +m2 + 1

m
x.

Demonstração:A demonstração é análoga à demonstração da proposição
19.

Proposição 23 As coordenadas cartesianas dos seus focos são os pontos
Fi = (x, y) , i = 1, 2, em que

x = ±
√
3

√√
m2 + 1 + 1√
m2 − 3

e y = ±
√
3

√√
m2 + 1− 1√
m2 − 3

, quando m > 0,

ou

x = ±
√
3

√√
m2 + 1 + 1√
m2 − 3

e y = ∓
√
3

√√
m2 + 1− 1√
m2 − 3

, quando m < 0.

Demonstração: Para m > 0,

C =
√
P 2 +Q2.
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Tomando em consideração que |m| >
√
3 então

P 2 =
3

2 +
√
m2 + 1

, Q2 =
3

−2 +
√
m2 + 1

,

ou seja

C =

√
6
√
m2 + 1

m2 − 3 .

Os focos da hipérbole estão no eixo coordenadoOx′. Portanto, as coordenadas
cartesianas dos focos da hipérbole, no referencial x′Oy′ são

x′ = ±C, y′ = 0.

substituindo em (3.45) temos

x = ±

√
6
√
m2 + 1

m2 − 3 cosα, y = ±

√
6
√
m2 + 1

m2 − 3 sinα,

logo, tendo em conta (3.52) e (3.53),

x = ±

√
6
√
m2 + 1

m2 − 3

√√
m2 + 1 + 1

2
√
m2 + 1

= ±
√
3

√√
m2 + 1 + 1√
m2 − 3

e

y = ±

√
6
√
m2 + 1

m2 − 3

√√
m2 + 1− 1
2
√
m2 + 1

= ±
√
3

√√
m2 + 1− 1√
m2 − 3

.

Quando m < 0, pode-se concluir de maneira semelhante que

x = ∓
√
3

√√
m2 + 1 + 1√
m2 − 3

e

y = ±
√
3

√√
m2 + 1− 1√
m2 − 3

.

Proposição 24 A excentricidade da hipérbole é

ε =

√
2
√
m2 + 1√

m2 + 1− 2
.
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Demonstração: Quando m > 0, a excentricidade ε = C
P

é dada pela
fórmula

ε =

√
1 +

Q2

P 2
,

ou seja

ε =

√
2
√
m2 + 1√

m2 + 1− 2
.

Para m < 0, ε = C
Q
e, de modo análogo ao anterior, podemos concluir que

ε =

√
2
√
m2 + 1√

m2 + 1− 2
.

Proposição 25 Se |m| >
√
3, as assímptotas da hipérbole (3.40) são as

rectas
y =

(
−m±

√
m2 − 3

)
x.

Demonstração: A hipérbole está centrada na origem do referencial xOy
logo as suas assímptotas têm a forma

y = m′x,

onde m′ é o declive das assímptotas.
Logo, se (x, y) é um ponto da hipérbole então

lim
x→±∞

y

x
= m′.

A equação da hipérbole (3.40) é equivalente a

3x2

x2
+
y2

x2
+
2mxy

x2
=
3

x2
.

Passando ao limite em ambos os membros podemos concluir que m′ satisfaz
a equação do segundo grau

3 + (m′)
2
+ 2mm′d = 0,

cujas soluções são
d = −m±

√
m2 − 3.

Então as assimptotas são as rectas de equação

y =
(
−m±

√
m2 − 3

)
x.
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3.3.3 Caso degenerado

Quando |m| =
√
3, as cónicas relacionadas com a recta de Euler degeneram

num par de rectas paralelas.

Lema 2 Seja o triângulo ABC com os vértices A e B, respectivamente no
ponto (3.35) . O declive da recta de Euler do triângulo ABC é

m = ±
√
3

se e só se, um dos ângulos internos A ou B tem amplitude igual a 60o ou
120o.

Demonstração: Seja m =
√
3, então (3.40) tem a forma

3x2 + y2 + 2
√
3xy − 3 = 0,

ou seja (√
3x+ y

)2
= 3,

isto é √
3x+ y = ±

√
3,

então obtemos um par de rectas paralelas

y = −
√
3x+

√
3, e y = −

√
3x−

√
3.
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Da mesma forma, se m = −
√
3, obtemos também o par de rectas parale-

las,
y =

√
3 (x+ 1) e y =

√
3 (x− 1)

Ou seja, como está ilustrado nas figuras acima, a amplitude dos ângulos
internos α ou β do triângulo ABC devem ser é 60o ou 120o.

Relativamente à afirmação recíproca, a mesma será provada de seguida,
sem perda de generalidade, para o caso em que o ângulo β tem a amplitude
de 120o ou 60o. De facto, considerando o triângulo com vértices nos pontos
(3.35) e (3.36) e com o ângulo em β com amplitude 120o, a recta BC tem
equação

y =
√
3x−

√
3

logo
C

(
x,
√
3x−

√
3
)

e, a partir de (3.39), obtemos que

m = −
√
3

Do mesmo modo se prova que, quando o ângulo β é 60o

m =
√
3.

Corolário 3 Seja ABC um triângulo. A amplitude do ângulo formado pelo
lado AB e pela correspondente recta de Euler é 60o se e só se um dos ângulos
internos α ou β tiverem amplitude igual a 60o ou 120o.
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3.4 Outros resultados

Nesta secção estudamos o problema de encontrar as coordenadas do terceiro
vértice (3.36) dada a recta de Euler do triângulo ABC com vértices A e B,
respectivamente, nos pontos (3.35).

Lema 3 (Caso vertical) A recta de Euler do triângulo ABC é vertical se e
só se

C = (0, y) , y ∈ R\ {0}
Além disso, x = 0 é a equação da recta de Euler.

Demonstração: A recta de Euler é vertical se e só se a primeira coorde-
nada do vector (3.38) for zero, isto é, se e só se x = 0.

Do lema 3 imediatamente podemos concluir que:

Corolário 4 A recta de Euler do triângulo ABC é ortogonal ao lado AB,
se e só se o triângulo ABC é isósceles e AC = BC.

De seguida, consideraremos o caso em que a recta de Euler não é vertical.
Seja

y = mx+ k,

a equação reduzida da recta no sistema de coordenadas xOy.
Usando as coordenadas cartesianas (3.37), respectivamente, do baricentro

e do ortocentro do triângulo ABC, podemos concluir que

k =
x2 + y2 − 1

2y
,

e portanto, as coordenadas (x, y) do vértice C são as soluções do sistema
de equações formado pela equação (3.40) e pela equação da circunferência
circunscrita

x2 + (y − k)2 = k2 + 1. (3.56)

Deve-se observar que este sistema de equações tem as soluções triviais (±1, 0).
O nosso próximo objectivo é estudar a condição de existência de soluções

não triviais do referido sistema de equações e, se existirem, encontrar essas
soluções. Do ponto de vista geométrico, precisamos encontrar a intersecção
não trivial da cónica (3.40) e do círculo (3.56).

As respostas a estas questões são dadas pelos seguintes lemas:
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Lema 4 (Caso elíptico) Quando |m| < 3, o sistema de equações dado pela
equação (3.40) e pela equação (3.56) tem soluções não triviais, se e só se
k ∈ [k1, k2], onde ki, i = 1, 2 são, respectivamente, a raiz positiva e a raiz
negativa

ki = ±
√
m2 + 1

3−m2
, (3.57)

da equação (
m2 − 3

)
k2 +m2 + 1 = 0. (3.58)

Se k ∈ [k1, k2] e x é um dos zeros da equação
(
m2 + 1

)
x2 + 4mkx+ 3k2 − 1 = 0, (3.59)

Então o par (x, y) , onde
y = mx+ 3k, (3.60)

é uma solução não trivial do sistema dado pela equação das cónicas de Euler
e pela equação (3.56).

A figura seguinte ilustra o caso em que k =
√

m2+1
3−m2 .

Demonstração: Da equação (3.40) e da equação (3.56) obtemos, após
algumas simplificações, a equação (3.60). Substituindo na equação das cóni-
cas de Euler obtemos a equação quadrática (3.59). É bem conhecido que este
tipo de equações tem soluções reais se e só se o seu binómio discriminante
for não negativo, i.e, quando

(
m2 − 3

)
k2 +m2 + 1 ≥ 0. (3.61)

Então

|k| ≤

√
m2 + 1

3−m2
.
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Lema 5 (Casos hiperbólico e degenerado). Se |m| ≥
√
3 o sistema de equações

dado pela equação (3.40) e pela equação (3.56) tem soluções não triviais para
todos os k. Estas soluções são os pares (x, y)que satisfazem as equações (3.59)
e (3.60).

Demonstração: Seguindo a ideia da demonstração do lema anterior
podemos concluir que, quando |m| ≥

√
3 a equação (3.61) é satisfeita para

todos k ∈ R.

Observação 5 Seja M o ponto médio de [AB]. Evidentemente M coincide
com a origem do referencial xOy. Se G for o baricentro, o vértice C é
tal que MC : MG = 3 : 1 (veja o teorema 12). Logo, se G pertence à recta
y = mx+k, então o vértice C pertence à recta y = mx+3k. Ele pode portanto
ser determinado como a intersecção desta recta com o círculo (3.56).
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Então, a partir dos lemas 4 e 5, podemos formular o seguinte resultado:

Teorema 25 Seja o triângulo ABC com vértices em A = (−1, 0) e B =
(1, 0) . A recta

y = mx+ k,

é a recta de Euler do triângulo ABC se e só se uma das seguintes condições
é satisfeita:

1. |m| <
√
3 e k ∈ [k1, k2], onde ki, i = 1, 2 são as constantes (3.57).

2. |m| ≥
√
3.

Além disso, nas condições acima referidas, as coordenadas cartesianas do
vértice C = (x, y) são dadas pelas equações (3.59) e (3.60).

No teorema anterior são enunciadas as condições necessárias e suficientes
para a existência do terceiro vértice C, quando são dados os vértices A e
B e a recta de Euler do triângulo ABC. Contudo, um problema fica ainda
em aberto: como construir com régua e compasso o triângulo ABC sendo
conhecidos dois dos seus vértices e a recta de Euler? Este género de problemas
de construção têm sido estudados desde a Antiga Grécia veja, por exemplo,
[3].
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Capítulo 4

Outros centros do triângulo

4.1 Coordenadas trilineares

Como foi referido na introdução, os resultados deste capítulo estão for-
mulados na linguagem das coordenadas trilineares. Nesse sentido, antes de
falarmos dos centros do triângulo, iremos fazer uma pequena abordagem a
este novo sistema de coordenadas. Mas, antes é necessário estabelecer o novo
significado de algumas notações.Assim, neste capítulo, A, B e C denotam os
ângulos internos do triângulo ABC e α, β e γ as coordenadas trilineares de
um ponto.

Definição 10 Dado um triângulo ABC como referência, as coordenadas
trilineares de um ponto P respeitante ao triângulo ABC é um terno orde-
nado de números, em que cada um é proporcional à distância directa de P a
um dos lados.

As coordenadas trilineares são denotadas como α : β : γ ou (α, β, γ), e
também são conhecidas como coordenadas homogéneas.

As coordenadas trilineares foram introduzidas por Plücker em 1835. Para
conhecer mais sobre a vida de Plücker e o seu contributo para a geometria,
pode ser consultado o livro [4]. Os livros [12], [13] e [7] também contêm
alguns resultados sobre coordenadas trilineares.

Da definição, é evidente que, uma tripla de coordenadas trilineares obtida
multiplicando uma dada tripla por uma constante, diferente de zero, descreve
o mesmo ponto, assim:

α : β : γ = µα : µβ : µγ.

Desta maneira, podemos considerar que as coordenadas trilineares dos
vértices A, B e C do triângulo são normalmente escritas como 1 : 0 : 0
(ponto A), 0 : 1 : 0 (ponto B) e 0 : 0 : 1 (ponto C).
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As coordenadas trilineares podem ser normalizadas de modo que ex-
pressem as distâncias reais de P a cada um dos lados.

Para efectuar essa normalização, temos o ponto P (na imagem abaixo)
em coordenadas trilineares α : β : γ e as distâncias a′, b′ e c′ como sendo as
distâncias aos lados BC, AC e AB, respectivamente.

Então as distâncias a′ = kα, b′ = kβ e c′ = kγ podem ser encontradas
escrevendo Aa para a área do triângulo BPC, e de modo análogo para Ab e
Ac. Temos então

A∆ = Aa + Ab + Ac =

=
1

2
aa′ +

1

2
bb′ +

1

2
cc′ =

=
1

2
(akα + bkβ + ckγ) =

=
1

2
k (aα + bβ + cγ)

assim

k =
2A∆

aα + bβ + cγ
,

onde A∆ é a área do triângulo ABC e a, b e c são os comprimentos dos
seus lados. Para obter as coordenadas trilineares que dão as distâncias reais,
tomemos k = 1. Assim temos as coordenadas

a′ : b′ : c′.

As coordenadas trilineares normalizadas são conhecidas por coordenadas tri-
lineares exactas e podem ser determinadas de acordo com as fórmulas:

a′ =
2αA∆

aα + bβ + cγ
,
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b′ =
2βA∆

aα + bβ + cγ
,

c′ =
2γA∆

aα + bβ + cγ
.

No livro [12], podemos ainda encontrar as fórmulas que permitem con-
verter coordenadas trilineares em coordenadas cartesianas.

4.2 Centros do triângulo

Definição 11 A função do centro do triângulo, por vezes simplesmente
chamada de função do centro, é uma função, diferente de zero, que é:

homogénea;
i) f (ta, tb, tc) = tnf (a, b, c)
e bi-simétrica em b e c;
ii) f (a, c, b) = f (a, b, c)

Definição 12 O centro do triângulo é um ponto cujas coordenadas tri-
lineares são

α : β : γ = f (a, b, c) : f (b, c, a) : f (c, a, b) ,

onde f é uma função do centro do triângulo.

Quatro dos mais importantes centros do triângulo são o baricentro, o
incentro, o circuncentro e o ortocentro.

Observação 6 Da definição de centro do triângulo, obtemos que uma sim-
ples função α é suficiente para determinar as três coordenadas do centro,
usando simplesmente a permutação cíclica das variáveis.

Estas variáveis podem corresponder aos ângulos A,B,C, ao comprimen-
tos dos lados a, b, c, ou a uma mistura, dado que os comprimentos dos lados e
as amplitudes dos ângulos podem ser relacionados usando a lei dos cossenos
(veja o teorema 3).

Por exemplo, a função do centro do triângulo para o baricentro G, pode
ser dada como α = bc, onde a, b e c representam os comprimentos dos lados
do triangulo.

Permutando ciclicamente as variáveis, obtemos a totalidade das coorde-
nadas trilineares do baricentro

α : β : γ = bc : ca : ab.
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Duas funções do centro do triângulo para um mesmo centro do triângulo
não são necessáriamente idênticas.

Por exemplo, se ha é a altura do triângulo ABC, então as expressões

cscA, sinB sinC,
1

a
, bc e ha,

são funções do centro do triângulo para o baricentro, apesar de cscA �=
sinB sinC.

Duas funções do centro do triângulo são equivalentes (i.e. são funções dum
mesmo centro do triângulo) se e só se a sua razão é uma função simétrica em
a, b e c e/ou A, B e C.

Note-se também que é comum apresentar funções do centro do triângulo
numa forma abreviada f ′ (a, b, c), que não satisfaz explicitamente as condições
de bi-simetria, mas antes as condições de bi-antisimetria, assim

f ′ (a, b, c) = −f ′ (a, b, c) .

Nestes casos, é possível definir a função f (a, b, c) que satisfaz a condição
de bi-simetria, da seguinte maneira

f (a, b, c) = [f ′ (a, b, c)]
2
f ′ (b, c, a) f ′ (c, a, b) .

Um exemplo deste tipo é o centro de Kimberling X100, cuja função do
centro é referida em [12] como

α100 =
1

b− c,

que corresponde à verdadeira função do centro do triangulo

α100 =
1

(a− b) (b− c)2 (c− a)
.

É necessário assinalar que Kimberling refere, no seu livro [12] e em [13],
centenas de centros do triângulo, também conhecidos como centros de Kim-
berling e denotados porXn.De seguida, serão apresentados os primeiros vinte
e cinco centros do triângulo e algumas rectas notáveis. Estes e outros centros
do triângulo e respectivas propriedades poderão também ser consultadas em
[24].
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X1 : Incentro

O incentro é o ponto de intersecção das bissectrizes internas do triângulo
(veja o teorema 14).

Evidentemente, as coordenadas trilineares do incentro são dadas pelo ter-
no

1 : 1 : 1

e as coordenadas trilineares exactas por

(r, r, r) ,

onde r = 2A
a+b+c

, é o raio da circunferência inscrita.

X2 : Baricentro

De acordo com o teorema 12, o baricentro é o ponto de intersecção das
medianas. Em [12], as suas coordenadas trilineares são referidas como os
ternos

1

a
:
1

b
:
1

c
,

ou, em função dos ângulos internos A, B e C,

cosB cosC−cos (B − C) : cosC cosA−cos (C − A) : cosA cosB (cosB −A) .

As coordenadas trilineares exactas são dadas pelas expressões
(
bc

6R
,
ca

6R
,
ab

6R

)
,

onde R é o raio da circunferência circunscrita.

X3 : Circuncentro (veja o Teorema )

Como se pode constatar pelo teorema 16, o circuncentro é o ponto de inter-
secção das mediatrizes dos lados do triângulo.

As coordenadas trilineares do circuncentro O são, em função dos ângulos
internos, dadas pelas expressões

cosA : cosB : cosC,

e as coordenadas trilineares exactas são, portanto

R cosA : R cosB : R cosC,
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ou, em função dos ângulos internos e do comprimento dos lados,

1

2
a cosA :

1

2
b cosB :

1

2
c cosC,

ou ainda, apenas em função do comprimento dos lados,
(
(−a2 + b2 + c2)R

2bc
,
(−b2 + c2 + a2)R

2ac
,
(−c2 + a2 + b2)R

2ab

)
,

X4 : Ortocentro

De acordo com o teorema 15 o ortocentro é o ponto de intersecção das alturas
do triângulo.

As coordenadas trilineares do ortocentro H são referidas por Kimberling
como os ternos

cosB cosC : cosC cosA : cosA cosB.

As coordenadas trilineares exactas são

(2R cosB cosC, 2R cosC cosA, 2R cosA cosB) ,

ou ainda



[
a4 − (b2 − c2)2

]
R

2a2bc
,

[
b4 − (c2 − a2)2

]
R

2b2ca
,

[
c4 − (a2 − b2)2

]
R

2c2ab


 ,

onde R é o raio da circunferência circunscrita.

X5 : Centro da circunferência dos nove pontos

A circunferência dos nove pontos passa pelo pés das alturas do triângulo,
pelos pontos médios dos seus lados e pelos pontos médios dos segmentos que
unem os vértices do triângulo ao ortocentro, como se pode observar pela
figura 2.7. As coordenadas trilineares do centro desta circunferência são

cos (B − C) : cos (C − A) : cos (A−B) .

O centro da circunferência dos nove pontos tem as funções do centro do
triângulo

α5 = cos (B − C) ,
ou

α5 = cosA+ 2 cosB cosC,
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ou ainda, em função do comprimento dos lados,

α5 = bc
(
a2b2 + a2c2 +

(
b2 − c2

)2)
.

O centro da circunferência dos nove pontos N satisfaz a equação

AN 2 +BN2 + CN2 = 3R2 −ON 2,

onde R é o raio da circunferência circunscrita e O é o circuncentro.
De acordo com a observação 6, podemos indicar apenas a função do centro

do triângulo para um determinado centro em vez das suas coordenadas tri-
lineares. Como tal, e para simplificar os resultados, para os próximos centros
apenas serão apresentadas as respectivas funções do centro.

Definição 13 Dado um triângulo ABC e um ponto T do plano de ABC.
Reflectindo as rectas TA, TB e TC em relação às bissetrizes internas do
triângulo ABC que passam por A, B e C, respectivamente, as rectas resul-
tantes são concorrentes no conjugado isogonal T−1 de T .

X6 : Ponto de Symmedian (ponto de Lemoine ou ponto de Grebe)

O ponto de Symmedian K é o ponto de intersecção das simedianas (rec-
ta simétrica à mediana relativamente à bissectriz), mas também pode ser
definido como o conjugado isogonal do baricentro.
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O ponto de Symmedian tem as funções do centro do triângulo

α6 = a,

ou
α6 = sinA.

X7 : Ponto de Gergonne

O ponto de Gergonne Ge é o ponto de intersecção das rectas AA′, BB′ e CC ′

onde A′, B′ e C ′ são os pontos onde os lados do triângulo ABC são tangentes
à circunferência inscrita.

O ponto de Gergonne tem as funções do centro do triângulo

α7 =
bc

b+ c− a,

ou

α7 = sec
2

(
1

2
A

)
.
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X8 : Ponto de Nagel

Seja B′ o ponto onde o excírculo E é tangente ao lado AC do triângulo
ABC e definimos A′ e C ′ de modo análogo. Então as rectas AA′, BB′ e CC ′

concorrem no ponto de Nagel Na.

O ponto de Nagel tem a função do centro do triângulo

α8 =
b+ c− a
a

.

Definição 14 O triângulo excentral, de um triângulo ABC, é o triângulo
cujos vértices correspondem aos centros dos excírculos do triângulo ABC.

X9 : O centro de Mittenpunkt

O MittenPunkt é ponto de Symmedian do triângulo excentral, do triângulo
ABC.
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O centro de Mittenpunkt tem as funções do centro do triângulo

α9 = b+ c− a,
ou

α9 = cot(
A

2
).

X10 : Centro de Spieker

O centro de Spieker Sp é o centro da circunferência de Spieker, isto é, a
circunferência inscrita ao triângulo medial do triângulo ABC.

O centro de Spieker tem as funções do centro do triângulo

α10 = bc (b+ c) ,

ou

α10 =
b+ c

a
.
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X11 : Ponto de Feuerbach

O ponto de Feuerbach F é o ponto de tangência da circunferência inscrita
com a circunferência dos nove pontos.

A função do centro do ponto de Feuerbach é

α11 = 1− cos (B − C) .

Definição 15 Dados os pontos colineares W , X, Y e Z,

Y e Z são conjugados harmónicos com respeito a W e X se

|WY |
|Y X| =

|WZ|
|XZ|

X12 : Conjugado Harmónico de X11 com relação a X1 e X5

Sejam A′, B′ e C ′ os pontos de intersecção da circunferência dos nove pontos
com os excírculo A−, B− e C−, respectivamente. As rectas AA′, BB′ e CC ′

intersectam-se em X12.
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O Conjugado Harmónico de X11 com relação a X1 e X5 tem as funções
do centro do triângulo

α12 = 1 + cos(B − C).

X13 : Primeiro ponto de Fermat (ou ponto de Torricelli)

Constrói-se o triangulo equilátero BA′C com base [BC] e vértice A′ externo
ao triângulo ABC; de modo análogo, constroem-se os triângulos equiláteros
CB′A e AC ′B com base nos outros dois lados. As rectas AA′, BB′ e CC ′

intersectam-se no ponto F1.
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O primeiro ponto de Fermat tem as funções do centro do triângulo

α13 = csc(A+
π

3
) = sec(A− π

6
).

X14 : Segundo ponto de Fermat

Construímos o triângulo equilátero BA′C sobre o lado BC e A′ no lado
oposto de BC. De modo análogo, construimos os triângulos CB′A e AC ′B.
O ponto de intersecção das rectas AA′, BB′ e CC ′ é o segundo ponto de
Fermat F2.
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O segundo ponto de Fermat tem as funções do centro do triângulo

α14 = csc(A−
π

3
) = sec(A+

π

6
).

X15 : Primeiro ponto Isodinâmico

O primeiro ponto Isodinâmico S é o conjugado isogonal do primeiro ponto
de Fermat X13.

O primeiro ponto Isodinâmico tem as funções do centro do triângulo

α15 = sin(A+
π

3
) = cos(A− π

6
).

X16 : Segundo ponto Isodinâmico

O segundo ponto Isodinâmico S ′ é o conjugado isogonal do segundo ponto
de Fermat X14.

O primeiro ponto Isodinâmico tem as funções do centro do triângulo

α16 = sin(A−
π

3
) = cos(A+

π

6
).
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X17 : Primeiro ponto de Napoleon

Sejam U , V e W os centros dos triângulos equiláteros introduzidos na con-
strução de X13. As rectas AV , BW , CU intersectam-se em X17, ou seja, no
primeiro ponto de Napoleon N .

O primeiro ponto de Napoleon tem as funções do centro do triângulo

α17 = csc(A+
π

6
) = sec(A− π

3
).

X18 : Segundo ponto de Napoleon

Sejam os triângulos A′BC, AB′C e ABC ′ com centros U , V e W no interi-
or dos triângulos equiláteros construídos sobre os lados BC, AC e AB, de
maneira semelhante à utilizada para definir o centro X14. As rectas AU , BV
e CW intersectam-se no segundo ponto de Napoleon N ′.
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O segundo ponto de Napoleon tem as funções do centro do triângulo

α18 = csc
(
A− π

6

)
= sec

(
A+

π

3

)
.

X19: Ponto de Clawson

O triângulo extratangente é uma homotetia do triângulo órtico e o centro
desta homotetia é conhecido como ponto de Clawson.

O ponto de Clawson tem as funções do centro do triângulo

α19 = tanA,

ou
α19 = sin (2B) + sin (2C)− sin (2A) .

X20 : Ponto de Longchamps

O ponto de Longchamps é a reflexão do ortocentro H sobre o circuncentro
O, do triângulo ABC.
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O ponto de Longchamps tem as funções do centro do triângulo

α20 = cosA− cosB cosC,

ou
α20 = bc (tanB + tanC − tanA) .

X21 : Ponto de Schiffler

Seja I o incentro do triângulo ABC. O ponto de Schiffler S é a intersecção
das rectas de Euler dos triângulos ABC, AIB, BIC e AIC.

O ponto de Schiffler tem as funções do centro do triângulo

α21 =
1

cosB + cosC
,
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ou

α21 =
b+ c− a
b+ c

.

Em [10] podemos encontrar algumas propriedades interessantes do ponto
de Schiffler e as respectivas demonstrações.

Definição 16 O triângulo circummedial tem como vértices os pontos de
intersecção das medianas com a circunferência circunscrita..

Definição 17 O triângulo tangêncial é o triângulo formado pelas rectas
tangentes à circunferência circunscrita ao triângulo ABC, nos seus vértices.

X22 : Ponto de Exeter

O ponto de Exeter é o centro de perspectiva do triângulo circummedial
A′B′C ′ e do triângulo tangêncial A′′B′′C ′′.
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O ponto de Exeter tem a função do centro do triângulo

α22 = a(b
4 + c4 − a4).

Definição 18 Os pontos P e P ′ são inversos com respeito ao círculo de
inversão se

OP.OP
′
= OQ

2
= k2

X23 : Ponto Far-out

O ponto Far-out F do triângulo ABC é o ponto inverso do baricentro com
respeito à circunferência circunscrita ao triângulo ABC.
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O ponto Far-out tem as funções do centro do triângulo

α23 = a(b
4 + c4 − a4 − b2c2).

X24 : Centro de perspectiva do triângulo ABC e do triângulo órtico
do triângulo órtico

Como se observa na figura, o centroX24 é o centro de perspectiva do triângulo
ABC e do triângulo órtico do triângulo órtico, isto é, é a intersecção das
rectas AC ′, BA′ e CB′.

Este ponto tem as funções do centro do triângulo

α24 = secA cos 2A,

ou
α24 = secA− 2 cosA.

O triângulo A′B′C ′ é o triângulo órtico do triângulo órtico
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X25 : Centro de homotetia do triângulo órtico e do triângulo tangên-
cial

Seja o triângulo A′B′C ′ o triângulo órtico do triângulo ABC e A′′B′′C ′′ o
triângulo tangêncial (veja a definição 17) do triângulo A′B′C ′. O ponto X25
é o ponto de intersecção das rectas A′A′′, B′B′′ e C ′C ′′.

Este ponto tem as funções do centro do triângulo

α25 = sinA tanA,

ou
α25 = cosA− secA.

4.3 Algumas rectas notáveis

4.3.1 Recta de Euler

A recta de Euler, como já foi demonstrado no capítulo 3 (veja o teorema 20),
passa pelo ortocentro H, baricentro G e circuncentro O.
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Esta recta passa também pelo ponto de Longchamps L, pelo centro da
circunferência dos nove pontos N e por todos os pontos cujas coordenadas
trilineares α : β : γ satisfazem a condição

∣∣∣∣∣∣

α β γ

cosA cosB cosC
cosB cosC cosA cosC cosA cosB

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Simplificando, obtemos

α cosA
(
cos2B − cos2C

)
+β cosB

(
cos2C − cos2A

)
+γ cosC

(
cos2A− cos2B

)
= 0,

ou seja

α sin (2A) sin (B − C) + β sin (2B) sin (C − A) + γ sin (2C) sin (A−B) = 0,

é a equação da recta de Euler em coordenadas trilineares.
Mas, a recta de Euler também é dada, em função do comprimento dos

lados, por
αf (a, b, c) + βf (b, c, a) + γf (c, a, b) = 0, (4.1)

onde
f (a, b, c) = a

(
b2 − c2

) (
b2 + c2 − a2

)
.

Teorema 26 O incentro de um triângulo pertence à recta de Euler se e só
se o triângulo é isósceles

Demonstração: As coordenadas trilineares do incentro são

1 : 1 : 1,

portanto a partir de (4.1) podemos afirmar que o incentro pertence à recta
de Euler se e só se

a
(
b2 − c2

) (
b2 + c2 − a2

)
+b

(
c2 − a2

) (
c2 + a2 − b2

)
+c

(
a2 − b2

) (
a2 + b2 − c2

)
= 0.
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De onde se obtém que

a4 (−b+ c)+a3
(
−b2 + c2

)
+a2

(
b3 − c3

)
+a

(
b4 − c4

)
+
(
bc4 − b3c2 − cb4 + c3b2

)
= 0.

Simplificando, obtemos

(a− b) (a− c)
[
a2 (c− b) + 2a

(
c2 − b2

)
+

(
c3 − b3 + bc2 − b2c

)]
= 0,

isto é,

(a− b) (a− c) (c− b)
[
a2 + 2ac+ 2ab+ c2 + 2bc + b2

]
= 0,

e portanto
(a− b) (a− c) (c− b) (a+ b+ c)2 = 0.

Esta condição só se verifica quando

a = b ou a = c ou c = b,

pois a+ b+ c é sempre diferente de zero.

4.3.2 Recta de Nagel

A recta de Nagel passa pelo incentro I, pelo baricentro G, pelo ponto de
Spieker Sp, pelo ponto de Nagel Na e por muitos outros centros de Kimber-
ling.

A equação da recta de Nagel em coordenadas trilineares é

a (b− c)α + b (c− a)β + c (a− b) γ = 0

4.3.3 Recta de Soddy

A recta de Soddy passa pelo incentro I, pelo ponto de Gergonne Ge, pelo
ponto de Longchamps L. e por outros centros de Kimberling.
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A equação trilinear da recta de Soddy é

γ − β
(−a+ b+ c) a +

α− γ
(a− b+ c) b +

β − α
(a+ b− c) c = 0.

A recta de Soddy deve o seu nome ao facto de conter os chamados centros
de Soddy. Estes centros são referidos em [12] como X175 e X176.

Com recurso a uma simples verificação é possível constatar que a recta
de Soddy intersecta a recta de Euler no ponto de Longchamps.
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