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Titulo: Aspectos Avancados da Geometria do Triangulo

Resumo

Este trabalho incide sobre o estudo de alguns aspectos avancados da geometria
do triangulo, em particular sdo utilizadas as coordenadas trilineares e as suas relacdes
com as coordenadas cartesianas. As coordenadas trilineares permitem generalizar o
conceito de centro do tridngulo e facilitar o estudo das relagbes existentes entre 0s
centros do triangulo.

Outro dos objectivos deste trabalho foi utilizar as novas tecnologias,
nomeadamente o computador, quer como auxilio na obtencdo de resultados quer como
meio de visualizagdo dos mesmos. Para provar e testar ideias o software Mathematica
tornou-se uma ajuda indispensavel assim como o Geometer’s Sketchpad no campo da

representacgao.

Palavras chave: Tridngulo; Coordenadas trilineares; Centros do triangulo;
Circunferéncia dos nove pontos; Recta de Euler.



Title: Advanced Aspects of the Triangle’s Geometry

Abstract

This assignment is on the study of some of the most advanced aspects of the
triangle geometry, particularly the trilinear coordinates and their link to the cartesian
coordinates.

The trilinear coordinates allow us to generalize the triangle center concept and
facilitate the study of the several existing relations between the triangle centers.

Another of the assignment’s goal was based on the use of new technologies,
mainly the computer, both as a support to reach the study’s results and as a means to
display those results. To prove and test ideas, the software Mathematica became an
essential help as well as the Geometer’s Sketchpad on the field of representation.

Key-words: Triangle; Trilinear coordinates; Triangle center; The nine-point circle; The

Euler straight line.
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Notacoes

AABC
A, B, C

PQ
LABC
/ABC
LA

a, b, c

Ta, TB, TC

p

|PQ|
d(P,r)
a:f:y
(a, B,7)
f(a,b,c)

Triangulo de vértices A, B e C,

Veértices do AABC'; angulos internos correspondentes aos vértices;
Recta que contém os pontos P e Q;

Segmento de recta de extremos P e Q);

Angulo formado pelos segmentos de recta BA e BC;
Amplitude do angulo ZABC;

Angulo interno de um triangulo no vértice A;
Comprimentos dos lados BC, AC e AB do AABC;,
Area do AABC;

Raio da circunferéncia inscrita no AABC;

Raio da circunferéncia circunscrita ao AABC

Raio das circunferéncias ex-inscritas;
Semi-perimetro do AABC;

Distéancia entre os pontos P e ();

Distancia entre o ponto P e a recta r;

Coordenadas trilineares homogéneas;

Coordenadas trilineares exactas;

Funcao do centro do triangulo;

Notagao para os centros do triangulo (i = 1,2, ...).




Capitulo 1

Introducao

A necessidade econémica de contabilizar diversos tipos de objectos esteve
na origem da Matemédtica. De forma semelhante, a Geometria (do Grego
geo=terra+metria=medida, ou seja, “medir a terra”) estd intimamente
ligada as necessidades do homem, como é o caso da medicao de terrenos. A
Geometria é a mais antiga manifestacao conhecida da actividade matemética.
Cerca de 3000 anos a. C. os antigos Egipcios jé possufam os conhecimentos de
Geometria necessdrios para reconstituir as marcagoes de terrenos destruidos
pelas cheias do rio Nilo, bem como para construir as célebres piramides.

Inicialmente foi uma ciéncia de fndole préatica e objectiva mas, séculos
mais tarde, com a ajuda de vdrios sdbios que se dedicaram a esse estudo
e desenvolvimento, como o sdo Arquimédes', Pitdgoras?, Tales de Mileto® e
Euclides*, entre outros, a Geometria passou a contar com uma
componente tedrica. Para compreender melhor o desenvolvimento e a histéria
da geometria é sugerida a leitura de [16], pois através da sua leitura
poderemos conhecer alguns problemas cldssicos assim como algumas nogoes
e biografias breves de grandes matemadticos.

Acompanhando os védrios séculos de desenvolvimento da Geometria

I'Nasceu em 287 a.C. em Siracusa. Matem4tico e gedmetra, distinguiu-se igualmente
como astrénomo e fisico, criou a ciéncia dos liquidos (hidrostatica) e pode ser considerado
o primeiro grande engenheiro da Antiguidade.

2Pitagoras nasceu no ano 580 a.C. na ilha grega de Samos, perto de Mileto e faleceu no
ano 500 A.C. em Metapontum, Lucania. Pitdgoras foi responsavel por védrios progressos
nas dreas de Matemdtica, Astronomia e da Musica.

3Nasceu em Mileto por volta do ano 625 a.C., Tales foi simultaneamente geémetra,
fil6sofo e astrénomo.

4Viveu em Alexandria nos finais do séc. IV e principios do séc. III a.C. Grande
nimero de gedmetras gregos haviam dado, antes de Euclides, elementos de geometria, mas
Euclides foi o primeiro que fez demonstragoes rigorosas. Foi ele quem introduziu o método
da “reducao ao absurdo”.



esteve sempre o Tridngulo. Esta figura sempre despertou o interesse de
muitos sdbios, ficando alguns ligados fortemente a histéria do tridngulo, como
Pitagoras, que provou a existéncia de relagoes entre os comprimentos dos
lados de um tridngulo rectangulo.

No plano, o tridngulo é um poligono com o menor nimero de possivel de
lados, possui trés lados e trés angulos internos que somam 180°. E também
o tnico poligono que nao possui diagonais.

Figura™1.1: A soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°.

O triangulo pode apresentar-se e ser classificado de vdrias maneiras.
Essa classificacao pode ser feita quanto aos lados: escaleno®, isésceles® ou
equildtero’; ou ser uma classificacdo quanto aos angulos: acutangulo®,
obtusangulo? ou rectangulo!”.

O lado nao adjacente a um &angulo diz-se oposto a esse angulo e
reciprocamente. FEm geral, designam-se pela mesma letra o lado e o
vértice do angulo oposto, sendo a primeira uma letra miniscula e a segunda
maidscula. Os dngulos podem também ser designados pela mesma letra do
vértice ou por letras do alfabeto grego.

O Teorema de Pitigoras que afirma que “Em qualquer tridngulo
rectdngulo, o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma dos
quadrados das medidas dos catetos” pode também ser generalizado a lei dos
cosenos. Essa lei é vilida para todos os tridngulos, mesmo que o tridngulo
nao seja rectangulo, e pode ser usada para determinar o comprimento dos
lados ou as amplitudes dos angulos internos de um tridngulo, desde que a

®Triangulo com as medidas dos trés lados diferentes.

STriangulo em que dois dos lados tém o mesmo comprimento.
"Triangulo com as medidas dos trés lados iguais.

8Triangulo com os trés angulos internos agudos, inferiores a 90°.
9Triangulo com um angulo interno obtuso, superior a 90°.

0 Triangulo com um angulo interno recto, igual a 90°.



medida de trés ou de dois lados e a amplitude de um angulo interno sejam
conhecidas. Uma outra lei, a lei dos senos pode ser usada para calcular as
medidas dos lados de um tridngulo, desde que a amplitude de dois a&ngulos
internos e a medida de um lado sejam conhecidas. A lei dos senos relaciona
também o comprimento dos lados e as amplitudes dos dngulos internos do
triAngulo com o raio da circunferéncia circunscrita a esse mesmo triangulo.

A geometria do tridngulo é vastissima. Leonhard Euler, séc. XVIII, foi
um grande contribuidor desta geometria. Depois de se falar durante muito
tempo nos quatro centros notdveis, este matematico descobriu que trés deles
sao sempre colineares independentemente do tridngulo escolhido. O seu nome
foi dado a recta que os contém, recta de FEuler. Estes teoremas e leis que foram
sendo provados ao longo dos séculos permitiram que se fosse desvendando
muitos mistérios em volta de uma figura tao simples como ¢é o tridngulo.

E sobretudo a partir de 1873 que Lemaine e depois Brocar iniciaram
uma série de estudos sobre o tridngulo, a que vém mais tarde juntar-se, entre
outros, Vigorie, Ocagne, Longchamps e Neuberg. Nestes estudos
sobre o tridngulo, estes matemadticos utilizaram para as suas investigacoes as
coordenadas trilineares.

Falar da geometria do tridngulo ¢ também falar dos centros ou
pontos notdveis do tridngulo. Os mais conhecidos e antigos sao sem diivida o
incentro, baricentro, circuncentro e ortocentro, mas nao sao os unicos (ver
Capitulo 3). Para o quadrado o ponto de intersecgao das suas diagonais é o
mesmo que o ponto equidistante dos lados ou dos vértices, no tridngulo esses
dois pontos serao o incentro e o circuncentro. Para ajudar a compreender
melhor as propriedades e relacoes entre estes e outros centros do tridngulo,
a introducao das coordenadas trilineares ocupa um papel muito importante.

Em [11, Encyclopedia of Triangle Centers - ETC], Clark Kimberling retine
provavelmente a maior coleccao de centros do tridngulo, mais de 3200. Neste
site todos o0s pontos sao acompanhados das suas coordenadas
trilineares e baricentricas assim como uma profunda coleccao de propriedades.
E necessdrio assinalar que em Portugal existem poucas referéncias
bibliogrédficas que tratem deste assunto, deste modo o referido site de C.
Kimberling e os livros [4] e [10] foram muito importantes para a redacgao
desta tese.

Ao contririo das coordenadas cartesianas, em que os pontos mudam as
suas coordenadas sempre que o referencial muda, nas coordenadas
trilineares tal nao acontece.  Assim, o0s pontos notdveis escritos em
coordenadas trilineares mantém as suas coordenadas mesmo quando o
referencial muda, isto é, as coordenadas trilineares serao invariantes qualquer
que seja o tridngulo considerado. Esta é uma grande vantagem de trabalhar
neste tipo de coordenadas e consequentemente o estudo de propriedades e

4



relacoes torna-se na maioria dos casos mais simples.

1.1 Tecnologia e a Matematica

Em todas as épocas tém surgido novas tecnologias, sendo os mnovos
desenvolvimentos em Matemdtica muitas vezes o motor que influencia o
surgimento dessas mnovas tecnologias e em muitos casos as diversas
tecnologias tém estado associadas ao cdlculo aritmético. Esta é uma evolucao
francamente visivel, através da palavra cdlculo (do latim calculus “pedra”)
compreendemos que de facto em tempos antigos eram utilizadas pedras ou
pequenos seixos para auxiliar as operagoes aritméticas. Com o passar dos
tempos foram sendo utilizados outros instrumentos, como o caso do dbaco e
mais recentemente a méquina da calcular. Actualmente as novas tecnologias
centram-se mais no uso dos computadores, pois estes permitem uma grande
capacidade de armazenamento de dados e grande rapidez de processamento.
A utilizacao destes meios informéticos é cada vez mais uma pratica comum
e em muitos casos estd a tornar-se mesmo essencial.

Na drea da Matemdtica os computadores sao utilizados como
instrumentos de cédlculo numeérico ou simbdlico, executando tarefas de acordo
com sistemas de regras bem definidos. Podem também ser utilizados como
instrumentos de investigacao, permitindo a elaboracao de conjecturas e a
exploracao através de simulagoes do comportamento de determinados
sistemas e a influéncia que neles exercem estes ou aqueles parametros ou
propriedades estruturais.

No desenvolvimento deste trabalho, o computador desempenha sem
divida um papel de grande relevo na verificacao e obtencao de resultados.
Trabalhar com coordenadas trilineares implica trabalhar na maioria das vezes
com férmulas extensas e com diversas varidveis, o que requer algum cuidado e
concentracao. Assim para tornar a obtencao de resultados mais rapida e sem
falhas foi com naturalidade que recorremos ao computador e ao
software Mathematica. FEste software é extremamente abrangente, pode
efectuar cdlculos numéricos, operar expressoes algébricas, gerar uma grande
variedade de gréaficos e até desenvolver documentos para impressao,
utilizando linguagem de programagao o que permite ser utilizado em vdrias
dreas e por diversos especialistas. Com o auxilio deste software foi
possivel deixar as tarefas rotineiras e demoradas de simplificagao a cargo do
computador. No Capitulo 5 podemos verificar a utilidade desta fabulosa
ferramenta que é o Mathematica. Através deste software foi possivel tirar
conclusoes que de outra forma seriam quase impossiveis de resolver.

Sendo este um trabalho de geometria, serd facil de imaginar que em



muitos casos as explicagoes e demonstracoes serao acompanhadas de figuras
para tornar mais claro e perceptivel o raciocinio. Todas as figuras foram
elaboradas pelo software Geometer’s Sketchpad, um programa essencialmente
virado para o desenho geométrico, de facil utilizagdo mas sempre
acompanhado de grande rigor.

Com o auxilio destas poderosas ferramentas foi possivel testar, analisar,
representar e concluir alguns resultados bastante interessantes.



1.2 Nocoes elementares

Alguns teoremas, defini¢Oes, proposicoes e equagoes que ilustram resultados
muito conhecidos e que sao adquiridos até ao final do ensino secundério sao
muitas vezes a base para obter resultados mais complexos. Neste trabalho
em concreto, as varias equagoes da recta, as distancias, a drea do tridngulo,
entre outros resultados sao de extrema importancia, daf a necessidade de os
rever ainda que possam ser encarados como nogoes elementares.

A equagao de uma recta em coordenadas cartesianas pode ser definida de
véarias formas equivalentes

Ax+By+C =0. (1.1)

Além destas trés equacoes e através do lema seguinte é possivel escrever
uma outra equacao da recta.

Lema 1.2.1 Consideremos os eixzos do referencial cartesiano. Seja L uma
recta e P o ponto de intersec¢ao da recta L e da recta perpendicular a L que
passa pela origem do referencial O = (0,0), X = (1,0) € 6 o dngulo ZXOP.
Uma equagao de L é

xcosf +ysinf = p, (1.2)
onde p = |OP].
y - eixo
\ i
L
0
@) X X - eixo
Figura™1.2:



No célculo de distancias daremos especial atencao a distancia entre dois
pontos e & distdncia entre um ponto e uma recta. Consideremos que
P = (z1,11) e @ = (x2,y2) s@o dois pontos em coordenadas cartesianas e
r uma recta da forma (1.1). A distancia entre P e ) é dada por

PQ| = \/ (01 — )% + (31 — )°. (1.3)

e a distancia entre o ponto P e a recta r serd

. \Aa:l + By1 + C|
VA? 4+ B2

Por diversas vezes ao longo do trabalho serd feita referéncia a ler dos

cosenos e dos senos. Estas duas leis permitem-nos relacionar os

comprimentos dos lados de um tridngulo com os cosenos dos &angulos

internos, no primeiro caso e os lados, senos e raio da circunferéncia
circunscrita no segundo.

d(P,r) (1.4)

Teorema 1.2.2 (Lei dos cosenos)

Em qualquer tridngulo, o quadrado do comprimento de cada lado € igual a
soma dos quadrados dos comprimentos dos outros dois lados, menos o dobro
do produto dos comprimentos desses lados pelo coseno do dngulo por eles
formados, isto é, sao vdlidas as formulas

a®> = b2+ c? —2bccos A,
¥ = +a®—2cacos B,
A = a’+b*—2abcosC.

onde A, B e C sao os dngulo internos e a, b e ¢ os comprimentos dos lados
opostos aos dangulos.

Demonstracao Consideremos um tridngulo arbitrario [ABC| em que a, b
e ¢ sao os comprimentos dos lados BC, AC' e AB, respectivamente.
Seja D o ponto da recta BC' de modo a que AD seja perpendicular a
BC (AD a altura do triangulo [ABC] relativamente a A). Temos que
distinguir trés casos, se os angulos ZABC e ZACB forem
ambos agudos, o ponto D situa-se entre B e C, se ZABC < 90° e
ZACB > 90°, o vértice B estd entre A e D e no caso de ZAC'B = 90°
o ponto D coincide com C.

Analisando os dois primeiros casos verificamos que no triangulo [ABD]
os catetos sdo h e aj, no caso do tridngulo [ACD] os catetos sao h e
as, sendo

a; = ccos B, as = bcosC.

8



B as D a; C B C a, D

Figura™1.3:

No primeiro caso, a; € as sao positivos, no segundo caso a; > 0 e ay < 0,
mas em qualquer dos casos podemos escrever

a = ai + as.

Aplicando o teorema de Pitdgoras em cada um dos triangulos, [ADC]
e [ABD], obtemos

b2:h2+a§, c2:h2+af,

e daqui

2 _ 2., 2 2
b = " +a;—a;
2

2 2
= ¢+ (a—ay)” —af
= 2 +4a®—2aq

= ¢+ a® — 2accos B.

As restantes duas férmulas resultam de uma mudanga de notagao. Na
iltima situacao, onde ZAC'B = 90°, constatamos que a; = 0 e que
continuam a ser vilidas as mesmas igualdades. |

Teorema 1.2.3 (Lei dos senos)

Em qualquer tridngulo, o comprimento de cada lado é o produto do
didmetro da circunferéncia circunscrita pelo seno do dngulo oposto.
Tomando R como raio da circunferéncia circunscrita, temos

a = 2Rsin A, b=2Rsin B, c=2RsinC,

ou
a b c

sinA sinB sinC &




Figura™1.4:

Demonstragao Iremos provar apenas a primeira igualdade do teorema,
as restantes podem ser provadas de forma andloga. Consideremos a
Fig. 1.4, onde estd representado um triangulo [ABC], a circunferéncia
circunscrita a esse tridngulo e o ponto D pertencente a
circunferéncia de modo a que BD seja o diametro. No caso de C' = D,
/BAC ficard inscrito numa semi-circunferéncia e nesse caso sin A = 1,
sendo a férmula verdadeira. No caso em que C' # D, os angulos Z/BAC
e ZBDC ou sao congruentes ou sao suplementares, mas em ambos 0s
casos o valor do seno é igual. Como o tridngulo [BDC] é rectangulo,
podemos escrever

_\BC\_ a

sin A = sin (ZBﬁC’) = 1BD[ SR

onde R representa o raio da circunferéncia, desta forma provamos que

Para trabalhar em coordenadas trilineares, nomeadamente para estudar
relacoes entre pontos, necessitamos de utilizar a drea do tridngulo e as suas
diferentes maneiras de a calcular. No decorrer deste trabalho a drea serd
representada por o.

Como se sabe, a drea de um tridngulo obtém-se calculando a metade do
produto da medida da sua altura pela medida da sua base

1
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[2, p. 201], esta é sem duvida a maneira classica de determinar a drea, no
entanto existem outras, como é o caso de expressar a drea em funcao dos
comprimentos dos lados do tridngulo.

Proposicao 1 (Foérmula de Herdo)
Sejam a, b e ¢ os comprimentos dos lados do triangulo [ABC|, entao a
sua drea é dada por

c=+p(p—a)(p—"b)(p—o), (1.6)

onde p representa o semi-perimetro do tridngulo [ABC|. FEsta formula é
também conhecida como a férmula de Herao''.

Demonstragao Seja [ABC| um triangulo em que os comprimentos dos lados
BC, AC e AB sao a, b e ¢, respectivamente, e seja D o ponto de BC
que representa o pé da altura do tridngulo em A. Considerando, sem
perda de generalidade, que os dngulos B e C' sao agudos, a drea do
triangulo [ABC] pode ser entdo escrita como a soma das dreas dos
triangulos [ABD] e [ADC].

Figura™1.5:

A medida AD, altura do tridngulo em A, pode ser escrita como
Py = — (a—x)° e hy = b* — 22 em relaciio aos tridngulos [ABD)]
e [ADC], respectivamente (Fig. 1.5). Destas duas equagoes obtemos

2 2__ 2 . .
atb—c ¢ substituindo este resultado em h% = b* — 22, temos:

a2+ b2 — 2\
o= v ()

T =

oy férmula de Heron, em homenagem ao geémetra, engenheiro, matematico e mecénico
grego Heron de Alexandria (séc. I). A demonstragdo da férmula foi apresentada num dos
seus tratados chamado Métrica.
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—a* — bt — * + 202 + 2a% + 2023

4a?
_ (a® = b =+ 2bc) (—a® + b* + ¢ + 2bc)
B 4a?
(a> = (b —¢)) ((b+c)* —a?)
B 4a?
 (a=b+c)la+tb—c)(b+c—a)(a+b+c)
4a? '

Seja P=a+b+cep= %HC, temos entao as seguintes relagoes
a+b—c = a+b+c—2c=P—-2c=2(p—2c),
a—b+c = a+b+c—2b=P—-2b=2(p—0),
b+c—a = a+b+c—2a=P—-2a=2(p—a),

podemos desta forma reescrever h?

pe 2P (p—a) (52_ b) (p—¢)

)

entao

2
ha==v/plp—a)(p—b)(p-o),
assim, por (1.5), a drea do AABC é dada por:
1 2
o = Eaa pp—a)(p—>)(p—c

= Vplp—a)(p—b) (p— o).

Uma outra demonstragao pode ser vista em [1, p. 81].
Podemos também determinar a &drea de um tridngulo relacionando os
comprimentos dos seus lados e a amplitude dos seus dngulos internos.

Proposicao 2 Sejam a, b, ¢ 0os comprimentos dos lados e A, B, C os dngulos
internos do tridngulo arbitrario [ABC], entdo a sua drea é dada por

1 1 1
0= —cbsinA = —casin B = —absinC. (1.7)

2 2 2
Demonstragao Pela Fig. 1.5 podemos escrever h = csin B, onde h
representa a altura do tridngulo em A, e por (1.5) a drea do tridAngulo

sera

1
= —casin B
o 2casm ,

de forma andloga obtemos as igualdades o = %cb sinAeo = %ab sinC.H
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E possivel ainda relacionar a drea com os comprimentos dos lados e o
raio da circunferéncia inscrita ou os comprimentos dos lados com o raio da
circunferéncia circunscrita.

Proposicao 3 Sejam a, b, ¢ os comprimentos dos lados e r o raio da
circunferéncia inscrita no triangulo [ABC|, entao a sua drea é dada por

o=rp,
onde p representa o semi-perimetro do triangulo [ABC].

Demonstragao Seja I o centro da circunferéncia inscrita no tridngulo [ABC/.

Podemos entao escrever o através da soma das dreas dos tridngulos
[ABI|, [AIC] e [IBC], como ilustra a Fig. 1.6.

Figura™1.6:

0 = O[ABI] T 0[AIC] T+ O[1BC]

IR U PR
= 267’ 2r 2ar
a+b+c

”

2
= Tp

onde p representa o semi-perimetro. |

Proposicao 4 Sejam a, b, ¢ os comprimentos dos lados e R o raio da
circunferéncia circunscrita no tridngulo [ABC], entdo a sua drea é dada por

abe

U:E.
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Demonstragao Para obter a férmula do cédlculo da &drea do tridngulo a
depender dos comprimentos dos lados e do raio da circunferéncia
circunscrita, é suficiente relacionar os resultados obtidos na lei dos
senos e na proposicao 2. Assim, considerando

1
a=2RsinA e o= §cbsinA,

chegamos facilmente a
_abc

U—E.

Ao longo deste trabalho iremos também necessitar de outras nogoes como
¢é o caso da congruéncia de tridngulos ou algumas relagoes entre dngulos, para
isso é sugerido ao leitor a consulta de [14] e de [12].
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Capitulo 2

Coordenadas trilineares

Consideremos um tridngulo arbitrério [ABC/|, em que os comprimentos dos
seus lados sao a, b e ¢ (Fig. 2.1). As coordenadas trilineares de um ponto
P em relagao ao triangulo [ABC] representam-se por «: 3 : 7, em que «,
e v sao directamente proporcionais as distdncias euclidianas do ponto P as
rectas BC', CA e AB, isto é

a:fB:y=kd:kV:kd,

sendo a’, b’ e ¢’ as distancias euclidianas do ponto P aos respectivos lados do
tridngulo e k£ é uma constante diferente de zero.

Figura™2.1:

Deste modo os trés vértices A, B e C' do tridngulo tém como coordenadas
1:0:0,0:1:0e0:0: 1, respectivamente.

Teorema 2.0.4 Multiplicando as coordenadas trilineares de P = « : 3 : v

por k = #}’HCV obtemos a distancia euclidiana de P aos lados do tridngulo,
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onde o é a drea do AABC. As coordenadas obtidas, isto é, a tripla onde
cada uma das componentes representa a distincia euclidiana de P aos lados
do triangulo dd-se o nome de coordenadas trilineares exactas.

Demonstragao Sendo « : ( : « as coordenadas de P e a/, V', e ¢ as
distancias euclidianas de P aos lados BC, AC' e AB, respectivamente,
podemos entao escrever as distdncias da seguinte maneira

ad = ka,
bV = kpj,
d = ky.

Através das dreas dos triangulos [ABC|, [BCP], [ACP| e [APB]
(Fig. 2.1), representadas por o, o,, 0} € 0., respectivamente, podemos
encontrar o valor de k. Temos entao que

O = 0,+0p+ 0,
1 1 1
= aaa' - ibb/ + 566/

1 1 1
= Eaka + ibkﬁ + Eck:fy

1
= 5k(aa+bﬁ+cv),

entao 5
o
k= ————. 2.1
ac + b3 + ¢y (2.1)

Corolédrio 2.0.5 Quando k =1, as coordenadas de P indicam as distdncias
reais (euclidianas) de P aos lados do tridngulo.

As coordenadas trilineares exactas representam-se por («,(3,7),
caso contrario serd utilizada a notacao o« : [ : . A esta iltima
representacao também se dd o nome de coordenadas trilineares homogéneas.
Pela introducao do conceito de coordenadas trilineares de um ponto e
pelo teorema anterior podemos concluir que qualquer ponto multiplicado
pela constante k (k # 0), descreve o mesmo ponto.

No plano do triangulo [ABC] a recta BC divide o plano em dois
semi-planos. Iremos entao assumir que o semi-plano que contém o vértice
A ¢é a regiao onde a coordenada « € positiva, sendo que no outro semi-plano
a tem um valor negativo, ver Fig. 2.2.
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Figura™2.2: Distancias trilineares euclidianas do ponto P. a; < 0, #; > 0,
v, > 0.

Se P é um ponto no plano do AABC, a sua coordenada em relacao ao
lado BC' serd da, onde « representa a distancia euclidiana de P a BC, e

5— -1, se P estd no lado negativo de BC,
] 1, caso contrario.

Analogamente podemos escrever as respectivas coordenadas de P em relagao
aos lados C'A e AB. Desta forma, as distancias em relagao aos lados podem
ou nao ser negativas, dependendo do sitio onde se encontra o ponto P.

2.1 Coordenadas Cartesianas

As coordenadas trilineares e as coordenadas cartesianas podem ser
relacionadas de forma a que qualquer ponto em coordenadas trilineares possa
ser convertido em coordenadas cartesianas e vice-versa.

Para relacionar estes dois tipos de coordenadas, introduzimos um
referencial cartesiano no plano do tridngulo [ABCY, para que qualquer ponto
() em coordenadas cartesianas possa ser escrito em coordenadas trilineares e
vice-versa.

Comecemos por desenhar o referencial cartesiano de tal forma que O
(origem do referencial) se situe no interior do tridngulo. Sejam P, P, e
P35 os pontos de interseccao dos lados do tridngulo e das respectivas rectas
perpendiculares que passam por O. Consideremos um ponto X no eixo dos
xx do referencial cartesiano e um ponto () situado no interior do AABC,
tal como podemos ver na Fig. 2.3, e sejam 0; = Z/XOP; e p; = |OP,|, para
1=1,2,3.
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y - eixo

/ © \ X - eixo

Figura™2.3: Referencial cartesiano no sistema de coordenadas trilineares.

Pelo Lema 1.2.1 as equacoes das rectas BC, CA e AB sao
rcosl; +ysinb; =p; , parai=1,2,3.

Considerando que (u,v) sao as coordenadas cartesianas do ponto @ e
no caso de («, 3,7) serem as coordenadas trilineares exactas do ponto @,
o sinal das distancias do ponto ) aos lados do tridngulo é igual ao sinal
das distancias Py, P, e P3, pois o ponto O situa-se no interior do AABC.
Recorrendo a (1.4), podemos escrever

a = p;—ucosf; —wvsinby,
B = pa—ucosly — vsinb,,
v = p3—ucosfs — vsinbs.

Através das igualdades anteriores podemos verificar que as distancias a;, 3
e v dependem de onde estd situado o ponto O e dos angulos 6; (i = 1,2, 3).
Para simplificar as igualdades anteriores escolhemos O como sendo o incentro
do tridngulo AABC', assim p; = py = p3 = r, sendo r o raio da circunferéncia
inscrita em AABC. Tomando o eixo das abcissas paralelo a BC' no sentido
positivo, ou seja, de B para C. Obtemos

o, = = (2.2)



91 - 92 = T+ C, (23)
91 — 93 = T — B, .
93 — 92 = T — A, (25)

entao 03 = 5 + B e by =5 — C, logo
a = U COS 37 v sin 37
= D 9 27

08 = m—ucos(%—(?)—vsin(g—(?),
v o= pg—ucos<g+B)—vsin(g+B),

simplificando, obtemos as igualdades que nos permitem converter o ponto (),
escrito em coordenadas cartesianas, em coordenadas trilineares

a = r—+o,
6 = r—usinC —wvcosC,
v = r+usinB —wvcosB. (2.6)

Para obter as coordenadas cartesianas a partir das coordenadas trilineares
teremos primeiramente que as converter em coordenadas trilineares exactas,
no caso de ainda nao o serem, para tal multiplicam-se as coordenadas pela

constante k = —22— e obtemos as seguintes igualdades
aa+bB+cy

ka = r+w,
kB = r—usinC —wvcosC,
ky = r+usinB —vcosB.

Utilizando as duas primeiras equacoes anteriores e resolvendo o sistema
em ordem a u e v, tem-se

v = ka-—r,
kB —r+ (ka—1)cosC
u = — - ,
sin C'
como u e v sao as coordenadas cartesianas do ponto (), podemos
substitui-las por x e y, respectivamente, e obter

. _kB—r+(ka—r)cosC

sin C'
y = ka-—r. (2.7)
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2.2 Pontos em coordenadas trilineares

Teorema 2.2.1 Para determinar um ponto P em coordenadas trilineares
sao necessdrias apenas duas distdncias trilineares.

Demonstragao Tomemos P um ponto no plano do AABC e
consideremos, sem perda de generalidade, a recta perpendicular a C' A
que contém P.  Obtemos entao (;, a distancia de P a CA.
Analogamente podemos obter 7, em relagao ao lado AB. Estas duas
rectas intersectam-se num unico ponto P. Desta forma a terceira
coordenada «; estd univocamente determinada por (3; e ;. |

2.2.1 Conjugado isogonal

Consideremos um ponto P situado no interior do AABC e sejam AP, BP e
C'P as rectas que ligam cada um dos vértices ao ponto P. A reflexao de AP
através da bissectriz! do angulo A, a reflexdo de BP através da bissectriz do
angulo B e a reflexao de C'P através da bissectriz do 4ngulo C' concorrem
num ponto? a que se dd o nome de conjugado isogonal de P, Fig. 2.4.

Figura™2.4: P e @), conjugados isogonais.

Sejam « : (3 : v as coordenadas trilineares de P, as coordenadas trilineares
de @, conjugado isogonal de P, sdo dadas por 37 : ya : af ([10, p. 36]).

2.2.2 Conjugado isotémico

Consideremos um ponto P situado no interior do AABC e sejam AP, BP
e CP as rectas que ligam cada um dos vértices ao ponto P. Sejam A’, B,

1Semi-recta que divide um angulo ao meio.
2Ver [18, p. 3].
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C'" os pontos de intersec¢ao das rectas AP, BP, C'P com os lados BC, AC' e
AB, respectivamente. Ao fazer a reflexdo de A’, B’, C’ em relac@o aos pontos
médios de BC, AC' e AB obtemos A”, B”, C". As rectas AA”, BB" ¢ CC"

intersectam-se num ponto a que se dd o nome de conjugado isotémico (Fig.
2.5).

Figura™2.5: P e @), conjugados isotémicos.

Se as coordenadas trilineares de P forem « : (3 : 7 entao as coordenadas

trilineares do conjugado isotémico serao ﬁ : ﬁ : % ([10, p. 36 e 37]).

2.2.3 Distancia entre dois pontos

Devido & complexidade da férmula da distancia entre pontos em coordenadas
trilineares e de forma a simplificar os resultados, vamos considerar apenas
pontos escritos em coordenadas trilineares exactas.

Proposicao 5 Sendo P = («a,3,7) e Q@ = (a1,84,7,) dois pontos em
coordenadas trilineares exactas, a distdncia entre estes dois pontos é dada
por

v—abcla (B — ;) (a—ay) +b(y —v,) (@ — o) + c(a— an) (B— 53)]
20 ’

(2.8)

|PQ| =

ou

\/abc [acos A (o — 1) +bcos B(B— B,) + ccosC (y — 71)2]
20 ’

|PQ| =
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em que o representa a drea do triangulo [ABC] e a, b e ¢ sao 0os comprimentos
dos lados BC, AC e AB, respectivamente.

Demonstragao Sejam P = («,3,7) e Q@ = (a1,3;,7,) dois pontos em
coordenadas trilineares exactas. Recorrendo a (2.7) e tendo em conta
que k = 1, visto considerarmos apenas pontos em coordenadas exactas,
temos

__ B=r+(a=r)cosC
P = T = sin C ’
Yy=a—r,

B1—r+(a1—r)cosC

Q = {iBl:_ sin C )

Yy = —T.

Agora com P e (Q escritos em coordenadas cartesianas podemos aplicar
(1.3) e determinar a distancia entre os dois pontos.

Podemos escrever

2 <_ﬁ—7’+(0¢—r)cosC’+ﬁl—T+(a1—r)cosC)2

(z—2)” = sin C sin C

—B+r—(a—r)cosC+ B, —r+(ag —r)cosC
( sin C' )
B+ 6y + (a1 —a)cosC\?
< sin C )

(B — 51 + (a — Oé1) cos’C +2 (68— B3;) (a—ay)cosC
sin? C' ’

(=) =(a—r—ar+7)=(a—a).

Substituindo estes resultados em | PQ)|, temos

+ (Oé — 011)2

sin? C
_ \/(5—51)2+ (—a1)?+2(6—3,) (@ —ay)cosC

\/(5 — 51)2 + (o — Ot1)2(zos20+ 2(8—p) (a—ag)cosC

sin? C
_ \/(6—/31>2+ (@— )’ +2(8—B,) (@—ar)cosC

402
a2b?

Va2 [(6 = 51 + (0 — an)* +2(8 = By) (0 — ax) cos C]
20 '
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Consideremos

D = (B-5) +(a-a),
E = 2(6—-03) (a—ay)cosC.

Tendo em conta que P e () estao em coordenadas exactas, podemos

escrever
ac+ b3 + ¢y = 20,
a/Oél _'_ b/Bl + 071 == 20-,

subtraindo as igualdades, obtemos que

a(a—ay)+b(B—08)+c(y—")=0, (2.9)

o que quer dizer que

a— o = a s
B g, = ~ale—arf-eam)

{ —b(B=B1)—c(y=71)

substituindo em D, vem que

R R e -
_ —a’ (=) (B=8y) —ac(B—=01) (v —71) i
ab
(oo (64 ~telo =) (1=1)

Utilizando a let dos cosenos, enunciada no Capitulo 1, podemos
reescrever F

a?+ b — 2

E = 27(06—041)(5—/61)
_ d(e—a) BB+ (a—)(B—B) = (e —a1) (B 5)
ab ’
entao D + F é
—ac(B—B1) (y —71) —be(a—a1) (y —71) = (a—a1) (B 5)
ab ’

voltando a expressao da distancia, obtemos

V—abela(B=5) (v =7) +b(y = 7)) (a — ) +c(a — ) (8- Bl
20
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Esta é a formula da distancia entre dois pontos que depende apenas dos
comprimentos dos lados dos tridngulo. No entanto é possivel escrever
a férmula da distancia dependendo dos comprimentos dos lados e dos
angulos internos do tridngulo de referéncia.

Comecemos por tracar as alturas do AABC, como mostra a Fig. 2.6.

Figura™2.6:

Tendo em conta que
a=|BD|+ |DC|,

podemos escrever o lado |BC|, de comprimento a, como sendo
a = ccos B+ bcosC,

de forma andloga poderemos obter para b e ¢, comprimentos dos lados
AC e AB, as seguintes expressoes

b=ccos A+ acosC,

c=bcos A+ acosB.
De (2.8), seja
F=a@B-p)(a—a)+b(y—m)(a—a)+cla—ar)(B-0).

Considerando agora os valores de a, b e ¢ acima descritos e substituindo
em F', temos

F = (bcosC +ccosB) (68— ) (a—a1)+
(ccos A+ acosC) (y—,) (a—aq) +
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(bcos A+ acos B) (a — ay) (B — ;)
= cosA(a—oq)c(y—7)+b(B—-06y)]+
cos B(B—By)[c(y—71) tala—a)]+
cosC (v —7) [b(B—By) +ala—a).
A partir de (2.9), temos que

F=—-acosA(a— a1)2 —beos B (B — 51)2 —ccosC (y — 71)2.

Por 1ltimo, substituindo em (2.8) e simplificando, obtemos

\/abc [a cos A (o — a1)2 +bcos B (f — 61)2 +ccosC (y — 71)2}
PQ|= 5 -
[ |

A demonstracao da proposicao 5 mostra que o calculo da distancia
entre pontos em coordenadas trilineares pode ser uma tarefa extremamente
complicada do ponto de vista pratico. Por esta razao é quase indispensavel
o uso das novas tecnologias nos processos de simplificacao.

2.2.4 Colinearidade

Proposicao 6 Trés pontosa: B : vy, aj: [ :7, eqs: [yt v, SGo colineares
se e s0 se

a [ v
D = (0%} 61 ’71 = 0 (2.10)
a2 By s
Demonstracao Sejam P = (u,v), P, = (u,v1) e P» = (ug,ve) trés

pontos em coordenadas cartesianas e colineares. As suas coordenadas
trilineares sao

oa = r+uv,
6 = r—usinC —vcosC,

v = r4wusinB —wvcos B,

para P;
oy = T+,
B,y = r—uysinC — vy cosC,
vy, = r+usin B —wv;cos B,
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para P; e

Gy = T+U27
By = 1 —ussinC — vycosC,
Yo = T+ uzsin B —wvycos B,

para Ps.

Substituindo estas expressoes no determinante D, obtemos que

r+v r—usinC—vcosC r—+wusinB—wvcosB
D=|r+uv; r—usinC —vicosC r+u;sinB—wvicosB |,
r+vy r—1ussinC —wvycosC r+ugsin B — vy cos B

aplicando as propriedades dos determinantes vem que

r r—usinC—vcosC r+usinB —wvcosB

D = |r r—wsinC —wvicosC r+usinB—uvcosB |+
r r—ussinC —wvycosC' r+ugsin B — vy cos B

v r—usinC —wvcosC r+usinB —vcosB

vi r—usinC —wvycosC r+ u;sin B — vy cos B
Vg T —UsinC —vycosC 1+ upsin B — vy cos B

Podemos entao dizer que D = E + F, sendo

r r—usinC—vcosC r+usinB —wvcosB
E=|r r—usinC—wvicosC r+wu;sinB—uvcosB |,
r r—ussinC —wvycosC r+ugsin B — vgcos B

v r—usinC —vcosC r+usinB —wvcosB
F=|vy r—usinC—vycosC r+wuysinB—wvcosB |,
Vg T —usinC —vycosC r+ ussin B — vy cos B

De maneira semelhante, para o determinante E, temos que

r r r+usinB—wvcosB
E=|r r r+u1sinB —vycosB |+
r r r4+uysinB —wvycos B

—usinC —wvcosC  r+4+wusinB —wvcosB
—u;sinC' —vycosC r+ ugsin B — vy cos B
—upsinC' — vy cosC' r + ugsin B — vy cos B

_I_
= 303
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logo

r —usinC —wvcosC  r+wusinB —vcosB
E=04+|r —usinC—wv,cosC r+wu;sinB — v;cosB
r —ussinC —wvecosC r+uzsin B — vycos B

Y

continuando a aplicar as propriedades dos determinantes e
simplificando, obtemos que

1 wv v
E=|1 w v |rsin(C+ B).
1 U2 V2

Para o determinante F', podemos escrever

v r r4usinB —vcosB
F=|v, r r+usinB—vicosB |+
Vg T T +ussin B —wvycosB

v —usinC —wvcosC r+wusin B —vcosB
+| vy —uysinC —wvicosC r+wusinB —vjcosB | =
Vg —uUgSinC —wvgcosC 1+ ugsin B — vy cos B

1 u w 1 u v
= rsinB|1 u; vy |+rsinC|1 w v |=
1 U Vg 1 U2 V2
1 v v
= r(sinB+sinC)| 1 u v
1 Uo Vg

E entao possivel reescrever D da seguinte forma

D = E+F
1 v v 1 v v
= |1 w v |rsin(C+B)+r(sinB+sinC)| 1 u v
1 Uy V2 1 U2 V3
1 uw v
= |1 w v [r[sinA+sinB+sinC].
1 Ug V2

Tendo em conta que

1 v v

Uu—uy UV—v
1 uy vV | =

U—Uug UV — Vg
1 U Vo
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podemos afirmar que D = 0 se e sé se

U—u v—v | __ 0
U— Uy UV — 7V
isto é, se e s6 se P, P, e P, sao colineares. |
Exemplo 2.2.2 Os pontos de coordenadas trilineares % : % : %;

a*+c—a?) :b(a®+2—0b) :c(a®>+b*—c?) e a(b2+i2_a2) : b(a2+i2_b2) :
m respeitam a proposicao anterior, isto €, sao colineares. Fstes trés
pontos sao o baricentro, o circuncentro e o ortocentro que serao estudados em
pormenor mno Capitulo 3, a recta que os contém ¢é uma das mais
conhecidas e estudadas, a recta de Fuler.

2.2.5 Ponto médio
Proposicao 7 Consideremos dois pontos
Pi=oay:f1:7 e Po=a: P17,

em coordenadas trilineares e o segmento de recta por eles formado. O ponto
médio M = o, @ B, : 7, do segmento de recta é dado por

am = 2a0q0 +b(1 By + azfy) + ¢y, + a2my),

B = alonfy+ o) + 268185 + c(Biv2 + Ba71)

Tm = alaryy +aam) + 0 (8172 + Fam1) + 267172 (2.11)
Demonstragao Recorrendo a relacao existente entre as coordenadas

trilineares e as coordenadas cartesianas (2.7), podemos escrever os
pontos P; e P, em coordenadas cartesianas

Ty = sin C )

y1 = ko — 1,

_ kipy —r+(kia1—r)cosC
P1 — {

. koBy—r+(kaop—r) cos C

P2 — T2 = sin C )
Yo = koorg — 7.

Com os pontos em coordenadas cartesianas podemos facilmente
encontrar o ponto médio, M, que serd dado por

) A—| i)
— m -
M = Y1 -Eyz
2

Ym =
_ —(k18+k285)+2r—cos C(k1a1+kooa—2r)
Ty = -
— 2sinC )
_ kiaitksas—2r
ym - 2 )
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Utilizando (2.6) é possivel escrever M em coordenadas trilineares. A
coordenada a, serd dada por

k kooig — 2
n 101 + KoQuo r
2
k’qu + k‘gOéQ
—

Xy =

Tendo em conta (2.1), temos

g
am = — o (aqg + b6y + ¢y5) + g (aay + 061 + 1)

| Q

[2aaq0 + b (105 + Braz2) + ¢ (a1, + v102)],

onde
E = (acy + bB1 + ¢71) (aaa + b6y + ¢75) -

A coordenada de j3,, serd

— (k181 + kafSy) + 2r — cos C' (ko + koay — 2r)

b = 7= 2sin C' sin ¢’ —
k‘lOél + ]';2042 —2r cos C
_ k181 + kaf3y
2
= Z(a(Br0 +028y) + 26815, + ¢ (Byys + 1152)]

E

Para o cédlculo de ,,, no lugar de (2.7) é necessario utilizar uma
outra relagao entre as coordenadas trilineares e as cartesianas. De
facto podemos escrever (2.7) em funcao de « e v, que sera da forma
_ ky—r+(ka—r)cosB
v sin B ’
y = ka—r.

e neste caso

. k1v,+k2vo—2r+cos B(kiai+kaop—2r)
M = m 2sin B ’
— kiogtkaoo—2r
ym - 2 .
Assim
ki1, + koyy — 2r 4 cos B (kiag + kaag — 2r)
Y = T+ sin B —

2sin B
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kloq + ]{72062 —2r
2
k1 + k2o
2
o
= B [a (7102 + 17y) + b (7185 + B172) + 26’7172] .

cos B

As coordenadas trilineares de M serao

o = (20105 + blanffy + Fr0) +e(r7; +7109)]
o

B = Fla(Broz+afh) + 26818, +c (B + 7)),
o

Tm = g la(mee+arys) + b+ Br72) + 267172],

como as coordenadas trilineares sao coordenadas homogéneas, podemos
multiplicar o terno por

k==,

o

obtendo assim as coordenadas simplificadas de M, o ponto médio do
segmento formado por P, e P,

Qm = 2ac10p +b (a1, + Bras) + c(a1yy +7102)
B = a(aify+ Braa) 4 205,8y +c (8172 +7189) »
Y = a(a1yg +7100) + b (8172 +7162) + 27175

E necessdrio assinalar que as coordenadas trilineares dos pontos médios
dos lados AB, AC e BC do triangulo de referéncia [ABC| sao b : a : 0,
c:0:ae0:c:b, respectivamente.

2.3 Rectas

2.3.1 Equacao de uma recta

Proposicao 8 Sejam P, = a1 : 3117, € Po = g : By 1 7y dois pontos em
coordenadas trilineares, a equac¢do da recta que passa por esses dois pontos é
dada por

(B172 — Bay1) @+ (V102 — Y201) B+ (a1 By — azfBy) v = 0.
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Demonstracao Sejam P, = oy : 31 : 7, € P» = aa 1 35 1 7, dois pontos em
coordenadas trilineares e o : 3 : 7 um terceiro ponto arbitrario. Pela
proposicao 6, trés pontos sao colineares se e s se

a [y
o Py o7 | =0.
Qs By 7o
Logo a equacao em coordenadas trilineares da recta definida por P; e

b é
(B172 = Bay1) @+ (V102 — vo01) B+ (a1 By — azfBy) v = 0.
[ |

De forma a simplificar a escrita da equacao de uma recta em coordenadas
trilineares, iremos introduzir a seguinte notacao

I = B172 — Ba71,

mo= 7102 — Yolu,
n = aifly —axf,
e portanto
lao+mpB+ny =0, (2.12)

é a equacao em coordenadas trilineares da recta definida por P, e Ps.

Coroldrio 2.3.1 Os lados do tridngulo [ABC| estao contidos nas rectas BC,
CA e AB, sendo as suas equagoes o =0, =0 e v = 0, respectivamente.

Como vimos anteriormente as coordenadas trilineares e as cartesianas
podem ser relacionadas, utilizando (2.6) e (2.7) é possivel obter uma
relacao entre as equagoes de uma mesma recta em coordenadas trilineares
e coordenadas cartesianas.

Proposicao 9 Seja XOY o referencial cartesiano introduzido na sec¢ao 2.1
e seja la+mpPB+ny =0 a equacao de uma recta em coordenadas trilineares.
A sua equacdo em coordenadas cartesianas é dada por

(msinC —nsin B)x + (=l +mcosC +ncosB)y — (I +m+n)r =0,
(2.13)
onde r é o raio da circunferéncia inscrita no tridngulo de referéncia.

Demonstragao Seja
la +mpB+ny=0,
a equacao de uma recta em coordenadas trilineares. Substituindo «,

[ e v por (2.6) e modificando a notacao de u, v para x, y obtemos a
equacao desejada. |
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2.3.2 Rectas concorrentes

Proposicao 10 Sejam

r : la+mpB+ny=0,
s ha+miB+ny=0,
t @ lba+mef+nyy=0,

trés rectas em coordenadas trilineares. As rectas sao concorrentes se e SO se
l(mlng — nlmg) + m(nllg — llng) + n(lﬂng — mllg) = 0. (214)

Demonstragao As rectas r, s e t sao concorrentes se e s6 se no sistema
homogéneo

r : la+mB+ny=0,
s ha+miB+ny=0,
loav + myfB + noy = 0,
ocorrer
I m n
ll miy Nnq =0
l2 mo MNo

ou seja, se se verificar (2.14). [

Corolario 2.3.2 Se as rectas r, s e t sao concorrentes, entdo o ponto de
interseccao é dado por

ming — N1My n1l2 — llng . llmg — mllg.

2.3.3 Rectas paralelas

Proposicao 11 Duas rectas

r : la+mpB+ny=0,
s ha+miB+ny=0,

sao paralelas se e so se

a(mny —nmq) +b(nly — Iny) + ¢ (Imy —mly) = 0. (2.15)
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Demonstragao Sejam

r : la+mpB+ny=0,
s ha+miB+ny=0,

duas rectas em coordenadas trilineares. Pela proposicao 9, as equagoes
das rectas r e s em coordenadas cartesianas sao dadas por

r (msinC —nsin B)z + (=l +mcosC +ncos B)y —
(l+m+n)r=0,

s (mysinC' — nysin B)x + (—ly +my cosC + nycos B)y —
(

ll+m1+n1)r:0.

As duas rectas sao paralelas se e s6 se os seus vectores forem colineares,
isto é

=0,

l—mcosC —ncosB msinC — nsin B
Iy —mycosC —nycos B mysinC —ngsin B

aplicando as propriedades dos determinantes e simplificando, temos

que
l : ) }
sin C' + sin B +
ll mi ll —n1
men sin B cosC — n sinCcosB = 0.
mp nq ny my

Dividindo a igualdade anterior por sin B, e utilizando a let dos senos,
teorema 1.2.3, vem que

Z 4
b

[ m
ll ma

m
mp m

(cosC + % COSB) =0.

L —n

Utilizando agora a lei dos cosenos, teorema 1.2.2, para o cos C' e para
o cos B, obtemos que

S
b

a
—
b Y

[ m
ll mq

-n
L —ny

m n
my; M

assim, a condicao de paralelismo entre duas rectas r e s nas condigoes
acima referidas é dada por

a(mny —nmy) +b(nly — Iny) + ¢ (Imy —mly) = 0.
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Podemos também escrever a condicao através do determinante

a b c
[ m n |=0.
ll m; nqp

Proposicao 12 A recta r definida por

a 15 g
aq B4 Y1 =0
bn—cm cl—an am — bl

é paralela a recta s : la+mp 4+ ny =0 e passa pelo ponto oy : (B : ;.

Demonstragao Pela proposicao 6 é evidente que o ponto oy : 3y : 74
pertence a recta r. Por outro lado a recta r, desenvolvendo o
determinante, pode ser escrita da forma

(B, (am —bl) — v, (el —an)] a+ [y, (bn — ecm) — oy (am — bl)] 5 +
[y (cl — an) — B (bn — e¢m)] v, = 0.

Aplicando r e s directamente em (2.15) verifica-se que as duas rectas
sao paralelas. |

2.3.4 Rectas perpendiculares

Proposicao 13 Duas rectas

r : la+mpB+ny=0,
s ha+miB+ny=0,

sao perpendiculares se e sd se

(Ily + mmy + nny)—(mny + myn) cos A—(nly + nql) cos B—(lmy + lym) cos C = 0.
(2.16)

Demonstragao Sejam

r : la+mpB+ny=0,
s : ha+miB+ny=0,
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duas rectas em coordenadas trilineares. De acordo com (2.13) podemos
escrever as rectas em coordenadas cartesianas, obtendo

r (msinC —nsin B)z + (=l +mcosC +ncos B)y —
(l+m+n)r=0,

s (mysinC' — nysin B)x + (—ly +my cosC + nycos B)y —
(

l1+m1+n1)7’:0.

As rectas sao perpendiculares® se e s6 se satisfazem a condicao

AA,+ BB; =0,
onde
A (msinC' — nsin B) ,
A1 = (mysinC —nysin B),
B (=l +mcosC +ncosB),
By = (=l1+mycosC +njcosB).

Simplificando, obtemos que duas rectas sao perpendiculares se e s6 se
tem lugar (2.16). |

Proposicao 14 A equacio de uma recta que passa por um ponto P de
coordenadas trilineares avy : 31 : 7y, e € perpendicular a recta la+mfB+ny =0
é dada por

a B g
Qg B4 it = 0.
l—mcosC —ncosB m—ncosA—1lcosC n—1IlcosB—mcosA

(2.17)

Demonstragao Consideremos um ponto P de coordenadas trilineares
oy : (31 17y, e arecta r de equacao la+mpB+ny = 0. Seja s uma recta

3Duas rectas
r:Ax+By+C =0, s:Alv+B'y+C' =0,
em coordenadas cartesianas sao perpendiculares se e sé se

AA"+ BB =0.
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perpendicular a r que contém o ponto P. A equacao da recta s serd da
forma za + yB + zy = 0.

Como P € s, entao
rar +yby + 27, =0,

por outro lado as rectas r e s sao perpendiculares, por (2.16) temos
(lx + my + nz)—(mz + yn) cos A—(nz + zl) cos B—(ly + xm) cos C = 0,

isto é
xe +y( + zn =0,

onde

e = l—ncosB—mcosC,

m —ncos A —lcosC,

n = n—mcosA—IlcosB.

Os coeficientes z, y e z da recta s deverao satisfazer o sistema

ra+yB+ 2y =0,
rar +yb; + 27, =0,
xe +y( + zn =0,

que deverd ser um sistema homogéneo possivel e indeterminado, o que
quer dizer que

a [y
o By m | =0,
e ¢ 1
isto ¢, tem lugar (2.17). |

2.3.5 Distancia entre ponto e recta

Tal como o cédlculo da distancia entre dois pontos, para o célculo da distancia
entre um ponto e uma recta é necessério que as coordenadas do ponto estejam
em coordenadas trilineares exactas.

Proposigao 15 Seja P = (a1, 1,7,) um ponto em coordenadas trilineares
exactas e r a recta la +mp +ny =0, entao

d(P ’l"): |la1+mﬁl+n’71|
’ VI2+m2+n2—2mncos A — 2nlcos B — 2lm cos C
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Demonstragao Para a demonstracao desta proposicao iremos comegar por
converter a equagao da recta para coordenadas cartesianas e
posteriormente determinar a distdncia entre um ponto e uma recta
recorrendo a (1.4).

Sejam P = (a1,0;,7;) e la + mB + ny = 0 um ponto e uma recta
em coordenadas trilineares, a recta em coordenadas cartesianas tem a
equagao (2.13). Desta forma a distancia sera dada por

|loy + mpBy + ny|

d(Pr)=
\/(msinC’—nsinB)2+(—l+mcosC’+ncosB)2

Y

simplificando o denominador obtemos

|l051 +mpB, + n'71|

d(P,r)= :
V2 +m2 +n?+ 2mncos (B + C) — 2nl cos B — 2lm cos C

Tendo em conta que cos (B + C) = cos (m — A) = — cos A, obtemos a

equagao desejada para d (P,r) . [ |

2.4 Circunferéncia

De forma a complementar a compreensao desta seccao, recomenda-se a leitura
atenta de [10, p. 219].

A circunferéncia C' de centro O e raio r > 0 é o lugar geométrico dos
pontos do plano que estao a distancia r de O. Tomemos dois pontos distintos
P, Q € C. No caso em que P, Q e O sdo colineares, ao segmento PQ
designamos de didmetro de C', sendo C' simétrica em relagao a recta PQ).

Para o nosso caso, interessa-nos apenas a equacao da circunferéncia em
coordenadas trilineares, que tem a expressao

(lao +mpB +ny) (aa + bB + ¢y) + k (afy + bya + caff) = 0, com z # 0.
(2.18)
O centro ag : B, : 7, da circunferéncia dada pela equagao anterior é

ap = l+zcosA—ncosB— mecosC,
By = m-—mncosA+zcosB—lcosC,
Yo = n—mcosA—IlcosB+ zcosC.

Para valores fixos de [, m e n e uma varidvel z, a equacao (2.18) representa
uma familia de circunferéncias, tendo em conta que quando z — o0, as
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circunferéncias aproximam-se da circunferéncia circunscrita, sendo esta uma
das possiveis interpretacoes geométricas.

Seja O o centro da circunferéncia IV e O o centro da circunferéncia T,
a circunferéncia circunscrita ao triangulo [ABC|. A recta que contém O’
e é paralela a recta OA, intersecta ' em dois pontos. Escolhemos, sem
perda de generalidade, um dos pontos e atribuimos a letra A’. A recta que
contém O’ e é paralela & recta OB intersecta I'" em dois pontos, By e Bs.
Dos angulos LA'O'B; e ZA'O' By um ¢ igual ao angulo ZAOB. Seja B’ esse
angulo, podemos, de forma andloga, determinar o angulo C’, de tal modo
que o AA’B'C’ fique inscrito em I, com os lados B'C", C"A’ e A’ B’ paralelos
aos lados BC, C'A e AB, respectivamente.

A

Figura™2.7:

Seja X = (u,v,w) o centro de homotetia dos triangulos [ABC| e [A'B'C"|
e as suas coordenadas as distancias trilineares exactas ao AABC. Sendo A a
razao de homotetia, os comprimentos dos lados do AA’B'C’ sdao Aa, \b e Ac.
Seja P um ponto arbitrério e (a, 3,7) as coordenadas trilineares exactas de
P em relacio aos lados BC, AC, AB e (¢/,3',7') as coordenadas trilineares
exactas de P em relagao aos lados B’C’, A/C" e A’B’. Assim, a equacao de
IV que contém os vértices A', B’ e C' & dada por

Aaf'y + Aby'a’ + Aed/ 3 = 0. (2.19)
Como |§/X‘| = ‘&g” = ‘|))((CC”|‘ = ), entao as distancias reais de X em relacao ao
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AA'B'C' sao u' = Au, v = lv, w' = Mw. Consequentemente, as distancias
entre B'C" e BC, C"A'e CA, A’B' e AB,sao (1 =M u, (1=X)v, (1 -\ w,
respectivamente. Desta forma o/ = a — eu, 8’ = 3 — ev, 7' = v — ew, sendo
e=1—-\

Na equagao (2.19) podemos eliminar A e substituir o/, 3,7 de forma a
obter

a(f—ev)(y—ew)+b(y—ew)(a—eu)+cla—eu) (B —ev) =0,

ou
afBy + bya + caff — Tie + The? =0, (2.20)

onde T} = a (wf + vy) + b (uy + wa) + ¢ (va + uf) e Ty = avw + bwu + cuv.
De modo a transformar a equagao (2.20) numa equagao homogénea (equagao
que é satisfeita tanto por pontos em coordenadas trilineares exactas como por
pontos em coordenadas trilineares homogéneas), seja 6 = (ac + b3 + ) /20,
igual a 1, multiplicando T} por § e Ty por 6. Depois de expandir os produtos
e de agrupar os termos semelhantes obtemos uma equagao da forma de (2.18)
com

z = 407,

I = aée® (avw + bwu + cuv) — doe (bw + cv),
m = be* (bwu + cuv + avw) — 4oe (cv + au)
n = ce (cuv + avw + bwu) — 4oe (au + bw)

onde e =1—r/R, sendo r e R os raios de [ e I, respectivamente, e o a drea
do triangulo [ABC].

2.4.1 Equacao da circunferéncia que passa por trés
pontos

Sejam oy : B; 1 vy, a2t By 1Yy € g By 1 v trés pontos nao colineares, entao
a equacao da circunferéncia que contém estes trés pontos é dada por

afBy + bya + caf a [ v
afyyy Hbyonteanfy o By |
afByys + bysae + canfly a2 By 7, .
afgys + bysas +casfs s P33

Resolvendo este determinante obtemos

hlﬁ’}/ + hg’}/Oé + théﬁ + h40é + h5ﬁ + h6’7 = 0,
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onde hyq, ..., hg sao constantes. Contudo esta nao é uma equacao homogénea,
sendo por isso necessdrio transformé-la. Multiplicando «, 3 e v pela
constante k (veja (2.1)), a equagao anterior toma a forma

20 (h1By + hoya + hgaB) + (haa + hs B + hey) (aca + b3 + ¢y) =0,
ou

ahyo? + bhs (% 4 chgy? + (20hy + bhg + chs) By
+ (20he + chy + ahg) Yo + (20h3 + ahs + bhy) .

Esta ultima equacdo é homogénea em «, 3 e 7, ver [10, p. 222].

2.4.2 Equacao da circunferéncia dado o raio e o centro

Conhecido o raio e as coordenadas do centro de uma circunferéncia é possivel
escrever a sua equagao. Supondo que P = (ai,[3;,7,) sdo as coordenadas
trilineares exactas do centro e r o raio, a equagao da circunferéncia de centro
Peraioré

[r?sin® A — (87 + 77 + 26,7, cos A)] o? +
r’sin® B — (v} + o} + 2y,a1 cos B) | 8* +
[r?sin® C' — (of + 32 + 2043, cos O)] v +
2 [r?sin Bsin C + 17, + 7,01 cos C + a; 8y cos B — aj cos A] By +
2 [TQ sin C'sin A + ;a1 + a3, cos A + 3,7, cos C' — 32 cos B] ya +
2 [r?sin Asin B + a1 3; + 817, cos B 4,01 cos A — 73 cos C| a3
_— (2.21)

Veja também [10, p. 223].

40



Capitulo 3

Centros do tridngulo

Como foi referido a circunferéncia é uma curva plana que se define como
sendo o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de um ponto
fixo, chamando-se este o centro da circunferéncia. Assim quando falamos do
centro da circunferéncia falamos de um tnico ponto. Noutras figuras planas,
como por exemplo o quadrado, a nocao de centro surge naturalmente, pois
neste caso podemos considerar que o centro é o ponto equidistante dos quatro
lados.

Em contrapartida, desde os primérdios da Matemética é sabido que no
tridngulo é possivel definir vérios tipos de centros. Alguns como o incentro, o
baricentro, o circuncentro e o ortocentro eram ja referidos pelos mateméticos
da antiga Grécia. Outros pontos, como é o caso do centro de Fermat, foram
descritos algumas centenas de anos mais tarde, no séc. XVII.

Recentemente foi formalizada a nogao de centro do tridngulo, permitindo
que um grande nimero de pontos notdveis associados ao tridngulo possam
ser considerados como centros, sendo actualmente conhecidos mais de 3200
centros do triangulo (veja [10] e [11]).

As coordenadas trilineares dos centros sao escritas através das
medidas dos comprimentos dos lados, ou dos &ngulos internos ou através
de ambos. Em muitos casos recorre-se a lei dos cosenos para obter as
respectivas coordenadas.

3.1 Funcoes do centro do Tridngulo

Considere-se C (T,R) o anel das fungoes continuas definidas de 7" em R,
relativamente as operagoes usuais de soma e multiplicacao de fungoes, onde

T={(a,b,c) eR*:0<a<b+c0<b<c+a0<c<a+b},
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representa um triangulo qualquer no plano euclidiano e
a=4d(B,C), b=d(A,C), c=d(A,B),

veja também [1, p. 30].
Consideremos agora o anel C (T, R)® e o conjunto

E = {(a,b,c) € R*: (g1.92.93) (a,b,¢) =0} .

Vamos introduzir a relacao de congruéncia definindo que a tripla (fi, f2, f3)
é equipolente a (g1, g2, g3) se se verifica as seguintes condigoes

i) Vie{1,2,3},V(a,b,c) €T fi(a,b,c) =0= g;(a,b,c)=0,
ii) V(a,b,c) € T\E i%(a,b,c):*&(a,b,c):*g%(a,b,c).

g2

Definicao 3.1.1 (Ponto)
Um ponto P é uma classe de congruéncia nao nula [(f1, f2, f3)] € C (T, R)?’/ ~
que denotamos por fi: fa: f3.

Definicao 3.1.2 (Func¢do do centro)
Sejam C (T,R) o anel das fungoes continuas e U C T. Uma fungdo do
centro é uma funcao f € C (U, R) tal que satisfaz

i) V(a,b,c)eU  fla,b,c)= [(a,cb);
i) VteR,V(a,b,c) e U, In e R\{0}: f(ta,tb, tc) =t"f (a,b,c).
Observacao 1 A primeira condicao da definicao de func¢do do centro,

indica-nos que f é simétrica nas varidveis b e ¢, enquanto que a sequnda
diz-nos que a fun¢ao é homogénea.

Definicao 3.1.3 (Centro)
Um ponto f1 : fo: f3 é um centro do tridngulo, se existe uma funcao do
centro f € C (U,R) tal que satisfaz

(fl (a’b’c)>f2 (a’b’c)afS (aab7c)) = (f(a,b,c),f(b,c,a),f(c,a,b)).

Para ajudar na compreensao destas defini¢coes recomenda-se a leitura de
[9].

Pelas definicoes anteriores podemos afirmar que as coordenadas
trilineares de um centro sao ciclicas, isto é, a maneira como é obtida a
primeira coordenada de um centro é repetida para as restantes coordenadas.
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Tomemos como exemplo a construcdo do ortocentro!, primeiro
construimos a altura em relacao a um dos vértices e depois repetimos a
mesma construcao para os outros dois vértices. Fazemos entao uma repeticao
ciclica da construcao das alturas dos diferentes vértices.

Por outro lado também se verifica a propriedade bi-simétrica em b e c,
condigao ) da defini¢ao (3.1.2). Por exemplo quando é construida a mediatriz
do lado BC, o resultado é o mesmo se fizermos a construcao da mediatriz do
lado CB.

Por dltimo, a condigdo ii) é referente & homogeneidade, isto é,
tridngulos semelhantes tém os centros situados no mesmo sitio.
Consideremos os triangulos semelhantes [ABC] e [DEF|, o que quer
dizer que os comprimentos dos lados sao proporcionais, isto é, existe ¢t > 0,
de modo a que os comprimentos dos lados de ADEF sao ta,th,tc. Seja X
um centro do AABC' e f a sua fungao, entao as coordenadas de X serao

fla,b.c): f(bc,a): flea,b),
esse mesmo centro do triangulo [DEF| serd
f (ta,tb,tc) : f (tb,tc,ta) : f (te,ta,th),

que pela propriedade da homogeneidade é igual a f (a,b,c) : f(b,c,a) :
f (c,a,b), isto &, a razdo das distancias de X aos lados dos dois triangulos é
a mesma.

Contudo, nem todos os centros do triangulo satisfazem estas propriedades,
como é o caso dos centros bi-centricos que nao satisfazem a propriedade
bi-simétrica. Os pontos mais comuns deste tipo sao o primeiro e segundo
ponto de Brocard em que as suas fungoes sao homogéneas e ciclicas mas nao
bi-simétricas. Estes pontos tém como suas coordenadas trilineares

c a b

b ¢ a
e

b . C .

c a b
respectivamente.

Podemos entdo obter fungoes centro do tridngulo f’(a,b,c) que nao
satisfazem explicitamente a bi-simetria, no entanto, nesses casos f’(a,b,c)
pode ser transformada numa funcdo equivalente f(a,b,c) que satisfaz a
propriedade bi-simétrica

f(a,bye) = [f (a,b,¢)]" [ (bicoa) f'(c,a,b).

! Construcao na p. 52.
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3.1.1 Propriedades

Existem casos particulares de alguns tridngulos em que os centros notédveis
tomam posi¢oes muito especificas.

e No caso do triangulo de referéncia ser equildtero temos que a = b = ¢,
de forma que

f(a,b,c):f(b,c,a):f(c,a,b),

o que quer dizer que todos os centros serao coincidentes e da forma

fla,b,c): f(a,b,c): fla,bc)=1:1:1,

serao estas também as coordenadas trilineares do incentro de qualquer
triangulo (p. 45).

e Quando o tridngulo é isdsceles com a = b, as coordenadas trilineares
do centro do tridngulo sao

fla,a,¢): fla,c,a): f(ca,a),

tendo em conta que a funcao f é bi-simétrica, temos que as coordenadas
do centro podem ser reescritas da seguinte maneira

fla,a,¢): fla,a,¢): f(c,a,a),

o que quer dizer que neste caso todos os centros do tridngulo
sao equidistantes dos lados AC e AB, isto é, estdo sobre a
bissectriz do dngulo C'. Para os casos em que a = c e b = ¢, 0s centros
encontrar-se-ao na bissectriz de B e A, respectivamente.

3.2 Alguns centros notaveis

Nesta seccao sao referidas as principais propriedades de alguns dos centros
mais conhecidos do tridngulo, sendo para eles utilizada a notagao X;, onde %
representa o nimero que o respectivo centro ocupa na lista elaborada por C.
Kimberling? em [10] e [11].

2Professor de Matemadtica, na Universidade de Evansville.
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3.2.1 Incentro

O incentro, que habitualmente é representado pela letra I3, é o centro da
circunferéncia inscrita’ de um determinado tridngulo. O incentro é o ponto
de interseccao das bissectrizes dos dngulos internos de um tridngulo. Sendo
a bissectriz de um tridngulo a semi-recta que parte do vértice de um angulo
e o divide ao meio.

Figura™3.1:

Proposigcao 16 As bissectrizes dos dngulos internos de um tridngulo sao
concorrentes.

Demonstragao A demonstracao sera realizada utilizando as ideias expostas
em [8, p. 85].

Vamos provar que C'P passa pelo ponto de interseccao de Al e BI,
Fig. 3.1, em que AI, BI e CP sao as bissectrizes dos angulos do
AABC. Comecemos por tracar os segmentos perpendiculares aos lados
do AABC e que passem por I, isto é, os segmentos 1D, IE e IF.

Sabemos que |ID| = |IF| e que |IF| = |IE|, pois qualquer ponto
da bissectriz de um angulo estd equidistante dos lados que formam o
angulo, o que quer dizer que |[E| = |ID|. Assim o ponto I pertence &
bissectriz do angulo C, ou seja, C'P passa pelo ponto I. |

Pela proposi¢ao anterior podemos concluir que as trés bissectrizes dos
angulos internos do AABC' concorrem no ponto 1.

30 incentro é X; em [11].
4Circunferéncia que se encontra no interior do tridngulo e é tangente aos trés lados.
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Figura™3.2:

O incentro é um ponto equidistante dos trés lados do tridngulo, assim
é o centro da circunferéncia inscrita, desta forma o incentro encontra-se a
distancia r dos lados do AABC, podemos também afirmar que o ponto [
encontra-se sempre no interior do tridngulo.

Como as coordenadas trilineares de um ponto sao as distancias desse
ponto aos lados do tridngulo, no caso do incentro as suas coordenadas serao

r.r.r.

No entanto podemos simplificar as coordenadas multiplicando por k =
visto que as coordenadas trilineares respeitam a homogeneidade, obtemos
entao

1
T

1:1:1.

A funcao do centro do tridngulo do incentro é dada por

f(a,b,c) =1.

3.2.2 Baricentro

O baricentro é também representado pela letra G° e divide o AABC nos
triangulos [ABG], [AGC] e [BCG], que tém a mesma drea. O ponto G ¢ o
centro de gravidade do AABC' e é obtido através da intersecgao das medianas
do triangulo [ABC] (veja Fig. 3.3). A mediana de um tridngulo é a recta
que une o ponto médio de um lado do tridngulo ao vértice oposto. Pela
definicao de mediana podemos concluir que este ponto, tal como o incentro,
encontra-se sempre no interior do triangulo.

%0 baricentro ¢ X5 em [11].
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B Ma Cc

Figura™3.3: Baricentro (G), ponto de intersec¢ao das medianas.

Proposigcao 17 As medianas de um tridngulo concorrem num ponto
cuja distincia a qualqguer um dos vértices é % do comprimento da
respectiva mediana.

Figura™3.4:

Demonstragao Demonstragao retirada de [1, p. 87]. Sejam X, Y e Z os
pontos médios dos lados do AABC e G o ponto de interseccao de BY
com AX. Temos que os tridngulos [ABG] e [YGX] sao semelhantes
com razao de semelhanga 2, porque | XY| = 1 |AB|. Daqui resulta que

Gy | = % GB|,  |GX| = % GA.
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Se denotarmos por H a interseccao de C'Z com AX, obtemos
analogamente que

1 1
HZ| = [HC|,  |HX|=|HA
Vemos assim que tanto G como H dividem o segmento AX na mesma

proporcao, significando entao que G = H. Podemos entao afirmar que
as trés medianas do AABC sao concorrentes e que

2
6] = 3 lax],
BG| = 2BV,
2
cal = ez,

isto é, a distdncia de cada vértice ao baricentro é igual a % do
comprimento da respectiva mediana. |

Para determinar as distancias de G aos lados do tridngulo, ou seja, para
determinar as suas coordenadas trilineares vamos recorrer & drea de AABC.
A drea do AABC pode ser obtida através de

bc . ca ab

c=—sinA=—sinB=—sinC,
2 2 2

As dreas dos triangulos [BGC], [AGC] e [AGB] podem ser escritas como

(J,.hl
o = —
BGC 9 )
b.hs
o = —
AGC 9 )
C.hg
o = —.
AGB 9

Por outro lado também sabemos que a drea de qualquer de um destes
trés tridngulos é a terga parte da drea do tridngulo inicial (veja [1, p. 93]).
Desta forma podemos relacionar as dreas da seguinte forma

@smA = a'—hl,

2
@smA = %,
6 2
%smA = %,
6 2



resolvendo em ordem as alturas obtemos

3q sinA = hy,
be .
30 sinA = ho,
be .
3e sinA = hs.

Assim as coordenadas trilineares de G sao

EsinA : EsinA : @sinA.
3a 3b 3c

3
besin A

Estas coordenadas podem ser simplificadas multiplicando por k =
de forma a obter um resultado mais simples

1 1 1

a b ¢

A funcao do centro do tridngulo do baricentro é dada por

f(a,b,c)= 1

a

3.2.3 Circuncentro

O ponto do tridngulo que representa o centro da circunferéncia circunscrita
ao AABC' é chamado de circuncentro e representa-se normalmente pela letra
OS. O ponto O é a interseccao das mediatrizes do triangulo.

A mediatriz de um tridngulo é a recta perpendicular a um lado do
tridngulo e que passa pelo ponto médio desse lado. Este ponto, ao contrario
do I e do GG, pode encontrar-se ou nao no interior do tridngulo.

Proposigao 18 As mediatrizes de um triangulo concorrem num ponto.

Demonstragao Comecemos por tragar as mediatrizes de cada um dos lados
do AABC, como ilustra a Fig. 3.5. Qualquer ponto sobre a mediatriz
do lado BC encontra-se a igual distancia de B e de C. O mesmo se
verifica para a mediatriz de AB. Seja o ponto O o ponto de interseccio
destas duas mediatrizes, podemos afirmar que

OB|=[0C] e |0A]=0B].

0 circuncentro é X3 em [11].
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. c

Figura™3.5: Circuncentro (O), ponto de intersecgao das mediatrizes.

assim

|04] = [0C],

o que quer dizer que o ponto O ¢é equidistante de A e de C', ou seja, a
mediatriz de AC' passa pelo ponto O. Desta forma concluimos que as
trés mediatrizes intersectam-se num ponto. |

Para determinar as coordenadas trilineares de O vamos recorrer a
relacoes entre varios angulos. Por definicao, O é o ponto que se encontra
a mesma distancia dos vértices do AABC. Podemos dividir o AABC em
trés tridngulos isésceles, AAOC, ABOC e AAOB. Como os angulos da
base de um tridngulo isésceles sdo iguais (veja a Fig. 3.6), podemos escrever
o sistema de equagoes

Y+B8 = A
a+v = B,
a+p = C.

Assim pode-se obter que

2 = (a+fB)+(a+v)—(B+7)
= C+B-A,

determinando o valor de a, vem

(C+ B - A)

1
a = -
2
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1
= §(O+B+A—2A)
1
= —(mr—2A
5 (1= 24)
T
2

Figura™3.6:
Podemos entao obter a distancia do O ao lado BC, isto é, de O a My
d(0,M,) = Rsin (g - A)
= RcosA.

De forma analoga poderemos obter as distancias de O ao lado AC e AB,
que sao Rcos B e Rcos C, respectivamente. As coordenadas trilineares de O

sao
RcosA: RcosB : RcosC,

que podem ser simplificadas multiplicando por k = }%
cos A :cosB : cosC.

Utilizando a let dos cosenos pode ser obtida uma expressao das
coordenadas trilineares do circuncentro a depender unicamente dos
comprimentos lados do tridngulo, que apds a sua simplificacao resulta em

a(*+cF—a®):b(a®+ =) :c(a®+b° - ).
A funcao do centro do tridngulo do circuncentro é dada por

f(a,b,c) =cos A,
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ou
f(a,b,c) = a(b2+c2 —a2) ,
no caso das coordenadas em funcao dos comprimentos dos lados.
No caso do triangulo [ABC] ser rectangulo, o circuncentro ficard situado
sobre a hipotenusa, sendo esta o diAmetro da circunferéncia circunscrita.

3.2.4 Ortocentro

O ortocentro é também o ponto de interseccao de rectas, é obtido pela
interseccao das trés alturas de um tridngulo e representa-se habitualmente
pela letra H”.

Figura™3.7: Ortocentro (H), ponto de intersec¢ao das alturas do triangulo.

Proposigcao 19 As alturas de um tridngulo ou os seus prolongamentos sao
concorrentes num ponto.

Demonstracao Consideremos o triangulo [ABC] e os triangulos [ACD],
[BFC] e [EBA] semelhantes ao triangulo inicial [ABC], de modo a
construirmos a figura seguinte.

Facilmente se verifica que os pontos E, A e D sao colineares, assim
como os pontos F', C, D e E, B, F. Desta forma o poligono [EDF] é
um tridngulo semelhante ao triangulo [ABC] e este ltimo é o tridngulo
medial® do triangulo [DEF.

Os pontos A, B e C sao os pontos médios do triangulo [DEF], logo as
alturas do AABC sao as mediatrizes do ADEF. Como as mediatrizes
intersectam-se num tinico ponto (ver proposigao 18), as alturas também
concorrem num ponto. |

7O ortocentro é X4 em [11].
$Ver 3.4.
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Figura™3.8:

O H, tal como o O, é um ponto que pode ou nao situar-se no interior do
triangulo. No caso de considerarmos um tridngulo obtusdngulo, um dos pés
das alturas ird situar-se no exterior do triAngulo. Assim, obrigatoriamente a
interseccao das alturas serd um ponto exterior ao triangulo.

Para a obtencao das coordenadas trilineares de H vamos considerar, sem
perda de generalidade, que H se encontra no interior do AABC. Vamos
também considerar que os pés das alturas nos lados BC, AC e AB sao X,
Y e Z, respectivamente. Assim, podemos escrever

/Y BC = g —C,
o que quer dizer que no ABHX
/BHX = g — JYBC =C,

logo ZAHY = C, por serem angulos verticalmente opostos.
Analogamente, podemos afirmar que

/CHY = /BHZ = A,
/AHZ = /ZCHX = B.
A distancia de H ao lado BC, isto é |HX|, pode ser dada por

BX
tanC"’

|HX| =
__ Considerando o AAB X, podemos escrever o lado BX em funcéo do lado
AB e do angulo B

|BX| = ccos B,
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assim

ccos B
HX| = .
| | tan C'
Da mesma forma poderemos obter |HY | e |HZ|
acos C
HYy| =
HY tan A’
bcos A
HZ| = .
HZ tan B

Encontramos desta forma as coordenadas de H em funcao dos lados e dos
angulos do AABC
ccos B acosC bcosA  ccosBcosC acosCcosA bcos Acos B
tanC = tanA ~ tanB sin C ' sin A ' sin B
No entanto podemos simplificar estas expressoes recorrendo a lei dos
senos

acos BcosC  acosCcosA acosAcos B
sin A ' sin A ' sin A
e multiplicando as coordenadas de H pela constante k =
obtemos finalmente que
111
cosA cosB  cosC
Contudo, recorrendo a lei dos cosenos podemos obter as coordenadas
trilineares de H em fungao dos comprimentos dos lados do AABC
1 1 1

AP+ E—a?) b(@tE—0) c(@+tiE—c)

be (a4 — (b2 — 02)2) s ac <b4 — (02 — a2)2) :ab <c4 — (a2 — 62)2) .

3.2.5 Centro da circunferéncia dos nove pontos

sin A
acos Acos BcosC?

=secA :secB :secC.

ou

A circunferéncia dos nove pontos é uma circunferéncia que, como o nome
indica, contém nove pontos notdveis. Contém os pontos médios dos lados
do AABC, que na figura seguinte estao representados pelas letras D, E e
F. Contém também os pés das alturas, pontos estes que correspondem as
letras G, I e J. Os outros trés pontos sao os pontos médios dos segmentos
formados pelo ortocentro e os vértices do tridangulo, que no exemplo estao
representados pelas letras K, L e M. O centro da circunferéncia dos nove
pontos é geralmente representado pela letra NY.

O ponto N é um ponto que também pertence & recta de Euler!’, assim

90 centro da circunferéncia dos nove pontos é X5 em [11].
10Recta famosa que contém vérios pontos notaveis. Veja as secgoes 4.1.1 e 5.3.1.
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Figura™3.9: N, centro da circunferéncia dos nove pontos.

como o circuncentro (O) e o ortocentro (H) , coincidindo com o ponto médio
destes dois pontos (veja [5]).

Recta de Euler

Assim, para obter as coordenadas trilineares de N podemos recorrer as
coordenadas de O (circuncentro) e de H (ortocentro). Recordemos as
coordenadas trilineares de O e de H

O = a(P+F—a®):b(a®+F—=b) :c(a®+ b — %),
H = bc<a4—(b2—c2)2>:ac(b4—(c2 2) (C4 2)'

Seja By, ¢ Y © Ponto médio definido por O e H. Através de (2.11)
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podemos escrever a, da seguinte forma
om = 2% (44 ¢ —a?)be (at — (1 — 2)7) +
bla (v + ¢ —a?)ac (b = (¢ —a®)*) +
b(a?+ = %) be (a* = (02 = &)°)] +
cla @+ —a?)ab(t - (a2~ 1%)") +
c @2 82— ) be (= (17— )°)]

= 2a%be (62 +c* - a2) (a4 — (b2 - 02)2>

B (a® + ¢ )(
@ (12 + = a?) (= (a2 1)’
A (a®+b° - )(a4— (1 - *)°)
(04— a?) (202 (o' = (P = )F) +a? (0 = (¢ - a)°) +
@ (et = (@ - b2)2)) +
(a' = (2= )") PP (0> + & = 1?) + 2 (a2 + 07 = 2)] |

Simplificando, vem que

at — (b2 — 62)

be

_I_

N
_l’_

= be

a, = be [2a2 (b* + & —a?) [a262 +a’c® — (b° — 02)2} +
(a4 — (b* =) 2) [a2b2 +a’c — (b — 02)2”
= bc (a2b2 + a*c* — (b2 — 62)2> (2&262 + 2a%c® + 26 — a* — b* — 64) .
Analogamente é possivel obter as expressoes de f3,, € 7v,,
B,, = ac <6202 +b%a® — (02 — a2)2> (2a2b2 + 202 + 20°¢* — a* — bt — 04) ,
Y = ab (c a® + *b* — (a2 — b2)2) (2a2b2 + 2a%c® 4 20*c* — a* — b* — 04) .

Devido & homogeneidade das coordenadas trilineares, podemos
. . 1
multiplicar o terno pela constante 5 P B e e S e obtendo desta
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forma
a, = bc (a2b2 +a’c® — (b° = &) 2) ,
B = ac (6202 +b%a® — (¢ — a2)2> ,
Vo = @b (C2CL2 + b — (a2 — 62)2) .
Sendo estas as coordenadas trilineares de IN, centro da circunferéncia
dos nove pontos, em funcao dos comprimentos dos lados do AABC'. Estas

coordenadas também podem ser escritas em funcao dos angulos do AABC,
e nesse caso serao

cos A+ 2cos BcosC' :cos B+ 2cosCcos A:cosC + 2cos Acos B,

coordenadas estas que podem ser obtidas recorrendo a lei dos cosenos (1.2.2).

3.2.6 Ponto de Gergonne

Sejam A’, B e C’ os pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita com os
lados BC, AC e AB do AABC, respectivamente. As cevianas'® AA’, BB e
CC’ concorrem num ponto a que se d4 o nome de ponto de Gergonne!? (veja
[10]).

Figura™3.10:

Para obter as coordenadas trilineares do ponto de Gergonne iremos
comecar por determinar os pontos de interseccao da circunferéncia
inscrita com os lados do tridngulo. Neste caso iremos necessitar das

HCeviana ¢ o segmento de recta que une um vértice do tridngulo ao lado oposto
correspondente ou ao seu prolongamento.
120 ponto de Gergonne ¢ X7 em [11].
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equacoes das rectas que contém os lados do tridangulo e da equagao da
circunferéncia inscrita. As primeiras equacoes foram referidas na p. 31,
enquanto a iltima, a equacao da circunferéncia inscrita serd estuda mais
adiante, na seccao 4.2.1. Utilizando a equagao da recta definida pelo lado
BC que é dada por a = 0 e substituindo na equacio da circunferéncia inscrita

(4.2) obtemos
2
(c032 (g) B3 — cos® (%) fy) =0,

E possivel entéo escrever uma das coordenadas em funcio da outra, como
por exemplo
. cos? ()
- I
cos? (%)
desta forma podemos obter uma expressao das coordenadas trilineares do
ponto A’
cos? (£)

cos? (%)

0:1:

De forma andloga podem ser obtidas expressoes para as coordenadas
trilineares dos pontos B’ e C’

2
1:0:7(EOS ( )

COSQ( )7
A

cos? (%)
1:——22 .0
cos? (£)
respectivamente. Logo as equagoes das rectas AA’, BB e CC’, sao

w?(B) . c(d) . wd(d)
g’ T w9 T e (B)°

wo Qo

Y

T COSZ(

respectivamente.  Por (2.14) as rectas s@o concorrentes e o ponto de
interseccao é
) o’ (5)

_ z

) . cos2(

cos? (

[Sllsv] [SIRS
0 |Qro s

cos? (

_ 1
tomando k = o (2)’ temos

A B C
2 s cop? s cop?
sec (2>.sec (2>.sec (2),

obtendo desta forma as coordenadas trilineares do ponto de Gergonne.
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3.2.7 Ponto de Nagel

Sejam A’, B’ e C' os pontos de tangéncia das circunferéncias ex-inscritas
com os lados BC, AC' e AB do AABC, respectivamente. Entenda-se por
circunferéncia ex-inscrita, a circunferéncia exterior ao tridngulo que é
tangente a um dos lados e ao prolongamento dos outros dois, um tridngulo
tem portanto trés circunferéncias ex-inscritas (ver Fig. 4.5).

As rectas AA’, BB’ e CC’ concorrem num ponto a que se dé o nome de
ponto de Nagel'® (veja [10]).

Figura™3.11:

As coordenadas do ponto A’, podem ser obtidas através do sistema de
equagoes da recta BC e da circunferéncia ex-inscrita oposta ao vértice A.
Para os cdlculos seguintes foram utilizadas as equagoes trilineares das
circunferéncias ex-inscritas que serao construidas em 4.2.3. Resolvendo o
sistema obtemos

ou seja
sin” (£)
 sin? (%) b
As coordenadas trilineares de A’ serao
sin? (2)
0:1: sinQ(%)’

13Em homenagem ao Matemético alemao Christian Heinrich von Nagel (1803-1882).
O ponto de Nagel é Xg em [11].
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Seguindo o mesmo raciocinio para os outros dois pontos, obtemos as
coordenadas ) A
sin (5)

sin® (£)’

O

“sin® ()

1:0:

Y

para B’ e (', respectivamente. Da mesma forma que determindmos X7,
podemos fazé-lo para Xy, obtendo as coordenadas

sin” (5) _ sin® (5)

st (5) T sin® (§)

A B C
2 s a2 s a2
csc <2).CSC (2).csc (2)

3.2.8 Ponto de Feuerbach

ou

Segundo o teorema de Feuerbach!?, a circunferéncia inscrita é tangente a
circunferéncia dos nove pontos, o que significa que estas duas circunferéncias
se intersectam num tnico ponto denominado de ponto de Feuerbach'®. As
coordenadas trilineares deste ponto sao

1—cos(B—C):1—cos(C—A):1—cos(A— B).

De facto, substituindo estas coordenadas nas equagoes (4.2) e (4.6),
equacoes das circunferéncias inscrita e dos nove pontos obtidas na seccao 4.2,
verificamos que este ponto pertence a ambas as circunferéncias e
pelo teorema referido anteriormente concluimos que o ponto é tinico. Ao
verificar se o ponto de Feuerbach pertence as equacoes da circunferéncia
inscrita e circunferéncia dos nove pontos, as expressoes obtidas sao
extensas. Assim de modo a evitar erros nos cdlculos intermédios, as
simplificacoes foram efectuadas utilizando o software Mathematica.

3.3 Triangulo 6rtico

Num triangulo acutangulo AABC (Fig. 3.12) os pés das alturas D, E, F
formam o triangulo [DEF], ao qual se d& o nome de tridngulo drtico.

Teorema 3.3.1 O ortocentro de um tridngulo acutdngulo é o incentro do
seu tridngulo ortico.

14 Consulte o teorema 4.2.2 na p. 76.
150 ponto de Feuerbach é X; em [11].
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E
F
H
B D c
Figura™3.12:

Demonstracao Consideremos o tridngulo [ABC], a circunferéncia
circunscrita a esse tridngulo e o triangulo [BCG] onde o lado CG
coincide com o didmetro da circunferéncia circunscrita, como mostra a

Fig. 3.13.
A
G
E
F H 0
B D A c
Figura™3.13:

Os angulos ZBAC e /BGC sao iguais!. Por outro lado os
triangulos ABCG e AA'CO sao semelhantes, considerando BG paralela
a OA', logo ZA'OC tem a mesma amplitude que A. Tendo em conta
que o ABCO ¢é isé6sceles podemos concluir que ZA'BO = ZA'CO =
a =90°— A. Sendo AAFC um tridngulo rectangulo podemos também
afirmar que /JFCA = «.

16 Angulos inscritos com o mesmo arco.
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Figura™3.14:

O quadrildtero [BDH F] pode ser inscrito numa circunferéncia pois os
angulos /BDH e /BF H sao rectos, de forma andloga podemos dizer
o mesmo para os quadrildteros [DCEH] e [BCEF]. Assim podemos
afirmar que

/HDF =/HBF = /EBF = /FCF = /ECH = ZEDH = a.

A recta HD é a bissectriz do angulo Z/F'DFE, da mesma forma que FH e
F H sao as bissectrizes de ZDEF e /DFFE, respectivamente. Podemos
desta forma afirmar que as alturas do AABC' sao as bissectrizes do seu
tridngulo 6rtico, logo o ortocentro do AABC' é o incentro do ADEF
(veja também [5, p. 17]). |

3.4 Tridngulo medial

O triangulo formado pelos pontos médios dos lados do AABC' é chamado de
triangulo medial.

Teorema 3.4.1 O circuncentro de um tridngulo é o ortocentro do seu
triangulo medial.

Demonstracao Sejam os triangulos [ABC| e [A’B'C’], onde o segundo

é o triangulo medial. Assim os vértices do tridngulo medial sao os
pontos médios dos lados do tridngulo que lhe deu origem. Os
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Figura™3.15: Triangulo medial.

triangulos [ABC] e [AB'C’| sao semelhantes, o que nos permite
afirmar que o lado BC ¢é paralelo ao lado B’C’. Analogamente podemos
afirmar que os lados AB e A’B’ também o sdo, assim como os lados
AC e A/C'. As mediatrizes do AABC coincidem com as alturas do
AA'B'C’, podemos desta forma concluir que o circuncentro do AABC
¢ o ortocentro do triangulo medial [A'B'C"). |
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Capitulo 4

Rectas e circunferéncias

4.1 Rectas

4.1.1 Recta de Euler

No século XVIII viveu um dos matemadticos mais produtivos de sempre,
Leonhard Euler (1707-1783). Matematico de nacionalidade Suica, nasceu
em Basileia, em cuja universidade se formou. Produziu trabalhos nas mais
diversas 4reas, da Engenharia & Mecanica, da Optica & Astronomia, da
Muisica & Matematica, Geometria, Algebra.

No campo da geometria, Euler descobriu que o ortocentro, o circuncentro
e o baricentro de um tridngulo sao colineares, sendo mais tarde atribuido o
nome de recta de Fuler & recta que une estes trés pontos, em homenagem a
este grande matemético Suico.

Teorema 4.1.1 Em qualquer tridngulo nao equildtero [ABC] o ortocentro
(H), o circuncentro (O) e o baricentro (G) sao trés pontos colineares
alinhados por esta ordem; e tem-se H, G e O com |GH| =2|GO|.

Demonstracao A demonstracao do teorema que de seguida se reproduz
pode ser encontrada em (7, p. 152].

Designemos por Ay, By e Cy os pés das alturas e por Ay, By e C os
pontos médios dos lados BC, AC e AB, respectivamente.
Suponhamos, sem perca de generalidade que o lado |AC| é diferente
de |BC|, ja que AABC nao é equildtero. Entao podemos afirmar que
Cy # C1. O circuncentro (O) e o baricentro (G) do AABC' coincidem
respectivamente com o ortocentro (H;) e o baricentro (G;) do tridngulo
medial [A;B;C}], como podemos observar pelos angulos na Fig. 4.1.
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Recta de Euler

Figura™4.1:

O triangulo [A; B;C4] é semelhante ao triangulo [ABC| com uma razao
de semelhanca %, por isso

1
[410] = |Ah| = 5 |AH],

tal como

1

Por outro lado, como AA, é paralela a A;0 e AA; é secante a estas
duas rectas, temos Z/G1A1H, = ZHAG (angulos alternos-internos).
Assim os tridngulos [A1H1G4] = [410G] e [AHG| sao semelhantes,
correspondendo-se os vértices Ay, Ae O, H. Por consequéncia podemos
afirmar

/AGO = ZAGH,

e como Aj, G e A sdo colineares, O, G e H também o serdao (Axioma
III-4 em [7, p. 51]).

Como a razao de semelhanca entre os triangulos [A;B1C,] e [ABC] é
5, significa que |GH| = 2|GO], isto ¢ |GH| = 2|HO|. |

Através deste teorema foi demonstrado que o baricentro, circuncentro
e ortocentro sao trés pontos colineares. No entanto, quando o tridngulo
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de referéncia é isésceles a recta de Euler contém também o incentro. Supondo
que no AABC temos |[AB| = |AC|, como ilustra a Fig. 4.2, a
bissectriz em A, a mediana em A, a mediatriz do lado BC e a altura no
vértice A representam a mesma recta, ficando desta forma os quatro centros
colineares, isto é, pertencem todos a recta de Euler.

Figura™4.2:

No caso do tridngulo ser equildtero nao faz sentido falar na recta de Euler
pois os centros do tridngulo concentram-se todos num sé ponto, coincidentes
com o incentro.

O baricentro, o circuncentro e o ortocentro sao trés pontos colineares,
contudo para escrever uma equacao da recta de Euler basta considerar dois
destes trés pontos. Considerando as coordenadas trilineares do baricentro e
do circuncentro em funcao dos angulos temos, respectivamente, csc A : csc B :
cscC ecosA:cosB:cosC.

Recorrendo a (2.10) obtemos

o g gl
cscA cscB cscC | =0,

cosA cosB cosC

resolvendo e multiplicando pela constante sin A sin B sin C' temos

sin A (sin C cos C' — sin B cos B) « +
sin B (sin Acos A — sinC cos C) +
sinC (sin Becos B —sinC'cos A)y = 0.
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Como A, B e C sao os angulos internos do AABC, podemos escrever
A = 1 — (B+ () e analogamente para os angulos B e C, obtendo desta
forma

sin A (sin (A + B)cosC —sin (C' + A) cos B) a +
sin B (sin (B 4 C) cos A —sin (A + B) cos C) 5 +
sin C (sin (C' + A) cos B —sin (A + B)cos A)y = 0,

desenvolvendo sin (A + B), sin(C+ A), sin(B+C) e simplificando o
resultado, podemos escrever de forma simplificada a equagao da recta de
Fuler em coordenadas trilineares

sin2Asin (B — C) a +sin2Bsin (C — A) f +sin2C'sin (A — B) v = 0.

A equacgao da recta de Euler pode também ser expressa em funcao dos
comprimentos dos lados do tridngulo de referéncia. Nesse caso utilizamos
L3 deal®+—0a% : b(F+a> =) : c(a®+ b —c?), como as
coordenadas do baricentro e do circuncentro em funcao dos lados a, b, c.

Resolvendo novamente o determinante e simplificando obtemos

a(b2—c2) (b2+c2—a2)a +
b(*—a®) (+a® =) =
c(a®=0) (> +b°—c)y = 0. (4.1)

Outros pontos notéveis do tridngulo, como o centro da circunferéncia dos
nove pontos, o ponto de Longchamps', o ponto de Schiffler?, o ponto de

Exeter® ou o ponto Far-out?, entre outros, situam-se também sobre a recta
Euler.

4.1.2 Recta de Nagel

Sejam A’, B’ e C' os pontos de tangéncia das circunferéncias ex-inscritas
ao AABC (construgao idéntica a realizada em 3.2.7, ponto de Nagel). As
cevianas que unem os vértices do tridngulo com os pontos de tangéncia A’,
B’ e (', intersectam-se num ponto, ponto de Nagel. A recta definida pelo
incentro e pelo ponto de Nagel dé-se o nome de recta de Nagel.

1O ponto de Longchamps é X5¢ em [11].
20 ponto de Schiffler ¢ X9, em [11].

30 ponto de Exeter ¢ Xop em [11].

40 ponto de Far-out ¢ Xo3 em [11].
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Utilizando (2.10) e as coordenadas trilineares do incentro e do ponto de
(b+c—a) : (c+cbtfb) : (a+i)fc), podemos

Nagel, que tém coordenadas 1 : 1 : 1 e
obter a equacao da recta de Nagel

alb—c)a+b(c—a)B+c(a—b)y=0.

4.2 Algumas circunferéncias notaveis

Nesta seccao pretendemos lembrar e estudar, desde a 6ptica das coordenadas
trilineares, as principais propriedades de circunferéncias notdveis associadas
ao triangulo. Como sao o caso da circunferéncia inscrita, a circunferéncia
circunscrita, as circunferéncias ex-inscritas e a circunferéncia dos nove pontos.

4.2.1 Circunferéncia inscrita

Como ja foi referido, a circunferéncia inscrita num tridngulo é aquela que
se encontra no interior do tridngulo e que é tangente aos seus trés lados.
Evidentemente o centro da circunferéncia é o ponto que se encontra a igual
distancia dos lados e que coincide com o incentro.

A

Figura™4.3:

As coordenadas trilineares homogéneas do incentro sao dadas por
1:1:1, como vimos em 3.2.1 e para obter as coordenadas trilineares exactas
teremos de multiplicar a tripla pela constante k (2.1), obtendo desta forma

as coordenadas
20 ‘ 20 20

a+b+c'a+b+c:a+b+d
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Podemos concluir que o raio da circunferéncia inscrita é dado por

20

=
a+b+c

A equacgao da circunferéncia inscrita pode ser obtida através de (2.21).
Logo obtemos

(sin® A — 2 — 2cos A) o +

(sin2B—2—2cosB) B+

(sin20—2—2cosC) 7+

2(sin BsinC + 1+ cos C' + cos B — cos A) By +
2(sinCsin A+ 14 cos A+ cosC — cos B) ya +
2(sinAsin B+ 1+ cosB+cosA—cosC)af =0,

simplificando
— (1 +cosA)a® — (1 +cosB)* — (14 cosC) > +
2(1+cosB) (14 cosC) By +
2(1+cosA)(1+cosC)ya+
2(1+cosA)(1+cosB)af =0.
Multiplicando a equagao por —i e considerando que cos? (é) = %,

podemos reescrever a equacao na forma

A B C
2 4 2 .4 2 (el _
a” cos <2)+ﬁ cos <2)+’7 cos <2)
B C C A
2 2 . 2 2 _
237y cos <—2)cos (—2) 2o cos (2)(:03 <2)

20,3 cos® (é) cos® <§) =0 . (4.2)

4.2.2 Circunferéncia circunscrita

Como indica o seu nome, a circunferéncia circunscrita é a circunferéncia que
circunscreve o tridngulo, isto é, a circunferéncia definida pelos trés vértices
do tridngulo.

Tendo em conta as ideias expostas na p. 39, podemos escrever a equagao
trilinear da circunferéncia circunscrita utilizando as coordenadas dos trés

vértices, equagao essa que sera

afBy + bya + caff = 0.
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Figura™4.4:

Como foi referido, ao centro desta circunferéncia chama-se
circuncentro e tem como coordenadas trilineares cos A : cos B : cosC. O
raio da circunferéncia é denotado pela letra maitdscula R e toma o valor

5o (veja a lei dos senos 1.2.3).

4.2.3 Circunferéncias ex-inscritas

As bissectrizes dos angulos externos de um triangulo [ABC| intersectam-se
nos pontos A, B’ e C’, que coincidem com os centros das circunferéncias
ex-inscritas, como mostra a Fig. 4.5.

Os centros destas circunferéncias sao definidos pela distdncia de cada
centro da circunferéncia ao lado do tridngulo, isto ¢, —1:1:1,1: —1:1
e1l:1:—1 sao as coordenadas trilineares dos centros das circunferéncias
centradas em A’, B’ e (', respectivamente. Utilizando as coordenadas
trilineares exactas destes centros obtemos os raios das circunferéncias
ex-inscritas

20 20 20
T btc—a A e —

Para escrever as equacoes trilineares das circunferéncias podemos fazé-lo
da mesma forma que foi feito para a circunferéncia inscrita, ou seja, utilizar
(2.21) e os respectivos centros e raios. Fazendo célculos andlogos obtemos as
seguintes equacoes para as circunferéncias ex-inscritas centradas em A’, B’ e
(', respectivamente

T A

uia® + 3% + viy? — 209u3By + 2usurya + 2uiveaS = 0,  (4.3)
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Figura™4.5: Circunferéncias ex-inscritas ao triangulo [ABC].

vfaQ + u%ﬁQ + U§72 + 2uqu3 By — 2usviya + 2vusaS = 0,
v2a? 4 V267 + udy? + 2upus By + 2viusya — 2uvea S = 0, (4.5)

onde
uy = cos? (4), v =sin’ (4),
uy = cos? g) , Uy =sin’ g) ;
us =cos? (5), vz =sin’(%).

4.2.4 Circunferéncia dos nove pontos

Circunferéncia dos nove pontos, circunferéncia de Feuerbach,
circunferéncia de Euler, circunferéncia dos seis pontos, circunferéncia dos
doze pontos, circunferéncia dos n pontos, circunferéncia de Terquem sao
alguns dos nomes atribuidos a esta circunferéncia. Devido a esta profusa
quantidade de nomes serd facil perceber que foram muitos os mateméticos
que a estudaram como foi o caso de Euler (1707-1783), Terquem (1782-1862),
Brianchon (1783-1864), Poncelet (1788-1867) ou Feuerbach (1800-1834).

A circunferéncia dos nove pontos (serd este o nome que iremos utilizar)
é uma circunferéncia que pode ser construida em qualquer tridngulo e foi-lhe
atribuido este nome por conter nove pontos notéaveis, seis dos quais pertencem
ao préprio tridngulo (excepto no caso do tridngulo obtuso).

A circunferéncia contém:

e 0s pontos médios dos lados do AABC
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e 0s pontos médios entre o ortocentro (H) e os vértices do AABC;

e os pés das alturas, pontos de interseccao das alturas em A, B e C' com
os lados BC, AC' e AB, respectivamente.

Teorema 4.2.1 Os pés das alturas de qualquer tridngulo, os pontos médios
dos trés lados e os pontos médios dos segmentos formados pelos vértices e
pelo ortocentro, pertencem ¢ mesma circunferéncia de raio £, onde R é o

27
raio da circunferéncia circunscrita.

Demonstragao Uma outra demonstracao da existéncia da circunferéncia
dos nove pontos pode ser encontrada em [15] ou em [6].

Observando a Fig. 4.6, onde AABC representa um tridngulo arbitrario;
L, M e N os pontos médios dos lados; D, E e I' os pés das alturas; H
o ortocentro e X, Y e Z os pontos médios dos segmentos AH, BH e
CH, respectivamente. Na figura foi também desenhado o quadrildtero
[MNY Z]. O segmento M N & paralelo ao lado BC, segundo o teorema
que diz que ”Se uma recta bissecta ao mesmo tempo dois lados de
um tridngulo entao essa recta é paralela ao terceiro lado”, teorema
este que é facilmente demonstrado pela semelhanca de tridangulos. Da
mesma forma podemos afirmar que Y Z é paralelo a BC, assim podemos
também afirmar que M N ¢é paralelo a YZ.

A
A X
A E
N M
Y y4
B L D C
Figura™4.6:

Pelas afirmagbes anteriores, o quadrilitero [MNYZ] é um

paralelogramo. Podemos também afirmar que NY ¢é paralelo ao
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segmento AD. Os triangulos [ADB] e [HDB] sdo rectangulos, N é
o ponto médio de AB e Y o ponto médio de HB. Podemos construir
os segmentos NT e YT, Fig. 4.7, que sdo ambos segmentos paralelos
a AD, daf concluirmos que NY serd também paralelo a AD.

A
A
N_\E
N M
Y Z
B T L D C

Figura™4.7:

De forma andloga concluimos que AD e MZ sdo paralelos, logo

podemos afirmar que NY e MZ sao paralelos. Por outro lado BC
¢ perpendicular a NT e com BC paralelo a NM, logo MN é
perpendicular a NY, da mesma forma MN é perpendicular a MZ,
o que significa que todos os dngulos do paralelogramo sao rectos, assim
[MNY Z] é um rectangulo.

Analogamente podemos mostrar que o quadrildtero [XYLM] é
também um rectangulo. O passo seguinte serd mostrar que U = U’,
onde U representa o ponto de intersecgao das diagonais de [MNY Z] e
a interseccao das diagonais de [XY LM], Fig. 4.8.

Em [MNYZ] as diagonais MY e NZ intersectam-se em U, como
[MNY Z] é um rectangulo, |[MY| = |[NZ| e consequentemente MU =
UY = NU = UZ. Da mesma forma temos |MU'| = |[U'Y| = |LU'| =
|U'X|. Sabemos que |[MY|=|NZ|e|MY|=|XL|. Concluimos entao
que |[NZ| = |XL|. Por outro lado MY é diagonal de [MNY Z] e de
[XY LM], como U ¢ o ponto médio de MY em [MNY Z] e U’ o ponto

médio em [ XY LM], podemos concluir que U = U’. Temos entao

|MU| = |UY| =|ZU| = |UN| = |XU| = |UL|.



X
N M
Ul
Y Z
B L C
Figura™4.8:

Como as distancias de L, M, N, X, Y, Z ao ponto U sao as mesmas,
significa que existe uma circunferéncia de centro em U contendo os
pontos referidos. Neste momento jd temos a circunferéncia a passar
em seis dos nove pontos. Para provar que os restantes trés pontos dos
nove também pertencem & mesma circunferéncia, vamos considerar o
triangulo formado pelos pontos X, D e L (Fig. 4.9).

A

Figura™4.9:

Sabemos que |XU| = |UL| e como XD e DL sao perpendiculares,
temos que o tridngulo [XDL] é rectangulo. Tendo em conta que
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qualquer tridngulo inscrito no didmetro de uma circunferéncia é
rectangulo, podemos afirmar que o ponto médio da hipotenusa
coincide com o circuncentro do tridngulo [X DL], assim

IXU| =|UL| = |UD|.

Desta forma o ponto D pertence também & circunferéncia dos nove
pontos, repetindo o mesmo raciocinio para os tridngulos [YEM] e
[ZNF], verificamos que os pontos F e F também pertencem a
circunferéncia. ~ Com este raciocinio mostramos que existe uma
circunferéncia de centro em U e que contém os nove pontos

M,E,X,F.N,Y.L,D,Z.
Os triangulos [ABC] e [LM N] sdo semelhantes na razio %, como R,

29
raio da circunferéncia circunscrita ao AABC, é =2

2 _ entao o raio da
) . ) ) ZSlnlA
circunferéncia circunscrita ao ALM N sera 451‘; + = 3 R [ |

A circunferéncia dos nove pontos tem como equacao:

o?sin2A + 3%sin 2B + 4?sin 2C — 2 (Bysin A + yasin B + afsin C) = 0.
(4.6)
equagao esta que pode ser encontrada em [10, p. 41].

C.
O N
— H
C
A

Figura™4.10:
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Além destes nove pontos a circunferéncia contém também os pontos de
tangéncia desta circunferéncia com as trés circunferéncias ex-inscritas ao
AABC assim como o ponto de tangéncia com a circunferéncia inscrita, este
dltimo designado como ponto de Feuerbach (Teorema de Feuerbach [5, p.
117]).

Teorema 4.2.2 (Teorema de Feuerbach)
A circunferéncia dos nove pontos de um tridngulo é tangente &
circunferéncia inscrita e as trés circunferéncias ex-inscritas.

Demonstragao Na Fig. 4.11 estd representado o AABC, o tridngulo medial
[A’B'C"], a circunferéncia inscrita (de centro I) tangente a BC' no ponto
X, uma circunferéncia ex-inscrita (de centro I,) tangente a BC no
ponto X,, a recta B;( obtida através de uma reflexao de BC' em
relacao a I, que é tangente as duas circunferéncias, a inscrita e a
ex-inscrita. Estd também representada a circunferéncia w, de didmetro
X X, e os pontos S, B”, C", obtidos pela interseccio de B;C com BC,
A'B" e A'C’, respectivamente.

Figura™4.11:

A circunferéncia w é ortogonal & circunferéncia inscrita e &
circunferéncia ex-inscrita, XX, é perpendicular a X,I, e a X,
significa que estas duas circunferéncias sao invariantes em relacao a
w ([1], p-152). O angulo entre duas curvas ¢ igual ao angulo formado
pelas inversas dessas duas curvas ([1, p. 154]). Desta forma provando
que a inversa da circunferéncia dos nove pontos em relagdo a w é a
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recta B;C], provamos que a circunferéncia é tangente a circunferéncia
inscrita e a circunferéncia ex-inscrita.

Por [5, p. 11], temos
|BS| = |X,C| =p—b,

onde p = %b*c O ponto médio de BC, designado por A’ é o centro de
w, entao
| XXu|=a—2(p—0b)=0b—c,

assumindo que este valor é positivo (caso contrario, podemos
modificar a ordem de A, B e C, de modo a tornar o valor positivo). A
circunferéncia dos nove pontos passa por A’, B’, C' e a sua inversao em
relacdo a w é a recta B1C;. Vamos provar que B” e C” sao os inversos
de B' e C'.

Os pontos I, S e I, situam-se na bissectriz do angulo A. Por [5, p. 9],
sabemos que S divide o segmento C'B na proporcdo b : ¢, como CB
tem comprimento a, temos que

a=SB+ gSB,
entao b
ac a

SB| = CS| =

5B b+c’ €S b+c’
e

. 1CS|—=|SB]  a(b—rc)
Al = = :

541 2 2(b+c)
Como os triangulos [ASC)] e [ASC] s@o semelhantes, entdo
|AC,| = |AC|, podemos escrever que

|BCy| = |ACy| — |AB| = |AC| — |AB| = b—c,

e analogamente |CBy| =b — c.
Por outro lado os triangulos [SA'B"] e [SBC}] sdo semelhantes, assim
como os triangulos [SA'C"] e [SCB], o que nos permite escrever
|A'B"| |A'B"| |SA| b—c
|BC)|  b—c |SB] 2’

JA'CT| AT [SA b—c
ICB.| ~ b—c |SC| 20
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logo

2 2
|A/B/| X |AIBN| — g(b C) — (b C) ’

2c 2
© 2 2
b(b—rc) b—c
AC| x |A'C") = = = .
(AT < |4 = 5 5
w tem raio ‘X—g(“' = %, por definicao de inverso numa circunferéncia,
B’ ¢ o inverso de B” e C' o de C”, como era desejado. |

Uma outra demonstracao deste mesmo teorema pode ser encontrada em

[17, p. 75].
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Capitulo 5

Programacao em Mathematica

Nos Capitulos anteriores foi possivel verificar que quando estamos a
trabalhar com coordenadas trilineares homogéneas obtemos na maioria das
vezes expressoes muito extensas. Com o auxilio dos meios informéticos é
possivel tornar muitas tarefas quase instantdneas, os cédlculos referentes a
simplificacoes que terfamos de efectuar manualmente e que em muitos casos
bastava haver uma troca de sinais para nunca chegar ao resultado
esperado, tornam-se agora muito mais rapidos e sem erros. Foi com o
intuito de passar as tarefas rotineiras de simplificacao para o computador
que foi utilizada a programacao em Mathematica. Outro aspecto bastante
vantajoso da utilizacao do computador incide sobre o facto de podermos
fazer imimeros testes, como por exemplo, construir uma base de dados com
tantos pontos quantos os desejados e testar, por exemplo, quais desses pontos
pertencem a uma dada recta ou circunferéncia.

O Mathematica ¢é um software de programacao com grandes
potencialidades no dominio do cdlculo simbdlico e visualizagao gréfica.
Através do cdlculo simbdlico podemos nao trabalhar com casos
particulares o que tornaria a obtencao de resultados muito mais limitada.
Assim é possivel trabalhar sempre com as coordenadas gerais de pontos,
rectas ou circunferéncias. Por outro lado, por ser um software que
possibilita a criacao de representacoes grificas, torna muito mais interessante
e esclarecedor na obtencao de resultados incentivando também a novas ideias
para futuros testes. O préprio software contém um icone de ajuda, mas
para uma melhor compreensao do modo de funcionamento deste software
aconselha-se a leitura de [3], que permite adquirir as bases para a construcao
de programas tanto simples como mais complexos.

As coordenadas trilineares podem, como ja foi visto, ser apresentadas em
funcao dos comprimentos dos lados do AABC, das amplitudes dos angulos
internos ou até dos lados e dos angulos em simultdneo. Trabalhar com
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férmulas trigonométricas requer muito cuidado sendo muitas vezes
complicado simplificar determinadas expressoes, mesmo utilizando o
computador nessa tarefa, por vezes é dificil chegar ao resultado esperado.
O melhor é converter as coordenadas de modo a ficarem em funcao apenas
dos comprimentos dos lados a, b e ¢ do AABC, para isso utilizamos

b2 + 2 — a? A +a%—b? a’® +b% — 2
A= —m88— B = - C=——
cos She , COS ea , COS 50 ,
2 2 2
sinA:—g, sinb:—g, sinC’:—U,
be ca ab

onde o é a drea do tridngulo, que pode também ser expressa em funcao de
a, b, ¢ considerando (1.6).

Antes de comecar a analisar que centros notdveis é que pertencem a
determinada recta ou circunferéncia ou até mesmo se sao colineares, a fase
inicial consiste na elaboracao de uma base de dados com as coordenadas dos
védrios pontos. Consultando [10] ou [11] verificamos que muitos dos pontos sao
dados pela funcao do centro do tridngulo, mas para ser mais rapido escrever
a tripla de coordenadas podemos criar um pequeno programa para escrever
as coordenadas. Comecgamos por escrever a funcao do centro a depender dos
lados e depois corremos o programa

fcentro[x_]:={x,x/.{a — b,b — c,c — a},x/.{a = ¢,b — a,c — b}}.

Nos programas mais adiante iremos fazer referéncia & base de dados como
“ponto”.

ponto = {{1,1,1},

111
a’b'c|’

{a(b®+ —2a%),b(c®+a° —b%),c(a®+b*—c%)},

2bc 2ca 2ab
—a?+b2+c?’a2-b24c?’a?+b2 -2’

.

Esta serd a estrutura da base de dados onde importa realcar que a ordem
dos pontos segue a de [11].

5.1 Distancia entre dois pontos

No célculo de distancias, as coordenadas deverao ser previamente escritas em
coordenadas trilineares exactas, ou seja, teremos de multiplicar a tripla de
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coordenadas pela constante (2.1).

V@+b+c)(b+c—a)(c+a—b)(at+b—c)
4
coordexactala-, 5-,vy-,a_,b_,c_ o] :=

g =

Simplify [
20
a0t b3t oy {o, 8,7},
0 < a&&0 < b&&0 < c&&0 < o

].

Podemos utilizar este programa para converter os pontos um a um, mas
caso estejamos a trabalhar com muitos pontos, este programa pode ser
inserido dentro de um outro de modo a converter todos os pontos necessarios

automaticamente. O programa seguinte converte e calcula de uma s6 vez a
distancia entre dois pontos.

V(@+b+c)(b+c—a)(ct+a—b)(a+b—c)

o=
4
distancia[a-, -, v-, ai_, Bi_,vi_,a_,b_,c_,o_|:=
Simplify [
Sqrt |
—abc

20 . 20
(a (ﬁaa +bB+cy ﬁlaai + bgi + C'yi)

20 , 20 n
— i
7ao<+b6+cy ’yaai+bﬁi+c7i

b 20 e 20
’yaa+bﬁ+cv ’yaaH—bﬁH—cvi

20 ) 20 n
! —ai
ac+bf + ¢y aai + bfi + cyi

c 20 . 20
e — ai
ac+ b+ cy aai + bfi + i

3 20 _ G 20
ac + bf + ¢y Iaozierﬁichyi
|+ (20),
0 < a&&0 < b&&0 < c&&0 < o
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a, 3,7 e ai, Bi, i representam pontos, a, b, c os comprimentos dos lados
do triangulo [ABC| e o a respectiva drea.

5.2 Ponto médio

O centro da circunferéncia dos nove pontos é o ponto médio entre o
circuncentro e o ortocentro, nao sendo contudo o unico centro que é o
ponto médio de outros dois. Através do Mathematica é possivel verificar
que existem outros centros nas mesmas condicoes. No programa criado
foram verificados quais dos primeiros 150 centros sao pontos médios de outros
dois centros. Neste programa recorremos a (2.11) e criaram-se trés fungoes
de nomes “pontoum”, “pontodois” e “pontotres” que nos dao a primeira,
segunda e terceira coordenadas do ponto médio, respectivamente. Depois do
programa calcular o ponto médio entre dois pontos, verifica se existe algum
centro da base de dados que seja colinear com o anteriormente calculado.

For[i = 1,i < 150,
For[j =i+ 1,j < 150,
Forlk = j + 1,k < 150,
If]
Simplify[(pontoum[ponto][[i,1]],ponto[[i, 2]], pontol[i, 3]],
ponto([j, 1]], ponto[[j, 2]], ponto[[j, 3], a, b, c]) / (ponto]|
Simplify[(pontodois[pontol[i,1]],pontol[i, 2]], ponto([i, 3]],
ponto(]j, 1], ponto([j, 2]}, ponto([j, 3]}, a, b, c|) / (ponto[[k, 2]])] ===
Simplify[(pontotres[ponto[[i,1]],pontol[i, 2]], pontol]i, 3]],
ponto([j, 1]], pontol[j, 2]], ponto[[j, 3], a, b, c]) /(ponto[[k, 3]])],
Print[k,“ é ponto médio de " ,{i,j}]
I;
k+-+];
i+
i++].

=~

e

=
|
|
I

Os resultados obtidos sao apresentados seguidamente e colocados por
ordem crescente do nimero do ponto médio.

X, {Xs, X145} (X1 € ponto médio do segmento formado por XgXi45)
X3 { X1, Xao}, { X4, Xoo} , {X74, X110}, { Xos, Xoo} 5 { X100, X104},
{Xi01, X103}, { X102, X109}
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X4 {X1477 X148}

X {Xs2, Xuo} , {X11, X110}
X { X4, Xiaa}
X10 { X1, X}, { X4, Xao}, {Xes, Xra}, { Xgo, X100}
X1 {X1, Xso}, { X4, Xuoa} , { X100, X149}
Xao {Xs, Xao}
Xs6 { X1, Xue}
Xsgo {Xs, X149}
Xosg {Xa0, X148}
Xog {Xa0, X147}
X104 {Xa0, X149}
XllO {X207 X146}
X113 {X47X110} 7{X747X146}
X114 { X4, Xoo}, { Xog, X1a7}
X115 {X47X98} 7{X137X14}7{X997X148}
X116 { X4, X103}, { X101, X150}
X7 {X4, Xi0o}
X118 {X47 XlOl}
X119 {X4, X100}
X124 { X4, Xi02}
X125 { Xy, Xou} , { X6, Xor}
X132 { X4, X112}
X133 { X4, X107}
X140 { X3, X5}
X141 { X6 Xeo}, {Xe7, X110}
X142 { X7, Xo}
X143 { X5, Xs2} .
5.3 Rectas

5.3.1 Recta de Euler

A recta de Euler, que passa por X5 e X3, é uma recta muito conhecida e
estudada, no entanto com auxilio do Mathematica é possivel verificar que
nos primeiros 100 centros do tridngulo, X,, X3, X4, X5 e os centros do Xy
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ao Xjp, inclusive, pertencem todos a recta de Euler. Esta situacao seria
bastante complicada de concluir sem recorrer aos meios informéticos, devido
a complexidade das coordenadas trilineares de alguns pontos. Abaixo estd um
programa na forma de ciclo onde o computador vai testando ponto a ponto
quais sao os que pertencem a recta. Sempre que um dos pontos satisfaz a
condicao ¢ devolvida uma mensagem com o respectivo niimero do ponto que
se encontra na base de dados.

rectaeuler[a, -, v-,a_,b_,c]:=
a(b>—c%) (b +c—a%)a+b(—2a%) (?+a”—b?) B+
c(a®>—b%) (a®+b* - )y
Forli = 1,i < 100,
If]
Simplify|
rectaeuler[ponto[[i,1]],pontol[i, 2]], pontol]i, 3]], a, b, c],
0 < a&&0 < b&&0 < c] === 0,
Print[“E valido para o ponto ”.i],
],
i++].

A recta de Euler pode ser construida através dos pontos X5 e X3. Podemos
também verificar que existem alguns centros que formam rectas paralelas a
recta de Euler. Ao correr o programa seguinte foi possivel verificar que nos
primeiros 100 centros, as rectas formadas pelos pontos (X1, Xsg), (Xi2, X35),
(X13, X15), (X14, X16) € (Xe4, Xog) sdo rectas paralelas a recta de Euler.

For[i = 1,i < 100,
For[j =i+ 1,j < 100,
If]
Simplify[
Det[{

{a,b,c},
{ponto|[2,2]]pontol[3,3]]-ponto[[2,3]]ponto[[3,2]],
ponto|[2,3]]ponto][3,1]]-ponto[[2,1]]ponto[[3,3]],
ponto|[2,1]]ponto|[3,2]]-ponto[[2,2]]ponto[[3,1]]},
{pontol[i,2]]ponto][[j,3]]-ponto[[i,3]]pontol[,2]],
ponto[[i,2]]ponto][j,3]]-ponto][[i,3]]ponto([j,2]],
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pontol[i,2]]pontol[j,3]]-pontol[i,3]]ponto[[j,2]] }
H
0 < a&&0 < b&&0 < c] === 0,
Print[“E vélido para os pontos ”,{i j}],
I;
J++];
i++].

As distancias entre alguns dos pontos pertencentes & recta de Euler
permanecem constantes, como é o caso de X9 X3 : Xo X, 1 XoX5 : XoXo :
X3X41X3X5ZX3X202X4X51X4X201X5X20:2143138363326232
12:9.

Recta de Euler

Figura™5.1:

5.3.2 Recta de Nagel

Os pontos X7, X3, Xg sao colineares e a recta que contém estes trés pontos
chama-se recta de Nagel. Além destes trés centros, e procedendo da mesma
forma com que se trabalhou na recta de Euler, podemos concluir que contém
também os pontos X9, X4, X43 € X75. Esta recta intersecta a recta de
Euler no ponto X5 e é paralela a recta formada pelos pontos (X3¢, Xi100). Os
pontos X7, Xo, Xg e Xjo preservam as proporgoes X;Xo : X1 Xg : X1 X590 :
X2X82X2X102X8X10:3:122:%:622.
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Recta de Nagel

Figura™5.2:

5.3.3 Pontos colineares

Além da recta de Euler e da recta de Nagel é possivel, utilizando os
centros conhecidos, criar muitas outras rectas considerando os pontos dois a
dois. Mas mais interessante é analisar quais os trés ou mais pontos que sao
colineares, como é o caso do incentro e o ponto de Gergonne que formam a
recta de Soody. Esta recta contém os centros X, Xy, Xs e Xy,
intersectando a recta de Euler no ponto de Longchamps, X5, e a recta de
Nagel no incentro, X; (Fig. 5.3). A recta de Soddy é também paralela a
recta formada pelos pontos (X4, Xo).

Recta de Nagel

Recta de Soody

Recta de Euler

Figura™5.3:
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Podemos contudo fazer uma andlise mais rigorosa aos centros
conhecidos. Tomando os primeiros 150 centros de [11], foi criado um
programa que considerasse as rectas formadas pelos primeiros dez centros
e que verificasse quais dos restantes centros pertenciam a essas rectas. O
programa ¢é semelhante ao utilizado na recta de Euler, mas neste caso o
computador agrupa trés pontos e verifica se respeitam a condicao (2.10).

For[i = 1,i < 10,
For[j =i+ 1,j <10,
Forlk =j+ 1,k < 150,
If[
Simplify[
Det[{
{ponto[[i,1]],pontol[i,2]],pontol[i,3]]},
{ponto[[j, 1]],pontof[j,2]].ponto[[;.3]]},
{ponto[[k,1]],ponto[[k,2]],ponto[[k,3]] }
H
0 < a&&0 < b&&0 < c] === 0,
Print][“Pontos colineares ” {i,j,k}|,
I;
k+-+];
i+
i++].
Na representagao dos resultados a notagao utilizada sera da forma R (1, 2, 8),
significando que os pontos 1, 2 e 8 sao colineares.

R(1,2,8,10,42,43,78,145) - Recta de Nagel
R(1,3,35,36,40,46, 55, 56,57, 65)
R(1,4,33,34,73)
R(1,5,11,12,80,119)
R(1,6,9,37,44,45,72)
R(1,7,20,77) - Recta de Soddy

R(1,8,10,42,43,48,145)

R(1,9,37,44,45,72)

R(1,10,42,43,78,145)

R (2,3,4,5,20,21,22,23,24,25,26,27,28, 29, 30, 140) - Recta de Euler
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2,6,69,81,86,141)
2,7,9,57,63,142)

3,6, 15, 16, 32, 39, 50, 58, 61, 62)
3,8,100,104)

3,9,84)

4,6,53)

4,8,72,92)

4,9,10, 19,40, 71)

5, 6, 68)

7,8,65,69, 75,85, ).

i=viii=viii=v =y =y v i =v = = s [ s

5.4 Conjugados

Também ¢é possivel determinar os centros que sao conjugados isogonais ou
conjugados isotémicos de outros centros (veja as definigoes em 2.2.1 e 2.2.2).
Através da definicao dada no Capitulo 2 sobre conjugados isogonais e
conjugados isotémicos podemos determinar os conjugados de alguns dos
centros estudados.

Centro notavel Conjugado  Conjugado

isogonal isotémico
Incentro X; X X5
Baricentro X, Xs X
Circuncentro X3 Xy Xoga
Ortocentro X, X3 Xs9
Centro dos nove pontos X5 X5 Xos
Ponto de Gergonne X Xs5 Xg

O programa utilizado para determinar os conjugados isogonais foi da
forma

conjisoglfa-, B, v-]:=0
conjisog2[a-, -, v-]:=y«
conjisog3|a-, O-, v ]:=af
Fori=1,i <7,
For[j = 1,j < 150,
If]
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Simplify[conjisogl[ponto[[i,1]],pontol[i,2]],ponto][i,3]]]/
ponto[[j, 1]]] ===
Simplify[conjisog2[ponto[[i, 1]],pontol[i,2]],ponto][i,3]]]/
pontol[j, 2]]] ===
Simplify[conjisog3[ponto[[i,1]],pontol[i,2]],ponto][i,3]]]/
ponto[[j, 2]]],
Print[{ij},* sdo conjugados isogonais.”],
|;
i+
i++],
No caso dos conjugados isotémicos o programa manteve a estrutura do
anterior, apenas diferindo nas trés fungoes iniciais.

conjisotl[a, 3,7, a_, b_,c.]:==1/(a’a)
conjisot2[a_, 6—7 Y- A, b—a C—]]:]'/(b26)
CondSOt3[&_7 /8_7 7—7 a_7 b_7 C_]]::l/(czv)

For[i=1,i <7,
For[j = 1,j < 150,
If]
Simplify[conjisot1[ponto[[i,1]],ponto[[i,2]],pontol[i,3]]] /
pontol[j, 1]]] ===

Simplify[conjisot2[ponto[[i,1]],ponto[[i,2]],pontol[i,3]]] /
ponto[j, 2]|] ===
Simplify[conjisot3[ponto][[i,1]],ponto[[i,2]],pontol[i,3]]] /
pontof[j; 2]]],
Print[{i,j}, ¢ sdo conjugados isotémicos.”],
I;
JH;
i++],

5.5 Circunferéncias

A circunferéncia dos nove pontos (Capitulo 4) é, como vimos, uma
circunferéncia que contém vdrios centros do tridngulo, no entanto apenas
contétm um centro dos primeiros cem, assim como a circunferéncia
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inscrita, o ponto de Feuerbach, Xi;. No caso a circunferéncia circunscrita,
esta contém o centro Xv4; e todos os centros do Xos até ao Xji;5. Para
verificar estes resultados foi construido um programa que consiste apenas
na substituicao dos pontos em cada uma das equacgoes das circunferéncias.
Para o caso dos pontos pertencentes & circunferéncia dos nove pontos temos
0 programa

circnovepontos|a., B, y-,a_,b_, c_]:=
V@+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)(a+b+c)
2a%h?c2
(a*a®+2abca (¢ + by) + (b°—c?) (B —b*y?) —
a® (b* (&®+8%) —=2bcfBy + ¢ (®+77)))
For[i = 1,i < 150,
If]
Simplify[

circnovepontos[pontol[i,1]],ponto][[i, 2]], ponto[[i, 3], a, b, c|,
0 < a&&0 < b&&0 < c] === 0,
Print[“E valido para o ponto ”,i],
B
i++].

Para verificar quais os centros que pertencem a circunferéncia circunscrita
apenas temos que substituir no programa anterior a equagao da circunferéncia
dos nove pontos pela equacao da circunferéncia circunscrita. Da mesma
forma poderemos fazer o teste para a circunferéncia inscrita.
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