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Anadlisis de la Seguridad de Soportes Mixtos de Hormigén y Acero
Implementacion del Método General

SINOPSIS

En la actualidad, el Eurocodigo 4 (EC4) prevé la verificacion de la seguridad columnas de
(vigas columnas), a través de los designados Métodos de Dimensionamiento de columnas
mixtas, en concreto el Método General y el Método Simplificado, aplicables, por supuesto,
después de un Andlisis Global de la estructura [4]. EI EC4 designa para el Método General
apenas principios de aplicacion generales de que su cumplimiento requiere el desarrollo
complementario de un Analisis Estructural de la columna como un elemento estructural aislado
[4, 10, 13]. Para el Método Simplificado, la columna también se trata de forma aislada, pero se
establecen disposiciones de aplicacién explicitas y practicas, apenas validas sélo para casos

particulares de la geometria de la seccién de la columna y de la carga [4, 11, 12, 14].

El objetivo de este trabajo es aplicar una metodologia para el analisis y la verificaciéon de la
resistencia de las secciones y la verificacién de la seguridad a pandeo por flexién de las
columnas mixtas, utilizando el Método General. Esto es aplicable a barras de seccién variable,
con varias condiciones de apoyo, con 0 sin puntos arriostramiento, y con conocimiento de
antemano (i) de los esfuerzos de primer o segundo orden en los extremos de las barras que se

derivan de el Andlisis Global de la estructura y (ii) de las cargas de vano.

Con el fin de poder alcanzar estos objetivos se han elaborado dos programas. El primer hace el
andlisis de las secciones y genera relaciones momento-curvatura para ciertos niveles de
esfuerzo axil. El segundo, utiliza esta informacion y procede al el andlisis de la barra dénde
determina esfuerzos y desplazamientos, la carga ultima de la estructura, la verificacion de la

seguridad a flexo-compresién y a pandeo.

En el Capitulo 1 de este trabajo se hace la introduccién al problema desde el punto de vista de
la reglamentacién (EC-4), haciendo referencia a los tipos de Analisis Global de Pérticos, tipos

de Métodos Dimensionado de las columnas, y la interconexién entre ellos.

Asi, se empieza por definir, en el contexto de los Eurocddigos, lo que se entiende por andlisis
lineal y no lineal, de primer o segundo orden. De conformidad con EN 1990 [6], los Andlisis
Globales, cuando se realizan sobre la geometria inicial de la estructura, es decir, sin tener en
cuenta la deformaciéon causada por la carga, son los analisis de "12 orden" y en el caso

contrario analisis de "2° orden". En conjunto, estos analisis podran ser:
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(i) "lineal elastico" o solo "lineal" (materialmente lineal) si recurren a las leyes de
relaciones lineales tension-deformacion de los materiales,

(i) "no-lineal" (materialmente no-lineal) si las relaciones tensién deformacién de los
materiales no es lineal.

Dentro del analisis "no-lineal" adn se distinguen:

(Il.1)analisis de 12 0 2 ¢ orden, "elastico perfectamente plastico" que se basa en una relacién
lineal momento-curvatura, seguida de una rama plastica, sin endurecimiento, y aplicada
bien sea a la estructura inicial o sobre la estructura deformada;

(I.2) el analisis de 1 0 2 ° orden, "elasto-plastico”, que se basa en la relacibn momento
curvatura elastica lineal, seguida de una rama pléstica con endurecimiento, o en una
relacibn momento curvatura no lineal, aplicada sobre la estructura inicial o sobre la
estructura deformada;

(11.3)el andlisis de 1 ° orden, "rigido-plastico” donde se recurre a los teoremas de andlisis
limite, es decir, se consideran que las secciones tienen un comportamiento rigido hasta

llegar al momento de plastico, instante en que se forma una rétula plastica.

Aunque el comportamiento de las secciones sea esencialmente non lineal, el EC4 permite

realizar un andlisis elastico lineal, siempre y cuando se consideren los efectos de fisuracién,

fluencia, retraccion, proceso constructivo y la pre-compresion, y que consiste principalmente en
adoptar la rigidez de flexibn adecuada. Estas consideraciones se aplican en todo el EC4

diferenciandose segun el tipo de elemento estructural, viga, losa o columna.

En el Andlisis Global no-lineal de estructuras mixtas se consideran las leyes de
comportamiento no lineal de materiales, hormigén, acero para hormigon y acero estructural,
ademas de el comportamiento de las uniones y de la conexién hormigon-acero que tiene que

ser tenidas en cuenta en los efectos de deformacion (de 2° orden).

Finalmente, la verificacion de seguridad de pilares mixtos se basa en Métodos de
Dimensionamiento ("methods of design" - apartado 6.7.1.(6) del EC4) General o Simplificado y
son la fase terminal de un proceso que comienza con el Andlisis Global de la estructura y para
la cual tienen que ser coherentes. Por eso, se describe muy brevemente los aspectos
normativos de la interconexion entre los "Métodos de Andlisis Global" de las estructuras y los

"Métodos de Dimensionamiento” de las columnas.

Los "Métodos de Analisis Global" de las estructuras consisten en procedimientos o algoritmos
gue determinan los efectos de las acciones en todos los puntos de la estructura, de los cuales,
los comUinmente mas importantes son los esfuerzos y desplazamientos (de primer o segundo
orden en régimen materialmente lineal o no lineal) [6]. Los "Métodos de Dimensionamiento”
conducen a las Verificaciones de Seguridad a Pandeo de las barras y a las Verificaciones de

Resistencia de las secciones [4]. Refiriéndose al EC4 la verificacién de la seguridad (a pandeo
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por flexion y resistencia) de columnas mixtas puede realizarse por uno de los siguientes

procedimientos:

a) Realizando una Analisis Global de la estructura, por un método de andlisis que
determine esfuerzos a lo largo de la barra (en una serie de secciones) y considere
simultdneamente: (i) las imperfecciones de la estructura, (ii) los efectos de 2 ¢ orden (
P-A ), (iii) las imperfecciones de las barras (iv) los efectos de segundo orden de estas
(P-9), y utilizando un Método de Dimensionamiento para llevar a cabo las verificaciones

de resistencia a la flexién compuesta uniaxial o biaxial de las secciones;

b) Realizando un analisis global de la estructura determinando los esfuerzos en los
extremos de cada barra, por un método que considere simultdneamente (i) las
imperfecciones de la estructura, (ii) y los efectos de 2° orden (P-A). El Método de
Dimensionamiento engloba la verificacién a pandeo para cada barra y considerara (i)
las imperfecciones de las barras y (ii) los efectos de segundo orden en estas (P-9),
cuyos esfuerzos resultantes deben satisfacer las verificaciones de resistencia a flexion

compuesta uniaxial o biaxial de las secciones;

c) Realizando, en elementos aislados sometidos Unicamente a la compresion, las
verificaciones de seguridad que se basan en las curvas de estabilidad (de Eurocédigo
3), que ya incorporan los efectos de 2 ¢ orden de las barras y sus imperfecciones (se

trata de un Método de Dimensionamiento).

El analisis global de 1 ? orden se puede utilizar si el incremento de esfuerzos causado por la
deformacion obtenida por un analisis de 1 ¢ orden es inferior al 10%, es decir, si el pardmetro
de carga critica elastica es o > 10 (apartado 5.2.1-EC4), considerando en el analisis una
rigidez “reducida” para tener en cuenta la fisuracién, la fluencia y el comportamiento de las

conexiones.

En la practica, el procedimiento méas sencillo y por eso probablemente mas usual es el del
apartado b), el cual se ha adoptado para la implementacién del Método General de este

trabajo.

En el apartado 1.2.2 se indican los diagramas de flujo que relacionan los distintos Andlisis
Globales de la estructura con los Métodos de Dimensionamiento de las columnas (Simplificado
y General). Atienden al hecho de las imperfecciones de las columnas, asi como la naturaleza
de los efectos de 2 ° orden (P-A) hayan sido o no previamente considerados en el Analisis

Global de la estructura.
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De acuerdo con las Normativas, la comprobacién de seguridad de pilares mixtos,
independientemente del Método de Dimensionamiento a utilizar, General o Simplificado,
reclama al cumplimiento previo de determinados requisitos generales relacionados
principalmente con la resistencia del hormigén, del acero estructural, y la esbeltez minima de
las platabandas. EI Método Simplificado exige requisitos adicionales, que sobre todo limitan la
esbeltez relativa de la columna, las dimensiones relativas de la seccion, y espesores de
recubrimientos. El Método General puede incluir barras de seccién variable a lo largo de su
longitud, mientras que el Método Simplificado requiere secciones simétricas y constantes en la

barra.

Independientemente del método, las imperfecciones de las barras deberan tenerse en cuenta
siempre, y son materializadas por curvas cuya amplitud es una cierta excentricidad, e, 4, dada
por el EC4. En el Método Simplificado la excentricidad se convierte en un momento adicional
N *eo 4 [4, 13], mientras que en el Método General se adopta una carga equivalente distribuida

y auto equilibrada [3, 4].

Los efectos de 2° orden se deben tener en cuenta si ellos aumentan en mas del 10% los
esfuerzos primarios. Es equivalente a decir, segun el Eurocédigo 4, que los efectos de 2° orden
tienen que ser considerados si Ngg > 10% N1 , €n el caso del Método Simplificado, mientras

gue en el Método General no se indica ninguna regla practica.

Para el Método Simplificado se suministran expresiones de interaccion de los esfuerzos para la
verificacion de la seguridad a compresiéon simple, compuesta recta y compuesta esviada y
cuyos valores resistentes se basan en las curvas resistentes de la interaccion momento-

esfuerzo axil, cuya construccion también se desarrolla en este trabajo [10, 11, 12, 14].

En el Capitulo 2 se presenta un enfoque teérico de la aplicacion de los principios necesarios

para la implementacion del Método General, que se traduce en la realizaciéon simultanea de [4]:

(i) un andlisis elasto-plastico de columnas - para hallar los esfuerzos y desplazamientos
en la fase de pre-incurvacion (asi como la carga limite), y,

(i) enla "verificacién de resistencia de las secciones.”

El analisis elasto-plastico de vigas-columnas incluye, en general, dos pasos [15]:
(i.1) el estudio de las secciones transversales

(i.2) el analisis de la pieza globalmente.
En el estudio de la seccion transversal se investiga el comportamiento de la seccién cuando se

somete a la combinacién de esfuerzo axil y momentos flectores. El resultado se expresa

generalmente mediante una serie de curvas relacionando el momento, M, con la curvatura, ¥,
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para un valor dado de carga axil, N, (relacion M - x - N). Este trabajo se pone de manifiesto
que estas curvas también pueden ser consideradas curvas resistentes a flexo-compresién. Las
tangentes a las curvas M-y tienen el sentido de la rigidez de flexion (EI( (x)) de la seccién y

representan su comportamiento materialmente no lineal.

Las relaciones M-y de la seccién se deducen teniendo en cuenta las relaciones tensién-
deformacion de cada un de los materiales que componen la seccién y el dominio de validez de
las mismas. Ello es analogo al estudio de una seccion de hormigdn armado y se basa en las
siguientes hipétesis [2, 3, 4]:
(i) las secciones se mantienen planas en deformacion, de acuerdo con la teoria de Euler -
Bernoulli
(i) el deformacién de las armaduras adherentes es la misma que en el hormigén
adyacente,
(iii) se considera adherencia perfecta entre el acero del perfil y el hormigdn,
(iv) laresistencia a la traccion en el hormigdén se desprecia,
(v) las tensiones en el hormigdbn comprimido se obtienen a partir del diagrama tension-
deformacion para analisis global no lineales (apartado 3.1.5 de EC2),
(vi) las tensiones en la armadura se obtienen de las relaciones tension deformacién del
apartado 3.2.7 de EC2,
(vii) las tensiones en el perfil de acero se obtienen de las relaciones tensién deformacién
del apartado 5.4.3. (4) de EC3.

Se hacen variar os valores del par (N,g,), siendo €, la deformacion en la fibra de hormigén mas
comprimida, y establecendo las condiciones de equilibrio en la seccion [16] con las hipétesis
descritas arriba, se hallan los pares (M-y), que son puntos de la curva a determinar, asociada al

el esfuerzo axil N.

En la analisis de la barra hay que tener en cuenta el comportamiento no lineal de las secciones
y a los efectos geométricamente no lineales derivados de la deformaciéon de la barra (en
relacion a su cuerda). Como el comportamiento de la barra no es lineal (material y geométrico)
el analisis, debe ser incremental. Asi la barra es subdividida en trozos donde se identifican las
secciones y nodos. En las secciones se mide el estado de deformacion de la barra (y), donde
es hallada la rigidez de flexion (El(y)), parametro que se encargard de traducir su
comportamiento material. En los nodos se imponen las condiciones de la compatibilidad y
equilibrio, y se obtienen soluciones sucesivas a medida que la carga aplicada (o deformacion)
aumenta por incrementos. Para ello, la carga aplicada se representa mediante un parametro
adimensional de carga, A. Los esfuerzos son entonces hallados para un cierto nivel de
parametro de carga (normalmente unitario). Por otro lado con el aumento gradual de ese
parametro, se obtiene una curva "parametro de carga - desplazamiento”, cuyo pico es la carga

ultima de pandeo de la barra [15, 18].
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A "la verificacion de la resistencia de las secciones" (indicada en el Ultimo apartado (ii)) es
implicitamente verificada en las secciones donde se valoran las curvaturas y, porque en estas
secciones los esfuerzos internos (M.N) tienen que ser coherentes con la curvatura ¥, a través

de las curvas (M-x-N).

Para llevar a cabo esto Analisis Globales es necesario considerar los efectos geométricamente
no lineales. Asi, es necesario conocer el dominio de validez de las "andlisis de estabilidad",
saber qué tipo de resultados pueden ser obtenidos a partir de ellas, y qué algoritmos numéricos
son los adecuados. Asi en el Capitulo 2, ademéas de deducir la relacién M-x-N , se trata de
explicar:

(i) los tipos de andlisis de la estabilidad actual y su &mbito de aplicacion,

(i) la correlacién entre los métodos de andlisis no-lineal de las columnas de acero,

hormigon y mixtos, v,

(iii) cuales son las caracteristicas de las rutinas numéricas para andlisis no lineal.

Los "andlisis de estabilidad" deben incluir obligatoriamente [15]:
(i) la formulacién de las ecuaciones de equilibrio en la configuracion deformada y / o,

(i) la consideracién de relaciones cinematicas no lineales.

Asi el "analisis de estabilidad" incluye siempre los efectos geométricamente lineales. Segun el
nivel de no linealidad geométrica en ellos incorporado hay varios tipos de analisis de
estabilidad a saber, "el andlisis lineal de estabilidad" y "el analisis no-lineal de estabilidad" y que
en el contexto de vigas columnas son, respectivamente la "teoria lineal de la viga columna" y la

"teoria no lineal de la viga columna" [17].

En este trabajo fue adoptado un "andlisis lineal de estabilidad", donde se admiten hipétesis
simplificadoras como (i) no hacer depender el esfuerzo axil de la barra de la deformacién
transversal (flecha), es decir, eliminar el efecto de "bowing", y (ii) despreciar la deformacion axil.
(El efecto de "bowing" es el acortamiento de la cuerda de la barra debido a su deformacién por
flexion). Esta simplificacién lleva a la deduccién de una matriz de rigidez total (lineal y
geométrica) y los vectores de fuerza relativamente simples [17]. Ellos dependen de las
llamadas funciones de estabilidad, que son altamente no lineales con el aumento de N superior
a 0,4*N., [15]. La desventaja de adoptar estas simplificaciones es que la matriz de rigidez total
sélo es vélida para estudiar la incurvacién de la barra y la determinacion de su carga critica (de
bifurcacion de equilibrio) [21, 22]. Pero esto no es un gran inconveniente, ya que cumple sus

objetivos: la determinacién de los esfuerzos y de la carga critica.

Si no se adoptan las simplificaciones antes referidas, el andlisis de la estabilidad seria no lineal

en régimen de pre-incurvacién, adecuado para el andlisis de arcos y determinacién de su carga
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critica, que es un fenédmeno de inestabilidad llamado de punto limite (“snap througth”) [17, 21,
22].

En este trabajo se hace un breve enfoque a los métodos de analisis materialmente no lineales
de columnas de acero, hormigén y mixtos con el fin de encontrar puntos en comun entre ellos
y, sobre todo, dar soporte adecuado a la implementacién del Método General de columnas
mixtas que pretende desarrollar. También por este motivo se establecen los métodos de

andlisis global (de porticos).

Asi, el Eurocddigo 3 (EC3), dice que en el Analisis Global Plastico en Porticos de acero,
teniendo en cuenta las relaciones de tension deformacién bi-lineal eldsto-plastico, se podra
adoptar los siguientes modelos de comportamiento:
a) Analisis de Rigido-Plastico (ARP) — donde se consideran trozos rigidos entre secciones
con rotulas plasticas, y que es valida para los casos en que los efectos de 2° orden (P-
d) entre las secciones no significativos.
b) Andlisis Elastico-Plastico (AEP) - se producen rotulas plasticas en las secciones
trabajando el resto del elemento en régimen elastico entre las secciones;
c) Analisis Plastico No Lineal (APNL) qué considera la plastificacion parcial de los

elementos en las zonas plasticas;

En el ambito de las metodologias de analisis plastica los dos primeros modelos pertenecen a
los "Métodos de Roétula de Plastica”, donde para el segundo se efectian "analisis elasto-
plastico de 2 ¢ orden con el concepto de rétula plastica", y que ya es suficientemente riguroso
para aplicaciones practicas. El ultimo modelo pertenece a los "Métodos de Zona Plastica”,
donde se efectian "analisis elasto-plastico de 2 ® orden con esparcimiento de la plasticidad" y

que requieren un alto esfuerzo computacional [15, 18].

Recientemente Liew entre otros [24, 25], han introducido una nueva metodologia, el "Método
Refinado de Rétula Plastica" (MRRP) que considera el comportamiento elasto-plastico, en lugar
de un comportamiento elastico, entre las secciones con rétulas, y es una mejora con respecto a
el "andlisis elasto plastico de 2° orden con concepto de rétula plastica” tradicional. Este método
actualiza en cada paso incremental el médulo tangente E; asi como los coeficientes . y My
asociados a las secciones extremas de cada barra y que se relacionan simultdneamente, en
cada seccién, con su grado de plastificacion y su verificacion de la resistencia. Estos
parametros afectan a la matriz rigidez total tangente y cuando n,=0 o0 n,= 0 surge una rétula
donde es permitido el giro libre entre secciones adyacentes de esta. Este método es

equivalente a "metodos de zona plastica" en exactitud pero mas sencillo.

Dependiendo de las hipétesis adoptadas por el comportamiento de los materiales (lineales o no

lineales), la inclusién de los efectos geométricamente no lineales (1 2/ 2 ¢ orden), y los modelos
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de comportamiento (ubicacion de las rotulas plasticas, o zonas plasticas) se pueden relacionar
las cargas parametrizadas con desplazamientos, a partir de la cual resultan las curvas de la
figura siguiente. Aunque originalmente se aplican a pérticos también se puede utilizar para
columnas con imperfecciones. Para los parametros de carga se definen las siguientes
momenclaturas [15, 18]:

Aer — parametro de carga critica - si el analisis fuera materialmente lineal y de 2 ¢ orden ;

A, — parametro de carga plastico - si el analisis fuera de 1?2 orden con la plasticidad
concentrada en las secciones de mayor momento elastico;

Ay - parametro de carga Ultimo - si el analisis fuera non lineal y de 2° orden concentrando la
plasticidad en las secciones de mayor momento eléstico y considerando comportamiento
elastico entre las rétulas plasticas.

AMureal - Parametro de carga ultimo - si el andlisis fuera materialmente non lineal y de 2° orden

con distribucion de la plasticidad a lo largo de las secciones y barras.

Se deduce en este trabajo que el parametro de la carga del "Método Refinado de Rétula
plastica" se queda entre las curvas (4) e (5) y cerca de esta (cuva (6)). Por otro lado, la carga

ultima del Método General aqui desarrollado se deprehende que se detiene encima de esta

ultima curva.
A Parametro
A de Carga , An. Elastico 1° orden
I
[ (1)
Acr ! Carga Critica Elastica
N ez
1 .- (2)
1 R
I R4 An.Elastico 2° orden

Ap

(3)

Analisis Elastoplastico 2° orden
con concepto de rotula plastica

AU

Au.real

Andlisis Elastoplastico 2° Orden
con esparcimiento de plasticidad

>

Deslocamento

En las columnas imperfectas, la presencia de la curvatura inicial, las tensiones residuales,
excentricidad accidental de aplicacion de la fuerza axil (designadas en general por
"imperfecciones” [3,4]), y la presencia de cargas transversales en régimen lineal elastico

conducen a curvas de evolucion de la pre-incurvacion no lineales, pero no cambia el valor de la

VIII



Andlisis de la Seguridad de Soportes Mxtos de Hormigén y Acero. Implementacién del Método General.

carga critica de la columna perfecta. Adoptando un comportamiento del material no lineal, la

carga critica se reduce y pasa a ser conocida como la carga ultima de pandeo por flexion.

En lo que respecta al dimensionamiento de las columnas, el Eurocddigo 3, se basa en las
curvas de estabilidad de columnas para realizar la comprobacién de la seguridad a pandeo,
gue complementa con la verificacién de la seguridad de las secciones a resistencia plastica o
resistencia elastica, procesos que son relativamente simples de efectuar. Aunque no
explicitamente mencionado en el EC3, se puede aplicar a la columna los mismos modelos de
comportamiento que se han descrito anteriormente, lo que exigira discretizar la barra en varios

trozos.

Los Eurocédigos 2 (de hormigén armado) y 4 (de estructuras mixtas) aplican a efectos de

dimensionamiento de las columnas los "Métodos Generales" y "Métodos Simplificados”.

El "Método General" de EC2 y EC4, como se ha dicho antes, se basa en un Analisis Global
fisica y geométricamente no lineal que obligan a la discretizacion de la estructura en una serie
de secciones, el establecimiento de las condiciones de equilibrio y compatibilidad en nodos y
secciones, y la integracion de los pardmetros que importan estudiar a lo largo de secciones e
barras. Segun la metodologia presentada, el valor de célculo de la carga de rotura resulta
directamente del analisis, no siendo proporcionado por los Eurocodigos mas detalles sobre la

metodologia de andlisis no-lineal [26].

Los Métodos Simplificados del EC2 son los siguientes:
(i) "Método Basado en la Rigidez Nominal" y el

(i) "Método Basado en la Curvatura Nominal".

El primero puede subdividirse [26] en:
(1.1) "Método Basado en la Rigidez Nominal para un andlisis geométricamente no-lineal" y,
(1.2) "Método Basado en la Rigidez Nominal con el concepto de amplificacion de

momentos".

En "Los Métodos Basados en la Rigidez Nominal" se refieren a las reglas de aplicacién que
permitan la consideracion de los efectos de 2 ¢ orden y las imperfecciones de las barras a partir
de la estimacion de la rigidez de flexién de las piezas seguido por (i) o un andlisis eléstico de 2°
orden total (P-A para el portico y P-8 para todas las barras comprimidas) (ii) o la amplificacién

de momentos en las barras aisladas con factores adecuados.

El "Método Basado en la Curvatura Nominal" se basa en el calculo del momento nominal de 2 ¢

orden (M.) hallado a partir de una cierta excentricidad e,, que a su vez depende (i) de la
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longitud efectiva de incurvacién (pandeo) de la barra vy (ii) en una estimacién de la curvatura

maéaxima para la barra.

El Método Simplificado del EC4, a parte de las expresiones de verificacién de seguridad, se
basa en una rigidez efectiva de la seccion y en la amplificacion de momentos, y, es similar al

"Método Basado en el Concepto de Rigidez Nominal con amplificacion de momentos" del EC2.

Finalmente, se indica que el método implementado en este trabajo sigue los principios
especificados para el Método General (en el EC4). La implementacion considera las
verificaciones de la resistencia plastica en las secciones extremas de cada trozo (en que la
barra esta subdividida) y corrige la rigidez de flexibn en cada paso incremental. Este
procedimiento tiene muchas similitudes con el "Método Refinado de Roétula Plastica" difiriendo
de este en no permitir el giro libre en la rétula, es decir, suya curvatura es siempre limitada a la
curvatura limite de la relacién M-x- N. Esta es la razén porque la suya carga ultima esta por
encima de la de MRRP. Por otra parte, para satisfacer el estado de fisurasién y la fluencia de la
barra se adopta una rigidez reducida, que se deduce de las curvas Momento-Curvatura
generadas, concepto que esta implicito en el "Método Simplificado" del EC4 o en el "Método

Basado en la Rigidez Nominal" del EC2 .

En el apartado 2.5 se aborda de forma sistematica y resumida algoritmos numéricos para
andlisis no lineales basados en el concepto de la matriz de rigidez tangente. De los algoritmos
de control de carga se elegié el Método de Newton-Rapson Modificado [18, 27] en el calculo de
esfuerzos y desplazamientos en la fase de pre-incurvacion la columna, lo cual también
proporciona un valor de la carga critica menor. Este método es poco preciso cerca de la carga
critica [21, 22] y por eso, para su determinacion con precision, se escogié el Método de Control
de Arco (Arc Length Method) [18, 21, 22], y para poder confrontar los resultados el Método de
Control de Trabajo (Work Control Method) [18]. En estos dos métodos cuando se pasa la carga
critica (o limite) y cerca de esta, los incrementos de los desplazamientos en cada iteracion son
progresivamente mayores y poco realistas. Ocurren grandes deformaciones y la consiguiente
rotura de resistencia de las secciones (aunque ya haya sobrepasado la carga ultima de
pandeo). Para evitar este problema se combin6 el método de Control del Arco con el Método
de Control de Desplazamientos, que se activa (desactiva) cuando el parametro de rigidez de
Bergan es menor (mayor) a 0,01 [21]. En el Método de Control de Trabajo se elegié otra
estrategia. Una vez que el parametro de rigidez de Bergan es inferior a 0,05 se dejan de
realizar las iteraciones dentro de cada paso (o incremento) [18]. Al final del Capitulo 3,

apartado 3.4, se muestra el flujo de todos los algoritmos que se han descrito anteriormente.
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El Capitulo 3 trata de la implementacién computacional del Método General, conforme el
desarrollo teérico y justificativo de capitulos anteriores. Se elabor6 un conjunto de dos
programas, siendo el primero, "M-C", de andlisis de las secciones mixtas, y el otro, "Vcol-MX",
de analisis de barras, que utilizados en secuencia permiten la verificacion de la resistencia de
las secciones de flexo -compresion y la verificacién a pandeo por flexién de una columna mixta.
El primer programa consiste en el analisis de las secciones mixtas para la produccién de
curvas momento-curvatura en funcion de determinado nivel de esfuerzo axil. Estas curvas en
ultima instancia, reflejan el comportamiento materialmente no lineal de la seccién a la flexo-
compresién y sus valores se almacenan en un archivo. Son, por eso, una informacién
absolutamente necesaria para el segundo programa, de andlisis no-lineal de la columna. La

interconexion entre los programas se plantea en el esquema siguiente.

12 Programa- M-C

INPUT Programa OUTPUT
Geometria de la Seccién —» | Momento-Curvatura || ™5 ac Moy N
Propiedades de los Materiales M-C

2° Programa - Vcol-Mx

INPUT > Programa OUTPUT
Geometria de la Barra Viga Columna Mixta —> Esfuerzos
L—Ipt Relaciones M-x-N VCOL-MX Desplazamientos

Cargas Andlisis 1°orden linear elastica Carga Ultima

Imperfecciones Geométricas Analisis 2°orden linear elastica Avisos cuanto al tipo de no
Andlisis 1°orden materialmente no verificacion de seguridad
lineal
Andlisis 22 orden materialmente
no lineal
(+/- imperfecciones)

Los datos necesarios al primer programa "M-C" son basicamente las caracteristicas
geométricas de los elementos de la seccién, las clases de resistencia de los materiales, las
leyes de comportamiento de los materiales, la naturaleza del calculo (si es a corto o a largo
plazo, si en valores caracteristicos o de calculo), y otros datos del tipo de operacional. Con
base en estos, son generadas curvas M - x - N que pueden ser graficamente visualizadas

como medida practica en la deteccién de errores.

El segundo programa, "Vcol- Mx" procede a un analisis estructural no-lineal. Realiza un analisis
incremental, a base de matrices de rigidez material y geométricamente no lineales, y vectores
de la fuerza equivalente a la carga uniforme, para cada un de los trozos (elementos finitos).

Esta matriz y vector se definen de forma cerrada [15, 17, 18], es decir, no se integra segun el
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area y longitud del elemento en cada instante del andlisis, lo cual daria lugar a un programa
mas complejo, con mayor volumen de datos y lento. En cada ciclo de andlisis incremental la
rigidez de flexién El que afecta a la matriz de rigidez de cada elemento se actualiza reflejando
el comportamiento materialmente no lineal. La actualizacion del esfuerzo axial afecta a las
funciones de estabilidad de los elementos de la matriz de rigidez y el vector de fuerzas

equivalentes de las cargas de vano, lo que representa los efectos geométricamente no lineales.

Para realizar el andlisis incremental, la barra debe ser subdividida en trozos, lo que presenta
las siguientes ventajas:

(i) permite cuantificar mejor el cambio de rigidez de flexion segun la longitud de la barra;

(i) causa la aparicion de mas grados de libertad y una mejor definicién del estado de
deformacién de la barra;

(iii) permite la aplicacion de cargas nodales, las cuales pueden ser de fuerza axil, fuerza
transversal y momento, a un mayor nimero de nodos, simulando mejor las condiciones
de carga;

(iv) permite para cada trozo definir una seccion geométricamente diferente, lo que da al

programa la capacidad de analizar piezas de seccion variable.

Los datos a proporcionar al segundo programa, "Vcol-Mx," son basicamente datos geométricos
de la columna, su discretizacién, y los grados de libertad restringidos por los apoyos extremos

o intermedios, excentricidades de las imperfecciones geométricas y las cargas nodales.

El uso del programa es interactivo. De este modo, el usuario puede elegir el tipo de andlisis
material lineal o no lineal, de primer o segunda orden, con o sin imperfecciones geométricas
pudiendo estas actuar en un sentido o sentido contrario. Se puede obtener los esfuerzos y
desplazamientos para un determinado parametro de carga e incremento de carga e imprimir los
resultados en un archivo. Las verificaciones de seguridad a flexibn compuesta son
automaticamente satisfechas en las secciones criticas (los extremos de cada trozo) porque el
proceso de calculo averigua en cada iteracién si la carga plastica de compresién es excedida y
si la curvatura asociada al estado de deformacién excede la curvatura limite del esfuerzo axil
correspondiente. En el primer caso, se trata de la verificacion de la resistencia a compresion y
en el segundo caso la verificacién de la resistencia a la flexion compuesta (flexo-compresion).
Si no se cumple alguna de estas verificaciones el programa se detiene y avisa el usuario.
Ademas puede hacer el calculo de la carga critica (o limite); basta para ello dar un incremento
de arco o de trabajo (en las rutinas de Control de Arco y Control de Trabajo) y aumentar
progresivamente el nimero de pasos. Se puede refinar los resultados mediante la reduccion
respectivamente del incremento de arco o de trabajo. El hecho de que el programa es

interactivo también facilita estudios de convergencia.

XII



Andlisis de la Seguridad de Soportes Mxtos de Hormigén y Acero. Implementacién del Método General.

En el Capitulo 4 del presente documento se exponen ejemplos de la aplicaciéon del Método
Simplificado, para el que fueron desarrolladas hojas de calculo en Mathcad que figuran en el
anexo. Resolviendo los mismos problemas por el Método General, utilizando los programas
desarrollados, "M-C" y "Vcol-MX", se hizo un analisis comparativo, cuyos resultados se
presentan en el apartado 4.2. Pero la conclusion més importante es que la carga ultima del
Método Simplificado es siempre inferior al del Método General, siendo en compresién simple
casi igual, pero mas diferente cuando hay momentos. El Método General es, por tanto, mas
econoémico. También se efectud un andlisis paramétrico variando la resistencia del hormigén

cuyos resultados fueron coherentes.

Se elaboraron otros ejemplos para los cuales s6lo seria valido el Método General. Consistiran
en variar la carga axial aplicada como la geometria de las secciones transversales y se
determinaron los esfuerzos, los desplazamientos y los parametros de carga ultima. También se
plante6 una metodologia para el calculo del coeficiente de longitud de pandeo, B, lo cual fue
comparado, en dos ejemplos, con los de la Norma Espanola EAE [8] (en régimen elastico). Las
diferencias son insignificantes. Se cuantificd6 el mismo parametro en régimen elésto-plastico

que es siempre superior al del régimen elastico.

El Capitulo 5 se refiere a las conclusiones y futuros desarrollos.

La utilidad principal de este trabajo es permitir el dimensionamiento de columnas mixtas que no
serian posibles dimensionar a través de las reglas del Método Simplificado. De este modo, el
uso de programas desarrollados permite la aplicacion del Método General, es decir, el
dimensionamiento de columnas con: (i) seccién transversal variable y sujeta a diversos tipos de
cargas en sus extremos o en el vano, (ii) la colocaciéon de arriostramientos a lo largo de la
columna, (iii) el uso de diversos tipos de apoyo. Permite también (i) la realizacién de diversos

tipos de analisis material y geométrico (ii) realizar estudios paramétricos.

Con respecto a la evolucion futura es posible, con poco esfuerzo, considerar mas tipos de
secciones transversales e incorporar en las rutinas de Control de Arco y Control de Trabajo la
determinacion de los esfuerzos (en la actualidad sélo es posible en la rutina de Newton
Rapson). A medio plazo seria interesante ampliar el programa para (i) el calculo de arcos
discretizados en trozos rectos que requeriria la inclusiéon de las matrices de rigidez para

“analisis no lineales de estabilidad”, y (ii) el tratamiento tridimensional de barras.

Todos los calculos se hicieron en el supuesto de que la adherencia hormigon - acero
estructural era total, independientemente del gradiente y la intensidad de los esfuerzos. Como
se sabe, esta hipotesis no es siempre vdlida y por eso es muy importante y necesario alguna

investigacién en ese sentido.
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Enquadramento Regulamentar

Capitulo 1 : Enquadramento Regulamentar

1.1 - Introducédo. Objectivos e ambito do trabalho

As colunas metalicas de edificios de varios pisos precisam de proteccao ao fogo. Esta é muitas
vezes providenciada pelo envolvimento da secgéo por betdo. Até aos anos de 1950 era prética
normal usar uma mistura de betdo de baixa resisténcia, e desprezar a contribuicdo do betao
para a resisténcia e estabilidade da coluna. Testes efectuados por Faber e outros
demonstraram que se obtiam ganhos econdmicos usando betdes de maior qualidade e
dimensionando a coluna como elemento misto. Foi originalmente tratado no "método das
estruturas envolvidas" - "cased struts" - regulamentado na BS 449 ainda numa filosofia de
seguranca baseada em tensdes admissiveis e mais tarde na BS 5950, Parte 3 Seccgao 3.1, ja
de acordo com o método dos coeficientes parciais de seguranga (vulgarmente designado como
método dos estados limites). Neste uUltimo regulamento assumia-se que o betdo reduzia a
esbelteza efectiva da coluna, aumentando a sua resisténcia axial. A resisténcia a flexdao era
providenciada pelo perfil metélico, sendo que nenhum papel era dado as armaduras para
betdo. Testes posteriormente efectuados mostraram que aqueles regulamentos conferiam
excessiva margem de seguranca. Um dos métodos mais recentes que tomam adequadamente
em conta a interacgdo entre 0 ago e o betdo numa secgédo envolvida H é devido a Basu e
Sommerville. O seu estudo baseou-se em aproximagdes algébricas obtidas de analises
numéricas e estao de acordo com resultados de testes, mesmo para flexao biaxial. No entanto,
o Eurocddigo 4, parte 1.1 deu preferéncia ao método desenvolvido por Roik, Bergman e outros
da Universidade de Bochum por ser mais abrangente, por se basear num modelo conceptual

claro e ser ligeiramente mais simples [1].

Actualmente o Eurocédigo 4 ja prevé a verificagdo de seguranca de colunas (vigas colunas)
através de métodos de dimensionamento a aplicar, naturalmente, apos a andlise global da
estrutura. Os métodos de dimensionamento sédo o Método Geral e o Método Simplificado. Para
o0 Método Geral 0 EC4 indica apenas principios de aplicacao que do seu cumprimento obriga a
desenvolvimento de uma analise estrutural da coluna isolada. Para o Método Simplificado o
EC4 enuncia regras de aplicacdo explicita que s6 sao validas para casos particulares de

geometria da coluna e carregamento.

O objectivo deste trabalho consiste em implementar uma metodologia de analise e verificagao
de seguranca a resisténcia de secgdes e a encurvadura por flexdo usando o Método Geral,
para barras de seccao variavel, com condigdes de apoio diversas, com ou sem pontos de
contraventamento, sendo a priori conhecidos (i) os esfor¢os de primeira ou de segunda ordem
nos extremos das barras que resultam da andlise global da estrutura e (ii) as cargas de véo.
Para se implementar o Método Geral é necessario implementar um algoritmo de anélise nao

linear de 12 ou 22 ordem a prépria barra isolada.
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Como resultado da aplicagao do método é possivel:

(i) determinar os esforgos e deslocamentos finais ao longo da barras, que resultam de uma
andlise materialmente e geometricamente néo lineares da barra,

(ii) verificar a seguranca da barra a encurvadura,

(iii) determinar o parametro de carga ultimo (em regime nao linear), ou seja, o coeficiente
gue é necessario aplicar ao carregamento e esforgos até se atingir o colapso,

(iv) e identificar o tipo de colapso, se por flexdo compressao, se prioritariamente por
plastificagéo axial da sec¢ao ou se por encurvadura,

(v) determinar comprimentos de encurvadura e compara-lo inclusive com os da norma EAE.

(vi) realizar estudos paramétricos ou de sensibilidade relativamente a variagdo das

caracteristicas dos materiais, variacdo das dimensées dos elementos da seccéo, etc.

Pretende-se também comparar resultados do Método Geral com casos em que foi possivel a

aplicagao do Método Simplificado para afericao do procedimento desenvolvido.

De modo a ser possivel a concretizagcao destes objectivos foram elaborados dois programas. O
primeiro faz a andlise de secgdes e gera as relagbes momento curvaturas para certos niveis de
esforgo axial. O segundo, utiliza esta informacao e procede a andlise da barra determinando os
esforgos e deslocamentos, a carga ultima da estrutura e as verificagdes de seguranca a flexo-

compresséo e encurvadura.

Em virtude de haver varias versdes dos Eurocédigos e pré normas salienta-se que se seguem:
(i) o Eurocédigo 2 - EN 1992-1-1, parte 1-1 de Dezembro de 20083, [2]
(i) o Eurocodigo 3 baseado no texto final da pré-norma, prEN 993-1-1- parte 1-1,8,[3]
(ii) o Eurocddigo 4 baseado na pré-norma prEN 1994-1-1, parte1-1 de Janeiro de 2004,[4].

Os artigos s@o mencionados no texto com o simbolo "§" e sdo por omisséo os do Eurocodigo 4.

1.2 - Disposicoes Regulamentares do Eurocédigo 4

1.2.1- Denominagéo das Analises Globais

Antes de mais é necessério esclarecer dentro do contexto dos Eurocédigos o que se entende
por analises lineares e nao lineares, de 12 ordem ou de 22 ordem. Assim de acordo com o EN
1990, as analises globais quando exercidas sobre a geometria inicial da estrutura, isto €, sem
ter em conta as deformagdes devidas ao carregamento sdo analises de "12 ordem" e caso
contrario analises de "22 ordem". Simultaneamente estas andlises podem ser:

(i) "lineares elasticas" ou s6 "lineares" (materialmente lineares) se recorrerem as leis

lineares das relagdes tensédo deformagédo dos materiais ou,
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(i) "ndo lineares" (materialmente nao lineares) se as relacbes tensdo deformacao dos
materiais for ndo linear.

As andlises "ndo lineares" ainda se denominam:

(i) andlise de 12 ou 22 ordem, "elastica perfeitamente plastica" se baseada numa relagao
momento curvatura linear elastica seguida por um patamar plastico, sem endurecimento, e
desenvolvida respectivamente sobre a estrutura inicial e sobre a estrutura deformada;

(i) analise de 12 ou 22 ordem, "elasto-plastica" se baseada na relacdo momento curvatura
linear elastica seguida por um patamar plastico com endurecimento, ou numa relagdo momento
curvatura nao linear, desenvolvidas respectivamente sobre a estrutura inicial ou sobre a
estrutura deformada;

(ii) analise de 12 ordem, "rigido-plastica" se recorre aos teoremas de analise limite, ou seja,
as seccgdes tém comportamento rigido até atingirem o momento plastico, instante em que se

forma uma rétula.

Para efeitos de analise global da estrutura (§ 5.1.1-EC4) os modelos estruturais e as hipoteses
de base devem ser escolhidas de acordo com a EN 1990 artigo 5.1.1, ou seja, baseadas em
teorias e préticas de engenharia certificadas, que reflectem o comportamento real das secgdes,
barras, ligagdes e apoios. Assim para efectuar uma andlise nao linear de pérticos (§5.4.3-EC4),
na determinacao de esforgos, € necessario ter em conta os seguintes factores:

(i) o comportamento néo linear dos materiais;

(il) os efeitos de corte na ligacdo ago de perfil - betdo, sobretudo nas vigas e extremidades
de pilares;

(iii) o comportamento da ligagao viga-pilar (§ 5.1.2);

(iv) os efeitos da deformagéao da estrutura devido a presenca de acgoes (§ 5.2.1);

(v) os efeitos das imperfei¢cdes globais do pdértico (§5.3.2.2) e locais ou das barras
(§5.3.2.3).

Embora o comportamento das seccgdes mistas seja intrinsecamente néo linear, o EC4 permite a
realizacdo de andlises elasticas lineares desde que se considerem os efeitos da fissuragao,
fluéncia, retracgdo , sequéncia de construgcdo e pré-tensdo (§5.4.2-EC4) e que consistem
fundamentalmente em adoptar rigidezes de flexdo adequadas. Estas consideragdes estdo

disseminadas no EC4 porque dependem do tipo de elemento estrutural, viga, laje e coluna.

Nas analises ndo lineares de estruturas mistas as leis de comportamento ndo linear dos
materiais tém que estar também de acordo com os regulamentos de betdo armado (§3.1.5-
EC2, §3.2.7-EC2) e de aco estrutural (§5.4.3-EC3), e que no betao séo corrigidas para ter em
conta a fluéncia (§5.4.3-EC4, §5.8.6-EC2), para além de que o comportamento das ligagcoes

tem que ser contabilizado para os efeitos de deformacao (de 22 ordem).

Qualquer das andlises tem que cumprir o equilibrio e compatibilidade quer ao nivel das
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secgOes como nas ligagdes entre barras e apoios.

As andlises sao de 12 ordem se os efeitos da deformagé@o da estrutura na presenga de certo
carregamento forem desprezaveis, ou seja, se 0 acréscimo de esforcos relevantes devido as
deformacgdes for inferior a 10%. (§5.2.1(3)-EC4). Uma forma de medir a sensibilidade da
estrutura a este acréscimo de esforgos é determinar o factor de carga critico (§5.2.1.(3)-EC4,
§5.2.1-EC3):

Ocr = Fer / Fe (1.1)

sendo Fgq4 a carga de célculo da estrutura e F., a carga critica global de instabilidade baseada
na rigidez inicial elastica (§5.2.1-EC3), para elementos estruturais de aco. No caso de
elementos estruturais mistos e como as grandezas envolvidas na definicdo deste factor sdo em
regime elastico, Fcr é entdo determinado com base em numa rigidez de flexdo corrigida
(§5.4.2.3 do EC4 - ver Bloco 5 do fluxograma da Figura 1.1).

O factor carga critico define-se como o valor pelo qual a carga de calculo deve ser factorizada
de modo que se atinja a instabilidade elastica da estrutura (ou barra).

Se o factor de carga critico for superior ou igual a 10 a andlise a efectuar ao pértico pode ser
apenas de 12 ordem, (e de acordo com nomenclatura anterior designavam-se tais pérticos
como intranslacionaveis, aliads conceito adoptado no Documento Basico SE-A, §5.3.1). Caso
contrario a analise sera de 22 ordem, onde os efeitos das imperfeicoes, ditos P-delta, tém que
ser considerados na andlise (os porticos designavam-se por translacionaveis). As anadlises
mais sofisticadas consideram os efeitos resultantes quer do deslocamento relativo entre nés
extremos das barras (efeitos P-A) quer os efeitos da deformada das barras em relagdo as suas
cordas (efeitos P-8). Andlises de 22 ordem mais simples consideram apenas os efeitos P-A. Ha
ainda a possibilidade de considerar os efeitos P-A de forma indirecta, realizando uma andlise

de 12 ordem e amplificando adequadamente a fase translacionavel da estrutura.

1.2.2- Analises Globais e Métodos de Dimensionamento

A verificagdo de seguranca de pilares baseada nos métodos de dimensionamento ("methods of
design" - artigo 6.7.1.(6) do EC4) Geral ou Simplificado sdo a fase final de um processo que se
inicia com a analise global da estrutura e em relagdo a qual tém que ser coerente. Assim,
descreve-se muito sumariamente os aspectos regulamentares de interligacdo entre os

"métodos de andlise global de estruturas" e os "métodos de dimensionamento" de colunas.

O método de andlise global da estrutura consiste num procedimento ou algoritmo que
determine os efeitos das acgcdes em cada ponto da estrutura [6]. Os efeitos que interessa
quantificar sdo os esforgcos e deslocamentos de primeira ou segunda ordem em regime

materialmente linear ou nao linear. O método de dimensionamento procede as verificagcdes de
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seguranca de estabilidade das barras e de resisténcia das secgbes e depende da forma como
foram considerados os efeitos de segunda ordem e as imperfeicdes das barras na analise
global da estrutura. Assim a verificagdo de seguranca a estabilidade por flexdo de colunas

mistas pode ser efectuada por um dos seguintes processos (art.5.2.2.(6)):

a) Realizando uma analise global da estrutura, por um método de andlise que determine os
esforgos ao longo das barras e considere simultaneamente: (i) as imperfei¢cdes da estrutura, (ii)
e os efeitos de 22 ordem (P-A) , (iii) as imperfei¢cdes das barras e, (iv) os efeitos de segunda
ordem destas (P-9), e utilizando um método de dimensionamento que realize as verificagbes de

seguranca a flexao composta uniaxial ou biaxial das seccgbes (artigos 6.7.3.6 € 6.7.3.7);

b) Realizando uma analise global da estrutura determinando os esfor¢os nos extremos de cada
barra, por um método que considere simultaneamente (i) as imperfeicdes da estrutura, (ii) e os
efeitos de 22 ordem (P-A). O método de dimensionamento engloba a verificacdo de seguranca
de estabilidade para cada barra isolada e considerara (i) as imperfeicbes das barras (artigos
5.3.2.3, 6.7.3.4 e Tabela 6.5) e (ii) os efeitos de segunda ordem destas (P-9) (artigo 6.7.3.4),
cujos esforgos resultantes devem satisfazer as verificagbes de seguranga a flexdo composta

uniaxial ou biaxial das sec¢bes (artigos 6.7.3.6 € 6.7.3.7);

c) Realizando, em elementos sujeitos apenas a compressao, verificagdes de seguranca que se
baseiam nas curvas de estabilidade, as quais ja incorporam os efeitos de 22 ordem das barras

e suas imperfeicoes (artigo 6.7.3.5) (método de dimensionamento).

As analises globais de 12 ordem podem ser usadas se o incremento dos esforgos causados
pelas deformacdes dada por uma analise de 12 ordem for inferior a 10%, ou seja, se o
parametro de carga critico elastico for o, > 10 (§5.2.1-EC4), sendo adoptadas para a estrutura

rigidezes "reduzidas" para atender a fissuragao, fluéncia e comportamento dos noés.

Se optar pela metodologia a) o controle de incremento dos esfor¢os tem que se efectuar para
todas as secg¢bes da barra incluindo as extremas, e se os esforgos superarem 10% dos de 12
ordem tera que se realizar uma andlise de 22 ordem do tipo P-A + P-§. Se optar pela
metodologia b) esse controle s6 é feito nas secc¢des extremas, adiando o controle sobre as
seccgdes intermédias para a fase de dimensionamento. A analise de 22 ordem, se tiver que se

realizar, é do tipo P-A.
Na pratica o procedimento mais corrente € o da alinea b). Se a barra estiver sujeita apenas a

compressao e se houver curvas de encurvadura para a sua secgao transversal podera usar

mais facilmente o procedimento c).
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Obtidos os esforgos de 12 ou 22 ordem nas colunas aplica-se um dos seguintes métodos de
dimensionamento (artigo 6.7.1(6)):

(i) o Método Geral, aplicavel a barras com seccao nao simétrica e de secgao varidvel ao
longo do seu comprimento, €;

(i) o Método Simplificado, aplicavel a barras de secgao bissimétrica e constante ao longo do

seu comprimento.

Cada um dos métodos é aplicavel dentro de certas restricoes. No entanto o Eurocddigo da
regras explicitas e simples para a aplicagdo do Método Simplificado, enquanto para o Método
Geral apenas informa de quais as relagdes tensao-deformacédo a serem usadas nas analises

materialmente e geometricamente nao lineares, sendo as suas restricdes menores.

Apresenta-se na Figura 1.1 um fluxograma que permite correlacionar estes factores e deduzir
qual o tipo de analise estrutural global a realizar. Cada um dos tipos de andlise relaciona-se
com os métodos de dimensionamento de colunas como mostram as Figuras 1.2 e 1.3. Em
cada bloco dos fluxogramas indicam-se os artigos dos varios Eurocédigos a que respeitam as

disposi¢des regulamentares que ele pretende abranger.

- Bloco 1

Numa andlise ndo linear o comportamento dos materiais é descrito através da relacdo nao
linear entre tensdes e deformacdes, definidos em varios artigos dos Eurocédigos, dos quais os
mais relevantes estdo indicados no bloco 1 do fluxograma. E de salientar que para ter em
consideracao os efeitos de fluéncia a longo prazo é necessario corrigir o diagrama tensao-
deformagéo do betdo, aumentando a extensdo em funcdo do valor do coeficiente efectivo de
fluéncia (§5.8.6(4)-EC2). Como da analise se pretende obter valores de célculo, as tensdes
médias e caracteristicas dos materiais sdo afectadas pelos coeficientes parciais de seguranca
para materiais e 0 médulo de elasticidade do betdao é reduzido por um factor de seguranca
(§5.8.6-EC4).

- Bloco 2
Na andlise do pértico ha que ter sempre em conta o comportamento da ligagédo pilar-viga
(§5.1.2) que pode ser:

(i) simples, se ndo transmitir momentos entre barras,

(i) continuo, se a resisténcia e rigidez da ligagao permitir continuidade total das barras
assumidas na andlise global, e,

(iii) semi-continua, para a qual a flexibilidade da ligagdo tem que ser considerada na
andlise porque influencia de forma n&o linear a deformabilidade da estrutura e a distribuigao de

esforgos.
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ANALISE GLOBAL NAO LINEAR
Caracterizacao dos MATERIAIS

(§5.4.3-EC4)
Blocoll Betao
(§3.1.5-EC2; §5.8.6(3)+(4)-EC2;§5.8.4-EC2)
2
o¢ = fog *kn—n, CurtoPrazo:n=-C-; LongoPrazo:n=——C¢
1+(k=2)n €c1 ec1 " (1+Pgf)
M
« - 1.05+ Ecm « o1l gef = ploo ) *—DEMR .y _q 2y =15
Yog  fed MoEd
LGC =1 107
) €e1 €c1,(p
Aco Aco Estrutura
(§3.2.7(2)-EC2) (§3.2.1;5.4.3)-EC3
c=Eg*e=>see<ey o=E,e see<ey
_ oc=f, seex>¢ (ver prEN1993-1-5)
G=fyd 1+(£—ed)*u see - gy y y
(euk —£q) fyk fy
fy=——; ey === va=1.1
f f Y E
Cootk b a a
yd = -, 8d = 'YS :115
s Es
o g
for / T i
| <_>—/-‘:“ b f—-
fasFundn '///',/” ¥
: \deahsed
Deswgn a)
~E
1 ‘ e
$/E, 2  E €

|§loc02|

Comportamento da Ligacdo - PILAR-VIGA
(§85.1.2(2) - EC4)

\Z

Bloco3
- combinagao fundamental
ECO)

Calculo da Combinacao de Accdes

ELU (para situagdes persistentes ou transientes)- curto ou longo prazo (§6.4.3.2(3)-

v9 GK +¥yfp P + yg Qk + yq Zy0,i QK;i

- combinagao caracteristica ELS (para estados limites irreversiveis) -(§6.5.3-ECO0)

Y Gk + P + Qk + Zy0,i Qk,i

v

Figura 1.1 - Fluxograma para a andlise global nao linear de estruturas mistas (continua)
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Bloco4 +

Calculo das imperfeicoes globais
(ou do portico)
- (§5.3.2.2-EC4 ; §5.3.2 -EC3)
- na forma de de forcas horizontais
equivalentes , Hi

=

o

Figure 5.2: Equivalent sway imperfections

O=00" 0ty " 0tm, Hi =0 * Ngg

!

Classificacao do portico quanto a deslocamentos laterais (translacionalidade)

[Blocos]
-consiste no calculo do parametro de carga critico o,  (§5.2.1(3)-EC4)

- Consideracéo dos efeitos de fissuracdo do betdo (§5.4.2.3.-EC4)

A.1 - Uncraked Analyis
- considera combinacao de acc¢des caracteristica (ELS)
- considera efeitos de longo prazo
- VIGAS: (§5.4.2.3(2)-EC4) rigidez E,l,
com

Ea = médulo de elasticidade do ago

1 = Seccao de aco equivalente (homogeneizada) para efeitos a longo
prazo, com coeficiente de homogeneizagéo, n|_(§5.4.2.2-EC4):
ne=no * (1+y " @)

Ng = Ea/ Een

ot= ¢(1,10)= ¢(, 10) (§3.1.4-EC2)

_PILARES (§5.4.2.3(4)-EC4 + §6.7.3.4(2)6§6.7.3.3(4)-EC4) rigidez efectiva (El)e

Kell "Ecm "lc
El =Kp|Eglg +Eglg + —————
(EDeff,l =Ko|Eala +Esls 1 NG Ed
+——0t
NEd
- Considera o comportamento das _ligacdes nos nés (§8.2- EC4 + §5.1-EC3)
- Realiza andlise materialmente nao linear de 12 Ordem, incluindo imperfeigbes do portico
para determinacao de deslocamentos e de esforgos.

NAO _< Gct> 2" fom ? >— SIM

A.2 - Craked Analyis- Re-andlise
- altera as caracteristicas de rigidez das vigas <

Gt > 2% fom

Gct> 2" fom

- Re-analise E,L E,I E,L

, U 4 : . ,
Figura 1.1 - Fluxograma para a andlise global nao linear de estruturas mistas (continua)
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obrigatoria a anélise de
22 ordem P-A ou equivalente
(estrutura translacionavel)

v

(§5.2.1.(4)- EC3)

|B10co 7|

Ng = ni° (El)eff / L2

(Eleff =Eala +Egls +

Npl.Rk = Aa fyk +0.85 Ac fck + As fsk

1

L = comprimento da barra, sistema.
* *
Ke "Ecm "lc

NG,Ed
+— @t
NEg

NEd= esforco axial e calculo

(§6.7.3.3(2)-EC4)

v

(§5.3.2.1(2)-EC4)

Todas as barras satisfazem

_ N N
- _ [NplRKk o5 [NplRK |
Ner NEd

NEd <0.25 * Ncr ?

ou, seja,

SIM

Enquadramento Regulamentar

SIM

dispensa analise
de 22 ordem P-A
(estrutura intranslacionavel)

Obrigatorio considerar as
imperfeigbes das barras na
analise global

¢

Dispensa as
imperfeicdes das
barras na anélise

global

Imperfeicdes nas barras

initial bow imperfections

- curvatura inicial, eq 4

-barras de ago: ver §5.3.2(3)b) + §5.3.4 EC3
-barras mistas: ver tabela 6.5, pagina 78-EC4

P

-—F

4 Neo®o,
<L

J
WA

4 Negeos
<L

—
>

¢

Y

¥

A.G. 22 ordem do tipo

A.G. 22 ordem tipo P-A

A.G. 2% ordem com base em

\ 4
A.G. 12 Ordem

P-A+P-8 A.G. 1% ordem
-considera: -considera: -considera: - considera:
. comportamento ligagdes | .comportamento ligagdes .comportamento ligagbes .comportamento ligagdes
. imperfei¢des globais .imperfeigdes globais .imperfeigées globais .imperfeicbes globais
. imperfei¢des das barras | .efeitos P-A .efeito P-A (indirectam.)
efeitos P-A e P-6 .amplifica momentos
(§5.2.1(1)EC4) .valido se acr 23.0 e se
-fornece: analise linear -fornece:
.esforgos ao longo das -fornece: -fornece: .esforgos nos extremos

barras

esforgos nos extremos das
barras

.esforgos nos extremos das
barras

das barras.

Figura 1.1 - Fluxograma para a analise global ndo linear de estruturas mistas
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- Bloco 3
Como as imperfeicdes do poértico e a sua sensibilidade a deslocamentos laterais dependem das
acgoes, é necessério para cada acgao de base efectuar a combinagao de ac¢des a Estados

Limites Ultimos e Estados Limites de Utilizagdo, procedimento representado no bloco 2.

- Bloco 4

As imperfei¢cdes globais do pértico, que correspondem a falta de verticalidade das colunas e
traduzida pelo angulo ¢, € obrigatoria considerar para todo o tipo de analises. Na pratica
substitui-se este desvio angular por forgas horizontais equivalentes, Hi, que dependem desse

desvio e do nivel de esfor¢o axial em cada piso (Bloco 3).

-Blocos 5¢e 6

Procede-se a classificagdo da estrutura como intranslacionavel ou translacionavel, para se
saber se andlise efectuar basta ser de 12 ordem ou tem que ser de 22 ordem. E necessario
determinar deslocamentos laterais e esforcos, recorrendo-se a analises lineares de 12 ordem,
na qual é preciso utilizar rigidezes de flexdo para pilares e vigas que considerem a fissuragao
do betdo. Assim procede-se a uma primeira analise "uncraked analysis" onde a rigidez das
vigas é a de uma secc¢ao homogeneizada nao fissurada (E,l;) e a dos pilares a rigidez efectiva
(Eler) definida pela expressao 6.42 do EC4. Posteriormente nas zonas das vigas onde as
tensdes de tracgcao ultrapassarem 2*f,, € necessario corrigir a rigidez para a de uma secgao
fissurada (E,l,) e realizar uma segunda analise "cracked analysis". Com o resultado desta pode
determinar-se o factor de carga critico a. Este pode ser calculado por métodos numéricos
para uma estrutura com as caracteristicas de rigidez acima mencionadas. O Eurocddigo 4
refere no §5.2.2(1) que para estruturas mistas com as caracteristicas indicadas no §5.2.1(4) do
EC3, é ainda valida a expressao (5.2) do EC3, [1], ou seja:

“ =%5:Ed ' 2
Se o > 10 dispensa-se a consideragédo dos efeitos de 22 ordem P-A na andlise global, e a
andlise é de 12 ordem. Para além disso ndo é necessario atender as imperfei¢cbes das barras
nem aos efeitos P-6 (§5.3.2.1(2) -EC4). (Contudo, no processo de dimensionamento das
barras, ao efectuarem-se as verificagcdes de seguranca a estabilidade da barra isolada, se
Nea = Ng /10, com N, determinado com a rigidez efectiva Eleg, (equacédo 6.42-EC4) é

necessario ter em conta os efeitos P-8 devido aos esforgos de extremidade e cargas de vao).
Se o < 10 € necessaria uma analise de 22 ordem do tipo P-A.

-Blocos 7¢e 8

Aqui avalia-se a obrigatoriedade ou ndo de considerar as imperfeicdes das barras no processo

de analise global do portico. As imperfeicoes nas barras séo a falta de rectilinearidade, tensées
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residuais, excentricidades menores de ligacoes (§5.3.1(1),§5.3.2.3-EC4) e sdo simuladas por
uma curvatura senoidal de amplitude e, 4 da tabela 6.5 do EC4. Podem ser representadas por
uma carga distribuida equivalente de valor Qeq = 8° Neg*eoq / L2 e cargas concentradas
Qeq = 4"Neg*eoo/L em auto-equilibrio, sem introduzirem forgas externas aos nds da estrutura
(§5.3.2.(7)-EC3).

Se a esbelteza reduzida for:

= N N
_ [Npl.Rk pl.Rk
7\,—\/ Kcr S0.5\/ KEd , (1.3)

ou de forma equivalente se, NEeg < 0.25N,, (1.4)
sendo:

12 (EDgff

Ng = (1.5)
cr L2

calculado com base da rigidez equivalente (El)ey (§6.7.3.3(3) e (4)) e L o comprimento da
barra, as imperfeicoes locais (ou da barra) nao precisam de ser consideradas na analise global,
e deverdao por isso ser posteriormente consideradas directamente nos métodos de
dimensionamento das barras.

Se a ultima inequacao for falsa a analise estrutural global de 22 ordem deve também incorporar
as imperfeicbes locais e por isso os efeitos P-6 (para além dos efeitos P-A). Consequentemente
para os posteriores métodos de dimensionamento esta analise deve fornecer esforgos finais de
22 ordem ao longo de toda a barra de modo a ndo de "perder informacao” relativa os efeitos P-

4. As imperfeigbes das barras ndo serdo consideradas nos métodos de dimensionamento.

- Bloco 9
Determinam-se as imperfeicdes da barra que na pratica sdo cargas equivalentes distribuidas e

pontuais como mostra a Figura 1.1

- Bloco 10

Chegamos por fim a quatro possiveis analises. Todas elas consideram o comportamento das
ligacOes e a existéncia de imperfeigcdes globais. O que as distingue € (i) a consideracdo ou nao
dos efeitos P-A e/ou P-9, (i) a forma como o consideram e, (iii) se incluem ou nao as

imperfeicdes das barras. As analises sao as seguintes:

1) Analise Global de 22 ordem do tipo P-A + P-&:
(1.i) Inclui as imperfeigbes das barras, e deve fornecer esforgos finais de 22 ordem ao longo
das mesmas (§5.2.2.(3)-EC4);
(1.ii) A verificacdo de estabilidade estrutural de toda a estrutura esta implicita pelo que basta

realizar a verificacdo de resisténcia das secgcées no método de dimensionamento
(§5.2.2.(6)a)-EC4).
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2) Andlise Global de 22 ordem do tipo P-A:

(2.i) Nao inclui as imperfeicbes das barras;

(2.ii) Basta fornecer os esforgos finais de 22 ordem dos extremos das barras (§5.2.2.(4)-
EC4);

(2.iii) No método de dimensionamento é necessario considerar as imperfeicdes das barras,
e realizar quer as verificagbes de estabilidade a encurvadura quer as verificagdes de
resisténcia das seccgdes (§5.2.2.(6)b)-EC4).

3) Analise Global de 22 ordem do tipo P-A a partir de uma analise de 12 ordem:

(3.i) Nao inclui as imperfeigbes das barras;

(3.i) E realizada uma analise de 12 ordem onde as forgas horizontais da combinagéo de
accOes e as forcas horizontais equivalentes as imperfeicdes do pértico (Hi) sdo
amplificadas pelo factor de amplificagéo [1 / (1-1/ocr) ], (§5.2.2.(2)-EC4 e §3.2.2.(5)-
EC3). O método s6 é valido para a.>3, para pérticos de 1 piso, e para analise
elastica;

(3.iii) Basta fornecer os esforcos finais de 22 ordem dos extremos das barras;

(3.iv) No método de dimensionamento € necessario considerar as imperfeigdes das barras,
e realizar quer as verificagcoes de estabilidade a encurvadura quer as verificagdes de
resisténcia das secgbes (§5.2.2.(6)b)-EC4).

4) Analise Global de 12 ordem :

(4.0) Nao inclui as imperfeigbes das barras;

(4.ii) E realizada uma anélise de 12 ordem sem ser necessario considerar as imperfeicoes
das barras nem efeitos de 22 ordem P-d (§6.7.3.4(3), §5.2.1(3)-EC4);

(4.iii) Basta fornecer os esforgos finais de 22 ordem dos extremos das barras;

(4.iv) No método de dimensionamento é necessario realizar as verificagdes de resisténcia

das secgoes e as verificagdes de estabilidade a encurvadura (§5.2.2.(6)b)-EC4).

Finalmente se refere que o presente fluxograma também é aplicavel a analises lineares se as
leis de comportamento dos materiais no bloco 1 se alterarem de modo a satisfazer 0 §5.4.2.2 e
§5.4.2.3 do EC4, considerando os efeitos de fluéncia, retracgdo e fissuragao do betéo, e artigo
§5.4 do EC2.

As Figuras 1.2 e 1.3 relacionam-se as andlises globais com cada um dos métodos de
dimensionamento de colunas (simplificado e geral), ou seja, com o0s procedimentos de
verificagdo de seguranga a encurvadura das barras e verificagdo de resisténcia seccoes. As
verificacoes de estabilidade das barras consistem na verdade na determinacdo de esforcos de

22 ordem (se nado forem ja conhecidos da analise global) e nas verificagdes de resisténcia das
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seccbes a flexdo composta uniaxial e biaxial. Os quadros incluem quer para o Método

Simplificado como para o Geral os artigos regulamentares associados a cada etapa.

No secgdo seguinte passa-se a explicagdo pormenorizada dos Métodos Simplificado e Geral,
que sao os métodos essenciais para o dimensionamento de colunas mistas, objectivo deste
trabalho, permitindo-se assim a correcta interpretacdo dos fluxogramas das Figuras 1.1 e 1.2,

embora a posteriori.
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Estabilidade a Flexdo de Colunas Mistas -Método Simplificado

Analise Global do tipo
P-A+P-§

Andlise Global 22 ordem

tipo P-A

Andlise Global 2% ordem
(inclui P-A indirectamente
quando acr 23.0)

Andlise Global 12 Ordem

I
Ty !

>| Sé N simples

v

§5.2.2.(6)(a)-

Verificacdo da Estabilidade a flexdo

§5.2.2.(6)(b)-EC4

§5.2.2.(6)(c)-EC4

NAO

Ngg <N, /10 ?

ﬁM

EC4
Método de Dimensionamento Simplificado
Imperfeicées nas Barras
Foi Imperfeicbes nas Barras Sera contemplada na
contemplado §6.7.3.4 (4)-EC4 verificagdo de seguranga
na andlise - imperfei¢des nas barras com €04 da tabela 6.5 e L= barra através do factor de
reducdo x
Calculo dos Efeitos de 22 ordem P-§
Foi Aplicacéo do §6.7.3.4 estdo presentes nas
contemplado | - andlise linear de 12 ordem da barra com rigidez definida por, curvas de encurvadura,
naanalise | Elgf| - §6.7.3.4(2), Nor=(m?*Elefin) / L2 através do factor

(considera efeitos P-9)

(dispensa efeitos P-0)

Factor equivencia [3:

Bi =1;

Bv =1

Be =0.66 + 0.44 (M2/M1) > 0.44 com
[M1]>|M2| - momentos de extremidade
(1% ou de 22 ordem tipo P-A)

Factores de amplificacao k

Bn

Kn

- 1-NEd /Ner, eff
com: n="{""v" "e"

Factores de

amplificacéo k
ki=kv=ke=1

R R v

momentos 12ordem:

Mi =NEd*eo,d

Mv = Mmaximo vao
Me =M1, com |M1[>|M2|

M maéximo devido a
i","v"e"e"
(sobreposicao de
diagramas de momento)

Momento de 22 ordem de
dimensionamento:

Il . .
Meq =ki"IMjgq | +ky " M yEql +
+ke* IM{Eq |

Meq

Momento de
dimensionamento

=M

max

[Foco 28] §

v v

Verificacédo de Resisténcia da Seccéao e/ou da Barra

-Verificagdo de Resisténcia da
seccao
[§6.7.3.5(1)—86.7.3.6(1)]EC4 : N
§6.7.3.6 EC4: N+M

§6.7.3.7 EC4: N + My + M,

-Verificacao de Resisténcia da
seccao

§6.7.3.6 EC4: N+M

§6.7.3.7 EC4: N + My + M;

-Verificacao da
Resisténcia da Barra e da
secgao

§6.7.3.5-EC4

L= comprimento da barra

Figura 1.2- Método de Dimensionamento Simplificado
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Estabilidade a Flexao de Colunas Mistas -Método Geral

Analise Global do tipo
P-A + P-4

Analise Global 22 ordem
tipo P-A

Analise Global 22 ordem
(inclui P-A indirectamente
quando acr =3.0)

Andlise Global 12 Ordem

Verificacao da Estabilidade a flexao

Método de Dimensionamento Geral

Definicao do material e das seccoes

Foi contemplado
na analise global

- identificacdo das leis do comportamento dos materiais (com e sem fluéncia), e
quantificagéo da rigidez de flex&o (e axial) das secgdes.
- discretizagao da estrutura (divisdo em trogos e identificagdo de secgdes criticas)

Imperfeicdes nas Barras

Foi contemplado
na analise global

Imperfeigcdes nas Barras

§6.7.2 (9)-EC4

- imperfei¢des nas barras com €04 da tabela 6.5 e L=barra

Calculo dos Efeitos de 22 ordem P-$

Foi ontemplado
na analise global

Andlise ndo linear de 22 ordem considerando:
(i) acgdes de vao e de extremidade

(ii) as imperfei¢des num sentido e sentido oposto, e adoptando

a que corresponde 0s momentos finais maiores

Analise nao linear de
12 ordem considerando
as acgdes de véo e de

extremidade sem as

imperfeigdes das
barras.

l

!

!

Verificacdo de Resisténcia da Seccao e/ou da Barra

Verificar para cada sec¢éo da barra se para o par (Meq, Neg) corresponde uma curvatura e uma deformagao média
dentro dos limites de resisténcia da sec¢&o.

Figura 1.3- Método de Dimensionamento Geral
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1.2.3- Métodos de Dimensionamento de Colunas

A verificacdo de seguranca de pilares mistos independentemente do método de
dimensionamento a usar, Geral ou Simplificado, esta limitado ao cumprimento de certos
requisitos gerais que se indicam a seguir. Para o Método Simplificado ha ainda exigéncias

adicionais.

As regras de verificacdo de seguranca de colunas mistas referem-se a barras cujas secgdes
transversais séo classificadas em 3 tipos:
(i) seccBes envolvidas [5],embebidas [11] ou recubiertas [10] - se o perfil de aco for

totalmente embebido pelo betéo, (Fig. 1.4-d,e,f)
(i) seccdes parcialmente envolvidas, parcialmente embebidas (ou parcialmente recubiertas)

- se apenas parte do perfil de ago for coberto pelo betao, (Fig. 1.4-d,e,f)

(iii) seccoes cheias [5] rellenas [10,11] se toda a secc¢do (tubo circular ou rectangular) for

preenchido pelo betéo e pode ter outro perfil ou armaduras no seu interior (Fig. 1.4-d,e,f).

Figural.4 - Seccoes tipicas de colunas mistas [4].

Embora seja conveniente numa coluna que os baricentros da secgéo do perfil metalico e da
seccao de betdo coincidam, o que ocorre sempre em secgdes bissimétricas, nem sempre sera
assim quando se tratarem de secgdes monossimétricas ou assimétricas (este Ultimo caso s6

pode ser resolvido pelo método geral).

As clausulas aplicam-se a colunas isoladas, isto é, que possam ser tratadas como estando
destacadas dos pérticos, mas pertencentes a estruturas aporticadas onde os outros elementos

sejam mistos ou de aco (§6.7.2(4)). A estrutura pode ser intranslacionavel (de nos fixos) mas
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também translacionavel (de n6s méveis) definicdo ndo contemplada na anterior norma ENV
1994-1-1:1992 [5].

Deveréo verificar-se ainda as seguintes regras gerais:
(i) o betdo é de peso normal e de classe C20/25 a C50/60;
(i) o ago estrutural é de classe S235 a S460;
(iii) a taxa de contribuicdo do aco estrutural, 8, deve estar compreendida entre 0.2 e 0.9.

Representa a razao entre a resisténcia plastica do perfil e a resisténcia plastica total da seccao,

Af
5=_avd, (1.6)
NplRd
sendo:
NplRd = Aafyd + Asfsd + acAcfed (1.7)

com o, =0.85 em geral e a,=1 para sec¢oes cheias. Se 3 for menor que 0.2 a coluna devera ser
dimensionada como sendo de betdo armado e se for superior a 0.9 como secg¢éo de aco [1].

(iv) os efeitos da encurvadura local dos elementos do perfil de ago devem ser tidos em
conta. O Eurocodigo nao esclarece como o fazer, no entanto acrescenta que estes efeitos
podem ser desprezados se (iv.1) a secgao for totalmente envolvida com recobrimento nao
inferior a 40 mm e 1/6 da largura do banzo (§6.7.5.1(2)) e, (iv.2) se para secgbes do tipo cheia
ou parcialmente envolvida ndo se ultrapassarem as esbeltezas indicadas na tabela 6.3 do EC4.

(v) para elementos sujeitos a flexdo com compressdo axial resultante de accdes
independentes o factor parcial de seguranca yF afecto as acgbes que conduzem a um
acréscimo de resisténcia deve ser reduzido em 20%. Em geral este aumento de resisténcia
esta associado ao efeito estabilizador para a flexdo que por vezes o esforgo axial apresenta.
Entdo, para acgOes independentes, ou esfor¢os independentes ha que fazer duas analises,
respectivamente para 100% e 80% do esforco axial e considerar os resultados mais
conservativos. Este aspecto é tido em conta no método simplificado quando se limita ud a 1 no
artigo 6.7.3.6(2). Deste artigo também se deduz que em geral os esforcos (momentos e esforco
axial) devem ser considerados sempre independentes, excepto, quando 0 momento seja um
momento secundario que resulte de excentricidades de aplicacao do esforgo axial.

Deveréao também ser cumpridas certas disposi¢des construtivas (§6.7.5) relacionadas com (i) o
recobrimento dos perfis metélicos e recobrimento das armaduras, e (i) com a colocacdo da
armadura longitudinal e transversal para o betdo. O primeiro aspecto assegura transmisséo de
forcas de aderéncia, a proteccdo do aco a corrosao e evita a projeccao do betdo em secgdes
envolvidas. Consiste em garantir um recobrimento minimo do perfil por uma espessura de
betdo de 40mm ou 1/6 da largura do perfil e o recobrimento das armaduras de betdo que
devem cumprir o Eurocédigo 2. O segundo aspecto trata de se garantir uma correcta aplicagéo
de armaduras minimas longitudinais e transversais, definidas pelo Euroc6digo 2, cuja armadura
minima longitudinal é de 0.3% para secgbes totalmente envolvidas. Para secgbes cheias ndo

se exige aplicacdo de qualquer tipo de armadura. Outras exigéncias adicionais poderdo ser
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adoptadas para se garantir resisténcia ao fogo, para o que se deve consultar o Eurocodigo 4
partel.2.

Finalmente se refere que as verificacdes de seguranca de colunas ou de suas seccoes, a
efectuar, sao:

(i) verificagdo de resisténcia da barra (inclui fendmenos de encurvadura e plastificagdo da
seccgdao (resisténcia)) de acordo com o seccédo 6.7.2 - Método Geral, ou secgéo 6.7.3 - Método
Simplificado;

(i) verificagdo de resisténcia a encurvadura local - ja abordado acima - e que é em geral
satisfeito controlando a geometria da secgéo;

(iii) verificagdo de transferéncia de cargas resultantes de cargas aplicadas nos extremos da
barra, ou a elementos metdlicos ou devido a variagdo de seccéo, e sua distribuigcdo por toda a
secgdo, e que ocorre para certo comprimento da coluna (§6.7.4.2);

(iv) verificagdo de resisténcia ao corte entre o perfil de ago e o betdo fora das zonas de
aplicacao de cargas, (§6.7.4.3) que consiste em assegurar que as tensdes entre 0 aco e 0
betdo ndo ultrapasse certo valor resistente trq, OuU garantir o ndo deslizamento relativo entre
aqueles materiais.

As verificagbes (iii) e (iv) embora muito importantes ndo séo objecto de estudo neste trabalho.

Assegurando que todas as regras anteriores sdo cumpridas, o Eurocodigo 4 apresenta dois
métodos de dimensionamento de colunas:

(i) o Método Geral - cujo ambito inclui barras com secgdes transversais nao simétricas e
secc¢do variavel ao longo da coluna;

(i) o Método Simplificado - restrito a barras com dupla simetria, de sec¢cdo constante ao
longo do comprimento da coluna e que satisfacam requisitos adicionais do artigo 6.7.3.1 (a ver
mais tarde).

1.2.3.1- Método Geral

Para aplicagao deste método o Eurocodigo 4 estabelece hipoteses sem concretizar critérios de
aplicagédo pratica [10] limitando-se apenas a indicar qual o tipo de andlise a efectuar, qual o
comportamento que os materiais devem ter, quais os factores que influenciam esse

comportamento e que efeitos de 22 ordem devem ser tidos em conta.

O célculo de esforgos ao longo da barra devem ser determinados por uma analise elasto-
plastica, ou seja, uma andlise materialmente ndo linear, que obviamente considera relacdes
nao lineares entre tensbes e deformagbes dos materiais, admitindo que as seccoes
transversais permanecem planas, que ha aderéncia completa entre os elementos de aco e o
betdo até a rotura da seccdo e que as tensbes de traccdo no betdo sdo negligenciaveis

(§6.7.2.3(3), (4), (5)). H& também que ter em conta os efeitos das tensdes residuais, as
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imperfeigbes geométricas, a instabilidade local, a fissuragéo, fluéncia e retraccdo do betdo, a
cedéncia dos agos das armaduras e do perfil (§6.7.2.3(1)). Os efeitos de 22 ordem, que podem
actuar em qualquer direcgéo, s6 precisam de ser considerados se afectarem significativamente
a estabilidade da barra, o que quer dizer, se a sua influéncia fizer acrescer em mais de 10% os

esforgcos primarios.

Por simplificagédo, o EC4 permite que se considerem as tensdes residuais e as imperfeicdes
geométricas, como sendo equivalentes a uma curvatura inicial da barra (imperfeicdes da barra)
com amplitude definida na tabela 6.5 do EC4. Este tipo de imperfeigdo € transformado neste
trabalho num conjunto de forgas distribuidas e concentradas auto-equilibradas, como mostra a
Figura 1.5 e de acordo com o artigo §5.3.2.(7) do EC3.

*NEd Neqg ¢
®
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\

4L o 4
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|
,,' >
,’I > 4NEdeod
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Fig. 1.5- Forgas equivalentes a imperfeicao da barra, e, g.

As relacoes tensdo-deformagé@o no betdo sdo as definidas pelo §3.1.5 do EC2, ou seja pela
expressao:
2
fem  1+(k-2n

sendo, 1 a extensao relativa e k o parametro de calculo dados por:

6c _ kn-nm

€
n=—"2% (1.9)
€c1
k=1.05*Ecm*m (1.10)
fom

e ainda, €. a extensdo correspondente a tensdo maxima, f., e E.n respectivamente a

tensdo média e o0 moédulo de elasticidade do betdo. Estes trés ultimos parametros dependem
da classe de resisténcia do betao e constam na Tabela 3.1 do Eurocédigo 2.

Uma forma possivel de considerar a fluéncia do betdo a longo prazo (§5.8.5.(4)-EC2) é
multiplicar os valores da extensao na relagdo c.-¢. pelo factor (1 + ¢er) sendo:

o1 O coeficiente efectivo de fluéncia, definido por:
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MoEqp

= (oo, t *
deff = 0(eotg) MoEg

, (1.11)

com:

d(e<, t0) - coeficiente de fluéncia de acordo com o §3.4 do EC2 e que pode ser facilmente
determinado pela Figura 3.1 do EC2;

Moeqp - momento de célculo de 12 ordem para a combinagdo quase permanente no Estado
Limite de Servigo;

Moeq - momento de célculo de 12 ordem para a combinagdo associada ao Estado Limite Ultimo
em andlise.

No presente trabalho, que trata de colunas, as quais trabalham essencialmente a compressao
substituem-se os momentos acima indicados pelos esforgos axiais correspondentes Ngeq €
\=

Pretende-se neste trabalho determinar os esforgos finais de calculo e parametro de carga
ultimo de calculo. Para isso é necessario rescrever as relagées tensdo em termos de valores
de calculo em vez de valores médios. Assim nas expressdes (1.8) e na definicdo de Kk,
expressdo (1.10), deve substituir-se f., por f,4, € considerar E,y em vez de E., sendo
(§5.8.6(3)-EC2):

E
Eed = YZE , com Y =1.2. (1.12)
A relacao 1.8 passa a ter o seguinte aspecto:
2
Ocd ___kn-m (1.13)
fea T+(k-2)n
com:
E €
= 1.05+ Eem . et (1.14)
Y fed
n= fe extensdo relativa a curto prazo, (1.15)
€c1
n= % , extensao relativa a longo prazo (1.16).
(1+ Peff )3c1

Salienta-se que as extensodes &, e € sdo de encurtamento e por isso negativas assim como as
tensdes de compressao c.4. O grafico seguinte representa as relagbes tensdo deformagéo do
betdo a curto e longo prazo.
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Fig.1.6 - Relacao tensao-deformacao para betdo C25/30 a curto e longo prazo

A relacdo tensdo-deformacdo para o aco de armaduras, Fig.1.7(a), aqui adoptado € o
diagrama bilinear de célculo, com um troco linear até a extensao de cedéncia &gy = fsq/ Eg, €
outro troco horizontal de tensao constante limitado a extensao &gim= 1%, (dentro dos limites da
Tabela C.1 do Anexo C do EC2).

Também para o ago estrutural se adopta um diagrama bilinear sem endurecimento(§ 5.4.3(4)-
EC3), com extensao limite de proporcionalidade e,4 = fyq / E5, por ser suficientemente preciso e
seguro para os objectivos deste trabalho (Figura 1.7(b)).

G
K-

|-
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—=E
de €
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Figura 1.7 - Relacao tensao-deformacéo para os acos (a) de armadura e (b) estructual.
Os efeitos da fissuracdo do betdo surgem naturalmente quando se procede ao equilibrio de
esforcos em cada secgéo da estrutura sujeita a flexdo composta e se despreza as tensdes no

betdo em fibras traccionadas.

Como se referiu atras os efeitos de 22 ordem so precisam de ser quantificados se afectarem a
estabilidade significativamente. Na pratica sdo sempre considerados porque ndo ha meios
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expeditos de quantificar a sua importancia.

A Figura 1.3 mostra as etapas mais importantes de um possivel algoritmo de aplicagdo do
Método Geral e que séo:

(i) definicdo do material através das suas leis de comportamento, caracteristicas resistentes
e de deformacéo (tensdes de cedéncia, extensdes limites, a consideragdo ou nao de fluéncia,
etc) e a determinacgéao da rigidez de flexdo ou axial das seccgbes. ao longo da coluna. Para nao
tornar o problema infinito ha necessidade de discretizar a coluna, ou seja, subdividi-la em
trocos e seccoes;

(i) quantificar as imperfei¢cdes das barras;

(iii) efectuar uma andlise néo linear de segunda ordem;

(iv) realizar as verificagbes de resisténcia das secgdes, a qual consiste em testar se o
estado de deformacdo da secgédo é compativel com os esforgos actuantes (Mgg, Ngg) € limites
de validade do comportamento do material, por consulta das relagbes momento-curvatura da
seccéo.

No Capitulo 3 explica-se a implementacdo de um algoritmo de célculo para a verificagdo de

segurancga de colunas baseados nas regras e os principios acima descritos.
1.2.3.2- Método Simplificado

O Eurocédigo 4 estabelece regras de aplicagdo pratica do método simplificado. Como vimos,
este método s6 € vdlido para colunas cuja secgéo é bissimérica e de geometria constante ao
longo da barra. Para além de se ter de cumprir as exigéncias gerais para colunas mistas
(seccao 1.3.2) ha que considerar as seguintes exigéncias adicionais:

(i) A esbeltez relativa da barra dever ser A < 2.0, sendo:

_IN
%:,/ﬂ (1.17)
NCI’

com N, gk 0 valor caracteristico da resisténcia pléstica & compressao
NplRk = Aafyk +Asfsk +ocAcfck (1.18)
N, a carga critica para o modo de encurvadura relevante,
2
El
Ngr = — (EDeff (1.19)
L 2
e
sendo, L. , 0 comprimento de encurvadura da barra, que depende das suas condi¢des de

fronteira e (El)¢ a rigidez efectiva de flexao, que a curto prazo vale:

e a longo prazo é:
ECI’T’I
1+(NG.Ed/NEd)et
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O coeficiente K;=0.6 foi obtido por calibragéo, Ia, Is e Ic sdo os momentos de inércia do ago
estrutural, da armadura de betado e da seccao nao fissurada de betdo no plano considerado,
Ngeq € Neg 0s esforgos axiais associados a carga permanente em servigo e a carga de calculo
no Estado Limite Ultimo.
Na préatica, a esbeltez relativa A raramente ultrapassa o valor limite de 2 [1] e é em geral
condicionante a longo prazo.

(i) A espessura de recobrimento do perfil por betdo esté limitada aos maximos seguintes:

max c,=0.3h e maxcy=0.4b

e que esta relacionado com as propor¢des de colunas para as quais o método foi validado.
Para além disso As relag¢des entre altura h; e largura da secgéo b., devem estar entre os limites
0.2< he/b<5.

(iii) A armadura longitudinal est& limitada ao valor maximo de 6% exigindo-se no entanto um

valor minimo de 0.3% .

A analise a efectuar para as verificagdes da coluna é uma analise materialmente linear para a
qual se adoptam certas rigidezes efectivas e geometricamente néo linear realizada com base
em coeficientes de amplificagao e coeficientes de equivaléncia a carga uniforme.

As rigidezes efectivas (El)e, S0 definidas a curto e a longo prazo respectivamente por:

(EDeft 11 = Ko (Eala +Esls +ke,1Ecmlc) (1.22)
e a longo prazo é:
(ENeffal = ko(Eala +Egls ke, Sem ICJ : (1.23)
» 1+ (NG Ed/NEg )0t

sendo ke = 0.5 um factor de correc¢do para ter em conta a fissuragdo, ko= 0.9 um factor de

calibracao, tendo sido as restantes grandezas ja definidas antes.

As verificagdes de segurancga englobam duas fases:

(i) a determinacao de esforgos finais ao longo das barras considerando as imperfeicoes e os
efeitos de 22 ordem, que aqui se pode designar por "determinacdo de esforcos de segunda
ordem" , e,

(i) a verificagdo de resisténcia das barras a compressdo simples, e secgbes a flexao

composta uniaxial, biaxial, que se pode designar por "verificagao de resisténcia das barras".
1.2.3.2.(a)- Determinagao de Esforgos de Segunda Ordem

No Unico caso particular da andlise global ter sido de 22 ordem do tipo P-A+P-3, (ver Figura 1.2)
os esforgos finais séo ja de 22 ordem ao longo da barra e por isso passa-se de imediato a fase

seguinte, "verificagdo de resisténcia da secg¢do e/ou barra" ou como designa o EC4 apenas por

"verificacdo de resisténcia das barras" (ver secgédo 1.2.3.2.(b)).
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Nas restantes analises globais obtém-se momentos das secgdes extremas da barra de 12
ordem ou de 22 ordem (do tipo P-A), Mygy €/0u Mygq, que designaremos momentos de
extremidade. Eventualmente actuardo na barra cargas de vao, cujos momentos (M, g4) tém que

ser determinados recorrendo as leis da estatica, supondo a barra biarticulada.

No método simplificado as imperfeicbes também sao tidas como excentricidades de curvatura
das barras eq 4 obtidas da tabela 6.5 do EC4 determinado-se de imediato:
(i) um momento equivalente a elas associado e constante em toda a barra:
Migd = €04 " Nea , OU, (1.24)

(i) um diagrama de momentos sinusoidal como mostra a Figura 1.5.

Antes de mais ha que fazer algumas consideracoes relativamente a presenca de imperfeicdes

das barras e a obrigatoriedade de quantificar efeitos de 22 ordem P-4.

As imperfei¢cdes das barras devem ser sempre consideradas. No entanto, no caso da coluna
estar sujeita a uma flexao biaxial as imperfeicbes devem ser tratadas sé no plano em que é
espectavel ocorrer a rotura. Quando tal ndo for evidente as imperfeigbes fazem-se actuar em
cada um dos planos, separadamente, tendo-se que para tal efectuar, naturalmente, duas

andlises e as consequentes verificacdes de resisténcia.

Quanto aos efeitos de segunda ordem ndo precisam de ser considerados (§6.7.3.4(3) e
§5.2.1.(3) ) quando:

Ncr.eff 210~ NEd (1 25)
com:
2
- (El
Nor,off =~ el (1.26)
Le

e (El)ef, definido pelas expressdes (1.22) ou (1.23). Neste caso basta somar aos momentos
primarios os momentos devido as imperfei¢cdes (M;gq) obtendo-se os esforcos finais (MEd”) e

passar para a "verificagao de resisténcia das barras" (secgao 1.2.3.2(b)).

Salienta-se que o Eurocédigo 4 anterior [5] referia que também se poderia dispensar os efeitos
de 22 ordem para pilares isolados com momentos nas extremidades (M; g4 € Magq) €M que A<
02*(2-r),comr=Mygq/ Migg € Mgl 2 [Maggl, aspecto que ndo sera considerado neste

trabalho.

Se a inequacao (1.25) nao for satisfeita determinar-se-4 o momento final de dimensionamento
de 22 ordem de acordo com a igualdade [1,12]:

o, . .
Meq =ki"IMigq | +ky" My Edl +ke* IM 4 Eq | (1.27)

que esta simbolicamente representada na Figura 1.8, onde os factores k;, k,, e k. sdo factores
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de amplificagcdo respectivamente do momento equivalente as imperfeicdes M;gq, do momento
maximo devido a cargas de vao, M, g4, € do momento maximo de extremidade M gq.

bE ’ ki*Mied lNEd kv*MvEd iNEd ke*M1 g4
|4_,| H |4->| Med!

q 1
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/
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Figura 1.8 — Momento final de segunda ordem

Os factores k sdo genericamente definidos por:

:#, mask >1.0 (1.28)
1=-NEgd /Ner eff

os quais dependem dos factores de equivaléncia a momento uniforme, B, fornecidos pela

tabela 6.4 do Eurocédigo 4, e da carga critica N ¢ definido por:

TFZ(EUeff.II

12

Ner eff = (1.29)

sendo L o comprimento da barra supondo-a biarticulada.

Os factores de equivaléncia a momento uniforme convertem a distribuicdo de momentos
primarios aos quais esta associada uma deformada maxima na barra (em relagéo a sua corda),
num momento uniforme que produz a mesma deformada maxima. S&o definidos diversos
factores de equivaléncia a momento uniforme, B, com os seguintes valores e significados:

(i) Bi=1, para momentos (M;gq) associados as imperfeigcbes das barras;

(i) By=1, para momentos isostaticos (supondo a barra biarticulada) de 12 ordem devido a
cargas de vao, sendo o seu valor maximo M, gq;

(iii) Be = 0.66+0.4r, mas B, = 0.44, para momentos de extremidade (Migq € Mogg) que
resultam de uma andlise global de 12 ordem ou de segunda ordem do tipo P-A. O factor r (-1.0

<r<1.0)éarazaor =Mogg/ Mygg sendo My g4| = Mo gl

Se a inequacéo (1.25) for satisfeita ndo ha que considerar efeitos de 22 ordem. Para determinar
o0 momento maximo de dimensionamento podera (i) recorrer na mesma a expressao (1.27) mas
adoptar como unitarios todos os coeficientes de amplificacao (k; = ky = ko =1) visto nao haver
efeitos de 22 ordem, ou (i) utilizar o principio de sobreposicdo de efeitos, somando os
diagramas de momentos, e determinar o0 momento maximo na barra. Este segundo processo é
mais trabalhoso mas frequentemente mais econémico.
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1.2.3.2.(b)- Verificacdo de Resisténcia das Barras

A verificacao de "resisténcia de barras" esta prevista no Eurocodigo para os seguintes casos:
A) Resisténcia de barra a compressao simples,
B) Resisténcia de barra a compressao com flexao uniaxial,
C) Resisténcia de barra a compressao com flexao biaxial,
consistindo de facto no primeiro caso uma verificacao da barra e nos dois Ultimos a verificagéo
de resisténcia de seccoes.

A) Resisténcia de barra & compressao simples

Para barras a compressdo simples a verificagdo de seguranga consiste em satisfazer a
inequagao:

— Ned 49 (1.30)
Xmin “NplRd

sendo a Ny rg definido pela expressdo (1.7) (com f,q determinado com yyi) e x o factor de
redugdo minimo xmin = Min{x,, x.} que é fungéo da esbelteza relativa A definida por (1.17) de
cada um dos planos (A, e 2;) . A expressdo geral do factor de reducédo é dada por §6.3.1.2-
ECS:

1

R R

sendo a o factor de imperfeicdo do quadro seguinte, cujas curvas de encurvadura a, b ou c,

, mas x<1.0, com ¢=o.5*[1+a(1—0.2)—x2} (1.31)

associadas a cada sec¢do tipo e eixo de flexado, sdo as da tabela 6.5 do ECA4.

Quadro 1.1 - Factor de imperfeicéo, o

Curva de encurvadura a b c
Factor de imperfeicdo, a 0.21 0.34 0.49

Nesta verificagdo de seguranga trata-se de uma verificagdo da barra a encurvadura por flexao
(se x<1.0) a qual considera indirectamente as imperfeigcbes da barra e os efeitos de 22 ordem.
Se o factor y for superior a 1, deve ser tomado como unitario, e a verificagdo de seguranga
reduz-se a uma verificagdo de resisténcia a compressao simples, que tem o valor limite de
No.re- Neste contexto e para o caso de secgbes mistas cheias com tubos Ny rq pode ser o da

expressao (1.42).

B) Resisténcia de barra a compressao com flexao uniaxial

A verificagdo de seguranca (das secgdes) € baseada nas curvas de interaccdo M-N (que serédo

abordadas no paragrafo 1.2.3.3.(c)) e deve satisfazer a seguinte inequagao:
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MEd _ 1V|Ed <oy (1.32)
MpINRd  Md "MpiRd

sendo:

MEd - os momentos mé&ximos na barra calculados na etapa secgao anterior (considerando as
imperfeicdes e os efeitos de 22 ordem se necessarios);

MoiNRd = Ha * Mpira (1.33)
o0 momento resistente a flexdo com interaccdo com esforco axial (e em casos particulares
também com o esforgo transverso (ver 1.2.3.3.(a));

Ly - momento reduzido obtido das curvas de interac¢édo M-N (ver Figura 1.5 e sec¢éo 1.3.2.2.3)
Mpl.Rd - momento plastico resistente da secgéo a flexdo simples.

oM - um factor de reducgéo, devido ao facto de se assumir um bloco de tensdes rectangular no
betdo e até a linha neutra plastica para a construgcdo das curvas de interaccdo M-N, que em
contraste com a resisténcia dos agos se torna favoravel [5]. O factor e reducgao vale, o= 0.9
para agos S235 e S355 e ay= 0.8 para S420 e S460.

Nra A
NpLRd

1,0 «

0 He  Mql0
Fig 1.9 - Diagrama de interac¢édo M-N de acordo com ENV 1994-1-1 [5].

Antes de prosseguir é conveniente comentar a Figura 1.9. A Figura esta de acordo com o
antigo Eurocddigo 4 (ENV) e representa a curva de interacgéo o "momento reduzido de célculo”
- Wy - e o "esfor¢o axial reduzido de calculo" - 4. De acordo com o EC4 adoptado neste
trabalho sé interessam de facto estes dois parametros. As outras grandezas (¥, %n, M)
representavam a forma como a ENV actuava para ter em conta as imperfeicbes das barras.
Consistia na redugédo do momento reduzido 4 para p. Este procedimento ndo é aplicavel

neste trabalho.

E importante referir que o momento reduzido g s6 pode ser tomado superior a 1 quando o
momento Mgy (integralmente) resultar directamente da accdo de Ngg, como por exemplo
resultar de excentricidades de aplicacédo de Ngy. Caso contrario, aplica-se a clausula 6.7.1(7)
do EC4 que na pratica consiste em determinar, o uq associado a (Mgq;Ngq) € outro gy para (Mg,

80%NEgy), € adoptar o menor.
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Finalmente se refere que a expressdo (1.32 também pode ser utilizada para pilares a
compressao simples desde que se calcule explicitamente as imperfeicées da barra (de onde
resultam momentos) (§6.7.3.5(1)-EC4). Este procedimento conduz a situagbes mais
desfavoraveis, mas € necessario quando ndo ha disponivel na Tabela 6.5 do EC4 curvas de

encurvadura para o tipo de geometria da sec¢do em causa.

C) Resisténcia de barra a compressao com flexdo biaxial

Consiste na verificacdo de resisténcia da seccdo com base na resisténcia a flexdo uniaxial em

cada um dos eixos e numa expressao de interac¢ao:

M

YED <oy (1.33)
Hdy “MplyRd
—'\fZ-Ed < ap, (1.34)
Hd.z “MplzRd

MyEd . Mggq

g ‘. <1.0 (1.35)
Hdy “MplyRd Mdz “MplzRd

em que as grandezas envolvidas, agora indexadas a cada um dos eixos de flexao, e tém o

significado explicado nas secgbes anteriores (ver Figuras 1.10 e 1.11).

Ry A Ned
T Niira o Npird

1.0 Mzeq

1,0
_MyEs e

Mply.Rd
Fig 1.10 - Diagramas de interac¢édo M-N representativos das expressoes (1.33) e (1.34)

1
7 »“d.y

My.Ed / Mpl.y.Rd (XM‘y

Mz.Ed / Mpl.z.Rd

Olviz 7
4
7
1 y
em geral O=0ly.y=0lm.y
v
udz

Fig 1.11 - Diagramas de interac¢éo representativo da férmula de interacc¢ao (1.35)

E conveniente relembrar que as imperfeicdes das barras sdo consideradas no plano em que a
rotura é previsivel. Se assim nao for, verificacdes serao feitas para ambos os planos com as

imperfeicdes a actuar alternadamente.
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1.2.3.3- Diagramas de Interaccao M-N para uma Seccédo Mista
Antes de prosseguir ha considerar dois aspectos (i) a influéncia do esforgo transverso elevado
no comportamento de uma seccao a flexdo-compressao e (i) a sobre-resisténcia das seccoes
do tipo cheia.

1.2.3.3.(a)- Influéncia do Esforgo Transverso

O esforgo transverso Vgq distribui-se pelo perfil metélico Vg4 € pela secgéo de betdo V.gq de

acordo com as seguintes expressoes:

Mpl.aRd

VaEd = VEd —NT 2 (1.36)
plRd

VeEd = VEd — VaEd (1.37)

sendo
Mpi.ard - © momento plastico resistente da sec¢ao de ago,
Mgi.ra - © momento pléstico resistente da sec¢cdo mista (ver expressao (1.46.a))

As acgdes Vg4 € Voeq N0 podem superar a resisténcia ao corte da secgao respectivamente
do §6.2.6 do EC3 e §6.2 do EC2. Por simplificacdo pode assumir-se Vgq actua isoladamente no
perfil de aco (§6.7.3.2(4)).

Se o esforgo transverso actuante na sec¢do de ago, V,gq, for superior a 50% da resisténcia
plastica do perfil ao corte, Vyarq4, @penas uma percentagem da tenséo resistente de calculo fyq
do aco estrutural da area de corte da secgcéao A,, esta disponivel para equilibrar os esforgos

axiais e momentos actuantes, e vale (1 - p)*fyd, sendo o factor de redugao p definido por:

p=(2"Vagd/ Vpira—1P (1.38)
A resisténcia plastica do perfil ao corte é:

v oA, (1.39)
plaRd = Av \/5 .
sendo a area de corte A, definida no §6.2.6 (3) do EC3 e depende da direccao segundo a qual
actua o esforgo cortante.
fyd O'BS.fDd

Fig 1.12 - Diagramas de tensdes com redugao de f 4 na area de corte
do perfil ago devido V, g4 elevado
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Em vez de se fazer a reducao de tensao no diagrama de tensdes da referida na area de corte é
mais pratico e equivalente fazer a reducao de espessura da propria area de corte. Para o perfil
da Figura 1.9, por exemplo, a redugdo de espessura recairia sobre a alma, de tal modo que
[13]:

tw.reduzido = tw * (1 - p) (1.40)

1.2.3.3.(b)- Sobre-resisténcia de Secgdes Cheias

Como foi referido na secgédo 1.2.3 a resisténcia plastica a compressao é dada pela expressao
1.7 onde em geral 0,=0.85 e em particular para sec¢des cheias (rectangulares ou tubulares)
passa a ser o.=1.

NpIRd = Aafyd + Asfsd + acAcfed (1.7-rep)

Porém para secgdes cheias circulares pode ser considerada um acréscimo de resisténcia no

betdo causada pelo seu confinamento (ou efeito de compressao triaxial [13]) desde que:

T - Med
A <0.5 (definida por 1.17) e < 0.1 (1.41)
d*Nggq

sendo a resisténcia plastica da sec¢ao tubular:

t f
NplRd = NaAafyd + Asfsd + Acfcd(1 *tMNe EfiJ (1.42)
ck

com os novos parametros definidos no §6.7.3.2 (6) do EC4.

Devido a condicao (1.41) os diagramas de interac¢do s6 seréo validos numa zona restrita onde

MEd < 0.1*d*NEd como mostra a Figura seguinte.
1

0.1#d*Ngq

M
? >
Figura 1.13- Zona de validade do diagrama de interaccdo para secg¢des cheias com sobre-

resisténcia
1.2.3.3.(c)- Curvas de Interaccao M-N

As curvas de interacgdo podem ser encontradas considerando diferentes posi¢coes para o eixo
neutro na secgdo, associado a uma extensdo média, e determinando os esforgos internos

resultantes a partir dos blocos de tensé@o dos diversos materiais. Este procedimento pode ser
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efectuado recorrendo a uma analise computacional, cujo resultado tipo, é a curva a cheio da
Figura 1.14. [12].

Um procedimento manual é consentido pelo EC4 (§6.7.3.2(5)) [4], explicado no anexo C da
antiga ENV 1994-1-1 [5] e também em bibliografia diversa [10, 11, 12, 14]. O método
simplificado permite o céalculo manual dos cinco pontos (A, B, C, D e E) mostrados da Figura
1.14. Ou seja a curva exacta é substituida pela linha poligonal que passa por aqueles pontos,
sendo o ponto E opcional. Este ultimo ponto ndo € necessério quando ha flexdo em torno do
eixo forte. No entanto é conveniente determina-lo em sec¢des com perfis | a flexdo em torno do
eixo fraco [13] por ficar muito afastado da linha AC. Este método simplificado é aplicavel ao
dimensionamento de colunas mistas com secg¢des simétricas em relacdo a ambos eixos

principais (y € z).

0,85fcq fyd fsa
| MO [ (PO TS | S -
o N il ’] - NoplRd
NPLRd 0,85+ fyd fsd
[ ) 7’"_;] h =
; =
E r#-f-— i A|+ — = 2hn—> Mpl,Rd
T A hd A
Npm,rd fyd - f;i Mpira
— hni T
Ti__ Zhpl— )-—
1/2 Npm rd h H Npm,Rd
© fa f
R | 0’85 fcd yd = Mmax,Rd
e i R A SOl
" i x Npm,Rd
: 2

Fig 1.14 - Diagrama de interac¢do M-N em termos de valores resistentes (adaptagao de[4])

A metodologia para determinar as coordenadas dos pontos A a E baseia-se no estudo do
modelo da Figura 1.15 que representa uma secgao mista bissimétrica. Nesse modelo o aco
estrutural e o das armaduras esta representado pela zona central a tracejado e o betdo pela
zona circundante a traco interrompido. O centro de gravidade da seccdo néo fissurada é o

ponto G.

No que se refere apenas a flexdo simples (ponto B da Figura 1.14) o eixo neutro plastico € a
linha B-B da Figura 1.15, a distancia h, do centro de gravidade, G. A mesma distancia h, e do
lado oposto a G situa-se a linha C-C que representa o ponto C da Figura 1.14. Tal deve-se ao
facto das areas de aco estrutural, de betdo e de armadura serem todas simétricas em relagdo a
G. A Figura 1.14 mostra que quando o eixo se move de B-B para C-C, instante para o qual se
atinge um esforco axial Nmp rg, @umenta a resisténcia de flexao, porque o efeito de pré-tensdo
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do esforgo axial reduz a extensao da zona fissurada [13]. Demonstra-se [3, 12, 14] que Npm g4 €
o esforgo axial capaz de esgotar a capacidade a capacidade resistente da zona (2) da secgao
(ver Figura 1.15) de altura 2*h,, e que, em virtude da (bis)simetria da secgéo, € numericamente

igual a resisténcia de compressao de toda a area de betdo.

Fig 1.15 - Modelo se secgado mista bissimétrica [5]

Assim:

NpmRd = %cAcfed (1.43)
com o, = 0.85 em geral e a.=1 para secgdes cheias, relembrando que A. é a area total de
betdo. Mas Ny rq também é a resisténcia plastica & compressao da sec¢do da zona (2), que se
determina escrevendo as expressdes 1.7 (ou 1.42) em funcédo de h,, ou seja:

NpLRd(? () = Aa(hn) *fyd + As(hn) * fsd + A (hn) * fod (1.44)
e atendendo a variagdo da geometria da sec¢éo (por exemplo, em As(h,) sé se podera incluir

os vardes que estao efectivamente na zona (2) de altura 2*h,,). Fazendo:

Nom.Rd = Np|.Rd(2)(hn) (1.45)

obtém-se o valor numérico de h,, ficando objectivamente demarcadas as zonas (1), (2) e (3) da

Figura 1.15. E agora possivel determinar as coordenadas dos pontos A a E [12].
Ponto A - marca a resisténcia da seccao a compressao
Na = Npi.rg, com Ny rg definido por (1.7) (ou 1.42)

Ma =0

Ponto B - marca a resisténcia da secgéo mista a flexao simples

Ng=0
MB = MpI.Rd = Mmax.Rd - Mn.Rd (ver Figura 1.1 4) (1 463)
ocf
MpIRd = (Wpa —Wpan )'yd + (Wpc - Wpcn) CZCd + (Wps —Wpsn Fsd (1.46.b)
ocf
MnRd = Wpanfyd + Wpcn 020d +Wpsnfsd (1.47)
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onde:

Wpa, Wpc, Wps sé@o os mddulos plasticos de toda a seccao de ago estrutural, de toda area de
betdo (assumindo-o néo fissurado), e de toda a armadura;

Wpan, Wpcn, Wpsn  sdo os modulos plasticos de parte da sec¢do da zona (2) de altura 2*h,,
respectivamente para parte do ago estrutural, parte da &rea de betdo

(assumindo-o néo fissurado), e da armadura dentro da zona (2).

Ponto C - corresponde a resisténcia a flexao mas com a compressao adicional sobre a zona
(2), e a partir do qual, o acréscimo de esfor¢o axial faz reduzir a resisténcia da secgdo mista a
flexdo.

Nc = Nom.ra, (expresséo 1.43)

Mc = Mg (expresséo 1.46.a)

Ponto D - a linha neutra plastica coincide com o centro de gravidade, obtendo-se a méaxima
resisténcia a flexdo da secgéo mista.

Np = Nom.pa/ 2

Mp = Miax= MpI.Rd + Mn Ry

ocfed
Mmax.Rd = Wpafyd + Wpc 020 +Wpsfsd (1.48)

Ponto E - a linha neutra plastica localiza-se na zona (3) e corresponde a um estado de flexao
composta intermédio entre os pontos A e C.

Pode admitir-se em geral:
_ NplRd +Nom.Rd

2
Me= M, ra(hE) (1.50)
e calcular hg da mesma forma que se fez para h,. Para isso na igualdade (1.45) substitui-se

Ng (1.49)

Nom.ra POr Ne € h, por hg, e resolve-se em ordem a he. O momento Mg € determinado usando a
expressao (1.46.a) onde as grandezas Wpan, Wpcn, Wpsn se referem a zona central de altura
2*he. Este processo é algo trabalhoso e por isso se podem adoptar as seguintes alternativas:

(i) para secgbes com perfis H flectindo em torno do eixo fraco, pode arbitrar-se a posigéo de hg
como a meia distancia entre h, e a extremidade do banzo, a distancia b/2, e utilizar a
expressdo C.29 do anexo C da ENV EC4. Se Ng ficar préximo de N¢ ajustar hg. Mg determina-
se pela igualdade (1.47);

(i) para secgdes cheias he fica a meia distancia entre h, e a extremidade do perfil e utiliza-se a

expressdo C.35 anexo C da ENV EC4. De resto procede-se como em (i).
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Capitulo 2 - Enquadramento Teo6rico

2.1- Introducéo. Andlise Elasto-Plastica de Colunas

A implementagé@o do Método Geral descrito na secg¢édo 1.2.3.1 traduz-se na realizagdo de uma
andlise elasto-plastica de colunas. Pretende-se determinar esforcos e deslocamentos na fase
de pré encurvadura assim como a carga limite. Exclui-se a andlise da coluna no dominio de
pbs-encurvadura. A analise elasto-plastica de vigas colunas engloba normalmente dois passos
[15]:

(i) a andlise da secgéo transversal

(i) a analise da barra.

Na andlise da seccao transversal é investigado o comportamento da sec¢do quando submetida
a combinagao de forga axial e momentos. O resultado € usualmente expresso num conjunto de
equacgobes relacionando o Momento, M, e a curvatura, , para um certo valor da carga axial
(relagdo M - x- N) . Se o esforgo axial for significativo outro conjunto de relagcbes entre a carga
axial, N, e a deformacéo axial, €, deve ser desenvolvido (a relagdo P - € - N). Contudo para a
maioria das vigas colunas a deformacao por flexdo tem usualmente uma ordem de magnitude
maior que a deformacao axial e por isso pode ser geralmente razoavel obter apenas a relagao

M - x-P. Uma vez que esta relacdo seja estabelecida a analise da barra pode prosseguir.

No algoritmo de andlise da barra ha que atender a relagdo nédo linear Momento-Curvatura das
seccOes e aos efeitos geometricamente ndo lineares resultantes da deformacdo da barra.
Como o comportamento da barra é nao linear (material e geométrico) a analise tem que ser
incremental. Assim a barra é subdividida em trocos onde se identificam seccdes e néds. Nas
secgdes avalia-se o estado de deformagdo da barra, a partir do qual é aferida a rigidez de
flex@o, pardmetro que ird traduzir o seu comportamento material (ndo linear). Nos nds realizam-
se as condigdes de compatibilidade e de equilibrio, e obtém-se solu¢des a medida que a carga
aplicada (ou deformacdo) aumenta incrementalmente. Para este efeito a carga aplicada, que
corresponde a certa combinagdo fundamental de acgoes, € previamente indexada a um
parametro A, 0 parametro de carga. Os esforgos sdo entédo calculados para um certo nivel do
parametro de carga (em geral unitario). Aumentando progressivamente aquele parametro, ira
obter-se uma curva "pardmetro de carga - deslocamento” cujo pico representa o parametro de
carga Ultima da barra (o produto da carga pelo parametro sera obviamente a combinagao

"carga ultima").
Contudo, para realizar estas analises onde intervém fenémenos instabilidade é necessario

conhecer o dominio de validade das "anélises de estabilidade", saber que tipo de resultados se

podem obter das mesmas, e que algoritmos numéricos sdo adequados.
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Atendendo a tudo o que foi dito, nas secc¢des de texto seguintes procura-se explicar:

(i) como quantificar a relagdo M - % - N,

(i) qual o tipo de analises de estabilidade existentes e seu dominio de aplicagao,

(iii) qual a correlagao entre os métodos de analise néo linear de colunas de ago, betdo e
mistas, e,

(iii) quais as caracteristicas das rotinas numéricas para andlises no lineares.

2.2- Relagao Momento-Curvatura

Para se implementar uma andlise materialmente néo linear é necessario conhecer a evolugao
da rigidez de flexado (e axial) das seccgbes. A rigidez de flexdo (ou axial) nao € mais do que a
relacdo entre o incremento de momento (ou esforgo axial) e o incremento de curvatura (ou da
deformacgéo axial do baricentro) da seccdo. Como as relacdes tensao-deformacdo sdo nao
lineares, a cada incremento de deformagdes (curvatura ou deformacao axial) correspondem
incrementos nao proporcionais de tensdo, cujas resultantes sdo esfor¢os (momentos e
esforcos axiais). Assim a relacao entre estes esforcos e as deformacdes, sdo também néao
lineares. Deste modo, para achar rigidez de flexdo é necessério iniciar o estudo da distribuicao
de tensbGes numa secgao em funcao de dado campo de deformacgdes e sé depois deduzir as

relagbes entre momentos (esforgos axiais) com as curvaturas (deformagdes médias).

O estudo de uma secgao mista tem que contemplar as leis de comportamento de cada um dos
materiais que constitui a sec¢gdo, e o dominio de validade das mesmas (em termos de
extensdes) e é em tudo muito semelhante ao estudo de uma seccdo de betdo armado. Baseia-
se nas seguintes hipéteses para a deformacgéo da secgao e comportamento material (§6.1 EC2
e §6.7.2(4),(8)-EC4):

(i) As seccdes mantém-se planas na deformagéo, de acordo com a teoria de Euler-
Bernoulli.

(i) A extensdo das armaduras aderentes € a mesma do betdo adjacente.

(iii)  "full composite action" é assumida entre o ago do perfil e o betdo (§6.7.2.(4)-EC4).

(iv)  Aresisténcia a traccao no betao é ignorada.

(v) As tensbes no betao comprimido sa@o obtidas a partir do diagrama tensbes-extensdes do
paragrafo 3.1.5 do EC2, visto ser 0 adequado para analises globais nao lineares (Figura 2.1)
(§6.7.2(8)-EC4).

(vi) As tensdes nas armaduras sao obtidas das relagdes tensao deformagéo do paragrafo
3.2.7 do EC2 (§6.7.2(8)-EC4) (ver Figura 2.2.a))

(vii) As tensdes no aco do perfil sdo obtidas das relagdes tensdo deformacgéo do paragrafo
5.4.3.(4) do EC3 (§6.7.2(8)-EC4) (ver Figura 2.2.b))
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Figura 2.2 - Relacdo tensdo-deformacao para os agos (a) de armadura e (b) estrutural.

(viii) para as seccoes sujeitas a compressao simples a extensdo de compressao é limitada a
ec1 (-0.002 a -0.00245 consoante a classe resistente do betao, (Figura 1.2; Tabela 3.1-EC2);

(ix) para secgdes que a flexdo composta ndo estejam completamente comprimidas a
extensdo da fibra mais comprimida é limitada a ecu1 (-0.0035).

(x) para secgdes a flexdo composta mas totalmente comprimidas (dominio 5 da Figura 2.3),
define-se o diagrama de extensbes admitindo-se que se atinge a extensdo ecl1 na fibra a

distancia (1- ec1/ecul) *h, sendo h a altura total da seccao.

A adopgéo das hipéteses formuladas conduz ao conjunto de diagramas de extensdes possiveis
ilustrados na Figura:

€1 equl %

(l'ecllgcul)*ht

Q
h, d ¥
1
2
ts
1 ——f—
A 10%00 e i

Figura 2.3 - Dominios de deformagao da seccao para esgotamento ao ELU (adaptado de [1])
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Antes de prosseguir interpretemos a Figura 2.3. onde "d" representa a fibra mais traccionada
do perfil ou da armadura:

Dominio 1: Tracgao simples ou composta onde toda a seccédo esta em tracgdo. As rectas de
deformagé@o giram em torno do ponto A, correspondente a um alongamento da fibra de aco
(armadura no caso se seccdes envolvidas, ou fibra de ago estrutural no caso de seccoes
cheias) mais afastada e mais traccionada de 1%.

Domimio 2: Flexao simples ou composta onde o betdo ndo alcanga a rotura. As rectas de
deformagdo continuam a girar em torno do ponto A correspondente a um alongamento do ago
mais traccionado. A maxima compressdo do betdo é igual a gy, (-0.0035) e corresponde a
profundidade da linha neutra de x=|¢cy1| / (1% - |€cu1])*d .

Dominio 3: Flexdo simples ou composta onde as rectas de deformagdo giram em torno do
ponto B, correspondente ao maximo encurtamento de betao (e,1). O alongamento das fibras de
ago mais traccionadas esta comprendido entre 1% e (eg= fsq / Es) No caso de barras de
armadura e (eqy= fyo/Ea) no caso de fibras do perfil. Se as fibras estdo & mesma profundidade
este Ultimo limite & o maior entre &g € &y.

Dominio 4: Flexao simples ou composta onde as rectas de deformacao continuam girando em
torno do ponto B. O alongamento da fibra de aco mais traccionada esta comprendido entre os
limites do dominio anterior (&5, OU €,,) do ago.

Dominio 4a: Ocorre s6 em secgdes totalmente envolvidas. Flexdo composta onde todas as
fibras de aco estdo comprimidas e existe uma pequena zona de betdo em traccdo. As rectas de
deformagéao giram em torno de B.

Dominio 5: Compressao simples ou composta onde ambos os materiais trabalham a
compressao. As rectas de deformacdo giram a volta do ponto C, a profundidade de (1- €.1/€cy1).

A profundidade do eixo neutro esta entre x=h e x=c<.

O dominio 5 é tipico em pilares se bem que quando ha momentos elevados se possa ficar dos
dominios 3 em diante, enquanto o dominio 2 é tipico de vigas. O dominio 1, tracgcéo simples ou

composta, néo é tratado neste trabalho.

Como se pretende realizar uma analise global com base em valores de calculo, as tensdes a
adoptar nas leis de comportamento das Figuras 2.1 e 2.2 sdo as de célculo, obtidas dos
valores caracteristicos divididos pelos coeficientes parciais de seguranga para materiais. No
gue respeita ao betdo ha ainda que substituir o médulo de elasticidade médio E.,, pelo médulo
de elasticidade de célculo E.y = E¢, / Y.e como refere o §5.8.6.(3) do EC2. Assim e como ja foi
explicado na seccéo 1.2.3.1 a lei de comportamento do betéo é:

kn-n?

Ocd = -
= k—2)n

fed para g,1<g <0

6cqd =0 para ez 20 (2.1)
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sendo &, a extensdo numa fibra de betdo, k um pardmetro (expressédo 1.14), e n(e;) a extenséo
relativa definida pelas expressdes (1.15) e (1.16) respectivamente para curto e longo prazo.
Salienta-se a extensdo de encurtamento, € , € negativa, assim como as tensdes de
compressado o.y. Os valores caracteristicos das propriedades do betdo e os coeficientes
parciais de seguranca que permitem a quantificagdo dos valores de calculo estao
respectivamente nas Tabela 3.1 e Tabela 2.1N do EC2. O limite de extensao ultima do betéao,

€qu1, € @ extensao correspondente a tensdo maxima €., sdo dados na Tabela 3.1 do EC2.

O Eurocddigo 2 apresenta a "profundidade do ponto C" (ver Figura 2.3) apenas para diagramas
tensdo-extensdo a usar na verificagdo de seguranca de secgbes, para efeitos de
dimensionamento, valendo:

(i) (1-ec2/ecu2)*h caso se adopte um diagrama parabola-rectangulo (na Figura 2.4), ou

(i) (1 -ec3/€cu3)*h, caso se adopte um diagrama bilinear.
Nada se refere para o caso da relagdo tensédo - extensdo, da Figura 2.1, usada na analise
estrutural cuja "profundidade do ponto C" interessa agora quantificar. Ora &,; € a extensao
associada a tensdo maxima do diagrama para analise global (Figura 2.1) e g, a extenséo
associada a tensdo maxima do diagrama parabola rectangulo (fim da pardbola) da Figura 2.4, e
€Cy1 € €Cy2 SA0 as extensOes Ultimas para ambos os casos. Atendendo ao mesmo significado
que estas variaveis tém entre os dois diagramas adoptou-se como profundidade do ponto C,
para a andlise global, a cota (1 - & / €y1)*h, como mostra a Figura 2.3 e que pode ser

comparada com a da Figura 6.1 do EC2.

O

Jr:l ------------- - = mm mm e e == -

-~

T
a2 Eouz Ea

Figura 2.4 — Diagrama parabola rectéangulo a usar no dimensionamento de secgdes a ELU
(Figura 3.3-EC2)

Entretanto verifica-se da Tabela 3.1 do EC2 que para o intervalo de classes de betdo para
estruturas mistas (betdo C20/25 a C50/60) que &.1 > € € €y = Ecu2. Verifica-se também que a
resultante da distribuicdo de tensGes de um diagrama c-¢ parabola rectangulo (Figura 2.4)
usado na verificagao de resisténcia (§3.1.7-EC2) é sempre superior a resultante de distribuicao
de tensdes do diagrama o-¢ (Figura 2.1) para a analise nao linear de estruturas (§3.1.7-EC2)
sendo a maior diferenca de 8% para o betdo de maxima classe (C50/60). Devido a forma dos

diagramas a resultante do primeiro diagrama localiza-se mais alta conferindo um maior brago
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para momento. Estes dois aspectos levam a concluir que utilizando o diagrama c-¢ da analise
estrutural na verificacdo de resisténcia de seccdes é ligeiramente mais conservativo. Por este
motivo as curvas Momento-Curvaturas aqui deduzidas, necessarias para definir a rigidez de

flexdo, sao neste trabalho, também interpretadas como curvas de verificacdo de resisténcia da

seccao a flexao simples e composta (ou flexo-compressao).

A lei de comportamento para os agos da armadura esta representada na Figura 2.2 (a) é o
diagrama bilinear de célculo, com um troco linear até a extensao de cedéncia &5y = fsq/ Es, €
outro trogo horizontal de tensao constante limitado a extensao &1 jm=€uq= 1% < 0.9 €, que esta
dentro dos limites da Tabela C1 do Anexo C do EC2.

f
os=Eg*e  para |¢sesq =3¢
Es
os =fgq para e>egq, (2.2)
g =—fgq para e<-ggg
com, € a extensdo de uma fibra, E;=200 GPa (§3.2.7(4)-EC2) o médulo de elasticidade da

armadura, fs4 a tensdo de calculo obtida da tens&o caracteristica f, da Tabela C1 do Anexo C

do EC2 e yys = 1.15 (situacao de projecto persistente ou transiente) da Tabela 2.1N do EC2.

Para o aco estrutural (ver Figura 1.7.(b)) a lei de comportamento é:
fyd
6gq =E5 "¢ para |e| Seyq = E
0g = fyd para &>gyq, (2.3)
Cgq = ‘fyd para e<-gyq
As tensoes de calculo sao obtidas com base nas tensoes caracteristicas da Tabela 3.1 do EC3,
0 modulo de elasticidade é E,= 210 GPa (§3.2.6-EC3) e a extensdo limite g,,= 1%, e que
cumpre as condi¢des de ductilidade do §3.2.2. do EC3. Conservativamente foi adoptado neste
trabalho o coeficiente parcial de seguranga v, =ywmo=1.1, com base na antiga norma EC3. De
facto o actual EC3 sugere o valor 1 =1.0 devendo contudo ser aprovado por Documento
Nacional. A norma EAE sugere o mesmo valor mas o documento base DB-SE-AE, mais

recente, refere no artigo 2.3.3 ywo= 1.05.

Finalmente com base nos modelos de comportamento dos materiais acima descritos deduz-se
um procedimento para determinar as relagbes Momento - Curvatura na secgao. O diagrama de
deformacgdes (extensdes) da Figura 2.5 representa a seccdo deslocada em relagdo a sua
posicao inicial (linha S-S”) que por hipotese é uma superficie que se mantém plana. Esse
deslocamento da secgdo tem dois graus de liberdade, uma translagdo e uma rotagéo. E entdo
sempre necessario dois parametros de deslocamento (ou variaveis) para definir o estado de

deformacéao da seccao.
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S €cul
£ i
A armadura | :
peri X _ e 4;
h, h s i _‘. e, Linha baricéntrica | _
|
»L = ——A——E-———Linha Neutra
16 / !
y armadura ! 75 7 ~ I
Sl

Figura 2.5- Diagrama de extensdes de secgao bissimétrica do tipo envolvida

Adopta-se para ja os parametros de deslocamento seguintes:
- &5, a extensdo da fibra mais comprimida,

- X, profundidade da linha neutra, medida a partir daquela fibra.

Conhecendo-os deduzem-se as seguintes relagdes cinematicas:

(i) a extensao a cota baricéntrica z, g(z,x) = 8—2(2 +X —%) (2.4)
X
(i) a curvatura da seccéo: X = —t2 (2.5)
X
hy —
(iii) extensao na fibra inferior de betao: €1 =( tx Xj(—s,Q) (2.6)
. ~ . . . .. . ht h (—82)
(iv) extens&o na fibra mais traccionada do perfil: ey = I v (2.7)
(v) extensdo nas armaduras mais tracionadas: €g1 = (ht —X-—rec— ¢/2)(_LX‘2) (2.8)

A primeira relagdo cinematica (equagéo 2.4) é muito importante porque em conjunto com as
relagbes constitutivas (2.1) a (2.3) permite determinar a distribuicdo de tensbes normais ao

longo da seccao. As resultantes dessas distribuicbes, designadas por esforgos internos, sao:

N= [oc(e(z,x))dAc + [og(e(z,x))dAg +ZGS(8(Z,X))* Aj (2.9)
Ac Ag I

M= [oc(e(z,x))*z*dAg + [og(e(z,X))*z*dAg +X 05(e(z, X)) * Aj * Zj (2.10)
Ac Ag i

sendo as integrais desenvolvidas nas areas de betao, A., € do perfil, A, € A; a area dos vardes
de armadura e z a coordenada de cada fibra em relagdo ao baricentro, e estdo em equilibrio

com forgas externas aplicadas.
Fazendo variar €, e x, dentro dos limites impostos pela Figura 2.3 em cada um dos seus

dominios, e colocando (2.4) em (2.9) e (2.10), determina-se o terno ordenado (N, M, %) através

respectivamente das duas Ultimas expressdes e de (2.5).
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No entanto, para se obter uma relacdo directa entre M-y para cada nivel de "esfor¢o axial
aplicado" (Naxi), procedeu-se aqui de forma diferente. Fixam-se duas variaveis (mudas) N, €,
€5, substitui-se a definicdo ¢€(z,x) por €(ex,x) (ver equacao (2.4)) nos factores o(€(z,x)),
0.(e(z,x)) e os(e(z,x)) das igualdades (2.9) e (2.10), e substitui-se N por Ng; na (2.9). As

equagoes (2.9) e (2.10) ficam dependentes das duas variaveis mudas N, e €, e da variavel

livre x:
Naxil = [oc(e2.X)dAg + [oa(en,x)dAg +X 05(e0,X) " Aj (2.11)
Cc Aa |
M= [oc(en,X)*2"dAg + [og(en,X)*2"dAg +X0g(€0,X) " Aj " Zj (2.12)
Ac Ay [

Para cada par de valores conhecidos N, € €, procede-se a verificagcdo de equilibrio da
equacao (2.11), resolvendo-a em ordem a x, isto é, determinando a profundidade da linha
neutra, e calcula-se de seguida o0 momento de equilibrio com a expressao (2.12). Obtém-se o

terno ordenado (Naxi, M, %) sendo y calculado de (2.5) que também depende de x.

Neste caso a variavel "esforco axial aplicado", N, vai de zero até 95% do valor plastico
resistente da sec¢ao, (95%Npg rg). (Se Naxi = Noira N80 é possivel deduzir qualquer relagdo M -

X (objectivo deste algoritmo) porque a sec¢ao esta esgotada).

Para cada nivel de esforco axial (N.), € se a seccdo estiver a trabalhar nos dominios 2 a 4
faz-se variar a extensao na fibra mais comprimida €,, desde g, até a extensao ultima do betao,
€.u1, COMO mostra a Figura 2.5. A extenséo g;, constante em toda a sec¢do, € aquela que
equilibra o esforgo axial Naxil se este actuar isolado, e é inferior ou igual a extensao de tensao

maxima maxima &, ( ver Figura 2.1 e 2.5).

————

armadura ¢

perfil 4
[T | PO POtSUO I 1y . S

armadura

Figura 2.6- Extensdes limites no dominio 5

Se a seccéao estiver a trabalhar no dominio 5, &, varia entre g € uma extensado limite &,

(Figura 2.6) para se garantir que a recta de deformagéo gira em torno do ponto C.
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De seguida validam-se as extensdes maximas nas fibras dos materiais. Este procedimento é
feito a posteriori ao calculo de x, e € consequéncia do facto de se ter feito variar N,y € €2 em
vez, de variar directamente x e €,. A validagdo consiste em determinar as extensées com as

expressoes (2.6) a (2.8) e compara-las com os correspondentes valores limites ultimos. Estes
S80 €,15im=+1%, para o perfil & trac¢éo, €q1im=+1%, para a armadura a tracgao e gy, para a
fibra mais comprimida de betdo e nos dominios 2 a 4. As extensdées de compressao para 0s
acos nao sao condicionantes porque sao muito superiores as do betdo, mesmo em secgdes do
tipo cheia. Porém, para o dominio 5 é necessario garantir que o valor arbitrado €, nao
ultrapassa a extensao limite &, (Figura 2.6). Isto € feito indirectamente impondo um limite de
encurtamento a fibra inferior do betdo, €;,m, € verificando se o encurtamento calculado por

(2.6), €, satisfaz tal limite, que vale:

€1
€11im =€n—| ———— |*(en —¢ Seey <€ 2.13.a
1Lim = €ct (Scm‘SCJ (2 01) 2 < € ( )

€1 Lim = &ct S€ € 2 €4 (2.13.b)

Se &11m < & entdo todas as tensdes no betdo estdo validadas no dominio 5 (e de forma
redundante também nos dominios 2 a 4, (combinar Figuras 2.6 e 2.3)). Caso contrario ficamos
a saber que a extenséo arbitrada €, esta fora do dominio 5, e que por isso se atingiu a rotura. O
processo acabaria aqui sendo este o ultimo ponto (ndo vélido) da curva deduzida. Vamos
substituir esse ponto “e, ndo valido” por um majorante (as extensdes de compressado sao
negativas) da extensao limite (que de facto ndo conhecemos). Esse valor, deduzido tendo em
conta a cota gy na Figura 2.6, é:

€cul —€
NOVO €3 | im= €2 Maj = maX{(ﬁm —80)%101+8c1 ; 8cu1}s (2.14.a,b)
c

Como o processo é iterativo, verifica-se se o ponto anterior, €,j.4, cumpre esse limite,
assumindo-se como NOVO €, im O Menor encurtamento entre €. € €1im da expressao (2.14).
Geram-se novos valores de ¢, igualmente espacados entre todos os pontos, e dentro do

intervalo [gg, €5 1im]-

Tendo-se validado as extensdes nos materiais, basta agora determinar:
(i) o momento resistente, M, associado aquele nivel de esforgo axial (N,y) € de deformagao
imposta (g,), utilizando a igualdade (2.12) e,

(i) determinar a curvatura, %, com a igualdade (2.5).

E entéo possivel, para cada nivel de esforgo axial N, desenhar uma curva M-y, limitado apenas
por um valor superior da curvatura y;m, que corresponde ao colapso da secgéo (Figura 2.7). As
curvas M-y deduzidas para certo nivel de esforgo axial (N4, N2, N3, etc.) permitem o calculo

directo rigidez de flexdo associado a determinada curvatura (digamos ya), bastando para tal
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determinar a inclinacdo do troco da curva onde se localiza essa curvatura, ya. Se o esforco
axial Nj for diferente dos pré-estabelecidos para as curvas, basta encontrar as duas curvas
mais préximas, majorante (N;) e minorante (N,) e realizar uma interpolagdo linear como mostra
a Figura 2.7. Mede-se desta forma o comportamento materialmente ndo linear das seccgbées (a

sua rigidez de flexdo) para qualquer N; e Xa.

M
A

N+

El, (xa) - El, (xa)
(E|)j(xa)= (Nj =N2) +El, (xa)
Ny —No

Xgm X

Ya X2.Lim

Figura 2.7- Determinagéo da rigidez de flexao directa e por interpolagéo linear.

Como limitagdo deste método, indica-se que nao é possivel avaliar casos para 0s quais
Naxii > 95%Nprg, Mas tal ndo € muito grave visto que para esse nivel de esforgo axial haver

pouca reserva de resisténcia ao momento flector.
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2.3- Andlises de Estabilidade

2.3.1- Andlises Lineares e Nao Lineares de Estabilidade

Genericamente falando pode definir-se como "comportamento de uma estrutura" submetida a
um conjunto de ac¢des a relacdo que existe entre os valores dessas acgdes e os efeitos por
elas provocado. A determinagcdo desse comportamento requer a consideracdo conjunta das
seguintes equagdes:

(i) equagdes de equilibrio - envolvendo forgas aplicadas, esforgos e tensdes

(i) relacdes constitutivas (relacdes tensdes - deformacgdes) - envolvem esforcos ou tensdes
e deformagdes e descrevem o comportamento do material que constitui a estrutura

(iii) relagdes cinematicas (relacdes deformacgoes - deslocamentos) envolvem deformacdes e
deslocamentos;

(iv) equagbes de compatibilidade - envolvendo deslocamentos e destinadas a garantir que a
estrutura respeita as ligagdes entre elementos e entre estes e o exterior [15].

Dependendo do problema especifico que se pretende estudar, adoptando hipoteses diversas
para as equagdes acima, obtém-se andlises estruturais diferentes. A andlise estrutural mais
simples esta associada ao comportamento linear, designa-se por "analise linear de estruturas”
ou, de acordo com a nomenclatura dos Eurocodigos por "analise linear de 12 ordem”, e baseia-
se na hipo6tese de todas as equacdes serem lineares, isto é, pressupoe:

(i) linearidade fisica ou material - relagdes constitutivas lineares, isto é, materiais elasticos
lineares;

(i) linearidade geométrica - equacdes de equilibrio escritas na configuragéo indeformada da

estrutura.

No entanto numa analise de 12 ordem (linear ou n&o linear) ndo permite identificar fendmenos
de instabilidade, o que resulta do facto da natureza destes fenbmenos ser geometricamente
nao linear. Qualquer "andlise de estabilidade" ou de "22 ordem" envolve obrigatoriamente:

(i) o estabelecimento de equagdes de equilibrio na configuracdo deformada e/ou,

(i) a consideragao de relagbes cinematicas nao lineares.
Assim a andlise de estabilidade inclui sempre efeitos geometricamente néo lineares e por isso
sdo sempre analises nado lineares. Consoante o nivel de nao linearidade geométrica nelas
incorporado existem varios tipos de andlise de estabilidade nomeadamente "analises lineares
de estabilidade" e “andlises ndo lineares de estabilidade" [15], e que no contexto de vigas
colunas as referidas analises estao respectivamente relacionadas com a "teoria linearizada de
viga - coluna" e a "teoria n&o linear de viga - coluna" [17].

Define-se como "viga-coluna" uma barra sujeita a esforgos axiais de compressao e a momentos

flectores em torno do eixo de maior inércia. Sao por isso elementos estruturais onde sao
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potenciais os fendmenos de encurvadura por flexdo e/ou tor¢cdo e encurvadura lateral. No
entanto, dada a compacidade das secgfes mistas aqui tratadas os fenémenos de encurvadura

por tor¢cdo e encurvadura lateral ndo podem ocorrer.

As equacgles diferenciais governativas para a analise de 22 ordem de uma viga coluna com
encurvadura por flexdo podem ser formuladas com base no principio dos trabalhos virtuais,
adoptando as hipoteses usuais da teoria classica de vigas (teoria de Euler Bernoulli) para as
secgodes transversais. Nesse processo sdo deduzidas equagbes de equilibrio consistentes com
equacotes de compatibilidade e adoptam-se relagbes cinematicas nao lineares, nomeadamente,
a componente axial da relagdo deformagéo - deslocamento do tens6r de Green (num sistema

€ —ﬂ+lﬂ2+la_\/2 (a)

XX ox 2 ax 2\ ox
sendo u e v os deslocamentos longitudinais e transversais de um ponto da secc¢éo transversal
(Figura 2.8). A

cartesiano bidimensional):

y

Figura 2.8 - Aplicacdo do P.T.V ao equilibrio da barra

Adoptando para a viga coluna a hipétese de "pequenas deformagdes e rotacées moderadas” a
expressao anterior € simplificada para:
2
ou 1(av
Exx =—+—| — b
XX T ox 2 [8xj (®)

Expressa-se agora (b) em termos dos deslocamentos u, € v, do centrdide da seccao, ficando:

fvy = auQ _82V0 +l v 2 ©)
KTk 2 20 ox

que é a relagdo deformagédo - deslocamento usualmente aplicada na analise de elementos
finitos de 22 ordem para porticos planos [17]. De seguida usam-se a deformagéo e, as
componentes oy, as forcas externas e os deslocamentos virtuais na equagao de equilibrio da
viga coluna escrita em termos do Principio dos Trabalhos Virtuais:

L L
OM=] [0 yxO€ yxdAdX — jpy6V0 - [nX (Ni6U0i + Vidv i + M;dv; )]12 =0 (d)
0A 0
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L
para a qual J.dA € a integracdo sobre a secgao transversal, jdx € a integracdo sobre o
A 0
comprimento da barra, n, tem valor -1 e 1 respectivamente sobre os nés 1 e 2, N;, V;, e M, sdo
respectivamente os esforcos axiais, esforco transverso e momento nos nds, e deyy a
deformacdo virtual que é a variagado de &, (C):
dexx = 8ub - y8v6 + vbéb (e)
Operando sobre esta equagdo obtém-se as seguintes definigbes, j& conhecidas, para os

esforgos internos:

N= JoxxdA, M= Joyx*ydA ().(9)
A A
assim como as equacoes diferenciais de equilibrio:
IN_ 0 (2.15,h)
oX
O (M N ) h 20 o 190 N0 |, o g (2.15,i,))
ox | ox ax )Py ax? Ix2 Py =5 o

Substituindo (c) em (f) e (g) obtém-se as relagbes entre esforgos e deslocamentos:
' 1 ' "
N = EA[U0+E(V0)2} ,  M=-Elyg (k). (1)

O efeito de "bowing" ou encurtamento de curvatura esta incluido na equacao (k) a qual esta
associada a "teoria nao linear de vigas colunas" (ou analise ndo linear de estabilidade) e da qual
se obtém uma matriz de rigidez tangente que é simétrica e consistente com a Teoria de
Elasticidade. Esta matriz é adequada para estruturas que apresentem um comportamento de
pré-encurvadura ndo linear como por exemplo os arcos abatidos, e por iso esta fora do ambito
deste trabalho.

Se omitir a parcela termo nao linear ( 1/2 (v"o)2 ) da expressao (k) esta simplifica-se para:
N=EA*yp, (m)
e o efeito de “bowing” passa a ser ignorado na analise. Devido a esta simplificacdo é facil a
dedugéo da matriz de rigidez mas esta torna-se assimétrica a ndao ser que a deformacgéo axial
de pré - encurvadura ou o esforgo axial seja ignorado Alids observa-se que os modos de
instabilidade sdo caracterizados por deslocamentos axiais nulos o que significa que néo é
necessario tais deslocamentos para calcular as cargas criticas (de bifurcagdo), admitindo-se
assim a indeformabilidade axial, €,=0 e EA=c. Isto esta contra a Teoria da Elasticidade no
sentido estrito. Assim a teoria linearizada ndo pode simular o comportamento de encurvadura
tendo em atengdo s6 o deslocamento axial necessitando de outros graus de liberdade como
rotacoes e/ou deslocamentos transversais. A teoria que adopta esta simplificagdo é a "teoria
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linearizada de viga coluna" e € a mais frequentemente usada (em porticos / vigas-colunas).
Verifica-se que apresenta um comportamento linear de pré-encurvadura e por isso ainda pode

ser usada no estudo de vigas colunas, pelo que sera usada neste trabalho.

2.3.1.1- Matriz de Rigidez Total

Da resolugéo da equagéao de equilibrio com base nos trabalhos virtuais (d) e ignorando o efeito

de “bowing” obtém-se uma equacao matricial de equilibrio que se pode escrever:
[KT* {a} = {F} + {F) (2.16)
em que K] é a matriz de rigidez total (linear e geométrica), {F,} o vector de forgas nodais

equivalente a forgas distribuidas, {F} o vector de forcas nodais aplicadas e/ou de interacgao, em
coordenadas generalizadas, correspondentes aos deslocamentos {q} mostrados na Figura 2.9.

y

p a3
\ I I o
— . > u e
q1Tq2 Tq4

Figura 2.9 - Graus de liberdade do elemento viga-coluna [15]

A matriz de rigidez e o vector de forcas equivalente a carga de vao p, apresentam-se nas
expressodes (2.17) e (2.19).

Resultados idénticos para a matriz de rigidez sdo obtidos [15] numa formulagéo que determina
a energia potencial do sistema (V), e cuja condicao de equilibrio é estabelecida pelo Principio
de Estacionaridade da Energia Potencial, (dV/dg; = 0). A energia potencial é escrita em termos
dos graus de liberdade q;, aplicando o método de Rayleigh e adoptando uma certa configuracéo
aproximada para a deformada da estrutura (idealmente aquela que corresponde a solugéo da

equagéo diferencial (2.15,j)).

thJ : matriz de rigidez total:
4705  B%0,/L  2"0, —670,/L

2 2
El 1250, /L2 6%0,/L —12%¢, /L
[Kt = o 4?2 6*¢1 n (2.17.2)
L 0 -67 0,
Simétrica 12* ¢ /L2
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Os coeficientes desta matriz estdo afectados pelas fungbes ¢;, designadas por fungbes de

estabilidade. As que estao aqui presentes sao validas para N em compressao (positivo) e N=0 e
séo:

-seN>0
BZ
¢2 = 3* (1 _B*COtag(B)) ’ ¢1 :B q)2 COtg(B),
03 =02+ " cotg(p), 04 =502~ 1B colg(p) (2.17b.0.d.0)
-seN=0
¢1=¢2=¢3=¢4=1 (2.17,1)
com:

kL L [~ N
Bt o Bo— |V o gt | (2.17,9,h,)
2 2\El 2\Ng

e Ng (ou Pg) a Carga Critica de Euler de uma barra biarticulada de comprimento L

_ n%El

L2

Ng

(2.18)

As funcdes de estabilidade tendem para 1 quando N tende para zero, mas na proximidade de
zero as funcgdes tornam-se indefinidas e por isso numericamente instaveis pelo que certos
autores [17,18] aconselham o seu desenvolvimento em série para evitar erros numéricos. Neste
trabalho é desnecessario fazé-lo porque como N aumenta incrementalmente, ou é exactamente
zero (onde ¢i=1) ou suficientemente afastado de zero para nao criar este problema. Existem
também funcbes de estabilidade para N a traccdo e que ndo sdo aqui tratadas visto nao se

prever esse tipo de esforgo neste trabalho.

Vector de forgas equivalente a carga uniforme distribuida:

{F}" = {F1, F2, F3, F4} (2.19,a)
pl2 . pl
Fi=—"7"s, Fhb=—, Fg=-F, Fy=F (2.19,b,c.d,e)
12 2
s= M para N>0, e, s=1, paraN=1.
B< *tanp

Pode verificar-se que quando N tende para zero os elementos da matriz se reduzem aos
elementos de uma matriz de uma viga da teoria linear de estruturas. A presenca das funcoes de
estabilidade faz com que os efeitos geometricamente nao lineares aparegcam para N superior a
zero. Por este motivo a matriz de rigidez total € muitas vezes apresentada como a sobreposicao
de uma matriz de rigidez linear (tipica de uma viga) com uma outra matriz de rigidez geométrica

que s6é tem em consideracdo os efeitos geometricamente nao lineares. Este aspecto torna-se
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evidente se “linearizarmos” a matriz de rigidez total, ou seja, derivarmos cada uma as fungbes

v d
de estabilidade em ordem a N, o = d_ql\)ll que substituidos em (2.17a) fica:
i
N=0
4 6/L 2 -6/L 2L/15 1/10 -L/30 -1/10
ik ] _El 12/L2 /L -12/L2 N* 6/(5L) 1/10 -6/(5L)
taprox =7 4 -6/L 2L/15  —1/10
Simétr. 12/L2 Simetr. 6/(5L)

(2.20)
[Kt] =[[K]- ~ * [G]] : matriz de rigidez total aproximada
aprox

[K] : matriz de rigidez linear
[G] : matriz de rigidez geométrica

No ambito da “teoria linear de estabilidade” a matriz definida em (2.17) designa-se por matriz de
rigidez total exacta e a definida por (2.20) por matriz de rigidez total aproximada. Como se
constata a primeira € altamente nao linear em N, enquanto a segunda, depende linearmente de
N e por isso exige uma maior discretizagdo das barras (pelo menos 3 tro¢os) para se obter um
grau de precisao aceitavel [15]. Como ja se referiu neste trabalho sera usada a matriz de rigidez

“exacta” para N superior ou igual a zero.
2.3.1.2 - Curvatura Elementar

A rigidez de flexdo ElI numa seccéo é obtida das relagdes Momento-Curvatura, explicadas na
seccdo 2.2, em funcdo da curvatura da seccdo, a qual depende, como se pretende agora
mostrar, dos deslocamentos nodais da barra (ou trocos de barra).

Como vimos, para a hipétese de pequenos deslocamentos e rotacdes moderadas, e
desprezando a deformacéo axial das barras, a equacao diferencial de equilibrio da barra era
dada pelo conjunto das duas expressoes (2.15.h) e (2.15.j). Admitamos que nado existe carga de
vdo p,. Por simplicidade de notagdo adopte-se v(x) = vo(X) como representagdo dos

deslocamentos transversais do centréide da sec¢éo, a equacgao (2.15.)) fica:

4 2
£l Vflx) N2 V;X) -0 (a)
oxX ox
cuja solugao é a equagao:
v(X) = p1 * sin(kx) +p2 * cos(kx)+p3 * x +p4 (b)
com k=N (c)
El
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As constantes p; a p4 sdo determinadas a partir das seguintes condi¢cdes de fronteira, em que

g1 a g4 sdo os deslocamentos nodais do troco (ver Figura 2.9):
v(0)=az v'(0) =qy v(l)=a4 vi(L)=ag. (d)

Resulta um sistema de 4 equagles que € resolvido em ordem as constantes p4 a p4 que sédo

colocadas em (b) de onde resultara a seguinte equacéao da linha elastica:

V(X)=y1* a1 +w2 "2 +W3 a4 +W5 " 05 (2.21,a)
dependente dos deslocamentos nodais q; e das seguintes fun¢des de forma [15]:
A-B C B C

Wi(x) = sen(kx) + —cos(kx) + —x ——,
1(x) A ()kA()AKA

KL B ksenkl) A-B
Wy ) = M) o) + 2 cosion) - <L) (2.21.b)
A A A
W3 (x) = B sen(kx) + D cos(kx) + B X D
3 KA KA AT KA
kL B ksen(kl) B
W00 = -2 oo - 2 cosion + FENKD) L B
A A A A

e das constantes:
A =2(cos(kL) —1)+kLsin(kL), B=cos(kL)—1, C =kLcos(kL)-sin(kL), D =sin(kL)—kL.
(2.21,c)

Atendendo ao referencial adoptado, ao sentido positivo do deslocamento transversal e rotagao
de um ponto do eixo da viga, a curvatura é positiva e dada por [19]:

_d?v(x)

" (2.22,a)
X

x(X)

Introduzindo (2.21.a) em (2.22.a) obtém-se as curvaturas em qualquer sec¢gdo da barra em
funcdo dos deslocamentos nodais:

X(X)=w'1* a1 +y''2"q2 +y''37q3 +Y''4 "4 (2.22.0)
Wy (x) = (A _AB)K sen(kx)+%008(kx) ,
W5 (x) = msen(kxh%cos(kx) (2.22.c)
W3 (x) = %sen(kx) +%cos(kx)
W'y (x) = 'kzse%sen(kx) —%COS(‘(X)

com A,B,C e D dado por (2.21,c).
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De (2.22,b) se verifica que a curvatura ao longo de um troco (ou barra) é a combinacao linear
das segundas derivadas das funcdes de forma, y;(x), em que as constantes de ponderacao sdo

os deslocamentos nodais ;.

P S —
.. i > -
- ’/
- - -~
0.5t Tl
~ T~
" - T--
- -
Wi (x) o -
) =T Tl
----- = '. : | e
W3(x) 0 “\\1 D 3 4 5 f6
. ~ /
Vyq(x)
_ ~ /
‘\\\ Vi
-05t < 7
S ~
~ ~ Py
- ~
S~ - ~
oL
0 X L
1 1
0.8T

-0.8—

0 X L

Figura 2.10- Fungdes de forma e suas segundas derivadas para N/N = 0.25

Verifica-se entretanto o seguinte. Numa barra bi - articulada de comprimento L com um sé
troco, apesar dos termos senoidais nas segundas derivadas das funcdes de forma (expressdes
2.22.b) observa-se que (ver Figura 2.10) :

(i) as fungdes y"i(x) que estdo associadas a deslocamentos transversais sdo lineares e

independentes de N,
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(i) as fungdes y"i(x) que estdo associadas a rotagdes sdo (ii.1) praticamente lineares para
N<0.25 N, (ii.2) s&o progressivamente ndo lineares para valores N> 0.25 N,

(ii) apresentam em geral valores maximos nas secgdes extremas, excepto as associadas a
graus de liberdade de rotacao (y"1(x), v"3(x)) para N > 0.5 N,.
Contudo, para rotagdes pequenas (6 < 0.1 rad) o efeito ndo linear destas Ultimas fungdes fica
atenuado de tal forma que o resultado da combinagéo das referidas fun¢ées, funcao curvatura

(x(x)), é praticamente linear, apresentando maximos nas secg¢des extremas.

Veremos que para a implementagdo do Método Geral é conveniente atender a variagdo da
rigidez da barra (El) ao longo do seu comprimento, o que sé é possivel fazer com a
discretizacdo da barra em trogcos. Cada um deles fica com uma rigidez de flexao constante, que
pode ser assumida como a rigidez média no troco, a qual pode ser determinada com base na
curvatura média do trogco atendendo as relagdes rigidez-curvatura conhecidas da secgao 2.2.

Estas sdo as tangentes as curvas Momento-Curvatura.

Imagine-se agora que uma barra biarticulada de comprimento L esta subdividida em dois trogos
iguais e que o esforgo axial N esta préximo da carga critica da barra, N = N¢parra, ( Nerparra = 7°El
/ L2) valor que nao pode ser ultrapassado sem que ocorra colapso por encurvadura. Como cada
trogco tem um comprimento de metade do comprimento da barra a sua carga critica € quatro
vezes maior, Neriogo = 4"Nerbara » € CcONsequentemente a relacdo N /N oo fica na ordem de
0.25, relacdo para a qual, como se viu acima, as curvaturas sao praticamente lineares. Se a
evolugado das curvaturas é praticamente linear, a "curvatura média" é obtida com base na média
dos modulos das curvaturas de apenas duas sec¢des no trogo. Estas sdo as de extremidade e
podem ser referidas como seccdes criticas. E de salientar que, quanto mais trogos houver, a
relagdo N/N¢r oo S€ reduz quadraticamente o que se traduz por uma melhor "linearizagéo" das
curvaturas ao longo do trogco. As condigbes de fronteira da barra também alteram aquela
relagdo mas a sua influéncia torna-se pequena e desprezavel com o aumento do nimero de

trogos.

Na equagdo diferencial (a) adoptou-se p, = 0, ou seja, ndo foi considerada a possibilidade de
haver cargas de vao no trogo (como as que simulam as imperfeicdes geométricas) para efeito
do calculo de curvaturas. Por isso as conclusdes acima tiradas quanto ao nimero de secgbes
minimo para avaliagdo da curvatura média ficam de certo modo goradas. Este aspecto pode

merecer um estudo mais rigoroso mas atendendo a limites de tempo achou-se néo prioritario.

O aumento de precisdo da determinacéo da rigidez de flexdo ao longo da barra deve fazer-se
sobretudo com o aumento do numero de trogos do que com o aumento de secgbes em cada

trogo.
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2.3.2- Ambito de Aplicagdo da Andlise Linear de Estabilidade

A andlise linear de estabilidade s6 pode ser aplicada em sistemas com estados lineares de pré-
encurvadura onde, em regime elastico linear, (i) os deslocamentos, tensdes e deformagodes
variam ao longo da trajectdria fundamental linearmente com o parametro de carga A, e (ii) a
carga critica de bifurcacdo pode ser determinada pela resolugdo de um problema de valores e

vectores préprios [15]. O pardmetro de carga A afecta todo o carregamento..

Os sistemas estruturais que, em regime elastico linear, cumprem os requisitos acima, séo as
colunas. Estas apresentam um tipo de instabilidade designado por bifurcacional, Quer dizer que
se tragar a curva carga-deslocamento, para uma coluna ideal (sem imperfeigdes) antes de se
atingir a carga critica os deslocamentos transversais a barra sao nulos. A trajectéria descrita
designa-se por trajectéria fundamental e € estavel. Mas ao ultrapassar essa carga critica, estes
deslocamentos passam a observar-se para um lado ou para outro da sua configuracao inicial,
ou seja, ocorre uma bifurcagdo de equilibrio, para uma trajectéria de pds-encurvadura que
também € estavel. Porém se aumentar a carga para além da carga critica e se se obrigar a
barra a prosseguir pela trajectéria fundamental, este estado é instavel, pelo que a barra tera
potencial tendéncia em apresentar um deslocamento transversal para a trajectoria de pos
encurvadura. O que se verifica na pratica € que os deslocamentos apresentados sobre a
trajectéria de pds-encurvadura, logo apds a carga critica, aumentam abruptamente para valores
excessivamente altos, com a carga aplicada, o que conduz a imediata rotura da coluna. Diz-se
gue a coluna nao apresenta reserva de resisténcia no regime de pds encurvadura, e por isso,

para efeitos praticos ndo interessa muito estuda-la no dominio de pés-encurvadura.
P
A
: Trajectéria de Pds Encurvadura
I (Estavel)
I
I
I

Trajectéria Fundamental (Instavel

\/

Bifurcagéo de Equilibrio/

_ Trajectoria Fundamental (estavel)

P q

Figura 2.11 — Instabilidade bifurcacional

Existem outros sistemas estruturais, com comportamento elastico linear, para os quais o estado
de pré encurvadura tem que ser obrigatoriamente representado pela analise ndo linear de
estabilidade. Tais sistemas sdo os arcos, as calotes esféricas, barras em V invertido com
relacédo altura (h) vao (L) muito pequeno (h/L<200) e sujeitos a compressao. Estes sistemas
apresentam um tipo de instabilidade designada por instabilidade por ponto limite ou por “snap-

through” (ver Figura 2.12.b)). A trajectoria fundamental de equilibrio € nado linear e, quando se
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atinge o ponto limite, se a carga for aumentada a estrutura “salta” dinamicamente para a

configuracao afastada e estavel, ponto C da Figura 2.12.a).

Carga
A

A ___ SaltoDinamica _ C ¢

Deslocamento

a) b)
Figura 2.12- Instabilidade por ponto limite

Em alguns casos a diferenca entre as duas teorias, linear e ndo linear de estabilidade, pode ser
significativa para comportamentos criticos tais como bifurcagéo e carga limite de instabilidade.
No entanto tais diferengas sao desprezaveis para a maioria das andlises de projecto de porticos
rectangulares para os quais de obtém resultados satisfatorios. Para além disso, Chen e Toma
[17], mostram num exemplo que também para uma coluna em consola carregada por um
momento na extremidade (e a compressao) que os resultado entre a teoria linearizada e a nao
linear sdo coincidentes durante a trajectéria fundamental de pré encurvadura e na vizinhanga da

carga critica.

A vantagem da teoria nao linear de estabilidade é ser mais abrangente, isto €, ser valida para o
regime de pré-encurvadura para o inicio do regime de pds-encurvadura de colunas e arcos,
embora a sua matriz de rigidez, vector de forcas equivalente a cargas de vao e equacao de

equilibrio sejam bem mais complexos.

Ambas as teorias foram aqui abordadas para o caso de pequenas deformacoes e rotacdes
moderadas, como as que se observam em porticos. Para tratar de casos com rotagdes muito
grandes ambas as teorias ainda podem ser aplicadas, embora aproximadamente, se usadas

dentro de uma formulagdo co-rotacional [17].

Conclui-se portanto que (i) para colunas uma “analise linear de estabilidade” é suficiente para a
andlise da fase de pré-encurvadura incluindo a vizinhanga do ponto de bifurcagao, e (ii) para
arcos a “analise nao linear de estabilidade” é imprescindivel na fase de pré-encurvadura sendo
que para a fase de pos-encurvadura afastada do ponto limite seja necessario uma “andlise ndo

linear de encurvadura” com base nos grandes deslocamentos.
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Apesar das reservas acima descritas, mas: (i) por ser suficiente para a andlise de pré -
encurvadura de colunas, (ii) devido a sua maior simplicidade, e (iii) por ser comum a sua
utilizagdo, adopta-se neste trabalho a “teoria linear de estabilidade” (ou "teoria linearizada de
vigas colunas"), e por conseguinte a matriz de rigidez K' definida por (2.17) para N nulo ou em

compressao.
2.3.3- Influéncia das Imperfeicdes, Cargas Transversais e Cedéncia do Material
O comportamento da coluna ideal, isto é, sem imperfeicoes, e sujeita apenas a carga axial, com

comportamento material eldstico linear e de tensao de cedéncia infinita foi mostrada na Figura
2.11.

A P
[}
Pp r.
"
1o
Pu________|'|_~\>'§-'~.1;// e2> el
~
PC“‘G -// h J
/
/
/
!
A > G

Figura 2.13- Efeito das imperfeicdes

No caso de colunas reais existem imperfeigbes traduzidas pela falta de rectilinearidade da
barra, aplicagdo excéntrica acidental da carga, tensées residuais, etc, fazem com que o seu
comportamento se afaste do problema antes tratado. Havendo uma imperfeigao traduzida por
uma excentricidade e1, numa coluna axialmente comprimida a sua resposta ao acréscimo de
compressao € mostrada pela curva AE da Figura 2.13, a qual é assimptética a trajectoria de
pés — encurvadura da coluna ideal (curva BD), ou seja, ao nivel da carga critica elastica de
bifurcagédo. Salienta-se que a carga critica Pcr depende das condi¢des de apoio da viga coluna

e que obviamente sera igual a carga critica de Euler se barra for bi-articulada.

Quanto maior a excentricidade (e2>e1) maiores deformagbes ocorrem para o mesmo nivel de

carga axial, mas a carga maxima continua a ser assimptoética a carga critica (de bifurcagéo).

Caso houvesse cargas transversais aplicadas que fossem constantes ou directamente
proporcionais a compressao axial, o comportamento seria idéntico ao da existéncia de
imperfeicdes, e os seus efeitos somar-se-iam pelo que as curvas se afastariam mais da

trajectoria fundamental (AB).
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Se a carga transversal aumentar para um esforco axial constante (inferior a carga critica), a
relagdo carga deslocamento é linear, se bem que os incrementos de deslocamento sejam
superiores para niveis de esforgo axial maior. A principal consequéncia deste facto é que o
principio da sobreposicao de efeitos (de cargas transversais) € vélido desde que o esforgo de
compressao (constante) seja aplicado conjuntamente com cada uma das cargas transversais a

combinar [15].

Em regime elasto-plastico, enquanto as tensdes forem inferiores as de cedéncia a barra
acompanha a curva elastica corresponde ao seu nivel de imperfeigdes (e1 por exemplo na
Figura 2.3). Logo que uma fibra entre em cedéncia (ponto G) ha um decaimento da curva carga
- deslocamento face a anterior e atinge-se um ponto maximo (ponto H), a carga Ultima, P,. A
parte descendente desta curva é assimptotica a curva de descarregamento pléstico (curva Pp-
J).

Algumas conclusdes se podem tirar desta breve abordagem:

(i) — Em regime elastico a carga critica ndo depende do nivel de imperfeicbes nem das cargas
transversais aplicadas (proporcionais a N), e é assimptotica a carga critica;

(i) Em regime elastico, para o0 mesmo nivel de esfor¢o axial, as deformacbes s&o maiores
quanto maior as imperfeicdes ou cargas transversais;

(iii) Em regime elasto-plastico a presenga de imperfei¢cdes e/ou de cargas transversais antecipa
a cedéncia e baixa o valor da carga ultima;

(iv) A carga ultima em regime elasto-plastico € sempre inferior a carga critica elastica.

2.3.4- Calculo da Carga Critica e Carga Ultima

Se parametrizar a combinacéo de accgdes da estrutura pelo parametro de carga A os esforgos
axiais virdo afectados por esse parametro e consequentemente coeficientes da matriz de
rigidez na sua parcela geométrica. A carga critica, Acr, € o menor valor préprio da matriz de

rigidez total, e corresponde & menor raiz da equacgao caracteristica:
‘[Kt}‘ -0 (2.23)

a qual é altamente nao linear em A se adoptar a matriz de rigidez exacta (expressao (2.17)).

Esta raiz, A, s6 pode ser determinada numericamente usando, por exemplo, 0 método da falsa

posicdo e ainda sabendo que ‘[Kt(x=0)} >0 [20]. Se adoptar a matriz de rigidez total

linearizada (expressao 2.20) a equacgao caracteristica € um polindmio de grau n, sendo n igual
ao n? de graus de liberdade (livres) da estrutura, e para o qual existem técnicas numéricas mais

simples de determinagéo da sua menor raiz A , € que serd um majorante de Ag.
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As cargas criticas elasticas sao determinadas com relativa facilidade e sao parametros precisos
porque nao dependem da histéria de carregamento da estrutura e do seu grau de plastificacéo.
Por isso os regulamentos, sobretudo de estruturas metalicas, se servem das cargas criticas
elasticas, para através destas indicar limites de validade dos seus métodos de analise.

A determinagéo da carga ultima em regime elasto-plastico requer uma andlise materialmente

nao linear de 22 ordem e por isso algo trabalhosa, por exigir um tratamento incremental e
iterativo. A

Acr

p q

Figura 2.14 - Relagéo carga - deslocamento

O comportamento previsivel de uma coluna com imperfeicdes e em regime elastico de 22
ordem é curva AD assimptética a carga critica elastica (Figura 2.14). Em regime n&o linear de
12 ordem o comportamento € o da curca AF que tende para a carga de colapso plastico da
estrutura, A,, obtida de um mecanismo com comportamento rigido-plastico. Em regime elasto-
plastico de 22 ordem a curva é do tipo da AG e apresenta um ponto de cedéncia em H e outro
ponto de cota maxima, ponto K, ponto de carga ultima. A tangente a curva em K é nula e depois
dele é negativa. O troco AH representa o comportamento elastico e a parte restante HKG o
comportamento elasto-plastico. Em qualquer dos casos os valores particulares que as

tangentes tomam permitem a determinacgao das cargas critica, plastica e ultima.

Os ramos ascendentes das curvas representam instantes em que a estrutura tem equilibrio
estavel. Se nos situarmos num ponto intermédio do ramo ascendente, trogo AK, ele é definido
por um estado de deformacdo e de tensao (ou conjunto de esforgos), e por uma matriz de
rigidez (tangente) K', que em geral é dependente dos estados de deformagéo e tensdo naquele
instante e que esta em equilibrio com as cargas exteriores (parametrizadas para um

determinado valor de ).

Se perturbarmos o equilibrio impondo um acréscimo de deslocamentos Ad, que podem estar
relacionados com um acréscimo do parametro de carga AA, a estrutura muda da sua posicao

original de equilibrio que contém um determinado estado de energia para outro de estado de
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energia maior, e para a qual foi necessario realizar um incremento de trabalho AW positivo, ou
seja :
AW = Ad" * K'* Ad > 0 para qualquer Ad. (2.24,a)

Como houve dispéndio de trabalho (energia) para demover a estrutura o equilibrio diz-se
estavel. Neste caso a matriz de rigidez tangente designa-se por positiva definida [22, 23], e
corresponde ter (para o estado de deformacédo e de tensdo naquele ponto) sé valores proprios

positivos.

Para um equilibrio instavel, uma pequena perturbagéo do equilibrio Ad numa determinada
direccdo, move a estrutura para outro estado de equilibrio de menor energia, o que s6 acontece
se nos localizarmos num ponto intermédio do ramo KG. Consequentemente:

AW = Ad" * K'* Ad < 0 para algum Ad. (2.24,b)

Nestas circunstancias K' ndo sera positiva definida e ter-se-a4 pelo menos um valor préprio

negativo.

O equilibrio diz-se indiferente [15] ou neutro [22] quando se tem:
AW =Ad"*K'*Ad =0 para algum Ad#0. (2.24,c)

e K' tem um valor préprio nulo, e esta-se exactamente sobre o ponto H. Esta condicdo

corresponde a ter o determinante da matriz de rigidez tangente nulo (det(K")=0).

O valor préprio nao nulo mais baixo corresponde:
(i) a um ponto de bifurcagao de equilibrio ou,
(i) a um ponto limite correspondente a instabilidade por “snap-trough”.
Para os distinguir sera necessario um procedimento adicional. Porém em vigas colunas é

desnecessario fazer essa distincao porque nestas sé existe instabilidade bifurcacional.

Se estiver a trabalhar em regime elastico linear de 22 ordem o valor préprio referido é o

pardmetro de carga critica Ay, S€ em regime elastoplastico de 12 ordem, a carga de critica

plastica A,, e enquanto em regime elasto-plastico de 22 ordem é o parametro de carga ultima
Ay da Figura 2.14.

Os algoritmos de andlise nao linear (geométrica e material) sdo construidos com base em
incrementos de pardmetros de carga aos quais correspondem sempre incrementos de
deslocamento Ad. Por isso em qualquer instante se quantifica o incremento de trabalho AW
(expresséo 2.24) e se verifica se mudou de sinal ou se aproxima de zero, instante em que se
atingem estas cargas notaveis. Dispensa-se a necessidade de usar uma rotina de célculo de

valores e vectores préprios.
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2.4- Métodos de Andlise Materialmente Nao Linear de Colunas

Nas secgbes anteriores foi referida a andlise elasto-plastica de uma forma genérica para
atender ao comportamento ndo linear dos materiais. Cabe agora particularizar esse
comportamento para cada um dos tipos de estrutura, ou seja, de aco, de betdo e mistas,

fazendo referéncia, se possivel, a métodos de analise regulamentares.

2.4.1- Estruturas de Aco

O Eurocédigo 3 prevé as seguintes andlises globais de porticos: Analise Global Elastica e
Andlise Global Plastica (§5.4 EC3). A Analise Global Elastica assume uma relagdo tensao
deformacdo linear para o material qualquer que seja o nivel de extensdo, mesmo que

posteriormente as verificacdes de seguranca das seccdes se baseiem na resisténcia plastica.

A Analise Global Plastica adopta uma das seguintes relagbes tensdo deformagdo sendo o
primeiro de uso geral e os restantes para calculos mais rigorosos (§5.4.3(4) EC3 e Anexo C
ECS3 Parte 1-5):

-diagrama bi-linear eléstico-plastico sem endurecimento;

-diagrama bi-linear elastico-plastico com pseudo endurecimento (por razées numéricas)

-diagrama bi-linear eléstico-plastico com endurecimento linear;

-diagrama bi-linear elastico-plastico com endurecimento néo linear.

Usando uma das relagcbes anteriores a Analise Global Plastica adopta os seguintes modelos de
comportamento:

- Analise Elastica-Plastica (AEP) em que ocorrem rétulas plasticas nas secgbes ou nos de
ligacOes trabalhando o restante elemento em regime elastico entre essas secgdes e/ou nés;

- Analise Plastica Nao Linear (APNL) que considera a plastificacao parcial dos elementos em
zonas plésticas;

- Analise Rigido Plastica (ARP) — em que ocorrem rétulas plasticas, considerando os trogos
rigidos entre seccdes, e que é vélida para os casos em que os efeitos de 22 ordem P-d entre as

secgdes sao desprezaveis.

No que se refere ao comportamento de vigas colunas o EC3 baseia-se nas curvas multiplas de
encurvadura que ja incluem informacéao relativa ao comportamento elasto-plastico proveniente
de ensaios e testes numéricos. Excepto se as barras forem de secgéo variavel ou com carga de
compressao nao uniformes refere a necessidade de efectuar uma analise de 22 ordem
geométrica atendendo a imperfei¢des das barras. Neste caso a barra tem que ser discretizada
em elementos mais pequenos e deve ser analisada recorrendo aos métodos de andlise global

de estruturas. Tem sido efectuada alguma investigacao neste dominio.
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De facto hoje em dia consideravel atencao tem sido devotada para o problema das estruturas
metdlicas na presenca de ndo linearidades geométricas e materiais como resultado do
desenvolvimento da tecnologia de computadores e de adoptar principios de projecto baseados
em estados limite. Em geral estas metodologias tem sido categorizadas em dois tipos
principais:

() "métodos de zona plastica", onde se efectuam "analises elasto-plasticas de 22 ordem com
espalhamento de plasticidade" onde se englobam a APNL do EC3 e

(i) "métodos de rétula plastica”, onde se efectuam "analises elasto-plasticas de 22 ordem

com conceito de rétula plastica” e onde cabem as AEP e ARP do ECS3.

No primeiro método consideram-se progressivas plastificacées que ocorrem quer ao longo das
fibras das secc¢des quer segundo o comprimento das barras e eventuais descargas elasticas. O
segundo método concentra a plasticidade nas secgodes criticas (onde se localizam rétulas
plasticas) e considera os efeitos geométricamente néo lineares (P-8) entre essas sec¢des em
regime elastico. Estes ultimos métodos sdo muito mais simples que o primeiro, e fornecem um

majorante da carga ultima sendo contudo bastante precisa e por isso considerada exacta [15].

Entretanto Liew entre outros [24, 25] introduziram o "Método Refinado de Rétula Plastica" que
considera o comportamento elasto-plastico, em vez de um comportamento elastico, entre as
secgdes com roétulas, sendo por isso um avango em relagdo a "analise elasto-plastica de 22

ordem com conceito de rétula plastica” tradicional.

O "Método Refinado de Roétula Plastica” considera:

(i) as fungdes de estabilidade na matriz de rigidez global de modo a capturar os efeitos de 22
ordem das barras (P-A e P-9),

(i) o comportamento inelastico do material entre rétulas adoptando o conceito de médulo de
elasticidade tangente (Et) e,

(iii) o grau de plastificacdo das seccoes extremas das barras através dos coeficientes na e
nb.
Estes coeficientes valem 1 quando a seccdo estiver em regime elastico e reduzem-se
progressivamente até zero, quando uma rétula é formada, e dependem directamente das
expressdes de verificacdo de seguranca a estados limites Ultimos das secgdes, que
contemplam a interaccdo entre os momentos e esforgos axiais, os quais por seu lado
dependem do estado de deformagado da estrutura. O mddulo de elasticidade tangente Et,
afecta a matriz de rigidez e por isso afecta toda a barra. Pode ser determinado por um processo
iterativo em [25] onde intervém as curvas multiplas de encurvadura, tem em conta as
imperfeicdes da barras nomeadamente, o descarregamento elastico, imperfeicbes geométricas,
tensbes residuais, forma da seccdo, etc. Kim e Chen também desenvolveram o "método
refinado de rétula plastica” e adoptaram o médulo elastico tangente CRC, que considera os
efeitos da cedéncia gradual devido as tensdes residuais, e que € definido por uma expresséo

muito simples. A carga critica (Gltima) da estrutura pode ser determinada no ponto onde a
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matriz de rigidez tangente for (quase) indefinida. Neste método o estado de deformacéo e de
plastificagdo das secgbes extremas a e b, é reflectido por toda a barra, porque os parametros

na e nb afectam os coeficientes de rigidez da mesma.

A Figura 2.15 mostra esquematicamente a comparagcdo da relagdo carga-deslocamento do

comportamento de uma estrutura (ou viga coluna) usando estes métodos simples e refinados:

A Parametro
A de Carga 'An. Eléstico 1° orden
1
(1)
\cr I Carga Critica Elastica
B gprossessensansansansansansansanse sz
1 _--" (2)
1 -

Ap
3)
AU Analisis Elastoplastico 2° orden
con concepto de rotula plastica
Au.real

Analisis Elastoplastico 2° Orden
con esparcimiento de plasticidad

>

Deslocamento

Figura 2.15 - Comportamento carga deslocamento de um portico plano [18].

- curva (1): alinha interrompida recta é obtida de uma andlise linear (geométrica e material);

- curva (2): linha interrompida curva € uma analise elastica de 22 ordem incluindo apenas o
efeito de mudanca de geometria e instabilidade. Esta curva aproxima-se assimptoticamente a
carga critica elastica (ponto de bifurcacao de equilibrio) a qual pode ser obtida directamente por
uma andlise de valores e vectores préprios;

- curva (3): a linha curva por trogos sem ramo descendente, € uma andlise de 12 ordem
rigido-plastica, ignora os efeitos de mudangca de geometria mas considera a ndo linearidade
material. O seu valor de pico é a carga plastica limite, e pode ser obtido directamente de uma
simples andlise plastica;

- curva (4): a linha curva por trogos com ramo descendente mostra o resultado de uma
andlise de 22 ordem elasto-plastica com um modelo de rétula plastica. A plasticidade é
concentrada numa seccdo e a mudanca de geometria estd associada ao incremento de

deformacao lateral P-A;
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- curva (5): a curva continua representa uma analise com espalhamento de plasticidade,
onde foi considerada a influéncia das tensdes residuais, imperfei¢des iniciais e endurecimento
do aco for considerado uma curva continua & obtida de uma andlise de 22 ordem com

espalhamento de plasticidade. O pico desta curva da a resisténcia real da estrutura em estudo.

Adoptando uma andlise refinada de rétula pléstica surgiria uma curva (6), quebrada com trogos
curvos, entre as curvas (4) e (5). A andlise levada a efeito no presente trabalho produz uma

curva acima desta ultima.

2.4.2- Estruturas de Betao

De acordo com o Eurocdodigo 2 as analises séo feitas adoptando idealizagbes para a geometria
e comportamento da estrutura as quais tém que ser adequadas ao problema em analise. As
idealizacdes de comportamento do material comuns para a andlise séo:

- comportamento elastico linear;

- comportamento elastico linear com redistribui¢édo limitada;

- comportamento plastico (incluido modelos de escora e tirante;

- comportamento n&o linear.

Por outro lado os efeitos geometricamente nao lineares (de 22 ordem) tém que ser sempre
considerados excepto se forem inferiores a 10% dos efeitos correspondentes em 12 ordem ou
se, no caso de colunas ou barras isoladas, a sua esbelteza A (§ 5.8.3.2 EC2) for inferior a
esbelteza limite A, do § 5.8.3.1-EC2. A esbelteza da barra depende das suas condi¢des de
apoio e do facto de ser um elemento contraventado ou ndo contraventado. Considera-se que o
elemento é contraventado se, para a combinagao de acgdes presente, o deslocamento relativo
entre nés nao contribui para a instabilidade global da estrutura (ou seja, conduz a um acréscimo

de esforgos inferior a 10%).

Nas verificagbes a estados limites ultimos as imperfeicoes geométricas dos porticos e das
barras que estejam comprimidas tém que se considerar. No caso especifico das barras as
imperfeicdes sdo traduzidas por excentricidades "e;" (§ 5.2(7)) que podem ser convertidas em

forcas equivalentes horizontais.

Tendo em conta estas consideracoes o Eurocédigo 2 prevé trés métodos principais para
analise material e geometricamente nao linear:

(i) "Método Geral",

(i) "Método Baseado na Rigidez Nominal"

(ii) "Método Baseado na Curvatura Nominal",

pertencendo os dois Ultimos ao conjunto dos "métodos simplificados".
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De uma leitura atenta do artigo 5.8.7.(1) o "Método Baseado na Rigidez Nominal" pode ser
decomposto em dois [26]:

(ii.1) "Método Baseado na Rigidez Nominal para uma analise elastica de geometricamente
néo linear" (de segunda ordem total, do tipo P-A + P-9), e,

(ii.2) "Método Baseado na Rigidez Nominal com o conceito de amplificacdo de momentos" e

que recorre a uma andlise elastica de primeira ordem.

O "Método Geral" é baseado numa analise global fisica e geometricamente nao linear, de
acordo com as regras especificadas no EC2 para este tipo de andlises. Especificamente é
referido que devem ser utilizadas:

- relacdes nédo lineares adequadas para o betédo (§3.1.5) para o0 aco (§3.2.2),

- as correcgdes nos diagramas tensao - deformacéao para ter em conta a fluéncia,

- as correcgdes ao médulo de elasticidade médio e valores caracteristicos resistentes dos
materiais se a analise decorrer com base em valores de célculo (§5.8.6(3)),

- as verificagbes das condigdes de equilibrio, compatibilidade e constitutivas num ndmero
suficiente de secgdes para que os resultados da andlise sejam aceitaveis.

Este ultimo aspecto obriga a discretizagdo da estrutura num certo nimero de secgdes, ao
estabelecimentos das condicoes referidas nessas secgdes e a integracdo dos parametros que
interessam analisar ao longo das secgles e barras. Segundo a metodologia apresentada, o
valor de calculo da carga de rotura resulta directamente da analise, ndo sendo fornecidos mais

pormenores em relagdo a metodologia da andlise nao linear [26].

O "Método Baseado na Rigidez Nominal com andlise eldstica geometricamente nao linear", é
aplicavel a estrutura na sua globalidade ou a barras isoladas, devendo estas estar subdivididas
em trocos. O Método baseia-se numa estimativa de rigidez (nominal) para as barras, seguida
do calculo de esforgos recorrendo a uma andlise elastica de segunda ordem total do tipo P-A +
P-8. Os esforgos resultantes, lidos nas seccdes extremas e secgdes intermédias de cada barra,
sdo usados directamente para o dimensionamento de secgdes a flexdo com compressao de
acordo com a seccao 6.1 do EC2 (§5.8.7.1(2)). A rigidez nominal de flexdo a estimar é dada
por:

El = KcEcle + Ks Es s (2.25)

a qual depende do médulo de elasticidade dos materiais (betdo e ago), das inércias das
seccgdes brutas nao fissuradas, e de factores que tém em conta a fissuragao, a contribuicdo da
armadura e a correcao do modulo de elasticidade do betdo para ter em conta a fluéncia. Uma
vez dominada a metodologia de célculo da rigidez nominal, em que em principio a rigidez é
determinada para cada elemento, este método € relativamente simples de aplicar apresentando
o mesmo grau de dificuldade de uma simples analise elastica linear e caracteriza-se por ser um

método de analise global da estrutura [26].
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O "Método Baseado na Rigidez Nominal com o conceito de amplificagcdo de momentos" é
aplicavel a barras isoladas e baseia-se numa estimativa de rigidez (nominal) para as barras
seguida da amplificacdo de esforgos. Com as caracteristicas de rigidez nominal ja definidas é
efectuada uma analise eléstica de 12 ordem que contemple os efeitos das imperfeigdes
geométricas, lendo-se os esforcos nos extremos de cada barra. Os momentos maximos
resultantes sdo multiplicados por um factor de amplificagdo que considera em simultdneo um
factor de equivaléncia a momento uniforme, obtendo-se assim o momento de célculo final Mgq
(de 22 ordem), isto é:

B
Mgq =M T+ 2.26
Ed OEd{ Ng/NEg _J (2.26)

em que, Mggq € 0 momento de 12 ordem, B um factor que depende da distribuicdo de momentos
de 12 e 22 ordem, Ngq 0 esforgo axial de céalculo e Ng a carga critica do elemento baseada na
rigidez nominal e no comprimento efectivo de encurvadura I,.

Este método, tal como o anterior, utiliza a rigidez nominal para contabilizar a nao linearidade
material. Apresenta a desvantagem de nado poder ser aplicado de forma global, permitindo
apenas a analise local de elementos, com as inerentes dificuldades ao nivel de compatibilizagéo

de esforgos na estrutura [26].

Cabe aqui realcar que o procedimento é semelhante ao do "Método Simplificado” (do EC4) para
o dimensionamento de colunas mistas. A Unica diferenca reside no facto dos momentos aqui
indicados serem de 12 ordem, Mgy, enquanto no EC4 sdo momentos ou de 12 ordem, se a

estrutura for intranslacionavel, ou de 22 ordem do tipo P-A, se a estrutura for translacionavel.

O "Método Baseado na Curvatura Nominal" é adequado a barras isoladas com esfor¢o axial
constante e com um certo comprimento efectivo de encurvadura, l,. O método baseia-se no
céalculo do momento nominal de 22 ordem (M) determinado a partir de uma excentricidade e, a
qual por seu lado dependa (i) do comprimento efectivo de encurvadura da barra e (ii) numa

estimativa de curvatura maxima para a barra. O momento de calculo total é:
Mgq =Mpgq + Mo (2.27)
em que Myg4 € 0 momento maximo de 12 ordem que ja inclui os efeitos das imperfeigdes, sendo

o0 momento nominal de 22 ordem (M, - equivalente ao "momento secundario” nas analises de
estabilidade) dado por:

Mo =NEgq "eo (2.28)
com a excentricidade de 22 ordem obtida de:
11,2
ep =2 (2.29)
r c

sendo 1/r a curvatura maxima e ¢ um factor que depende da distribuicdo de curvatura.
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Em colunas mistas os métodos de andlise ndo linear e geométrica sao os "Métodos Geral"

cujos principios foram descritos na seccao 1.2.3.1 e cujo algoritmo se pretende implementar

neste trabalho e o "Método Simplificado" cujas regras de aplicacdo estdo explicadas em

pormenor na secgdo 1.2.3.2.

Os procedimentos de calculo a adoptar para o "Método Geral" de estruturas mistas sao

semelhantes aqueles para o "Método Geral" de estruturas de betao armado.

O "Método Simplificado" para estruturas mistas & semelhante ao "Método baseado na rigidez

nominal com o conceito de amplificagdo de momentos”

Quadro 2.1 - Métodos de dimensionamento elasto-plastico de colunas

Pilar Metalico (EC3)

Pilar de Betdo (EC2)

Pilar Misto(EC4)

Baseado nas curvas de
encurvadura de colunas

ou
Métodos de andlise global de
estruturas
(AEP, APNL, ARP)

Método Geral

Método Geral

Métodos simplificados

Método baseado na rigidez
nominal para uma andlise de
22 ordem elastica

Método baseado na rigidez
nominal com o0 conceito de
amplificacdo de momentos

Metodo Simplificado

(adopta rigidez efectiva com

amplificacdo de momentos)

Método baseado na curvatura
nominal
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2.5- Algoritmos Para a Anélise Nao Linear

2.5.1- Introducéo

Numa estrutura com comportamento ndo linear a configuracdo de equilibrio altera-se
constantemente a medida que a carga aumenta, sendo a relagdo entre os incrementos de carga e
os seus efeitos (incrementos de deslocamentos, de tensdes e de esforgos) nao linear. Como a
determinacao dos efeitos incrementados sdo obtidos recorrendo-se calculos lineares, ocorre um
desequilibrio entre as cargas aplicadas na estrutura nesse instante e a resultante de esforgos
internos na estrutura. Ha entdo que adoptar um procedimento para eliminar esse desequilibrio.
Assim nos algoritmos de andlise ndo linear ha duas fases distintas [21]: fase predictor ou
incremental e fase corrector ou iterativa. Na primeira arbitra-se um incremento de um parametro
de carga ou de deslocamento e estabelecem-se as relagbes de equilibrio entre forgas externas e
internas. Sendo estas forcas diferentes, inicia-se a segunda fase iterativa ou corrector, que
restabelece o equilibrio da estrutura a custa de um numero iteragées suficiente para que aquele
desequilibrio seja desprezavel. S6 depois se prossegue para o passo de carga (ou de
deslocamento) seguinte. Pode entdo afirmar-se que a analise nao linear se faz por uma série de
incrementos de carga em regime linear, restabelecendo-se no fim de cada incremento e de forma

iterativa, o equilibrio entre as forgas exteriores e as forgas internas da estrutura.

@
Fase Corrector ~ Fase Predictor
lterag&o, | incremento  ou
0 4—| passo, i
0 < |

Figura 2.16 — Fases predictor e corrector

Um aspecto primordial neste tipo de analise, reside assim, na escolha do valor parametro
incremental, que é independente da analise, mas que a regula, isto é:

(i) se o incremento for pequeno, o tempo de célculo podera ser muito longo,

(i) se o incremento for grande o numero de iteragdes para obter a convergéncia dentro daquele
incremento podera ser elevado, e em alguns casos a solugao podera divergir.
Se se optar por nao fazer iteragbes (dentro de cada incremento) aparecerdo grandes erros
provenientes do desequilibrio entre forgas externas e internas (drift error), que no grafico carga
deslocamento, causam um desvio de trajectéria relativamente a trajectéria real de equilibrio (ver
Figura 2.17).

Quando a natureza do parametro incremental for uma fracgéo (variavel ou ndo) da carga aplicada
0s métodos que o adoptam dizem-se Métodos de Controle de Carga. Se a natureza do parametro
incremental for um deslocamento, os métodos que o adoptam dizem-se de Método de Controle de

Deslocamento. Neste ultimo é possivel relacionar o deslocamento imposto (variavel independente)
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com um parametro de carga (dependente) o que se torna util por ser mais facil de tratar nos
algoritmos de analise incremental do tipo Newton-Rapson. Existem outros métodos mais recentes
como o do Controlo do Arco e Controlo do Trabalho onde as varidveis independentes,
comprimento de arco e incremento de trabalho, se convertem num parametro de carga. Iremos
abordar sumariamente os métodos descritos para depois ver em detalhe os Métodos de Controlo
de Arco e Método do Trabalho.
Existem basicamente quatro métodos de analise nao linear:

(i) Método de Controle de Carga (Simples Incremental, lteracdo de Newton, Newton-
Rapson,etc)

(if) Método de Controlo de deslocamento (Argyris, Pian, Tong)

(iii) Método de Controlo do Arco (Wemper,...)

(iv) Método de Controlo do Trabalho
Muitos outros métodos poderao ser encontrados mas sao variantes de um ou mais destes.

Admite-se sempre a hipétese de que a trajectéria de equilibrio que é continua e Unica. A andlise
desenvolve-se por "incrementos de um parametro” ou passo "i". No inicio do passo i sdo
conhecidas as forgas de equilibrio e os deslocamentos (em coordenadas generalizadas) do passo
anterior (i-1), ou seja s&o conhecidos as seguintes entidades:

D;j.1 : Deslocamento no fim do passo (i-7),

Rj.1 : Nivel de carga no fim do passo (i-7),

Ki.1 : Matriz de rigidez no fim do passo (/-1),

Qj.1= o : Forcas de desequilibrio entre forgas exteriores e interiores, que representa o valor do

erro de desvio (drift error) no fim do passo (i-71) e que é zero porque a estrutura estd em equilibrio
nesse instante.
Demos agora um passo, por exemplo, um incremento de carga AR:. A equacao de equilibrio é,
aparentemente, dada por:

K1 * AD; = AR, (2.30)

gue nos fornece o equilibrio no ponto A sobre a trajectéria aproximada (calculada).

CarAga R Trajectdria de equilibrio calculada
A 2 /
R x / Trajectoria de equilibrio real
B
AR;
Y
Ri-1
< AD
passo i
>
Di-1 D: deslocamento

Figura 2.17 — Erro de desvio
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Sobre a trajectéria real a equagao de equilibrio incremental seria:
Ki_1 * AD, = AR, +Qi (231)
sendo Qi a diferenca entre o incremento de carga aplicado e o incremento de forgas internas

gerado, indicado na Figura 2.17 pela distancia AB.

Aplicacdes sucessivas da equacgdo anterior conduzem a acumulacdo de erros de desvio. Se se
adoptarem passos muito curtos esses erros reduzem-se mas nunca desaparecem. Para os
eliminar ha que realizar dentro do passo i, iteragdes j, de modo a que a forgas desequilibradas Q;
(parcelas de Qi) se reduzam a zero a medida que j aumenta (quando tal ndo acontece o problema

diverge)

Impondo sucessivas iteragcdes, a expressdo incremental anterior transforma-se na seguinte

expressao de equilibrio iterativa, comum a todos os métodos:

Ki, -1 * ADi,j = AR;, i+ Qi,j (2.32.a)
ou, Ki, -1 * ADi,j = AN R+ Qi,j (2.32.b)

Ki, j-1 : Matriz de rigidez no fim no passo i formulada com base no equilibrio e condigées
cinematicas no fim da iteracao anterior. Para j=1 (12 iteragao) do passo i, vem Ki,o = Kj_q ,j=0 do
passo anterior (i-1).
AD;; : é o incremento de deslocamento na j ésima iteragao dentro do passo i,
AR;; : é o incremento de carga j ésima iteragéo dentro do passo i. E uma percentagem da carga
total e por isso pode ser representado por:

ARjj= AN * R (2.33)
Alij: incremento de pardmetro de carga da j ésima iteragdo dentro do passo i.

Qi; : é o vector de forgas desequilibradas no fim da j ésima iterag&o dentro do passo i.

As forcas desequilibradas Q;; s&o calculadas como a diferenga entre as forgas externas e internas

(em coordenadas generalizadas) :

Qi,,j =R;-F; (2.34)
¢ Forcas Externas:
n
Ri =Ri—1+ X ARjj (2.35.a)
j=1
n
ou, Ri =Rj_1+ X A) jR (2.35.b)
=
e Forcas Internas:
Fi =Fi—1 + AFj | (2.36)
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nelementos

com: aFij= x  TETET «(E)p(® (@) ap,;©) (2.37)
e=1

sendo c (@) =1 ~cq (2.38)

pD(e) g «p (2.39)

com T® a matriz de transformagao de coordenadas dos graus de liberdade do elemento escritos
no referencial local para o referencial global, e B® um operador que transforma os vectores
elementares (deslocamentos ou forcas) em coordenadas globais em no vector global de
deslocamentos (ou forgas) em coordenadas globais, também designados por deslocamentos (ou
forcas) generalizadas. O somatério estende-se a todos os elementos da estrutura e tem o

significado da “assemblagem” do vector.

A matriz de rigidez elementar é construida com base nos deslocamentos (D) e esforcos internos
(X®) totais actualizados lidos no fim da iteragao j.

As forcas desequilibradas tem que ser calculadas com base na condigao de equilibrio total e nao
na condi¢do de equilibrio incremental, de modo a evitar a acumulacdo de erro de iteragdo para

iteracao.

Apds n iteragdes dentro do passo i obtemos Q;, = 0, e a estrutura fica em equilibrio. No fim do
passo i o vector de forcas aplicadas totais é dado pela expressao (2.35.a) e o de deslocamentos
por:
Dj = Dj—1 + AD; (2.40.a)
n
com AD; = j§1 ADj | (2.40.b)
E feita a actualizagdo da matriz de rigidez e prossegue-se para um novo incremento da fase

predictor.
2.5.2- Método do Controle de Carga

E o método mais antigo. O parametro de incremento de carga AR; é uma percentagem da carga
total, R, habitualmente representado pelo parametro de carga A;, dado pela expressao:

AR; =AM * R (2.41)
O pardmetro de carga é sempre igual em cada passo e a sua escolha é baseada na experiéncia

do utilizador na resolucao analise deste tipo de problemas.

O Método do Controle de Carga pode subdivide-se basicamente nos trés seguintes:
- Método simples incremental , (ou de Newton) onde néo ha iteragdes de carga,
- Metodo lterativo de Newton

- Metodo lterativo de Newton Modificado
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Pela combinagéo destes surgem adicionalente:

- Método Newton- Rapson onde ha iteracoes de carga dentro de cada passo de modo a
eliminar os desvios de trajectéria.

- Método Newton- Rapson-Modificado, igual ao anterior mas onde se adopta para todas as

iterac6es a matriz de rigidez do inicio do passo (j=1).

2.5.2.1- Método Simples Incremental

O equilibrio em cada passo é governado pela expresséo (2.30):
Kij.1 * AD; = AR; (2.30-rep)

com: ARi = AL R
e o deslocamento total no fim de cada passo i é:

Dj = Di.1 + AD; (2.42)
E um método simples de usar porque nao inclui iteracdes dentro de cada passo e por isso surgem
erros de desvio de trajectéria (drift error). Pode representar também um ramo descendente de
carga desde que se fagca AL negativo, logo que a matriz de rigidez deixe de ser positiva definida.

Como desvantagem refere-se a acumulagao do erro de desvio.

Algoritmo (1.a) para efeitos de determinagao de esforcos finais:
(a) Iniciagéo :
AR;j = AA* R;
Definir deslocamentos iniciais Dg e esforgos iniciais X . Em geral serdo nulos, excepto se
houver um trogo em regime linear, no fim do qual se tem Dg = Djinear, X0 = Xjinear-

Passo 1:  Montar Kg= K(Dg ,X)

Equilibrio: Ko * AD4 = AR1, obter:  AD+

actualizar. AX19=Ky**(aAD1"), incremento de esforgo no elemento (e)
actualizar: D1 =Dg + AD4 deslocamento no final do passo i

actualizar X1®= Xo®+ AX4® , esforgo no elemento (e) no final do passo i
actualizar Fq = Fo + = T¥™B®™X® vector de forgas generalizadas

Passo2:  Montar Ky= K(D1 ,X4)

Equilibrio: K4 * ADo = AR2, obter: AD»
actualizar. AX5®=K4®*(AD5"®)

actualizar: Do = D1 + ADo

actualizar X5®= X1®+ AX5®

actualizar Fo=Fq + 2 TOTBETx,®
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Passo i Montar Kj_1 = K(Dj.1 ,Xj-1)
Equilibrio: Ki.1 * AD; = ARi, obter:  AD;
actualizar. AX®= Ki.1*(AD{"®)
actualizar: Dj = Di.1 + AD;

Dl = DO + E1..i ADl
actualizar X;®= X;_4®+ ax;©

X{© = Xo@+ T 1A%
actualizar Fi=Fii1 + Zyo TOTBETX©

Fi=Fo+ 2y (Zye TOTBOTX;)

2.5.2.2 - Método lterativo de Newton

No Método lterativo de Newton aplica-se a totalidade da carga generalizada R numa Unica
iteracao, obtém-se o incremento de deslocamento Ad;:
Ad; = Ko "*R (2.43)
O "estado" de carga e de deformagédo da estrutura corresponde ao ponto (A), de coordenadas
(d4,P), da Figura 2.18.

V& 2%Iter.
o — > 6— > 0— >

Itoracdn

A

[Kol

> i > d
d() d1 d2

d;
- Ady > Ady—Ady ¥ Ad, >

Figura 2.18- Método lterativo de Newton [27]

Como a estrutura tem na realidade uma resposta néo linear deveriamos estar sobre o ponto B,
cuja abcissa (deslocamentos da estrutura) € dy. A localizagdo da ordenada deste ponto é
quantificada a custa dos esforgos internos reais que resultam da existéncia de uma intensidade de
deslocamentos de valor Ad;. A resultante destes esforcos internos, em termos de forgas
generalizadas, vale F;:

n elementos
(e)T T

Fi= > T
e=1
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com T® e B® definidos por (2.38) e (2.39). Para que haja equilibrio a resultante dos esforgos
internos (expressdo (2.44)) devera ser igual ao vector de carga generalizadas R aplicado a
estrutura. Tal corresponde geometricamente & coincidéncia entre os pontos A e B na Figura 2. A

diferenca Q; = R - F; designa-se por carga desequilibrada (ou ndo equilibrada) e representa a

diferenca entre forgas externas e internas no fim da iteracao 1.

Para que se reduza o valor da carga desequilibrada é necessaria nova iteragao, iteracédo 2, na
qual se calcula o incremento de deslocamento Ad,, que resulta do estabelecimento da equagéao de
equilibrio para uma acg¢éo igual a forca desequilibrada da iteragdo anterior Q; com base na matriz
de rigidez K, construida com base no "estado de deformacéo e tensao" no fim da iteragao anterior.
O processo evolui sucessivamente até que: (i) a carga desequilibrada se anule ou, (ii) que o
incremento de deslocamento seja desprezavel.
ésima

Sistematizando, podemos afirmar que, no inicio da (j) iteracdo se tem:

- estado de deslocamentos:

dj—1 =dj—2+Adj1 & dj—1 =dp +r:l§1Adm (2.45) e (2.46)
- estado de tensdo/esforgos:

Xj—1=Xj2 +AXj_q1 & Xj—1=Xo +ri§1AXm (2.47) e (2.48)

- 0s estados de deformagéo e tensdo permitem conhecer a matriz de rigidez tangente no
inicio desta iteracao (fim da iteragao anterior (j-1)):

Ki-t = K(dh1,X11) (2.49)
- a carga (ou forga) desequilibrada é :
Qj1=R-F-F-.. .. —Fj—1 (2.50)
-1
Qj—1 =P- 'Y Fm (2.51)
m=

com :
n elementos T T
Fo= > T® =ge) = (k(e)T(dm_1(e))) *Adm(®) (2.52)
e=1
em que 0s somatorios s6 sdo validos se m > (j-1). (portanto Q, = R, vector generalizado de

cargas aplicadas).

Finalmente podemos estabelecer a equacdo de equilibrio de forcas com base no "estado da
estrutura” no inicio da iteragao j, obtendo-se o incremento de deslocamento Ad; :
Adj = K+ Q4 (2.53)

Admite-se uma vez mais uma resposta linear durante este incremento de deslocamento. No fim
desta iteracao determina-se o incremento de forgas internas, que € dado por (2.52) fazendo m=j, e

a carga desequilibrada acumulada Qj é dada por (2.51).Finalmente verifica-se se o valor dos
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deslocamentos Ad; e se as forgas desequilibradas Q satisfazem os erros admissiveis definidos nos

critérios de paragem para as iteragoes. (Q; = 0). Se tal ndo acontecer ocorre nova iteracéo.
2.5.2.3- Método de Newton Modificado

A construcéo e inversdo da matriz de rigidez (tangente) em cada iteragdo no método de Newton
torna-se morosa e cara se a estrutura tiver muitos graus de liberdade. Assim, como alternativa
pode adoptar-se para todas as iteragdes a matriz de rigidez da 12 iteracdo. Consiste portanto em
adoptar na equagéo (2.53) [K,~.1]'1=[k0 ]'1 para todas as iteragdes j. O nimero de iteragbes aumenta,

como se mostra na Figura 2.19, mas cada ciclo torna-se bastante mais rapido.

P

1%Iter, 2°Iter. 3
o>

I S i '/

| L

>

do d, d2 d,

Figura 2.19 - Método lterativo de Newton Modificado [27]

2.5.2.4 - Método Misto de Newton-Rapson

O método misto de Newton-Rapson concilia os métodos Simples Incremental com o lterativo
de Newton [18, 27]. O vector de cargas generalizadas R nao ¢é aplicado de uma vez s6 a estrutura,
mas sim por incrementos AR, no que se designa por Passo Incremental. Dentro deste passo
procede-se a implementagcdo de iteragbes, etapas iterativas, cujo processo iterativo permite a
correccao sucessiva da trajectoria de calculo para a trajectoria real.

O incremento de carga generalizado AR pode ser substituido por um parametro de carga
incremental AA, definido por AR = AA*R, (0 < AL < 1). A convergéncia das iteragcbes deve ser
controlada (i) pelo valor minimo de forga desequilibrada [18, 27] e (ii) pelo acréscimo maximo de
deslocamento [18] quando se esta perto do ponto limite. Perto do ponto limite (carga limite) a
matriz de rigidez é quase indefinida pelo que os resultados se obtém com menor precisdo. Aqui é

necessario corrigir o parametro de carga Aj, por exemplo, na razio inversa da relagéo entre o

deslocamento maximo obtido e o deslocamento maximo permitido. De qualquer forma o método
Misto de Newton-Rapson nao converge no ponto limite, o que é uma das suas caracteristicas e

desvantagem.
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AR,

Predictor |

teragies,
pru———

AR

i

deslocamentos, D

Figura 2.20- Método Misto Newton-Rapson (adaptado de [18])

Considere-se o inicio da 12 iteragéo, j=1, do passo de carga i. A matriz de rigidez kj o € montada

de acordo com o campo de deslocamentos e de esforgos (tensdes) da ultima iteragdo do passo

anterior (i-1), ou seja, Kj g = Kj_1 j=. Por outro lado a for¢a desequilibrada € nula, Q;; =0 e a
equagao de equilibrio iterativa (2.32.a) reduz-se a :
Ki, 0" ADi,-] = ARi’-] (2.54)

Para iteracbes superiores a primeira (j>1) ndo € dado nenhum incremento de carga e por isso

ARi,j=0, mas a forga desequilibrada Qi,j é diferente de zero, pelo que a equacado de equilibrio

(2.32.a) fica:
Ki, -1 * ADi,j = Qi,j (2.55)

Nos métodos de controle de carga a convergéncia deve ser controlada com base na redugao das

forcas desequilibradas [21], por exemplo através da norma Euclidiana:
1Qijll=(@T*Qij)"™ < BIIAR;|I =B (ART * AR)™ (2.56)

sendo AR; o incremento de carga no inicio do passo i, e § um parametro en