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1. Calculo Diferencial em R"

Funcdbes reais de varias variaveis reais

E evidente que o estudo das funcdes de uma so
variavel real n3ao € suficiente para a analise dos
fendmenos da ciéncia e da natureza, ja que mui-
tos deles dependem de varios fatores.

f: DCR"—R

f(afl,"‘ ’xn):w



Definicao: Se a cada n-uplo (xi1,:--,x,) de valo-
res reais de n variaveis independentes z;, Vi = 1, n,
pertencente a um conjunto D C R", corresponde
um valor bem determinado de variavel real w, diz-
se que w € uma funcao real de n variaveis reais e
denotamos por w = f(x1, - ,x,).

Exemplos:
a) w=azy+In(z—3)+e +2 (= f(z,9))

b) w = x?yz +senz e* (= f(z,y,2))

) w=—— (= f(&,5,5))

Yz —



Definicao: Chama-se dominio de definicao da

funcao w = f(x1,---,x,) a0 conjunto dos n-uplos

(1, -+ ,x,) de valores reais z;, Vi = 1,n para 0s

quais f(x1,--- ,xn) faz sentido. Denotamos por Dy.
Exemplos:

a) f(z,y) =zy+1In(z—3)+e¥+2
Dy ={(z,y) ER*: 2 —3 >0}
b) f(z,y,z) = x’yz +senx e — Dy =TR3

C) f(w7yazau') -
TYz — U

Dy = {(x,y,2,u) € R*: 2yz — u # 0}



Definicao: Se a cada par (z,y) de valores reais
de duas variaveis independentes x e y, pertencente
a um conjunto D C R?, corresponde um valor bem
determinado de variavel real z, diz-se que z € uma
funcao real de duas variaveis reais e denotamos por

g = f(xay)'

Exemplos:
a) f(z,y)=+/4—2%>—y>+In(z—y)
b) fl@,y) = 5 + /7Y
’ x2 4+ y? + 25

c) f(x,y) = arccos(z?® + y? — 3)



Definicao: Chama-se dominio de definicao da
funcdao z = f(x,y) ao conjunto dos pares (z,y) de
valores de = e de y para os quais f(x,y) faz sentido.
Denotamos por Dy.

Nota: Geometricamente, o dominio de definicao
de uma funcao z = f(x,y) € representado no plano
OXY.



Exemplos:

a) f(x,y) =+/4—2>—y?+1In(z —y)
Dy={(z,y) ER*:4—2> —y* > 0Nz —y > 0}




COST i
/T
x2 + y? + 25 Y

Dy ={(z,y) € R*: zy > 0}




c) f(z,y) = arccos(z? + y* — 3)
Dy ={(x,y) eR*: -1 <z’ +¢y°-3<1}

-3 . L . . .
-3 -2 -1 0 1 2 2




Definicao: Chama-se grafico da fungcao f ao sub-
conjunto do espaco R"*! constituido por todos os
pontos (x1,: - ,Tn, f(x1, - ,xn)).

Definicao: O lugar geométrico de todos os pon-
tos (z,vy, f(z,y)) chama-se grafico da funcao f e é
um subconjunto do espaco R3.

A equacao z = f(x,y) define uma superficie no
espaco, cuja projecao no plano OXY € o dominio
desta funcao. Cada perpendicular ao plano OXY
Nao corta a superficie em mais do que um ponto.



Seja z = f(z,y) uma fung¢do definida num dominio
Dy e Py(xo,y0) um ponto do interior ou da fronteira
de Df.

Definicao: Diz-se que o numero [ é o limite da
funcao f(z,y) quando o ponto P(zx,y) tende para o
ponto Py(xo,y0), € denotamos por

lim f(z,y) =1,

(z,y)—(x0,%0)

S€  Ve>035>0¥@a)en\{(womn)} * V (AT)* + (Ay)* <6
= |f($7y) _l| <é€




V(Az)? + (Ay)? < 6
|Az| < \/(Aaz)2 + (Ay)2 < d
Ayl < V/(Az)2 + (Ay)2 < 6

Observacoes:

o (x,y) tende para (xo,yo) arbitrariamente com a
unica condicao de pertencer ao dominio.

¢ Se existe o limite da funcao f(x,y) quando o
ponto P(z,y) tende para o ponto Py(xo,yo), entao
o valor limite da fun¢cao nao depende do caminho
percorido.



Exemplos:

a lim T + =0
) (w,y)—>(0,0)( y)

b lim T — =0
) (w,y)—>(0,0)( y)

@ lim 3r — 2y) = 16
) (w,y)—>(4,—2)( y)
2
d) lim —7 —g
(z,y)—(0,0) 22 4 y?

e) 3 lim * + 3y
(z,y)—(0,0) x + Yy

i Ty
lim
3 (z,y)—(0,0) 22 + y2




lim  f(z,y)

(I’,y)—>($0,y0)

lim  f(z,y)

r — X
Y —Yo

Estudar o limite em certas restricoes do dominio
de f(z,y), ou seja, estudar o limite quando (z,y)
tende para (xo,yo) a0 longo de um certo caminho:

> limites sucessivos

> limites direcionais

>



B |imites sucessivos

>  lim <lim f(:c,y))

Y—Yo \T—%X0

mantendo y constante obtem-se lim f(z,y) como

T—T(

funcao de y. De seguida, calcula-se o limite desta
funcao quando y — yo.

>  lim (lim f(x,y))

L0 \Y—Y0

mantendo z constante obtem-se lim f(x,y) como
Y—Yo
funcao de x. De seguida, calcula-se o limite desta

funcao quando z — xg.



B limites direcionais (retas nao verticais de de-
clive m que passam por (xo,yo))

lim f(z,y) = lim f(z, m(x — o) + vo)
T — To T

y—yozm(x—xo)

B limites considerando parabolas de eixo vertical
que passam por (xo, yo))

lim f(z,y) = lim f(z,k(z — z0)” + yo)

T — o T—x(

Yy — yo = k(x — xz0)?



Seja Py(xo,yo) um ponto do dominio de definicdao
de f(z,y).

Definicao: Diz-se que a funcao f(x,y) € continua
no ponto Py(xo,yo) S€
lim )f(iﬁ,y) = f(xo,%0)-

(fﬂ,y)—>($0 »Y0

Definicao: Uma funcao continua em cada ponto
de um conjunto, diz-se continua nesse conjunto.

Definicao: Se num ponto Py(xo,yo) Nnao € satisfeita
a condicao de continuidade, diz-se que Py(xo,yo) €
um ponto de descontinuidade da funcao.



Propriedades:

¢ A soma de duas funcdes continuas no ponto
(zo,y0) € uma fungao continua no ponto (zo, yo)-

¢ O produto de duas funcdes continuas no ponto
(zo,y0) € uma fungao continua no ponto (zo, yo)-

¢ O quociente de duas funcdes continuas no pon-
to (o, y0) € uma funcao continua no ponto (xo,yo),
se 0 denominador € diferente de zero nesse ponto.

o Se g(x,y) € continua no ponto (xo,yo) € a funcao
f(t) é continua em ty = g(xo,¥0), entao a fung¢ao
(fog)(x,y) € continua em (zo, yo).



Nota:
Funcdes racionais sao continuas no seu dominio.

Exemplos:

a) h(z,y) = x*+ y* € continua em D; = R? pois
€ uma fung¢ao racional.

b) h(z,y) = —= & continua em D; = R?\{(0,0)}

x? + y?

pois € uma funcao racional.

¢) h(z,y) = e*™¥ & continua em D; = R? pois
h(z,y) = (fog)(xz,y), onde g(x,y) = z+y* € continua
em R? (funcdo racional de dominio R?) e f(t) = ¢! é
continua em R.




9 fay =4 TH8

€ continua em (0,0) pois

lim €T lim =0
(z,y)—(0,0) fley) = (z,y)—(0,0) T2 4 y?

£(0,0) = 0.



Para as funcodoes reais de mais variaveis reais, o
limite e a continuidade definem-se analogamente.
Por exemplo,

Definicao: Diz-se que a funcao f(zx,y, z) € continua
no ponto Py(xo, yo, 20) SE

lim f(z,y,2) = f(o,yo, 20)-

(x,y,2)—(x0,Y0,20)



Definicao: Chama-se derivada parcial em relacao
a z (y), da funcao z = f(x,y) no ponto (xo,yo), a0
limite

%(CC Y ) — lim f(CU() + h'7 yO) _ f(aj(), yO)
oz 7 T hS0 h

82 - f($07 Yo + h) — f(.CC(), yo)
(8—y(ﬂ3o,y0) = lim ; ).

Nota: A derivada de z = f(x,y) em relacao a x
(y) é calculada derivando a funcao considerando z
(y) variavel e supondo y (x) constante.




Exemplos:

flz,y)=2"+y

OF (o ) = lim LEFPY) = @) _ o)
ox h—0 h



Interpretacao geométrica das derivadas parciais

O valor da derivada parcial em relacao a z, no
ponto (xo,y0), € igual a tangente do angulo formado
pela reta tangente a curva, definida pela intersecao
da superficie z = f(x,y) e do plano y = yo, € 0 plano
OXY. Analogamente, define-se a derivada parcial
em relagdo a y, no ponto (xo,yo).



Definicao: Chama-se derivada parcial em re-

lagdo a z;, da funcao z = f(x1,---,xy), NO ponto
(xd, -+ ,z}), ao limite
0z , 4
£($07"' ,Z() =
(3
h—0 h .
Nota: A derivada de z = f(x1, -+ ,x,) €m relacao
a x; € calculada derivando a funcao f(xi,---,xn)

considerando z; variavel e supondo z;, j # ¢ constantes.




Seja z = f(way) Assim, %(xay) € %(x,y)
ox oy

também sao funcgdes de x e y.

0
Definicao: As derivadas parciais de 8—Z(x,y) e
T

0

a—z(a:,y) chamam-se derivadas parciais de 22 ordem
Y

da funcao z = f(x,y).

Em geral, as derivadas parciais das derivadas de
ordem n — 1 da fun¢ao z = f(x,y) chamam-se deri-
vadas parciais de ordem n, de z = f(z,y).



Derivadas parciais de 22 ordem da funcao :z

f(z,y):

¢
¢
<
<

0%z 0

()
— =z
ox?2 Ox \Ox v

0%z 0

0%z

éyz__ 0
oy? Oy
0%z 0%z
0xOy Oyox

2

(82) ;
= —— [| == = Z
Oxdy Oy \Ox Y
0 (82) ;
= — | — | = z
Oydx Oz \ Oy vr

0z
<8y) =

derivadas mistas



Teorema: Se a funcdo z = f(x,y) € as suas deri-
vadas parciais
0z 0z 0%z 0%z
) Y €
Oor Oy 0x0dy Oyox
sao continuas no ponto (zo,y0) € numa vizinhanga
de (xo,yo), entao
0%z 0%z

O0x0y (0, 30) = Oyox

(CL‘O, yo)-



Derivadas parciais de 32 ordem da funcao :z

f(z,y):

03z 93z 03z 03z
ox3’  0x20y’  OxOydx’  Oydz?’
93z 93z 93z 93z

OydxOy  O0xdy?  0Oy20x’  Oy3

z = f(x,y) tem 2P derivadas parciais de ordem p.



w= f(x,y,z) tem 3" derivadas de ordem p.

y = f(x1,--- ,x,) tem n” derivadas parciais de ordem p.

Nota: Caso as derivadas parciais sejam continuas
entao o resultado da derivacao multipla nao depen-
de da ordem dessa derivacao.



Exemplos:

f(z,y) = 2* + yx + 2z + 5y — 15

of of

—~(x,y) = 3z* +y + 2 “z,y)=x+5
ox Oy
82f 82f
_ 4 — 6 , —1
62f an
—1 ’ —0



o3 f 03 f
Bl (z,y) =6 a—yg(x7y) =0
o’ f O3 f o3 f
Y — ) = ) — O
5 Gy(x Y) &cay@x(x Y) 8y8x2(x Y)
o°f O3 f 93 f
Y — 9 = 9 — 0
0x0y? (#,9) 8y28x($ y) 8y8x8y(w y)



Exemplos:

f(x,y,z) = xze®* + In(yz) + 2y + 1

of
ox

= e’ 4+ xe”

82
—f = 2¢e” + ze”

Ox?
0% f B 0% f B
ordy Oydr
0°f

0yoz B 0z0y B

of _1,, of_1

oy vy 0z =z

o°f 1 o°f 1

8y2_ Y2 922 2
o*'f  0°f _a
dxdz  0z0r
0% f

0




Seja z = f(z,y) € (zo,y0) € Dy.
Definicao: Se existe uma vizinhanca V de (xo,yo)

tal que Y(z,y) € VN Dy, (z,y) # (x0,Y0),
f(xo,v0) > f(z,y)  (f(zo,y0) < f(=,9)),

diz-se que a funcao z = f(x,y) admite um maximo
(minimo) no ponto (xo,yo).

Ao(s) maximo(s)/minimo(s) de z = f(x,y) chamam-
se extremos da funcao.



Teorema (condicdao necessaria para a existéncia
de extremo):
Se a funcao z = f(z,y) admite um extremo no pon-
to (xo,y0), entao as derivadas parciais de 12 ordem
anulam-se no ponto (zg,yp) OU NA0 existem.

Definicdao: Seja z = f(z,y) e (zo,y0) € Dy. Se
of of
=0 =0
&B(iﬁo,yo) =Y € 8y($0,y0) ;

entao (xo, yo) Chama-se ponto estacionario da fungao.



Algoritmo (n = 2)

Passo 1: Resolver

)
0
9 _
ox
—> (xo,y0) ponto estacionario
of
i ap—y'
[ 9Y

Passo 2: Determinar

[ 2 o) 2
Ox? et

8wgy(ﬂ?0, yo) \

H(LEQ, yO) —
o f 0*f

\8y8x($0’y0) 3—y2($0,y0))




Passo 3:
0°f

Di=52

(xo,%0) e Dz=|H(xo,%o0)]

Passo 4.
o Se D >0 e Dy >0 — f(x(),’yo) minimo

o Se D1 <0 e Dy;>0 = f(x0,y0) mMaximo
o Se Dy <0 = f(xo,y0) nao € extremo

o Se Dy = 0 — nada se pode concluir (por
este método)



Exemplos:

a) f(z,y) =2+ y
tem um minimo em (0,0) — f(0,0) =0.




b) f(x,y) =23+ 3zy? — 15z — 12y
tem um minimo em (2,1) — f(2,1) = —28
tem um maximo em (—2,—-1) — f(—-2,—1) = 28.




Seja w = f(x1,--- ,z,) uma funcao real de variavel
real.

Definicao: Diz-se que f(xi1,--- ,x,) € uma funcao
homogénea de grau k se

fltxy, - txn) =t°f(z, - ,zn), Vt €R.

Teorema de Euler: Se f(x1,---,x,) € uma funcao
homogénea de grau k, entao

"0
Z afiUi — kf (igualdade de Euler).
XLi



Em particular

Definicao: Diz-se que f(z,y) € uma funcao ho-
Mogénea de grau k se

fltz,ty) = t"f(z,y), Vt € R.

Teorema de Euler: Se f(z,y) € uma funcao ho-
Mmogénea de grau k, entao
of  0Of

— —y =kf.
8wx+8yy /



Exemplos:

a) f(z,y) =zy
é uma funcao homogénea de grau 2

b) flz,y) = xfny

€ uma funcao homogénea de grau 0

¢) f(z,y) = cos(zy)
nao € uma funcao homogénea



Seja f(x1,---,x,) uma funcao com derivadas par-
ciais continuas num ponto (z%,--- , V).

Definicao: Chama-se diferencial total da funcao
f(x1, -+ ,x,), no ponto (xf,---,x2), a

i=1 t

Definicao: Chama-se acréscimo total da funcao
f(x1, -+ ,x,), no ponto (xf,---,x2), a



Seja f(x,y) uma fun¢cdo com derivadas parciais
continuas num ponto (zo, yo).

Definicao: Chama-se diferencial total da funcao
f(x,y), no ponto (xo,yo), a

0 0
df (zo,yo) = —f(wo, Yo)dx + —f(wo, yo)dy.
ox oy

Definicao: Chama-se acréscimo total da funcao
f(x,y), no ponto (xo,yo), a

A f(xo,y0) = f(xo + Az, yo + Ay) — f(o, Yo).

V(Az)? + (Ay)? pequeno —  Af(xzo,y0) ~ df (z0,50)




f(xo + Az, yo + Ay)

of

~ f(zo,y0) + Y

0
(20, y0) Az + 8—5(330, e

Exemplo: - 57

(2,09 1n(0,9) ~F(2, 1) + 5H(2, DAz + 22, 1) Ay
X

—0+0+4(-0,1) = —0,4

f(z,y) =2*lny | Az =0,03 | Ay=—-0,1

of
ox

of

f(2,1)=0 (2,1) =0 B0

(2,1) =4




Formula de Taylor

Seja f(x,y) uma fungdo com derivadas parciais
continuas, até a 32 ordem inclusive, numa vizi-
nhanca V do ponto (xo,yo). Entao, para todo (x,y)
de V temos a seguinte formula de Taylor,

£(2,9) = F(@0,30) + 52 (20,30) (@ — 20)
2
+§—§<xo, 0)(y = 90) + 51 | 52 (20,u0) (@ — 20)’
82 82
227 gym, o)z = )y = ) = a—f(x 40) (¥ — y0)?

Caso (xo,y0) = (0,0) também se denomina Formula
de MacLaurin.



Exemplo:
2

e ~ 1+ xy + ‘% para pontos (x,y) numa vizi-
nhanca de (1,0)
of

fay)=e? Sl =ye”

of _
8y_

xre’Y

_ of _ of _
fL0=1 Fa.0=0 Z1,0=1

2 2 2
ﬁ:erxy 8f :exy+yaj€wy ﬁ:wQGwy
Ox? OxOy 0y?
0? 0? 0?
f(l, 0)=0 /

atlh 1,0)=1 =—2(1,0)=1
0x? 8x8y( ) 8y2( )



Sejam w = f(ui, - ,un) € wu; = ui(x1,--- ,Tm),
1 = 1,n, funcOes reais de variaveis reais.

Definicao: f(ui(xi,--- ,&m), - ,un(T1, -+ ,Tm)) € UMA
funcao composta das funcdes wu;, ¢ = 1,n, nas va-
riaveis zj, 3 =1, m.

Se as derivadas parciais das funcdes f e u;, 1 =1,n
existem e sao continuas temos que

Bf _ 3 Bf Bu
8$j 8uz awj

=l




Sejam z = f(u,v),
funcoes reais de variaveis reais.

Definicao: f(u(z,y),v(z,y)) chama-se funcdo com-

u = u(z,y) e

v = ’U(ZB,y)

posta das fun¢bes v e v, nas variaveis = e y.

Se as derivadas parciais das funcgdes f,
existem e sao continuas, como podemos calcular as

derivadas parciais da funcao composta?

u € v

df  Ofdu

of ov

of Ofodu

of ov

Ox  Oudzx

ov Ox

Oy  Oudy

ov Oy




Exemplo:

2= In(u? +v) (= f(u,v), u=e*", v=a’ty

8f:8f3u+8f8’u: 2u T 1 .
Or Oudxr Ovdx u?+wv u? + v
2 2
. x+ 2
— (ex+y2)2 1 2 +y((e Yy ) —|—$)
gzﬁfau_'_@f@v: 2u 2yex+y2—|— 1 ]
dy Oudy Ovdy u?+wv u? + v

1
- (€x+y2)2 + 224y

(4(e+y + 1)



Sejam w = f(z,u1, - ,un) € u; =ui(x), i=1,n,
funcdes reais de variaveis reais.

Definicao: f(ui(x), - ,ux(x)) € uma funcao com-
posta das funcdes u;, 1 = 1,n, de uma so variavel
xZ.

Se as derivadas parciais das funcdes f e u;, 1 =1,n
existem e sao continuas temos a derivada total da
funcao composta

df_af r Of du;
dac_ﬁx_'_z




Sejam 2z = f(z,y) e y = y(x) funcdes reais de
variaveis reais.

Definicao: f(z,y(z)) € uma funcao composta de
uma so variavel z.

Se as derivadas parciais da funcao f e a derivada da
funcao y existem e sao continuas temos a derivada
total da funcao composta

df_3f+3fdy
de Oz Oydx




Exemplo:

2=2+/§ (= f(z,y), y=sena

df _of n of dy
der Oz Oydx

1

2\/§
COSI

2\/senx

= 2x + COST

= 2x +



Definicao: A funcao y = f(x1,---,x,) diz-se na
forma implicita, se € dada através da equacao

F(xla"' 7$nay) =0

nao resolvida em relacao a variavel y.
Exemplos:

a) z’y—x+ 2y = 0 define implicitamente y como
funcao de x numa vizinhanca do ponto (0,0)

b) z—y+z—sen(xy—1) = 0 define implicitamente z
como funcao de xz e de y numa vizinhan¢a do ponto
(1,1,0)



Regra de calculo da derivada de uma funcao dada
na forma implicita (n=1)

Para calcular a derivada da funcao y = f(x), dada
na forma implicita através da equacao F(x,y) = 0,
no ponto x = xy, deriva-se ambas partes da equacao
F(x,y) = 0 considerando que y = y(x) € uma fung¢ao
composta.

Exemplos:

a) A equacdo zy — senx + y° + 2y = 0 define im-
plicitamente uma funcao y = f(x) numa vizinhanca
do ponto (z,y) = (0,0).

y + xy — cosz + 3y°y + 2y’ =0
1
= ~1+2/(0)=0 <= (0=,



y"(0) :

y + zy — cosz + 3y°y + 2y =0

y’—l—y’+a:y"—|—sen:v+6y(y’)2—|—3y2y”—|—2y":0

— x9g=0 € yo=20
[N

2y'(0) +2y"(0) =0,

1

1/
0) = —=
y (0) 5



b) A equacgdo e®—xcosy = 0 define implicitamente
uma funcao y = f(x) numa vizinhangca do ponto

(z,y) = (1,0).

(y + zy")e™ — cosy + xy'seny = 0

— xog=1 e yOIO

C_>
y'(1) —1 =0,
y(1)=1
Nota:
zy
y = ye'” + cosy , xe®™ 4+ xseny #£ 0

rety + xrseny



Seja F(xz,y) uma funcdo definida em Dr C R? com
derivadas parciais continuas numa vizinhanca de
(:Co,yo). Seja (CC(),yo) c ntDgr tal que F(aﬁo,yo) = 0.
Entdao F(z,y) =0 define implicitamente y (z)como
funcao de = (y), numa vizinhang¢a de (xo, yo).

OF

OF d —— (0, %o)

o Se —(a:o,yo) #+ 0, entdo dy(a:o) = g}ﬁ
* —(w()ay())
8F( )
- L0, Yo

OF dx

o Se —(ZU(),yQ) # 0, entao d—(yo) = 8%

& —(x())y())

oz



Exemplo:

A equacdo zy — senz + y° + 2y = 0 define implici-
tamente uma funcao y = f(x) numa vizinhanca do
ponto (z,y) = (0,0)

OF
o 5 —(0,0)
—(0) =

8—F(o OF 9.0 2



Regra de calculo da derivada de uma funcao dada
na forma implicita (n = 2)

0z 0z
Para calcular as derivadas parciais (— e 8_) da
Ox Yy

funcdo z = f(x,y), dada na forma implicita através
da equacao F(x,y,z) =0, no ponto (z,y) = (xo, yo),
deriva-se ambas partes da equacao F(x,y,z) =
considerando que z = z(z,y) € uma funcao com-
posta (em relacao a x e em relacao a y).

Exemplo:
A equacao xye®* — z = 0 define implicitamente

uma funcao z = f(x,y) numa vizinhan¢ca do pon-
to (0,1,0).



ye’ + xye’z, — 2z, =0

>

0z 0z
1——(0,1) =0 —(0,1) =1

/ /
re® + xye’z, — 2z, =0

s

“20,1) =0
50,1



Seja F(x,y,z) uma funcdo definida em Dp C R?
com derivadas parciais continuas numa vizinhanca
de (wo,yQ,ZQ). Seja (aﬁo,yo,ZQ) c intDr tal que F(xo,yQ,ZQ)
0. Entdo F(z,y,z) = 0 define implicitamente
z como funcao de z e de y, numa vizinhanca de

oF ~
(wo,yo,ZO). Se a(xo,yo,ZO) 75 0, entao

8F( )

Oz — (X0, Yo, 20

== (0, y0) = —9Z

ox
a(wo,yo, Zo)
oOF

B 8—y(9007y0,Z0)

_(330, yO) — =
OF
ay —(230, Yo, ZO)

0z



Exemplo:

A equacao xye®* — z = 0 define implicitamente
uma funcao z = f(z,y) numa vizinhanga do pon-
to (0,1,0).

a—F(o 1,0)
%(0,1):—3}5 3
v —(0,1,0)
0z
OF
82 8—(07 170)
—-(0,1) = — —0
Y —(0,1,0)
0z

(Final do Capitulo 1)



1. Calculo Integral em R”

Integral duplo

Assim como o integral definido de uma funcao
positiva, de uma variavel, representa a area entre o
grafico e o eixo X, o integral duplo de uma funcao
positiva, de duas variaveis, representa o volume en-
tre o grafico e o plano que contém o seu dominio.



Seja f(x,y) definida num conjunto fechado €, li-
mitado pela curva plana fechada simples (sem pon-
tos multiplos) 92. Dividimos £ em m conjun-
tos limitados por curvas planas fechadas simples w;,
1= 1,m.

Denotamos por Aw;, % = 1,m, as areas desses
conjuntos.

Em cada w; escolnemos um ponto arbitrario (x;, y:).

Definicdo: A soma
Sm(f) — f(xla yl)Awl R f(xmy ym)Awm

chama-se soma de Riemann da funcao f em ().



Consideremos uma sucessao arbitraria de somas
integrais Sy, (f), - ,Sm,(f), -+ formadas por diver-
SOS cortes de 2 em conjuntos parciais wy € tais que
O maior diametro dos w; tende para zero quando
my, — OQ.

Definicdao: Se existir limite da sucessao { S, (f)}52,
e este nao depender nem do modo do corte de 2
em conjuntos parciais wiy hem da escolha do ponto
(z;,yi), entao a esse limite vamos chamar integral

duplo da funcao f(x,y) sobre 2 e denotar por

//f(w,y) dw.
Q



O integral duplo de uma fun¢ao f(x,y) sobre um
dominio de integracao (2 pode ser representado de
diversas formas. (2 € representado em todos os
sinais de integracao ou surge abreviado no sinal de
integracao mais a direita.

Exemplos: Q={(z,y) eR?: 0<2<4,0<y <2}

/OQdy/04f(:c,y)da: /02/04f(a:,y)da:dy
/04d:c/02f(a:,y)dy /04/02f(g;,y)dydx
/Q/f(l’,y)dxdy



Teorema: Se a funcao z = f(x,y) for continua
em (2, entao € integravel, isto €, existe o integral

duplo
//f(a:, y) dw.
Q

Teorema do valor médio: Seja f(x,y) uma func¢do
continua em 2. Entao existe pelo menos um ponto
(a,b) € Q2 tal que

/ Q/ f(z,y) dw = f(a, b)An.



Interpretacao geomeétrica

Area: Qualquer soma de Riemann da funcao
f(x7y) E 11 em Qv

Sm(l) = Awi + - Dwyy,
corresponde a area de (2, isto €,
Aq = Sn(1), Vm.

AQZ/Q/dw




Interpretacao geomeétrica

Volume: Se f(z,y) >0, VY(z,y) € 2, entdo o vo-
lume V do corpo limitado pela superficie z = f(x,y),
o plano z = 0 e a superficie cilindrica cujas geratri-
Zes sao paralelas ao eixo Oz e se apoiam sobre a
fronteira de 2 € nos dado pelo integral duplo

//f(w,y)dw-
V=//f(fv,y)dw




Propriedades do integral duplo

o Vf integravel em 2, VK € R

/ Q/ K f(o,y)dw =K [ Q/ £, y)dw

o Vf,g integraveis em

//[f(w,y)ig(w,y)]dwz //f(w,y)dwi//g(w,y)dw
Q Q Q

o Vf integravel em Q, Q = Q; Uy, 21 € 25 sem
pontos interiores comuns

//Jc(m,y)dw://f(x,y)dw-l—//f(may)dw



o Se f(z,y) <g(x,y), Y(x,y) € Q, entao

//f(wydw<//g(wy)dw

o Se m< f(x,y) < M, V(z,y) € Q, entdo

mAa < [ [ f@p)do < MAs

[ [ e

< [ [1r@vlds



Calculo de integrais duplos

(2 - dominio retangular

Teorema: Se f(xz,y) € uma fungcao continua no
retangulo Q = [a,b] X [c,d], entdo

//f(:c y)d:cdy—/da:/ f(z, y)dy_/ dy/ Fx, ) i
Exemplos:
@) AQ—/ df’f/ dy—/dy/ dx = 2
b) //(x—l_yz)dwdy:/_ldmé(£B+y2)dy:...:§



(2 - dominio regular

Sejam y = ¢(x) e y = d(x) duas funcdes continuas
sobre o segmento [a,b], a < b, e tais que c(zx) < d(x),
Vz € [a,b].

Definicao: A0 conjunto 2 que € limitado pelas
curvasy =c(x) ey =d(z) e pelasretasz =aex=5b
chama-se dominio regular segundo o eixo Oy.

Teorema: Se f(z,y) € uma funcdao continua no
dominio regular (2 segundo o eixo Oy, entao

[ [ r@waviy= | da / z;c)ﬂx,y) dy.
Q



Exemplos:

1. Q={(z,y) eR?*: 0<z<1, 0<y<uz}

/Olclx/oaj dy (= Aq)

1 T
/ da:/ vVa?+ 1dy
0 0

2. Q={(z,y) eR?: 1<x<?2 2 <y<z+2}

xr+2 1
/ daz/ —dy



Sejam z = a(y) e x = b(y) duas fungdes continuas
sobre o0 segmento [¢,d], ¢ < d, e tais que a(y) < b(y),
Yy € [c, d].

Definicao: A0 conjunto 2 que € limitado pelas
curvas x = a(y) ex =b(y) e pelasretasy=cey=d
chama-se dominio regular segundo o0 eixo Ox.

Teorema: Se f(xz,y) € uma fungcao continua no
dominio regular 2 segundo o eixo Oz, entao

d b(y)
[ [ wazdy = [y [ sy) d
0 c a(y)



Exemplos:

1. Q={(z,y) eR?:y<z<1, 0<y<1}

/dy/ dr (= Agq)

/ dy/ Va2 + 1ldx
0 Yy

2. Q={(z,y) eR?: 0<z <y, 0<y<1}

1 Vi
/dy/ (xy + = +y)dx
0 0



Definicao: Um dominio regular segundo os dois
eixos de coordenadas chama-se dominio regular.

Teorema: Se f(z,y) € uma funcao continua no
dominio regular €2, entao

| [ t@ sy

b d(x) d b(y)
=/ d:v/() f(a?,y)dy=/ dy f(z,y) dx.

a(y)



Caso geral:

Se o dominio 2 for constituido por n dominios
regulares segundo Oz ou Oy tal que €4,---,€, nNao
tém pontos interiores comuns, entao

/ Q/ f(z,y)dady
:/({f(:c,y)dxdy—l— ------ +/§Zf(w,y)dfvdy

e cada integral da parte direita da ultima igualdade
pode ser calculado através de uma das formulas
anteriores.



Integrais duplos em coordenadas polares

A mudanca de variaveis para coordenadas polares
Sao particularmente vantajosas quando a funcao in-
tegranda envolve a expressao x? + y? e para regides
delimitadas por

¢ retas que passam na origem

& por circunferéncias

Se (p, 0) esta escrito em coordenadas polares, entao
em coordenadas cartesianas temos (z,y) em que

x = pcosh
> 2
{y:psen@, p=0, 0€l0,2n



//f(iU,y)divdyZ//f[pCOSG,psenH]pdde
Qx,y Qp’g

Exemplo:

Quy={(z,y) eR?:1 <22 +9y?* <3, y<0, x>0}

//e_(x2+y2)d:r;dy://e_prdde
Quy Q0

3
Qo= {(p,0) ER%:1< p< /3, 77T§9<27r}



Integral triplo

Seja f(x,y,z) definida num conjunto fechado V,
limitado pela superficie S. Dividimos V em m
conjuntos limitados por superfices v;, 1 = 1, m.

Denotamos por Awv;, ¢ =1, m, 0sS volumes desses
conjuntos.

Em cada v; escolhemos um ponto arbitrario (z;, vi, zi).

Definicdo: A soma
Sm(f) — f(wh Y1, Zl)Avl + ot f(me Ym, Zm)Avm

chama-se soma de Riemann da funcao f em V.



Consideremos uma sucessao arbitraria de somas
integrais Sy, (f), - ,Sm,(f), -+ formadas por diver-
SOS cortes de V em conjuntos parciais v e tais que
O maior diametro dos v, tende para zero quando
my, — OQ.

Definicdao: Se existir limite da sucessao { S, (f)}52,
e este nao depender nem do modo do corte de V
em conjuntos parciais vy hem da escolha do ponto
(zi, yi, i), €ntdo a esse limite vamos chamar integral
triplo da funcao f(x,y,z) sobre V e denotar por

I e



O integral triplo de uma funcao f(x,y,z) sobre
um dominio de integracao V pode ser representado
de diversas formas. V é representado em todos os
sinais de integracao ou surge abreviado no sinal de
integracao mais a direita.

Exemplos:

y,2) ER3:0<2<4,0<y<23<2z<7}

/dy/ da:/ f(x,y,z)dz ///f(a: Yy, z) dxdydz



Teorema: Se a funcao z = f(x,y, z) for continua
em V, entao é integravel, isto é, existe o integral

triplo
[[]senaa
J

Teorema do valor médio: Seja f(z,y,z) uma
funcao continua em V. Entao existe pelo menos
um ponto (a,b,c) € V tal que

///f(a:,y,z) dv = f(a,b,c)V.



Interpretacao geomeétrica

Area: Qualquer soma de Riemann da funcao
f(x,y,z) =1, em V,

Sm(l) = Avy + - Ao,
corresponde ao volume de V, isto €,
Y = Sn(l), Vm.

V=//V/dv




Propriedades do integral triplo

o Vf integravelem V, VK e R

///Kf(x,y,z)dv:K///f(x,y,z)dv

o Vf,g integraveis em V

///[f(x’y’z)ig(way,z)]dv
:///f(ac,y,z)dv:l:///g(x7y’z)dv



o Vf integravel em V, V. =V, UV, Vi e V4, sem
pontos interiores comuns

///f(:v,y,?«')d’v
Vv
[ Jsenn ]| [
1% Va

o Se f(x,y,2) <g(x,y,2), V(z,y,z) € V, entdo

///f(w,y,Z)dvS///g(af,y,?ﬁ)dv
|4 %4



o Se m< f(x,y,2) < M, VY(x,y,z) € V, entao

mVS///f(x,y,z)deMV
o
///f(x,y,z)dv

<[ [ [1r@y2ldo



Calculo de integrais triplos

(2 - dominio paralelepipedal

Teorema: Se f(z,y,z) € uma funcéo continua no
paralelepipedo V = [a,b] X [c,d] X [e, f], entdo

///f(x y,z)dxdydz—/ d:c/ dy/ f(z,y, 2) dz.
Exemplos: ,4] x [0, 3]

Q) V= /da:/dy/ dz = 6

b) /Oda:/2 dy/o(a:—l—y—l—z)dz:SO



V - dominio regular

Dominio regular sao conjuntos que podem ser re-
presentados na forma:

V = la,b] x [e(x),d(z)] x [e(x,y), f(z,y)]

ou

V = [a(y), b(y)] X [, d] x [e(z, ), f(z,9)],

ou qualquer outra forma analoga onde um dos seg-
mentos tem limites constantes, outro tem limites
que sao funcdes de uma variavel definida no seg-
mento com limites constantes e o terceiro segmen-
to tem limites que sao funcdoes de duas variaveis
sendo cada uma delas definida num dos segmentos
anteriores. Por exemplo,



Teorema: Se f(x,y,z) € uma fungao continua no
dominio regular

V =la(y, 2),b(y, 2)] X [c(z),d(2)] X |e, f],

entao

///f(x y,z)dmdydz—/ dz/d(z dy/b(yZ) (z,y, 2) d=.

Exemplo:

V =[0,1] x [0,1] x [0, zy]

1 1 ry 1
/ daz/ dy/ rydz = —
0 0 0 9



Curvas

No plano R? com o sistema de coordenadas OXY
vamos considerar uma funcao vetorial

7(t) = (@), y@®) =2z@®) @ +y®)j,  (*)

— — _
onde ¢ = (1,0) e j = (0,1) € uma base do espaco
R?,

Quando t varia, as coordenadas xz(t) e y(t) vari-
am e a extremidade do raio vetor 7 (t) descreve no
plano uma determinada curva L.

Definicao: As equacgdes (x) chamam-se equacdes
vetoriais da curva.



Exemplos:
1) 7 ()= (t,2t+3), te0,1]

— segmento de reta

2) T (t)=(t,2t+3), teR

— reta

3) 7 (t) = (2cost,2sent), t € [0,2r]

< circunferéncia



Comprimento de uma curva

Seja L uma curva definida através da equacao
vetorial

T(t) = (z(t),y(t), a<t< B,

com xz(t) e y(t) diferenciaveis.

O comprimento da curva L é dado pela formula

B
5= / VEOE T W OE dt



No espaco R? com o sistema de coordenadas OXY Z
vamos considerar uma funcao vetorial

T (t) = (2(t), y(t), 2(8)) = 2(t) T +y(t)F + 2(t)

(%)

— —
onde ¢ = (1,0,0), 5 =(0,1,0) e £ = (0,0,1) € uma
base do espaco R3.

é
k

Quando t varia, as coordenadas x(t), y(t) e z(t)
variam e a extremidade do raio vetor 7 (t) descreve
Nno espaco uma determinada curva L.

Definicdo: As equacdes (x) chamam-se equacdes
vetoriais da curva.



Exemplo:

1) 7 (t) = (cost,sent,t), t & [0,2n]

2) T(t) = (t,t%,t3), te[-1,2]

3) T(t) = (eh,t,t —1), te€[0,1]



Comprimento de uma curva

Seja L uma curva definida através da equacao
vetorial

T () = (2(t),y(t),2(t)), a<t< B,

com z(t), y(t) e z(t) diferenciaveis.

O comprimento da curva L é dado pela formula

/ VEOE T W OP + ZOPdt




Superficies

Diz-se que uma reta € tangente a uma superficie,
num ponto (xo,yo, z0) S€ € tangente a qualquer cur-
va tracada sobre esta superficie e que passe pelo
ponto.

Seja (xo, Yo, 20) UM ponto da superficie

F(x,y,z) =0
OF OF OF _ _
onde , e Sao continuas e
oxr Oy 0z
OF OF OF

—($07y07 ZO) 7é 0V —(x()? Yo, ZO) 7é 0V —(370, Yo, ZO) 7é 0.
ox oy 0z



Teorema: Todas as retas tangentes a superficie
F(x,y,z) = 0 no ponto (xo,y0,20) pertencem a um
mesmo plano.

Definicao: Ao plano formado pelas retas tangen-
tes a superficie F(x,y,z) = 0 no ponto (xo,yo, 20)
chama-se plano tangente a superficie no ponto e é
definido pela equacao

OF OF

— (0, Y0, 20) (z — 0) + ——(Z0, Yo, 20) (¥ — Yo)+
ox oy

OF
+——(0, Yo, 20)(z — 20) = 0.
0z



Exemplo:

Plano tangente a superficie =z +y+ 2z = 1, no
ponto (1,0,0):

I(x—1)+1(y —0)+ 1(z — 0) =0,

ou seja,

OF
F(z,y,z) =z+y+2z—1, —(1,0,0) =1,

ox
OF OF
,000=1, Z5(1,0,0)=1
S (10.0) =1, Z5(1,0,0

Nota: A superficie € um plano!



Definicao: Chama-se reta normal a superficie
F(x,y,2) =0

no ponto (zo,y0,20) a reta perpendicular ao plano
tangente nesse ponto e é definida pelas equacoes

L — Zo _ Y — Yo _ Z — 20
oF y 9F 9 )
- _ (L0, Yo, 2 - (L0, Yo, = - _ (L0, Yo, 2
By 0, Yo, 20 8y 0, Yo, 20 B 0, Yo, 20

oF
Se —(xo,Y0,20) =0, entdo
ox
= 1z0 A Y—1Yo . Z— 20
-0 oF — OF
— (%0, Y0, 20)  —— (0, Yo, 20)

oy 0z



Se

OF _
—(ﬂioayo,zo) = (0, entao

dy
— A T — o L Z — 20
- (L0, Yo, 2 — o, Yo, £
. 05 Y0, 20 Ey 0, Y0, 20
oOF
—(fﬁoayo,zo) = 0, entao
0z
z2=2zn N L — To . Y —7%Y
- oOF — OF
—(CUO,y(),Z()) —(Zﬁo,yo,zo)
ox dy



Exemplo:

Reta normal a superficie x+y+ z =1, no ponto
(1,0,0):

ou seja,



Calculo da area da superficie z = ¢(z,y), (z,y) € Q

92\ > 92\ 2
Ag = 1 — — | dxd
° //Q\/Jr(@:v)Jr(@y) o
Exemplo:

Superficie de uma esfera de centro (0,0,0) e raio
5 (2? 4+ y? + 22 = 25).

z = /25 — 22 — y2(= ¢(x,y)), para z =0 temos
Q circulo de centro (0,0) e raio 5

5 \ 25— x2 2 82’ 2
Ag = 2/ da:/ <—) dy= 1007
—5 25 z2 oy




Elementos da teoria do campo

Definicao: Chama-se gradiente da funcao f(x,y)
ao vetor

gradf = <3f ﬁ) _ iz + i

—, = i j.
ox Oy ox oy

Definicao: Chama-se gradiente da funcao f(x,vy, 2)
ao vetor

grad f = (

of of of Of—  Of—=  0f—>
3 ) :_Z+_j +_k
Ox Oy 0z ox oy 0z



Exemplo: f(x,y,z) = x>+ y*+ 2

of _
oxr

of _

of _
ay_ B

0z

2, 2y, 1

o ,1,00=2, Za,1,00=2, ZLa,1,0=1
ox oy 0z



Definicao: Chama-se derivada da funcao f(x,y),
no ponto (zo,y0), segundo a direcdo uw = (u,us)
(ou derivada dirigida) a

S (o) = L e <y>

Lo, Yo) = — L0, Y0)T— 0, Yo

s P = =
12| = /2 + o



Definicao: Chama-se derivada da funcao f(z,y, z),
no ponto (zo, Yo, 20), Segundo a direcdo u = (u1, uz, u3)
(ou derivada dirigida) a

0 0 U
—i(ﬂﬁo, Yo, 20) = —f(fBO, Yo, Zo)jl-F
ou ox |||

0 U 0 U
+—f(900,y0720) —2> + f(x()?y()azo) —3> :
dy |u|| Oz |||

12N = \/u? +ud +



Teorema: A derivada da fun¢dao f(x,y) hum pon-
to (x0,v0) segundo a direcdo W = (u1,u2) admite
um valor maximo quando a direccdo de W = (u1, us2)
coincide com a do gradiente e este valor maximo é

igual a ||gradf(zo, yo)||-

Teorema: A derivada da funcao f(z,y,z) num
ponto (zo,yo,20) segundo a direcdo u = (u1,u2, us3)
admite um valor maximo quando a direccao de
w = (u1,u2,u3) coincide com a do gradiente e este

valor maximo € igual a ||gradf(xo, yo, 20)]|-



Exemplo:

A derivada dirigida maxima da funcao

f(z,y) = Inz + Iny,

no ponto (e, 1) €




Integral curvilineo

Seja P(x,y) uma fun¢cdao continua num dominio €
do plano XOY e L C 2 uma curva definida de um
ponto (a,b) a um ponto (¢,d). Dividimos a curva L
em m partes arbitrarias pelos pontos A;, i1 = 0, m,
(CL, b) — (x07y0)r (C7 d) — (mmaym)'

Denotamos por

A = (xk,yx) € Dzp=xp1 —xk, Kk=0,m—1,

Em cada arco da curva L que liga os pontos A
e Ai11 escolhemos um ponto arbitrario Ay = (xk, yx)
arbitrario.



Definicdo: A soma
Sm = P(flv gl)Axl Tt P(i\f/na %)Awm

chama-se soma integral da funcao P(x,y) na curva
L em relacao ao eixo OX.

Consideremos uma sucessao arbitraria de somas
integrais Sy, ,Sm,, -+ formadas por diversos
cortes de L em arcos parciais e tais que o maior dos
nuameros |Axy| tende para zero quando m, — oo.



Definicao: Se existir limite da sucessao {Sy,}2, e
este nao depender nem do modo do corte de L em
arcos parciais nem da escolha dos pontos ﬁk, entao
a esse limite vamos chamar integral curvilineo da
funcao P(x,y) sobre a curva L em relagcdao ao eixo

0X e denotar por
/P(:Jc,y) dz.
L



Analogamente, podemos definir integral curvilineo
da funcao Q(x,y) sobre a curva L em relagao ao €ixo
0Y e denotar por

[ a@va.

Definicao: Chama-se integral curvilineo do par
de fungdes P(x,y) e Q(x,y) sobre a curva L a

/P(w,y) dw+/Q(w,y) dy = /P(w,y) dz + Q(z,y) dy.



Analogamente, define-se integral curvilineo sobre
a curva espacial L:

/P(w,y,Z) d:er/Q(:v,y,Z) dy+/R(w,y,Z) dz
L L L

— [ P(a,,2) do + Q(a,y,2) dy + R(a,y, ) =
L



Propriedades do integral curvilineo

O
/P(w,y)d$+Q(w,y)dy=— / P(z,y) dz+Q(x,y) dy
Lap Lp A

o / P(z,y,z)dz + Q(x,y,2) dy + R(x,y, z) dz
L

A,B

:—/P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(:E,y,x)dz

Lp a



o L=11ULj

/P(fB, y)dr + Q(x,y) dy

— /P(az,y) dx + Q(z,y) dy—l—/P(any) dz + Q(z,y) dy

Ly Loy



o L =11U Ly
/P@W¢NM+Q@WJNW+R®wwﬁ&
L
_ /P(;U, y, 2) dz + Q(z, y, ) dy + R(z,y, z) dz
Ly

+/P@W¢NM+Q@wwﬁw+R@wwﬁ&
Lo



Existéncia e calculo de integrais curvilineos

Suponhamos a curva plana L dada sob a forma
paraméetrica

T (t) = (x(t),y(t))
é tal que, quando o parametro t se desloca de «

até B, o ponto (z(t),y(t)) percorre toda a curva L
no sentido indicado.

Notemos que o pode ser maior que .

Vamos supor também que as funcdes z(t) e y(t)
tém derivadas continuas.



Teorema: Se as funcdes P(x,y) € Q(z,y) forem
continuas ao longo da curva L, entao o integral
curvilineo

/P(aﬁ, y) de + Q(x,y) dy

existe e é igual a
B

/ P(a(), y())2' () + Qa(t), u(8))y'(t)] dt.

(6



Analogamente, no caso da curva espacial L dada
sob a forma paramétrica

T (t) = (x(t), y(t), 2(t))
é tal que, quando o parametro t se desloca de «
até 3, o ponto (x(t),y(t), z(t)) percorre toda a curva
L no sentido indicado. VVamos supor também que
as fungdes x(t), y(t) e z(t) tém derivadas continuas.

/P(w, y,2)dx + Q(z,y, z) dy + R(z,y, z) dz
I

B

_ / [P(x(t), y(t), 2(£))'(t) + Q((t), y(t), 2(£))y/ ()

(6

+R(z(t),y(t), 2(¢))2'(t)] dt



Exemplo:

Para L: 7 (t) = (t,t%,t%), t € [0,1]
/(y2 — 2%)dx + 2yzdy — x* dz

1
/ [(t* — t9).1 + 2.62.43.2¢t — t*.3.¢%] dt
0
1

3. 2 1
= /(3756 —2tY) dt = <—t7 — —t5> i
7 5 35

0



(2 — conjunto fechado
P(z,y), Q(z,y) <— continuas
oOP 0Q

— — < continuas
Oy Ox

Formula de Green:

/P(w y)dz + Q(z,y) dy = // (8Q ap) dzdy




Exemplo:

L curva que delimita o retangulo com vértices
A= (0,0), B=(2,0), C=(2,3) e D=(0,3)

2 3
/ac2ey dx + yedy = / dac/ (y?e” — x%eY) dy
J 0 0
; 1
= /(965" —z?e’ + 2%) dt = (9636 — 556363 + §x3> :
0

8 8
:962—§€3+§—9



Area de uma regido plana

1

AQ:§/—ydx—|—xdy
of2

Exemplo:
Area delimitada pela elipse z2 + 4y? = 4:

7 (t) = (2cost, sent), t € [0, 2]

2m
1
Agzi/—yda:—i—xdy:/dtz%r
o2 0



Condicdes para que um integral curvilineo nao
dependa do caminho de integracao

Seja 2 um conjunto simplesmente conexo (i.e.,
toda a curva simples fechada contida em (2 envolve
somente pontos de Q).

Lema: O integral sobre uma curva que une dois
pontos de Q, A = (xo,y0) € B = (x1,¥1), nao depende
do caminho seguido, mas somente destes dois pon-
tos se e sO se este integral € nulo sobre qualquer
curva fechada.



Se o integral curvilineo sobre uma curva que une
dois pontos A = (xo,y0) € B = (x1,y1) nao depender
do caminho seguido, entao podemos escrever este
integral na forma

(z1,91)
/ P(z,y)dz + Q(z,y) dy.

(z0,Y0)



Seja 2 um conjunto simplesmente conexo.

Sejam P(x,y) e Q(x,y) funcdes continuas com de-
oP

rivadas parciais e continuas em 2.
oy ox

Teorema: Para que o integral curvilineo sobre
qualquer curva fechada L C 2 seja nulo é ne-
cessario e suficiente que

oOP B o0Q
oy Oz

, V(z,y) € Q.



As funcdes P(x,y) € Q(z,y) determinam o campo
vectorial

F(z,9) = (P(,9), Q(x,y))

no conjunto (2.

Lema: O campo vectorial F(a:,y) = (P(z,y), Q(x,y))

€ potencial se e soO se as func¢des P(z,y) € Q(x,y)
satisfazerem a condicao
oP  0Q
oy Oz

, V(z,y) € Q.



Se o campo F(a:,y) = (P(z,y),Q(x,y)) for poten-
cial e U(x,y) for o potencial deste campo, i.e., se

Py)=% ¢ Q) =5
entao
(z1,91) (z1,y1)
/ P(z,y)dx + Q(z,y) dy = / dU
(z0,0) (z0,0)

— U(xhyl) _ U(Q?Q,y()).



