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Resumo

Em varios dominios do conhecimento cientifico sao usados modelos matematicos para descr-
ever um conjunto de dados empiricos. Se no caso dos modelos lineares, a analise de regressao
para obter os parametros dos modelos é “simples” e vulgarizada, é mais dificil ajustar aos
dados fungées (matematicamente) mais “complicadas”, p.ex. modelos nao-lineares. Neste ar-
tigﬂ pretende-se 1) apresentar os conceitos fundamentais da anélise de regressao nao-linear,
2) descrever, usando um exemplo, a utilizagdo da ferramenta Solver®) do Microsoft Excel®)
para analisar problemas cujo objectivo é “descrever” relagoes estatisticas (nao-lineares) entre
variaveis, e 3) compilar os “problemas” identificados com a utilizacdo do Excel®) (incluindo o
Solver@®)) como ferramenta de anélise estatistica.
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Introducao

Em véarios dominios do conhecimento cientifico, e.g. biologia, fisica, quimica, engenharia, economia,
etc., sao usados modelos matemaéticos para descrever um conjunto de dados empiricos, generica-
mente y = f(x), em que y é a variavel dependente, z ¢ a variavel “independente” — controlada pelo
investigador — e f(z) ¢ uma fungio que pode incluir um ou mais parametros §. Quanto melhor f(z) se
ajustar aos dados, mais “rigorosamente” descrevera aquela relagao|Brown| (2001). No caso dos mod-
elos lineares, do tipo y = a+ bz, a andlise de regressao ¢é “simples” e vulgarizada, pela utilizacao de
“calculadoras cientificas” e/ou computadores pessoais e porque constitui topico de estudo da maio-
ria das disciplinas de Estatistica do(s) primeiro(s) dos cursos de ensino superior. Pelo contrério, é
mais dificil ajustar aos dados fun¢bes (matematicamente) mais “complicadas”, e.g. y = aexp(bx)
— modelos nao-lineares Brown| (2001). A propésito, modelos do tipo y = a + bz + cx?® + dx3
(polinomial cubica), que graficamente correspondem a curvas, sio, de facto, lineares nos termos
(coeficientes), i.e. porque nenhum parimetro aparece como expoente ou a multiplicar/dividr por

outro parametro, e podem, por isso, ser estudados através de anéalise de regressao linear multipla
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RLM (neste caso, § = by + b1y + boxs + bsxs), fazendo vy = x, 1o = 2% e x3 = 2% (cf. [Neter

et al.| (1996)); Motulsky & Christopoulos| (2004); |Cabral & Guimaraes| (1997)); [Fonsecal (2001} para
RLM). A padronizagio dos dados podera evitar problemas de (multi)colinearidade (i.e. correlagio)
entre os termos x1, T2, etc.

Tradicionalmente, transformam-se as variaveis de alguns modelos ndo-lineares de forma a lin-
earizar a relacao e a permitir a sua andlise através da regressao linear. Por exemplo, se se loga-
ritmizarem (através de In) ambos os termos em y = aexp(bx), obtém-se In(y) = In(a) + bx, ou
seja uma “equacdo da recta”: y’ = a’ + bx. Actualmente, a capacidade de processamento dos PC
e a disponibilidade de software (sejam folhas de célculo, e.g. Microsoft Excel®), ou programas
comerciais dedicados, e.g. SPSS®)) possibilita o ajuste de funcées nao-lineares directamente aos
dados - anélise de regressao nao-linear.

Neste artigo pretende-se 1) apresentar os conceitos fundamentais da andlise de regressao nao-
linear (cf. [Motulsky & Christopoulos] 2004} Motuslky & Ransnas| [1987; [Smyth, |2001, para de-
scrigbes pormenorizadas deste topico)), 2) descrever, usando exemplos, a utilizacido da ferramenta
Solver@®) do Microsoft Excel@®) para analisar problemas cujo objectivo é “descrever” relacoes es-
tatisticas (nao-lineares) entre variaveis, e 3) compilar os “problemas” identificados com a utilizagao

do Excel®) (incluindo o Solver®)) como ferramenta de analise estatistica.

Regressao nao-linear

Neste artigo, serd abordada a situagdo mais comum/simples, i.e. casos com uma tnica variavel
independente, X, controlada pelo investigador e cujos resultados foram obtidos sem erro (ou com
erro negligenciavel) e uma variavel dependente, Y, obtida experimentalmente e com distribuigao
(de probabilidades) normal. A equagdo que descreve a relacdo (estatistica) entre essas varidveis

pode ser generalizada para

y=f(z,0)+e (1)

em que f(x,0) é uma funcdo com um ou mais parametros 6, e € sdo os erros aleatorios, indepen-
dentes e com distribui¢do normal. Outra formulagio, equivalente, é § = f(x) (em que g se 1é valor
esperado, ou estimado, de y). Pretende-se ajustar a funcéo f(z) aos dados empiricos de forma a
minimizar os erros € = (y; — ¢;). De facto, o objectivo é estimar o(s) parametro(s) da funcao f(z)
de modo a minimizar a soma dos quadrados dos erros, SQE,

SQE =Y (i — ) (2)

ou seja, minimizar as distancias verticais entre os pontos (dados) e a curva (modelo) (Figura [I)).
Este procedimento é designado método dos minimos quadrados (MMQ).

No caso de fungoes (ou modelos) nao-lineares, nao é possivel obter as estimativas dos pardmetros
num Gnico passo, como no caso de regressoes lineareﬂ Sendo assim, a SQE é minimizada através

dum processo iterativo (ciclico) utilizando um algoritm(ﬁ apropriado que necessita dos valores

2No caso da regressio linear, é possivel obter a solucdo analitica para o sistema de equagdes (ditas) normais
cujo objectivo é estimar os parametros do modelo de regressdo (ou seja, recorrendo ao calculo, trigonometria ou
outras técnicas matemadticas é possivel estudar o comportamento de uma dada funcdo e obter a(s) solugdes dessa
fun¢do para determinadas condigdes). Pelo contrario, os problemas de natureza nao-linear sdo, na maior parte dos
casos, demasiado complexos para serem estudados analiticamente e, por isso, utilizam-se métodos numéricos (e.g.
algoritmos) para obter solu¢bes (muito) aproximadas.

3Um algoritmo é uma sequéncia nio-ambigua de instrucdes que é executada até que determinada condicio se
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Figura 1: Tlustracdo do conceito de desvio/erro/residuo (sensu método dos minimos quadrados) —
alguns erros estao assinalados com linhas vermelhas verticais.

iniciais dos parametros 6y (Bowen & Jerman, [1995)).

Escolha do modelo matematico

A equagdo que relaciona Y e X, f(z,0), tem de ser escolhida pelo investigador de acordo com
a teoria, isto é, porque descreve uma determinada hipétese fisica, quimica, molecular, biologica,
ecologica, etc. (Motuslky & Ransnas|, [1987). Em contraponto a esta perspectiva deterministica da
andlise de regressdo nao-linear, existem metodologias (estatisticas) para descrever a relagdo entre
varidveis sem ser necessario admitir um dado modelo subjacente aos dados (por exemplo, fungoes
polinomiais ou func¢oes spline) — perspectiva empirista — que por razodes de espago e complexidade
nao se abordarao neste artigo. Deve, ainda, considerar-se a hipétese de estabelecer restri¢oes as
estimativas dos parametros (e.g. 61 < 0 e 3 > 0) ou de se ponderarem os resultados uma vez que,

por exemplo, a sua variabilidade é proporcional & respectiva magnitude (Bowen & Jerman, |1995).

Estimativas iniciais

As estimativas iniciais do(s) parametro(s), podem ou devem ser especificadas tendo em consid-
eracao a experiéncia do investigador, eventuais andlises preliminares ou simplesmente com base
num palpite. O conhecimento do (significado dos parametros do) modelo que se pretende ajustar
facilita a escolha dos valores iniciais do(s) respectivo(s) parametros. Uma escolha “infeliz” desses
valores pode ter varias consequéncias, nomeadamente 1) aumentar, desnecessariamente, o tempo
de computagao e/ou célculo, 2) impedir a convergéncia do algoritmo e, por conseguinte, a obtengao
duma solugéo, ou 3) dar origem a uma solugdo errada, uma vez que o algoritmo convergiu num
valor minimo local e n&o geral. A escolha dos valores iniciais é (mais) influente e, por isso, mais

importante nos casos em que os modelos incluem muitos parametros (Motuslky & Ransnas), |1987)).

verifique. Mais especificamente, em matemaéatica constitui o conjunto de processos (e simbolos que os representam)
para efectuar um célculo (Wikipédia, [2009). Donald Knuth propoe que "An algorithm is a set of rules for getting
a specific output from a specific input. Each step must be so precisely defined that it can be translated into a
computer language and executed by machine". Um algoritmo ndo tem que ser necessariamente executado por um
computador, pode ser executado "4 mao" por uma pessoa (Fernando Lobo, Departamento de Engenharia Electronica
e Informatica da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade do Algarve, http://www.deei.fct.ualg.pt/PI/
em 28 de Junho de 2007).



Escolha do Algoritmo

A excepcao do método Simplex, todos os algoritmos usados para analise de regressio nao-linear
(e.g. Gauss—Newton, Marquardt-Levenberg, etc.) calculam, repetidamente (em cada iteragdo),
a derivada (“declive”) de Y em relacdo a todos os parametros (Motulsky & Ransnas, 1987). Fe-
lizmente, muitas aplicacoes informaéaticas de uso generalizado integram funcoes de optimizacao
poderosas e relativamente flexiveis que podem ser programadas para minimizar a SQE num pro-
cesso iterativo (Bowen & Jerman) 1995). Por exemplo, a ferramenta de optimizagio Solver@®) do
Microsoft Excel®) — cuja utilizagio se pormenoriza mais adiante neste artigo — utiliza um algoritmo
“original”, o Generalized Reduced Gradient (GRG2) nonlinear optimization coddﬂ No entanto, to-
dos os métodos referidos possuem propriedades similares, designadamente a introducao de valores
iniciais para os parametros, e deveriam providenciar resultados iguais quando usados para dado

um conjunto de dados (Brown, 2001).

Avaliagao da bondade do ajuste

Depois de ajustar um modelo a um conjunto de dados, deve avaliar-se a “qualidade” do ajuste. A
bondade do ajuste relaciona a variabilidade dos pontos (dados) em relagdo & curva (modelo) e a
variancia dos residuos.

O modo mais simples de “testar” a bondade do ajuste é representar graficamente os dados e
o modelo ajustado, de modo a verificar (visualmente) se os parimetros obtidos numericamente
descrevem, de facto, a relacdo entre variaveis. Por outro lado, o gréfico (eventualmente ligado de
forma dinamica aos dados e as solugbes) permite descortinar se o modelo escolhido é adequado
e/ou se os resultados da andlise (solugdes propostas pelo algoritmo) sdo minimos locais ou gerais.

Os testes estatisticos para avaliar a qualidade de ajustamento servem para complementar a
inspeccao visual e permitem decidir, formalmente, se se deve aceitar ou rejeitar um determinado
modelo. Infelizmente, as fun¢des de optimizacao incluidas nas folhas-de-calculo nao providenciam
estatisticas acerca dos valores finais do(s) parametro(s), por exemplo o erro-padrao das estimativas
ou o “grau” de correlacdo entre os parametros. Esta limitacao nao é partilhada pelas aplicagoes
“dedicadas” (e.g. R)ﬂ ou pelos pacotes comerciais (e.g. SPSS®)). Ainda assim, de acordo com
(Bowen & Jerman) (1995 [Motuslky & Ransnas| [1987) podem analisar-se os resultados do ajusta-
mento com folhas-de-célculo através de: 1) um diagrama dos residuos vs. os valores esperados de Y
(se 0 modelo for adequado, os residuos representam apenas o erro experimental e ndo apresentam
tendéncias ou padroes); 2) gréfico de probabilidade normal dos residuos (ou “normal probability
plot of residuals”) para verificar se os residuos se distribuem “normalmente” — também se poderia
testar a normalidade dos residuos através do teste de Kolmogorov-Smirnov (sensu Lillefors)ﬂ 3)

um teste de sequéncias (ver adiante); e 4) do coeficiente de determinagdo. Mais ainda, [Brown

4©Frontline System Inc., http://www.frontsys.com, desenvolvido por Leon Lasdon, da University of Texas at
Austin, e Allan Waren, da Cleveland State University.

50 R (R Development Core Team, 2006) é a0 mesmo tempo uma linguagem de programagio e um ambiente
para computacdo estatistica e grafica. Trata-se de uma linguagem de programacdo especializada em computacao
com dados. Uma das suas principais caracteristicas é o seu cardcter gratuito e a sua disponibilidade para uma
gama bastante variada de sistemas operativos (vd. http://www.r-project.org). Apesar de gratuito, o R é uma
ferramenta bastante poderosa com boas capacidades ao nivel da programacdo e um conjunto bastante vasto (e
em constante crescimento) de packages que acrescentam bastantes potencialidades & ja poderosa versio base do R
(Torgo, 2006).

6Para informagdo adicional sobre este teste consultar [Esteves & Sousal (2007) [disponivel no URL do autor, em
http://w3.ualg.pt/~eesteves|
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(2001)), concretizando uma sugestao de Motuslky & Ransnas| (1987)), propde que, a partir do erro-
padrao de Y, se(Y), se obtenha o intervalo de confianga do valor esperado de Y, §, e que esta
informacao seja representada em conjunto com os dados e com o modelo ajustado. O erro-padrao

de Y calcula-se através de

SB(Y) _ Z(yz — y) (3)
n—p
em que 7 é o n® de pontos e p o n® de parametros do modelo. Entéo, o intervalo de confianca do

valor esperado de Y para um dado X, xg, é definido como

gxt-se(y) (4)

em que ¢ se obtém da distribui¢do de probabilidade de t-Student (distribui¢do de probabilidades
derivada da distribui¢do normal) para n — p graus de liberdade (g.l.) e uma probabilidade 1 — a/2
(no Excel®) em Portugueés, usar =INVT(«,g.1.)). Podera afirmar-se com (1—a)x100% de confianga
que o “verdadeiro” valor esperado de Y para xg se encontra no intervalo de confianca obtido.

De acordo com Motuslky & Ransnas| (1987)) o teste de sequéncias (ou “runs test” nos manuais
anglofonos) permite testar, de forma simples e robusta, se os pontos (dados) diferem sistemati-
camente da curva ajustada (modelo) complementando a informagdo do diagrama dos residuos vs.
valores observados de X. Contudo, |[Conover| (1999) alerta para a reduzida poténcia deste teste.
Uma sequéncia é definida como um conjunto de resultados (residuos, neste caso) cujo sinal é idén-
tico (negativo ou positivo). Por exemplo, no conjunto de n=17 residuos cujos sinais sdo + + — —
77777777 + + — 4+ + existem 5 sequéncias (r=5). No caso de n>20, é possivel usar uma
estatistica de teste (e.t.), Zg, para testar a hipotese de aleatoriedade da distribui¢do dos pontos

em relagao a curva:

Zr=(r—pr)/or (5)

em que r é o n? de sequéncias, up = 1 — 2nanp/2, op = \/[2nanp@nang —n)]/[n%(n —1)], e
n=na+npg (por convencao ng < n4; para o exemplo anterior, n4 ¢ o n® de resultados negativos
() e np € o n? de resultados positivos (+)). Se |Zg| > Z (ou entdo valorfp<a)ﬂ poder4 afirmar-se
com (1—a)x100% de confianca que a curva nao se desvia sistematicamente dos pontos (para obter
Z no Excel®) em portugués, usar =INV.NORMP(«)). Nos casos em que n < 20, podem utilizar-se
tabelas apropriadas (e.g. Tabela [I)) para decidir acerca da aleatoriedade directamente a partir de
7 (no caso, uma vez que r = 5, para ng = 9 e ng = 8, e os valores na tabela sdo 5 e 14; i.e. nao
se rejeita a hipotese (nula) de que a curva nao se desvia sistematicamente dos pontos).

O coeficiente de determinagao é muito utilizado no caso da andlise de regressao linear e repre-
senta a frac¢do da variagio total (de Y) que é explicada por X de acordo com o modelo matematico

ajustado aos dados. O coeficiente calcula-se através de

2 4 Z(yz - ?))2
B =1 S (©)

70 valor de prova ou probabilidade de significancia do teste, valor—p ou p-value (em inglés), constitui uma
medida do grau com que os dados amostrais contradizem a hipotese nula. De facto, corresponde a probabilidade
da estatistica de teste tomar um valor igual ou mais extremo do que aquele que é observado. Como é evidente,
quanto menor for o valor-p maior serd o grau com que a hipdtese nula é contradita. Nestes termos pode-se pensar
que quando se utiliza o valor-p ndo é necessério especificar a regido de rejei¢do (nem fixar previamente o valor de
a) num teste de hipoteses.




Tabela 1: Valores criticos do Teste de Sequéncias para um nivel de significancia de 5%. Rejeitar
a hipotese nula (aleatoriedade dos resultados) se o n? de sequéncias, r, for menor ou igual ao que
0 12 valor ou igual ou maior do que o 22 valor na célula da tabela. Por exemplo, se ng = 10,
na = 11 e r=8, obtém-se os n.2 6 e 17. Uma vez que 8 esta nesse intervalo de valores, nao se
rejeita a hipotese nula (adaptado de Roger Bove, West Chester University of Pensylvannia (EUA),
acedido em 4 de Junho de 2007, http://courses.wcupa.edu/rbove/eco252/252runstable.doc).
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Tradicionalmente, 2 aplica-se apenas a relacdes lineares (Motuslky & Ransnas| [1987). Embora
seja possivel calcular R? apos o ajuste dum modelo nao-linear (cf. |Cameron & Windmeijer, [1997)
alguns autores (Douglas Bates, University of Wisconsin (E.U.A.), e Bill Venables, University of
Adelaide (Australia), comunicacdo pessoal) advertem para as dificuldades com o cumprimento de
alguns pressupostos subjacentes aquele coeficiente. Sendo assim, o resultado de R? deve ser usado
com cuidadd®]

Com objectivo de (rapida e facilmente) verificar os pressupostos da andlise regressio, propoe-se
a representacao grafica de informagdo relativa aos residuosﬂ do modelo ajustado, e; = y; — g; (em

que §; = f(x;,6)), designadamente:

e A representacdo dos residuos num grafico cartesiano ou “NORMAL PROBABILITY PLOT OF
RESIDUALS”;

e Representacgio grafica dos RESIDUOS versus VALORES AJUSTADOS (ESPERADOS), ou versus a

variavel independente.

A representacdo dos residuos estandardizados, e} = e;/s (em que s = \/SQg/(n — p)) num grafico
(cartesiano) de probabilidade normal (vulgo “normal probability plot of residuals” - npp) permite
avaliar a normalidade dos residuos. Sendo o modelo correcto, os n residuos deverao representar n
observagoes de uma variével aleatéria com N(0,02) e a sua representagdo (em papel de probabili-
dade normal, i.e. através de um npp) devera corresponder, aproximadamente, a uma linha recta. O
npp pode obter-se no Microsoft Excel(©)(ou noutra folha-de-célculo) como se descreve mais adiante
no Exemplo. No grafico dos residuos estandardizados e} vs os valores ajustados (ou estimados pelo
modelo) }7, ou entao, contra a varidvel independente X, representam-se, respectivamente, os pares
ordenados (¢;,€;) ou (x;,€;), i = 1,...,n. A forma da “nuvem” de pontos representada fornece,
de modo empirico, informagao (complementar) especifica sobre o modelo ajustado. Vejam-se, em
separado, essas situacoes em [Esteves| (2009).

Comparacao de dois modelos ajustados a um conjunto de da-
dos

E possivel comparar o ajuste de dois modelos distintos a um dado conjunto de dados através das
respectivas SQE. Essa comparacao é valida desde que ndo se tenham transformado as variaveis Y
e X. A comparacdo entre modelos ndo deve ser exclusivamente estatistica, consideragoes (tedricas)
acerca da consisténcia com os dados e da adequacao ao problema dos modelos também sao muito
importantes (Motuslky & Ransnas, [1987)).

De acordo com Motuslky & Ransnas| (1987), para comparar dois modelos, pode-se usar um

teste de F' cuja e.t. &

(SQ1 — SQ2)/ (gl — gl2)
SQ2/gls

em que SQ se refere & SQE, gl sdo o n? de g.l. (i.e. n? pontos menos o n® de parametros) e os

Fy = (7)

indices 1 e 2 dizem respeito ao modelo com menor e maior n? de parametros, respectivamente. O

8Decidi distinguir o coeficiente de determinacio que se determina para a regressio linear daquele que se obtém
para regressio nio-linear através de r? e R2, respectivamente.

9Varios autores, e.g. [Neter et al. (1996)), propodem a utilizagdo de uma das “versoes” estandardizadas dos residuos,
por exemplo e, = e;/s em que s = \/SQg/(n —2) (este é o “tipo” de residuos que se utiliza no Exemplo que se
apresenta mais adiante).



valor—p (para a e.t. Fj) obtém-se a partir da distribuicdo de probabilidades F' de Snedecor para
uma probabilidade (1 — «) e para (gli—glz) e gl graus de liberdade (no Excel®) em portugués,
usar =DISTF(Fy;gl1—gla;gl2)). Se valor—p< «, entdo 0 modelo mais complexo (com maior n® de

parametros) ajusta-se significativamente melhor aos dados do que o modelo mais simples.

Exemplo

Para concretizar o que se abordou nas sec¢oes anteriores apresenta-se, de seguida, um exemplo
(relacionado com a pratica da Engenharia Alimentar) da utilizagdo do Microsoft Excel®) 2003
Solver(®) para anélise de regressao nao-linear. Oportunamente, outros exemplos poderdo ser ace-
didos no sitio electrénico do autor. O que se apresenta a seguir também se aplicard (com pequenas
adaptagoes) a ferramenta Optimization Solver em desenvolvimento para o OpenOffice Calﬂ
Em Analise Sensorial, "disciplina da Ciéncia usada para evocar, medir, analisar e interpretar
as reaccoes as caracteristicas dos alimentos e materiais tal como sao percebidas pelos sentidos da
visdo, olfacto, paladar, tacto e audi¢ao”, é util determinar a intensidade dum estimulo que é detec-
tavel /reconhecivel pelos consumidores (dum produto alimentar), i.e. limiar. O “método intermeé-
dio”, proposto pela American Society for Testing and Materials (ASTM E1432) e pela International
Organization for Standardization (ISO 13301), recorre a repetigdo de provas sensoriais simples em
que se solicita aos consumidores (provadores) que provem amostras de produtos alimentares cuja
concentracdo/intensidade duma caracteristica sensorial é crescente. Para cada provador i, a re-
lagdo entre a proporc¢ao do n° de respostas em que detectou aquele atributo sensorial (“respostas
correctas/positivas”) e a intensidade do estimulo (concentracdo) é descrita (teoricamente) por um

modelo “dose-resposta” (logistico modificado):

3 +exp(B(T — log(x))

Pi= 1+ exp(B(T — log(x)) (®)

em que P; é a propor¢do de respostas positivas do provador i, log(z) é o logaritmo do valor do
estimulo z, B é o "declive" e T é o limiar para o provador i (em log(z)). A partir das estimativas
de T para um conjunto de n provadores pode obter-se o limiar do grupo através de L, = 109, em
que G=L1%"T.

Numa folha-de-célculo do Excel®) (Figura [2) podem incluir-se os dados experimentais, neste
caso de um trabalho em que se pretendia determinar o limiar de detec¢ao da gaseificagdo duma
bebida (conteido COs, em ppm) usando o “método intermédio” descrito anteriormente. Das quatro
provas sensoriais (repetigdes) realizadas para cada uma das nove concentragdes de CO, testadas,
obteve-se a proporc¢do de “respostas correctas/positivas” (Prop). Nas células B3:B10 e C3:C10
encontram-se os valores experimentais da concentracdo de COy (C02) e da proporgao de respostas
correctas (Prop), respectivamente.

Considerando que o modelo logistico (equagao [8)) é aplicavel, obtém-se os valores esperados da
proporgao de respostas correctas (Prop~, nas células E3:E10) usando a equagio descrita na barra de
formulas do Excel®) como =(1/3+EXP ($I1$3* ($1$4-L0G(B3))) )/ (1+EXP($I1$3* ($I1$4-L0G(B3))))
com os valores iniciais dos parametros B e T, respectivamente -10,00 e 2,50 (inseridos nas células
13 e 14).

A partir dos residuos (nas células F3:F10, e.g. =C3-E3), calcula-se: a SQFE (célula I7, através
da equacdo [2| usando {=SOMA (($C$3:$C$10-$E$3:$E$10)~2)}); o erro-padrao de Y (na célula I9,

10vd. http://code.google.com/p/scsolver (consultado em 26 de Margo de 2009).
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Figura 2: Folha-de-célculo do Excel®) preparada para a analise de regressdo ndo-linear. Nas
células B3:B10 e C3:C10 encontram-se os valores experimentais da concentragido de COy (C02,
em ppm) e da proporgdo de respostas correctas (Prop), respectivamente. Na coluna E (células
E3:E10) temos os valores esperados (Prop~) obtidos pelo modelo logistico (equa(;éo, cujos valores
iniciais dos paradmetros B e T foram inseridos nas células I3 e 14, respectivamente -10,00 e 2,50.
Também se incluem, os residuos, a soma dos quadrados dos erros (SQ), n° de g.l. (g.l.), erro-
padrao de Y (i.e. se(Y)) e o coeficiente de determinacdo (R?) respectivamente. Nas colunas K e L
encontram-se limites (superior e inferior) dos intervalos de confianga de Y (+IC95% e -1C95%). Os
diagramas (graficos) de dispersao (ligados dinamicamente aos dados e as solugoes) dizem respeito
aos dados, modelo ajustado e respectivo intervalo de confianca (& esquerda) e aos residuos wvs.
valores observados de C'Oa, vs. valores esperrados e grafico de probabilidade normal (em baixo).
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Figura 3: Caixa de didlogo inicial da ferramenta Solver®). E necessario indicar a Célula de
destino, o “tipo” de optimizagdo (em Igual a:) e a «localizagdoy» (endereco ou referéncia das
células) dos parametros que se fardo variar durante o processo de optimizacao (neste caso, B e T,
no campo Por alteragio das células). E possivel, e por vezes desejavel, sujeitar as estimati-
vas/solugoes a restrigbes (no campo Sujeito as restrigdes).

através de {=RAIZQ(SOMA(($C$3:$C$10-$E$3:$E$10)~2) /$1$8)} que reproduz a equacao ; eo
coeficiente de determinagao (R?, na célula I10, que se obtém com {=1-SOMA ((C3:C10-E3:E10)"2)/
(SOMA((C3:C10-MEDIA(C3:C10))~2))}, i.e. equacio @ Nestas formulas, as chavetas {} indicam
uma “férmula de matriz” e obtém-se fazendo Control+Shift+Enter em vez de simplesmente fazer
Enter apoés introduzir a férmula.

Nas colunas K e L encontram-se os limites (superior e inferior) dos intervalos de confianga de
Y (+IC95% e -1C95%) que, por exemplo, se determinam para C02=141 (vide célula E3) através de
=E3+INVT (0,05;$1$8)*$I$9 e de =E3-INVT(0,05;$I$8) *$I1$9.

Os diagramas (graficos) de dispersao (ligados dindmicamente aos dados e as solugdes) dizem
respeito aos dados, modelo ajustado e respectivo intervalo de confianga (& esquerda) e aos residuos
vs. valores observados de CO2 e vs. valores esperados de Prop (& direita) e o grafico de probabilidade
normal (em baixo). Os graficos apresentados na Fig. [2| foram editados/formatados.

Depois do procedimento que se descreve acima, pode-se iniciar o processo de estimacao dos
parametros do modelo de regressao e estatisticas associadas. A ferramenta Solver®) ¢ acedida pelo
menu Ferramentas do Excel®). Caso nao conste da lista de ferramentas, podera ser instalada selec-
cionando Suplemento Solver na caixa de didlogo que se abre através de Ferramentas>Suplementos. . .
Se a opgao Suplemento Solver nao surgir nesta caixa de didlogo, entao serd necessario instalar
software recorrendo ao CD de instalacao do Microsoft Office®).

Nas Figuras a apresentam-se e descrevem-se os principais passos (e opgoes) do procedimento
de analise de regressdo nao-linear usando o Solver@®). Necessariamente, devem indicar-se: a célula
destino (neste caso, a expressdo a minimizar é a SQE que esté na célula I7), o “tipo” de optimizagao
(maximizagdo, minimizacdo ou atingir determinado valor-alvo, nas op¢oes de Igual a:) e as
células que contém os valores (iniciais) dos pardmetros a estimar, B e T, e que se fardo variar
durante o processo de optimizagdo (neste caso, 13:14 no campo Por alteragio das células)
(Figura [3).

De entre as op¢oes de optimizacgao disponiveis (através da caixa de didlogo Opgdes), destacam-
se: a Precisdo (por defeito 1 x 107%, controla a precisao das solugoes tomando em consideragao
as diferencas das solugoes relativamente as restri¢goes impostas); a Tolerancia (diferenca admis-
sivel, em %, entre o valor na célula destino, neste caso SQE, e a solu¢io 6ptima; apenas aplicivel
nos casos que envolvem “restri¢des inteiras”’); a Convergéncia (valor que controla o processo de

iteracdo; se, nas tultimas 5 iteracoes, a alteragao relativa na célula destino for inferior ao valor

10



Opcies do Solver E|
Tempa méximo: segundos
Iteraccoes: 100
Precisdo: 0,000001
Tolerancia: 5 %
Convergéncia: 0,0000001

[] assumir modela linear

[ Assumir n&o-negativaos

Utilizat escala autamatica

[ Mostrar os resultados de iteracso

Estimativas Detivadas Procura
(%) Tangenciais () Posteriores (%) Newton
() Quadraticas (%) Centrais ) Conjugada

Figura 4: Caixa de dialogo Opgdes da ferramenta Solver@®) permite que o utilizador defina algumas
opcoes relativas ao processo de optimizacao.

indicado terminam as iteragOes); Assumir modelo linear (marcar nos casos que envolvem mod-
elos lineares); Utilizar escala automatica (marcar esta opgdo se existirem grandes diferencas
de magnitude entre y e z); Estimativas (tangenciais ou quadraticas, i.e. modo de obter esti-
mativas dos coeficientes/pardmetros do modelo: extrapolagédo linear do vector tangente ou a partir
do minimo (ou maximo) duma funcdo quadratica ajustada & estimativa actual, respectivamente);
Derivadas (posteriores ou centrais, ou seja, o método de diferenciagido usado pelo algoritmo
para obter as derivadas parciais dos objectivos e das funcoes/restri¢oes); e Procura (especifica
o algoritmo usado nas iteragbes/optimizagao, Newton — por defeito — ou conjugada — usando o
GRG2). McCullough & Wilson (2005) aconselham a utilizagdo de escala automaética, a definigao
da convergéncia igual a 1E-7 (i.e. 1 x 10~7 ou 0,0000001), a obtencdo de estimativas tangenciais
(mais “lentas” mas mais rigorosas) e o célculo de derivadas centrais (na caixa de didlogo Opg¢des,
Figura [4)).

Caso o n? de iteragdes maximo (que por defeito é igual a 100) seja excedido sem que se tenha
chegado a uma solucao, surge um caixa de didlogo de aviso (Figura em cima) que permite parar ou
continuar o processo iterativo. Logo apds a convergéncia do processo de optimizagao, uma caixa de
didlogo surge no ecrd (Figura[5] em baixo). Neste caso, € possivel Aceitar a solugdo proposta
pelo Solver ou Repor valores originais, e obter relatorios mais completos das solucoes en-
contradas pelo Solver®) (seleccionando as opg¢des da lista & direita).

No final do processo de optimizacdo, e apos aceitar a solugdo proposta pelo Solver®) (Figura
5), as estimativas dos parametros sio B=-19,56 e T—=2,37 (SQE=0,0259, se(Y)=0,0657 ¢ R>
0,9644) (Figura[6). Estas estimativas sdo coincidentes com as que se obtém com o SPSS®) (pelo

algoritmo de Levenberg-Marquardt) ou com o R (Gauss-Newton), partindo dos mesmos valores
iniciais. Nao é possivel usar o teste de sequéncias em virtude do reduzido n° de resultados, embora
nos casos (aproximados) tabelados o limite r=2 dé indicagdo de que o modelo ndo parece desviar-se
significativamente dos pontos. Os graficos dos residuos (estandardizados) e vs. valores observa-
dos/esperados de Y (Fig. @ parecem indicar que o pressuposto da homogeneidade das variancias
nao se verifica. Por outro lado, o grafico de probabilidade normal dos residuos estandardizados (Fig.
|§[) revela que os residuos nao se distribuem normalmente. Este dltimo grafico obteve-se, conforme
, a partir dos residuos estandardizados, e, = e/s (em que s> = SQE/(n —p)), determi-

nando os respectivos n° de ordem (ou “ranks”) R; - ou seja, para um dado residuo e}, R; /n é a fraccdo
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Mostrar solugdo experimental

O ndmero maximo de iteragdes foi atingido; deseja
continuar?

Parar

Resultados do Solver F§|
O Solver convergiu para a solugdo actual, Todas as
restricdies foram satisfeitas. Relatdrios
Resposta

Sensibilidade

(®)iareitar a solucso do Solver: Uinibes

O Repor walores originais

[ OK ] [ Cancelar ] [Quardarcenério... ] [ Ajuda ]

Figura 5: Caixas de didlogo que surgem caso o n? de iteragdes maximo (por defeito é igual a 100)
nao tenha permitido chegar a uma solu¢do (em cima) ou logo ap6s a convergéncia do processo
de optimizagdo (em baixo). Neste caso, é possivel Aceitar a solu¢do proposta pelo Solver®) ou
Repor valores originais, e obter relatérios mais completos das solugdes encontradas pelo Solver®)
(seleccionando as opgoes da lista a direita).

de valores menor ou igual a e}; por exemplo para o 1° valor através de =ORDEM(N3; $N$3: $N$10;1)-,
depois determinando o correspondente valor z; (“normal score” ou “z score”) para a probabilidade
p; = (R; —3/8)/(n+1/4), i.e. - através de =INV.NORMP ((03-0,375)/(8+0,25)) para o 1° valor,
e por fim, produzindo o diagrama de dispersao de z; vs. ¢}.

Comparando o modelo “dose-resposta” (equagao |8) obtido com um modelo logistico de formu-
lagao mais generalizada, § = C/[1+ Aexp(—Bz)| (em que § = Prop e x = COs), cujos parametros
estimados foram A=66,039, B=0,021 e C=0,984 (SQE=0,0089, se(Y)=0,0422 e R?> = 0,9877),
verifica-se que este tltimo se ajusta significativamente melhor aos dados (Fy = 9,493 com wvalor-
p=0,0129) - alias, até a anélise grafica dos residuos do modelo logistico generalizado (graficos nao

apresentados) sdo “mais favoraveis”.

Consideracoes finais

A facilidade de utilizagio e disseminacio do Excel® da Microsoft (e da respectiva ferramenta
Solver®)) estdo associadas algumas dificuldades. De acordo com McCullough & Wilson| (2005),

o algoritmo usado pelo Solver®), GRG2, é «deficiente» uma vez que, em testes com conjuntos

de dados-padrao (providenciados pelo American National Institute for Standards and Technology,
NIST, em http://www.itl.nist.gov/div898 /strd) o rigor das solug¢ées foi de zero digitos em 14 dos 27
problemas analisados. Parte dessa mé performance pode ser atribuida as prioridades “esquisitas”
nas operagdes matematicas, que pode ser ultrapassavel em muitos casos (vide Berger}, [2007). Heiser
(2007), num completo e minucioso artigo on—linﬂ identifica as falhas e os problemas do Excel®)
assim como providencia solugdes alternativas e/ou correcgoes para essas dificuldades. Burns (2007),
estende as consideracgoes as folhas-de-calculo em geram A ferramenta Solver®) do Excel®) é
aplicavel e tutil para efeitos pedagogicos ou em casos “simples” (como no exemplo descrito aqui)
mas em situagoes “profissionais” deve usar-se software dedicado, por exemplo SPSS®) ou R (a

HDavid Heiser, Microsoft Excel 2000 and 2003 faults, problems, workarounds and fives em http://www.da
heiser.info/excel /frontpage.html, consultado em 1 de Junho de 2007.

12Patrick Burns, Spreadsheet addiction, em http://www. burns-stat.com/pages/Tutor/spreadsheet _addiction.html,
consultado em 25 de Setembro de 2007.
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Figura 6: Aspecto da folha-de-célculo do Excel®) no final do processo de optimizacdo (i.e. depois
de aceitar a solugio proposta pelo Solver@®)).

utilizagdo desta linguagem de programacgdo e/ou ambiente de computacdo estatistica e gréfica

podera, eventualmente, ser abordada noutro artigo).
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