PEDRO JORGE SEQUEIRA CARDOSO

METODOS DE SUBSTITUICAO

DO VECTOR DOS MULTIPLICADORES

BASEADOS EM ACTUALIZACOES

QUASI-NEWTON

UNIVERSIDADE DO MINHO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
FEVEREIRO DE 1999






PEDRO JORGE SEQUEIRA CARDOSO

METODOS DE SUBSTITUIGAO DO VECTOR DOS MULTIPLICADORES

BASEADOS EM ACTUALIZAGOES QUASI-NEWTON

Dissertacao de mestrado em Matematica
Computacional apresentado a Universidade do
Minho, para obtencao do grau de mestre.






— A minha orientadora, Doutora Edite Manuela da G.P. Fernandes, por me
ter proposto o tema deste trabalho, pela sua orientacao, pela seu incen-
tivo, permanente disponibilidade, leitura cuidadosa do manuscrito e con-
sequente critica construtiva.

~ A Escola E.B.2,3/S Dr. Daniel de Matos-Poiares, pelas facilidades conce-
didas durante a parte lectiva.

— A Universidade Catélica Portuguesa.

— A Area Departamental de Engenharia Eléctrica Electrénica da Escola Su-
perior de Tecnologia da Universidade do Algarve, pelos apoios concedidos.

— A todos os que, mesmo indirectamente, me apoiaram durante este periodo.







A minha esposa Claudia
e aos meus pais Maria e Joao.

Resumo

Neste trabalho recorre-se a técnicas de penalizagao exacta baseadas na
funcao Lagrangeana aumentada, para a resolucao de um problema de opti-
mizac¢ao nao linear com restricoes de igualdade. O processo requer o uso de
estimativas do vector dos multiplicadores de Lagrange, presente na Lagran-
geana aumentada, e é baseado numa filosofia de substituicao desse vector.
Num dos casos, a estimativa é uma funcao do vector das restricoes e, no
outro, depende do gradiente da funcao objectivo e da inversa generalizada
do Jacobiano das restrigoes.

A resolucao do problema sem restricoes recorre a técnicas conhecidas.
Neste contexto, foram implementadas cinco versoes: uma versao Newton,
uma Pseudo-Newton, que usa aproximagoes as derivadas, uma Quasi-Newton
e duas versoes que combinam o método de Newton com aproximacoes Quasi-
Newton.

A escolha do parametro de penalizacao, na minimizacao sem restrigoes,
foi feita tendo como base uma funcao linear que aumenta com a violagao das
restricoes, mas ¢ inferior e superiormente limitada.

Finalmente, sao apresentados os resultados computacionais obtidos e al-
gumas conclusoes.






Abstract

In this work an exact penalty technique based on an augmented La-
grangian function is used to solve a nonlinear equality constrained minimiza-
tion problem. The process requires Lagrangian multiplier vector estimates
and it is based on a vector substitution philosophy. In one case, the estimate
is a function of the constraints alone and in the other it requires the use of
the gradient of the objective function and of the generalized inverse of the
Jacobian of the constraints.

The solution of the unconstrained problem resolution uses known tech-
niques. In this context, five version were implemented: a Newton version, a
Pseudo-Newton, that uses derivative approximations, a Quasi-Newton and
two versions which combine Newton’s method with Quasi-Newton approxi-
mations.

The penalty parameter for the unconstrained minimization was taken as a
linear function which increases with the constraint violation but has inferior
and superior bounds.

Finally, computational results and conclusions are presented.






Indice Geral

Resumo

Abstract

1

2

Introducao

Definicoes e Resultados Basicos

2.1

2.2
2.3

Algebra Linear . . . . . . .. ..
2.1.1 Matrizes . . . . ...
2.1.2  Valores e Vectores Préprios . . . . . .. ... ... ..
Andlise . . . . . .
Sintese . . . ...

Sistemas de Equacoes nao Lineares

3.1
3.2
3.3

Método de Newton . . . . . . .. ... .. ... ... .....
Método Quasi-Newton. Equacgao de Broyden . . . . . . . . ..
Sintese . . ... L

Optimizacao Sem Restricoes

4.1
4.2
4.3

4.4

Condigoes de Optimalidade . . . . . ... .. ... ... ...
Método de Newton . . . . . . . . . .. .. ...
Métodos Quasi-Newton . . . . . . . . . . ... . ... ... ..
4.3.1 Férmulas de Actualizagdo Para a Hessiana . . . . . . .
4.3.2 Foérmulas de Actualizacao Para a Inversa da Hessiana .
Sintese . . . ...

Optimizacao Com Restricoes

5.1
5.2

Multiplicadores de Lagrange . . . . . . . . .. ... ... ...
Funcgoes de Penalizagcao . . . . . . . . . ... ... ... ...

13
14
16
22

23
23
26
31
34
38
42



5.2.1 Funcao de Penalizacao Quadratica . . . . .. ... .. 47

5.2.2 Funcao Lagrangeana Aumentada . . . . ... .. ... 49

5.3 Técnicas de Penalizacao Exacta . . . . .. ... .. ... ... 50
5.3.1 Férmula de Substituicdo A\(z) = —pec(z) . . . . . . .. 51

5.3.2 Férmula de Substituicio A\(z) = (Ve(z) )TV f(z) . . . 53

5.3.3 Recurso a Pseudo-Derivadas . . . . . .. ... .. ... 57

5.4 Sintese . . . . ... 59

6 Experiéncias Computacionais 61
6.1 Implementacao . . . . . . . . ... ... ... 61
6.1.1 Versao Newton Simples . . . . . . .. .. .. ... ... 61

6.1.2  Versao Quasi-Newton(BFGS) . . ... ... ... ... 62

6.1.3 Versao Pseudo-Newton . . . . . . ... ... ... ... 63

6.1.4 Versao Newton/Quasi-Newton(BFGS) . . ... .. .. 63

6.1.5 Versao Newton/Quasi-Newton(BFGS/Broyden) . . .. 64

6.2 Critério de Paragem . . . . .. ... ... ... ... 66
6.3 Parametro de Penalizacao . . . . . .. .. ... .. ... ... 66
6.4 Resultados Computacionais . . . . . . .. ... .. ... ... 67
6.5 Sintese . . . . . .. 98

7 Conclusoes e Trabalho Futuro 101
7.1 Conclusdes . . . . . . . . 101
7.2 Trabalho Futuro. . . . . . . .. ... ... ... ... ... 104

Bibliografia 104



Capitulo 1

Introducao

O problema de optimizacao é, de modo geral, um problema onde se pretende
calcular o minimo (ou méximo) de uma dada funcao de vérias varidveis,
estando estas sujeitas a um conjunto de restrigoes. O problema pode entao
ser colocado matematicamente, do seguinte modo

min f(x)

relR"

s.a. (1.1)
=0, i=1,...,m

ci(r) >0, i=m'+1,....m

em que f,¢; : R" - R, (i =1,...,m). A f chamamos fungao objectivo
e ao conjunto {¢; : ¢ € {1,...,m}} chamamos o conjunto das fungoes de
restricao. Ao conjunto dos pontos, x, que verificam as restricoes chamamos
conjunto admissivel. Assim, resolver o problema (1.1) consiste em calcular os
pontos admissiveis para os quais a fungao objectivo assume um valor minimo.

O facto da maioria dos problemas se poder colocar na forma (1.1), nao
significa que se deva ignorar diferencas entre problemas. Perante um pro-
blema, é geralmente vantajoso determinar algumas das suas caracteristicas
especiais, que permitam resolver o problema de forma mais eficiente. Por
exemplo, podera ser possivel omitir testes a situagoes que nao podem ocor-
rer, ou mesmo, evitar recalcular quantidades que nao variam.

As tabelas seguintes dao um esquema de classificacao baseado nas ca-
racteristicas das fungoes do problema, donde se podem obter vantagens al-
goritmicas significativas. Assim, relativamenente a funcao objectivo temos:



Propriedades da funcao objectivo

Funcao de uma tnica variavel

Funcao linear

Funcao quadratica

Soma de quadrados de fungoes lineares
Soma de quadrados de fungoes nao lineares
Funcao nao linear suave

Funcao nao linear esparsa

Funcao nao linear nao suave

Quanto as restri¢oes temos:

Propriedades das funcoes de restrigao

Sem restrigoes

Limites simples

Funcgoes lineares

Funcoes lineares esparsas
Funcgoes nao lineares suaves
Funcgoes nao lineares esparsas
Fungoes nao lineares nao suaves

H4 outras caracteristicas importantes a distinguir nos problemas de opti-
mizagao. O tamanho do problema afecta tanto a nivel de armazenamento
de dados como do esforco computacional requeridos para obter a solucao,
pelo que técnicas eficazes para problemas de pequena dimensao nao sao, em
geral, aceitaveis para problemas de grandes dimensoes. Outra caracteris-
tica que varia de problema para problema, envolve a informagao que esta
disponivel para o algoritmo durante o processo. Por exemplo, num caso
pode ser possivel calcular analiticamente as primeiras e segundas derivadas
das fungoes, enquanto que, noutro caso, s6 os valores das fungoes objectivo
e das restricoes podem ser obtidos.

Este trabalho tem como objectivo implementar técnicas de penalizagao
exacta, baseadas nos métodos de Newton, Quasi-Newton e numa combinacao
de ambos, para resolver problemas de optimizacao com restricoes de igual-



dade especificos, nomeadamente com funcao objectivo e fungoes de restricao
nao lineares e com derivadas parciais continuas até, pelo menos, a segunda
derivada. Assim, este trabalho esta dividido em sete capitulos, comegando
com este primeiro capitulo introdutorio.

No segundo capitulo sao indicados alguns resultados basicos de Algebra
Linear, principalmente ao nivel de resultados matriciais, e definigoes de Ana-
lise.

Nos capitulos trés e quatro sao introduzidos os métodos de Newton e
Quasi-Newton para resolucao de sistemas de equagoes nao lineares e de pro-
blemas de optimizagao sem restrigoes, respectivamente. Como veremos, estes
capitulos estao relacionados entre si.

No capitulo cinco, é introduzido o problema de minimizacao com restri-
¢oes de igualdade e indicada a técnica usada, neste trabalho, para o resolver
- a técnica de penalizacao exacta.

No sexto capitulo sao apresentadas as cinco versoes que foram implemen-
tadas para comparagao computacional.

Finalmente, no capitulo sete sao referidas as conclusoes retiradas deste
trabalho e apontadas areas de investigacao futura com o objectivo de melho-
rar o desempenho dos métodos de substituicao.






Capitulo 2

Definicoes e Resultados Basicos

Neste capitulo sao introduzidas algumas defini¢oes e resultados basicos de
Algebra Linear e Andalise necesséarios para os restantes capitulos.

2.1 Algebra Linear

Esta secgao descreve os conceitos de Algebra Linear mais importantes para
a optimizagcao.
Um vector de IR" pode representar-se da seguinte forma
x
T2
T
r=| . | =z, z0...,2,]".

T

Dados z,y € IR" e a € IR, podemos definir as operacoes usuais de adigao
de vectores
c+y=[ri+y,. .. T0+yn]" (2.1)

e multiplicacao de vectores por um escalar
ar = [axy, ...z, (2.2)

O conjunto IR" com as operagdes definidas em (2.1) e (2.2) constitui um
espaco vectorial.

Definigao 2.1 A qualquer operagao, ||.|| : R" — IR, que satisfaca as
seguintes propriedades:



1. Voern : ||z]| > 0e||z]| =0seesdsex =0
2. VaerVeerr © [laz]| = |||z
3. Vayern © ||z + 9| < |lz|| + |Jy|| (Desigualdade Triangular)

chamamos norma vectorial.

As normas mais conhecidas vém em funcao da norma-p que é definida por

n

Izl = D_ |zl | (2.3)
i=1
Os trés valores mais comuns para p sao p = 1,2 e 00, cujas normas cor-
respondentes sao denominadas por norma-um, norma-dois ou norma FEu-
clidiana e norma-infinito. Note-se que ||z||? = zTx e que quando p = oo
vem x|l = max; |z;|. Um espago vectorial considerado com uma norma é
chamado espaco vectorial normado.

Definicao 2.2 Dados dois vectores =,y € IR", define-se produto in-
terno (ou escalar) usual por

zly =Ty = leyl (2.4)

=1

Os vectores x e y dizem-se ortogonais se x7y = 0.

Quaisquer que sejam z,y € R" verifica-se |27y| < ||z||2]|yll2, conhecida
como desigualdade de Schwarz.

Definicao 2.3 Se 2’z = 1 entdo z diz-se normalizado. O conjunto
de vectores {z; € R" : i =1,2,...,m < n} diz-se ortonormal se
1 se 1=y

To. —§.. —
T = 0 0 se i#j

7
Uma norma matricial pode ser definida em termos de uma norma vectorial
do seguinte modo: dada uma norma vectorial ||.|| e uma matriz A, considere-

se
[A]} = max || Azf]

llzfl=1

As trés normas vectoriais ja definidas induzem trés normas matriciais para
uma matriz Ay,wn = [@ij]mxn:



m
al = o (Slasl)

i=1

14l = (AualA”A])?

n
[Alle = max. (Z|%‘|)

J=1

A norma-um é o maximo da soma dos valores absolutos por coluna, a
norma-dois é a raiz quadrada do maior valor préprio da matriz ATA e a
norma-infinito é o maximo da soma dos valores absolutos por linha. Outra
norma importante é a norma de Frobenius, denotada por ||.||r, que corres-
ponde a considerar uma matriz A,,x, como um vector com nm elementos, e
depois calcular a sua norma Euclidiana:

m n %
2
|AllF = Qj;
i=1j=1

Nesta seccao, sao apresentadas algumas defini¢oes e resultados que serao
utilizados nos restantes capitulos, podendo as demonstragoes ser encontradas
em vérios livros de Algebra Linear.

2.1.1 Matrizes

Definicao 2.4 Dada uma matriz quadrada A dizemos que ela é si-
métrica se e s6 se AT = A. Dizemos que ¢é anti-simétrica se e s6
se AT = —A. Caso AAT = I entao A diz-se ortogonal

Teorema 2.1 Dadas duas matrizes quadradas A e B, verificam-se as
seguintes propriedades:

1. (AB)" = BTAT;

2. Se A e B sdo néo singulares entdo (AB)™' = B~1A™!;
. det(AB) = det(A) det(B);

. det(AT) = det(A);

4
5. Se A é uma matriz singular entao det(A) = 0;

w



6. Dado o vector x entao
n n
T .
X Al‘ = Z fL’iCLijZEj = Z ZEZ‘CL]‘Z'ZL‘]‘,
5,j=1 3,j=1

7. SeB =
T Bz.

1(A4+A") (B é uma matriz simétrica) entdo z* Az =

Defini¢ao 2.5 Uma matriz quadrada A é positiva definida (positiva
semi definida) se todos os seus valores préprios sao estritamente
positivos (ndo negativos). De forma andloga podemos definir ne-
gativa definida (negativa semi definida). Se uma matriz nao ve-
rificar nenhuma das condigoes anteriores diz-se indefinida.

De uma forma equivalente, temos:

Definicao 2.6 Dada uma matriz A, ela é
1. positiva definida se 27 Az > 0, Vo € R", = # 0;
2. positiva semi definida se x7 Az > 0, Vo € R";
3. negativa definida se x7 Az < 0, Vo € R", = # 0;
4. negativa semi definida se 7 Az < 0, Yz € R™;

Temos ainda alguns resultados importantes:

Teorema 2.2 1. Se A é uma matriz positiva definida entao a; > 0,

1=1,2,...,n. Resultados semelhantes verificam-se quando
A € positiva semi definida, negativa definida e negativa semi
definida.

2. Se A é simétria e definida positiva, entao existe uma matriz
M, também simétria e definida positiva, tal que A = M?.

Podemos assim definir os seguintes conjuntos de matrizes:
PD = {A:2"Az >0}
PSD = {A:z"Az >0}
ND {A: 2" Az < 0}
NSD = {A:2"Az <0}



2.1.2 Valores e Vectores Proprios

Definicao 2.7 Para cada matriz quadrada, existe pelo menos um A
e um correspondente vector u tal que

Au = Au, (2.5)

isto é, o vector transformado é apenas um multiplo do vector ori-
ginal. Ao conjunto dos escalares A que satisfazem (2.5) chamamos
valores proprios e aos vectores u chamamos vectores proprios.

Alguns resultados importantes sao indicados no seguinte teorema:

Teorema 2.3 1. Se A for uma matriz simétrica de ordem n entao
todos os valores préprios de A sao reais e tem n valores
proprios distintos;

2. Se A for nao singular entao todos os seus valores proprios
sao nao nulos e os valores préprios de A~! sao os reciprocos
dos de A;

3. Se a matriz A for simétrica e nao singular entao os valores
préprios de A~! sao reais e distintos;

4. Se II(A) representa o produto dos valores proprios de A e A

e B sao matrizes quadradas quaisquer, entao

I(AB) = II(A)II(B).

2.2 Analise

Devido a esséncia do problema que se prentende resolver, definido em (1.1),
existe a necessidade de introduzir outras nogoes e resultados importantes.

Consideremos o espago linear normado {IR", ||.||}, com uma das normas
de vectores definidas em 2.1. A custa dessas normas podemos ainda definir
distancia entre dois pontos z,y € IR", considerando a funcao

d(z,y) = |z = yll

Para generalizar as ideias de intervalos fechados e abertos em IR, come-
cemos por definir bola aberta e fechada em {IR",||.|}.



Definigao 2.8 Dado r € R e um ponto x € IR" chamamos:

e bola fechada de centro x e raio r ao conjunto
Blz,r]={y e R": lz —y[| < r};

e bola aberta de centro x e raio r ao conjunto
B(z,r)={y e R": ||z —y| < r}.

Definicao 2.9 A sequéncia {#®)} num espaco linear normado
{IR", ||.||} converge para z* € IR" se e sé se

Jim (|2 — 2| = 0.
Dizemos que {#(®} é uma sequéncia de Cauchy se e s6 se
VesoTien @ 4,k > 1= [|]2® — 20| < e
Generalizemos agora a noc¢ao de continuidade em IR a IR".

Definicao 2.10 Uma funcao f: D C IR" — IR™ é continua em T se
e 86 se

[ = &[] = 0= [|f(z) = f(&)]| = 0.

Definigao 2.11 Seja f: R" — IR uma funcao diferenciavel. Define-
se derivada parcial em ordem a x; no ponto x como sendo
0f (z) [z + hei) — f(x)

Diz-se que f é de classe C" em D, f € C™(D), se qualquer que
seja x € D as derivadas de ordem 1,2,...,n sao continuas.

Define-se o vector gradiente de f como sendo

_[0f(x) 0f(x)  Of(x)]"
S| Oy Oz T Oxy,

Vi(z)



e a matriz Hessiana de f

f(@)  Rf@) . Pf@)
630% 0x1012 0x10Ty
9% f(x) 9% f(x) . 9% f(x)
v2f($) _ 6902.8%1 8:(:% 83?2.89%
821;(1‘) 82];(x) . 82];(30)
OrnOxr1  Oxndxo ox2

Sao agora apresentados trés casos particulares do teorema de Taylor
sendo, principalmente os dois primeiros, bastante importantes para os méto-
dos de optimizagao sem restrigoes.

Teorema 2.4 Seja f : R" — R com f € C"(D),n > 3 e D um
conjunto contendo o segmento de recta definido por x e & = x+h,
entao existem 0; € (0,1) (i = 1,2, 3) tais que:

o f(&)=fx+h)=f(x)+Vf(E)Th com & =z + 0.h;
o f(&) = f(x+h) = f(z) + Vf(x)'h+ 30"V f(Eh com

E=x+ 02h;
o f(z)=f(x+h)= f(x)+Vf(a:)Th+%hTV2f(x)h+R(x,:%)
com
fi(z,2) = 3! 1:21 ]; k; it O0x;0x,;0xy,

em que h, = &, —x, e £ = x + O3h.
Seja f : IR" — IR uma funcao e seja D um subconjunto de IR".

Definicao 2.12 O ponto z* é um minimizante local forte de f sobre
D se e s6 se existe € > 0 tal que:

1. B(z*¢e) C D;
2. Voepr 1 # 77 = f(a¥) < f(2).
Definicao 2.13 O ponto z* é um minimizante local fraco de f sobre
D se e s6 se existe € > 0 tal que:
1. B(z*,¢) C D;
2. VoeB(are 1@ 7 4" = f(a") < fla);

3. 2* ndo é minimizante local forte de F'.



Note-se que uma funcao f pode ter mais do que um minimizante, sendo
na pratica dificil identificar um minimizante calculado numericamente como
um minimizante global. Apenas se pode concluir que o ponto encontrado é
minimizante numa dada vizinhanca. Para determinar se um dado minimi-
zante € global, é necessario conhecer todos os minimizantes e ver para qual
deles a funcao objectivo tem valor minimo. Em certos casos, pode nao existir
nenhum tipo de minimo por:

1. f ser ilimitada (f(z) = 2®, x € R);
2. f ter minimo no infinito de [|z|| (f(x) =e™*, z € IR).

Definigao 2.14 Seja f : D C IR" — R entao z* € D é um maxi-
mizante de f sobre D se e s6 se x* for um minimizante de —f
sobre D.

As qualificagoes descritas atrés (local, global, fraco, forte) sdo obviamente
também aplicaveis aos maximizantes.

Definicao 2.15 Seja f : D C R" — IR uma fungao com primeiras
derivadas parciais continuas em D. x* € D é um ponto critico de
fem D seesdse Vf(x*) =0. Caso z* ndo seja nem minimizante
nem maximizante entao x* diz-se um ponto de sela.

2.3 Sintese

Os resultados de Algebra Linear e Anélise que aqui foram introduzidos servem
para melhor compreender as caracteristicas dos problemas que irao ser trata-
dos neste trabalho, bem como de alguns dos métodos descritos ao longo
dos préximos trés capitulos. Algumas defini¢oes sao também utilizadas nas
provas dos teoremas e propriedades.



Capitulo 3

Sistemas de Equacoes nao
Lineares

Neste capitulo sao estudados métodos para a resolucao de sistemas de equa-
¢oes nao lineares. Como veremos mais adiante, este problema estd rela-
cionado com o problema de optimizacao.

Dado um vector de fungoes f : R" — IR", com f continuamente dife-
renciavel, pretende-se determinar z* = (z],25,...,2}) tal que f(z*) = 0,
ou seja, sendo f(x) = (fi(z), fo(x),..., fu(z)) pretende-se encontrar uma
solucao para o sistema

fi(zy, 29, ..., 2,) = 0
0

f2($1,$2,~-->$n) = (3 1)

folz1, 20, ... 2,) = 0

Os métodos estudados para a resolucao deste problema sao iterativos. Um
dos mais conhecidos é o método de Newton.

No restante capitulo comecamos por deduzir as equagoes do método de
Newton e, em seguida, as do método Quasi-Newton do tipo de Broyden.
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3.1 Meétodo de Newton

Dado o sistema de equagdes (3.1), considere-se a expansao em série de Taylor
de f(z) em relagao a x = (x1,xa,...,T,)

fi(Z) = fl(x)‘i‘(fl—xl)%ﬁ—i----%-(:in—xn)%(x)—k---
HE) = F@) + @ — o) 28 (3, — 2,22

(3.2)
fa®@) = fulz) + (@ —2) S e (2 — ) L
com T = (ZT1,T,...,Tn).
Assim, sendo
T=x+d (3.3)

e tomando apenas os n + 1 primeiros termos de cada equacao, obtém-se a
aproximagao linear a f

l(z) = fz) + Vf(x)d, (3.4)
onde a V f chamamos Jacobiano de f que ¢é definido por
ofi(z) ofilx) . Ofi(x)
or oz o
6)(;2 ) agg z) 8(];2(;5)
Vf(zx) = ’:‘”1 ‘?” . f” : (3.5)
Ohn(e) Ofle) | Ofala)
oy Oza Oz

A solugao do sistema linear [(z) = 0 fornece uma aproximacao a solugao
do sistema f(z) =0, e é dada por

Ofi(x) Ofi(x) . . 9ofi(x)
ofly ot o) Aiz)

b om T om d=— f2(x) . (3.6)
Ofa(e) Ofala)  Ofala) :

8x1$ 8:621 e 855: fn (x)

Como [(z) é apenas uma aproximagao a f(z), o vector Z é apenas uma
aproximacao a solucao z* do problema (3.1), pelo que o processo deve ser
repetido, tomando como ponto de partida z, x <+ Z, e calculando uma nova
aproximacao a . Assim, por uma questao de notacao, considerando que



partindo da aproximacao z(¥) se obtém 2*+1 usando (3.3) e (3.6), o processo

iterativo do método de Newton, consiste em calcular
g® ) = g0 g™k =0,1,2,...

com
V(@) = —f()

até que seja satisfeito o critério de paragem.
Algoritmo 3.1: [Método de Newton para a resolugao do sis-

tema de equagGes nao lineares|
Dada a funcéo f continuamente diferencidvel e () € IR™

e Fazer k=0

e Repetir
— Determinar d® tal que Vf(;g(k))d(k) — —f(:v(k))
— Fazer z¢+1) .= (k) 4 q(k)

— Fazer k. =k+1
até convergir

o Fazer z* := z(®

O teorema seguinte, estabelece as condigoes de convergéncia local qua-
dratica do método de Newton

Teorema 3.1 Seja f : IR" — IR" uma func¢ao continuamente dife-
renciavel num conjunto aberto e convexo D C IR". Suponhamos
que existe z* € R™ er, 3 € R, tais que B(x*,r) C D, f(z*) =
0, Vf(z*) é nao singular, ||V f(z*)7!|| < B e Vf é Lipschitz
continua na vizinhanca de x*, em que a contante de Lipschitz é
~. Entéo existe ¢ € R" tal que, qualquer que seja (¥ € B(z*,¢)
a sequéncia de pontos gerada pelo Algoritmo 3.1 converge para
x* e verifica

2 — &) < Byla® |, k=1,2,3,...

Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser encon-
trada em [Fernandes, p.112] O



A razao de convergéncia do método de Newton é uma das suas vantagens.
No entanto, o método nao é globalmente convergente, necessitando de uma
boa aproximagao inicial.

A necessidade de calcular em cada iteragao a solugao do sistema (3.6),
bem como o cdlculo das derivadas da matriz (3.5), sdo os grandes inconve-
nientes que surgem na implementacao do método. Outro problema podera
ainda vir da possibilidade da matriz do Jacobiano ser singular donde, o sis-
tema (3.6) nao ¢ determinado.

O célculo do Jacobiano (3.5), pode ser ultrapassado usando métodos que
o aproximem, designadamente os métodos do tipo Quasi-Newton.

3.2 Meétodo Quasi-Newton. Equacao de Broy-
den

Quando o célculo analitico das derivadas se torna dificil e/ou dispendioso, a
matriz do Jacobiano deve ser aproximada por diferencas finitas ou actuali-
zada usando férmulas deduzidas a partir da equacao secante.

Como ja foi referido, seria vantajoso ter um processo que calculasse uma
aproximagao a matriz do Jacobiano, de modo que as derivadas nao tivessem
de ser recalculadas em cada iteragao. Mais vantajoso ainda, seria determinar
uma aproximacao sem ter de realizar calculos adicionais da funcao. Assim,
nesta seccao vamos introduzir a aproximacao secante mais usada, neste con-
texto, proposta por Broyden.

Considere-se o modelo afim, que aproxima f em torno de z

I(z) = fz®FV) 4 AFD (g — B+ (3.7)
em que l: IRn - Rna A(kJrl) S IRan’ T = (x17$2;...,$n)T 3 ZL'(k+1) —
(2FFD 20D 2T 6 como se verifica facilmente, temos [(z*HD) =

f(z 1)) qualquer que seja a matriz A®+Y,

Ora, o método de Newton obtém-se substituindo, em cada iteracao, A*+1)
por V f(z**1). Quando o Jacobiano ndo é conhecido, a matriz A®*1 deve
entao verificar

1) = ),

sendo z¥) o ponto da iteracdo corrente, k. Obtemos entdo

f(a:(’“)) — l(x(k)) — f(a;(kﬂ)) + A(k+1)($(k) _ x(k+l)>



donde
A(k+1)(x(k+1) . l'(k)) _ f((ﬂ(kJrl)) . f(l'(k)).

k+1)

Considerando s*) = z( — 2 obtemos

AR+ (k) — y(k)’ (3.8)
conhecida por condicao secante, em que s} é o deslocamento efectuado e
y®) = f(a*+D) — f(2®) a variacdo no resultado, obtida depois de efectuado
o deslocamento.

A equagao (3.8) nao especifica um valor tinico para a matriz quadrada de
ordem n, A®+D_ Apenas n elementos desta matriz podem ser determinados
em fungao dos restantes n x (n — 1), que podem tomar quaisquer valores.
Assim, para s*) #£ 0, existe um subespaco linear de matrizes de dimensao
nx (n—1) que satisfaz (3.8). A construgao de uma boa aproximagao secante,
consiste em determinar um processo que seja bom para escolher uma dessas
matrizes.

Por exemplo, podemos escolher A**1) por forma a minimizar a variacio
do modelo linear, quando passamos de x*) para z**1 sujeito a (3.8). A
diferenca entre o novo modelo, I(z) = f(z**+D) + AF+TD (g — 2*+D) dado em
(3.7), e o modelo antigo, [ (z) = f(x®) + A® (z — 2*)) ¢ dada por

@)= 19(a) = [+ ASD (@ — a0+ -
—f@®) — NW z™)
( (k+1) f( ) A(k—l—l( (k+1) :L'(k)>—|—
+(A(k+1) A(k))(x — g ))

e agora, tendo em conta a equagao secante (3.8), vem
I(z) — 18 (z) = (AFTD — AW (g — 2 *)), (3.9)

Podemos agora escrever  — z®) como soma de um miltiplo do vector s*)
com um vector, t, que é ortogonal a s*)

r— 2™ =as® 4t = a(z®) — 2 0) ¢

donde, podemos escrever (3.9) da seguinte forma

I(z) = 1W() = o (AFD — AW (gD — 200y 4 (4B — 4B 1 (3.10)



Nao tendo qualquer controlo sobre o primeiro termo do segundo membro da
equagao (3.10) pois, a condigao secante implica que

(A(k+1) _ A(’f)) (D) — zB)) = AR+ (1) _ k)
_A(k)(m(kﬂ) — x(k)) -
NI TORC)

podemos escolher A+ por forma que
(A(k—H) B A(k)) t=0,

k) k)

tendo em conta que t e s sdo ortogonais. Por este facto, A*+D — Al

, . L T
devera ser uma matriz de caracteristica um da forma us®" |, © € IR". Ou
seja, uma matriz cujas linhas sdo vectores multiplos de s¥) o que implica que

us™"t = 0. Subtraindo a ambos os membros da condigao secante, (3.8), o
termo A®s®) obtemos

(A(k+1) . A(k)>8(k) _ y(k) _ AR 4(R)

Tendo em conta que estamos a considerar

AHD AR = gy BT (3.11)
vem
us®T g®) — o k) _ Ak) g(k)
donde
(k) _ A(k) g(k)
_ Y $
b= T (3.12)
Assim, de (3.11) e (3.12) obtemos
- o (y® — AW R T
ARFD — gk) 4 (3.13)

8T g(k)

denominada férmula de actualizacao de Broyden.
No processo iterativo é necessrio possuir uma matriz inicial, A®, po-
dendo considerar-se, por exemplo, uma das trés hipdteses seguintes:



H Aproximacao inicial A©

‘ Observagoes

V()

Necessario o calculo analitico
das derivadas da funcao

A matriz que se obtém apro-
ximando as derivadas do Jaco-

Necessario realizar muitos cal-
culos da funcao f

biano, usando diferencgas fini-
tas, calculada no ponto z(©)
A matriz identidade

Implementacao muito simples

Podemos agora construir um algoritmo que utiliza a formula de actuali-
zacao de Broyden para aproximar a matriz do Jacobiano.

Algoritmo 3.2: [Método de Quasi-Newton-Broyden para a re-
solugao do sistema de equagoes nao lineares]
Dada a funcdo f continuamente diferencidvel, z(*) € IR" e, por
exemplo, A© =T,

o Fazer k=0

e Repetir
— Determinar s tal que A®) s = — f (k)
— Fazer 1) .= g(*) 4 ()

— Se nao convergiu
x Fazer y®) .= f(x*+D) — f(z®)
* Determinar A(k+1) = A(k) + (y(k),A(k)s(k))s(k)T

s T g(k)
* Fazerk =k +1

até convergir

o Fazer z* := x(k+t1)

Como seria de esperar, o comportamento deste método vai depender tanto
da aproximacao inicial & solucao, (¥, como da aproximacao inicial & matriz
do Jacobiano. Para evitar a divergéncia de A®), serd ttil implementar uma
técnica de recomeco, que consiste em repor em A%*) a matriz usada como A
de n em n iteragoes.

Os teoremas que se seguem referem que o método tem convergeéncia local,
isto é, dado um ponto inicial, (9, suficientemente préximo da solucdo z* e



uma aproximacao inicial, A®  também suficientemente préxima da matriz
V f(z*), a convergéncia é superlinear para z*.

Teorema 3.2 Seja D € IR" um conjunto aberto e convexo que con-
tém ) e 2+ com 2% £ 2*. Considere-se ainda a funcao
f:IR" — IR", a matriz do Jacobiano V f Lipschitz continua em
D, com constante v, A® ¢ IR™™ e A*+D) determinada por
(3.13). Entao , quer para a norma 2 quer para a norma de Frobe-
nius, tem-se

3
A — V)| < AP = T F®) |+ et = O]l
(3.14)
Além disso, se x* € D e V f satisfaz a condicao de Lipschitz fraca

IVf(z) =V ()] <vflx —2||,Ve € D
entao

|ACH) = V@) < |AW = V)] + (3.15)
f}/ * *
+5 (25D = 2"z + o™ —27s) -

Demonstracao: A demonstracao deste resultado pode ser encon-
trada em [Dennis-Schnabel, p.176] 0

As desigualdades (3.14) e (3.15) sdo exemplos da chamada propriedade
da deterioracao limitada. Esta propriedade indica que se a aproximacao a
matriz do Jacobiano piorar, de iteracao para iteragao, esta pioria sera de uma
forma controlada e limitada.

Teorema 3.3 Suponhamos que se verificam as hipoteses do Teorema
3.2. Suponhamos ainda que existem escalares positivos € e ¢ tais
que |7 — z*||, < e e |[A® — Vf(2*)|| < 6. Entdo a sequéncia
{x®)} gerada pelo Algoritmo 3.2 converge superlinearmente para
x*. Caso {AW)} s6 satisfaca a desigualdade (3.15) entdo a con-
vergéncia é pelo menos linear para x*.

Demonstracao: A demonstracao deste resultado pode ser encon-
trada em [Dennis-Schnabel, p.177] O



A propriedade da deterioracdo limitada assegura que ||A®+) — ¥ f(2*)||
se conserva razoavelmente pequena. Se as aproximagoes ao Jacobiano apenas
satisfazem (3.15), entdo nao se consegue mais do que uma convergéncia linear.
Isto significa que o processo iterativo converge, mesmo que a aproximacao ao
Jacobiano nao seja muito boa. No entanto, o que nos interessa é ter conver-
geéncia superlinear. Esta consegue-se localmente de acordo com as condigoes
do Teorema 3.3.

Uma condicao necessaria e suficiente para que um método do tipo secante,
e nomeadamente o método de Broyden, convirja superlinearmente para x* é a
de que os deslocamentos efectuados pelo método secante convirjam, quer em
direccao quer em amplitude para os deslocamentos Newton, quando efectua-
dos a partir dos mesmos pontos. O teorema seguinte estabelece isto mesmo.

Teorema 3.4 Seja D C IR" um conjunto aberto e convexo, f : IR" —
IR", V f(x) Lipschitz continua em D com constante v e V f(z*)
nao singular. Seja {A®} uma sequéncia de matrizes nao singu-
lares em IR™ " e suponha-se que para um z©) € D a sequéncia
de pontos gerada por

2D = g6 | gk,

com AR s*) = _ f(x®)) permanece no conjunto D e satisfaz
%) £ o* para qualquer k, e

lim 2% = 2*.
k—o0

Entao a sequéncia {x(’“)} converge superlinearmente para x*, de
acordo com alguma norma, e f(z*) = 0 se e s6 se

(AW =V f(2)s®|
kh_)rrolo IEGH = 0. (3.16)
Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser encon-

trada em [Dennis-Schnabel, p.181] O

De acordo com a equagao (3.16), quando o método Quasi-Newton converge
superlinearmente para x*, nao é possivel concluir que a matriz A%, que
aproxima o Jacobiano, esteja a convergir para V f(z*), embora possa acon-
tecer.



3.3 Sintese

Neste capitulo foi introduzida a formulacao do problema definido por um
sistema de n equacoes nao lineares nas n variaveis reais e foram deduzidas
as equacoes iterativas de dois dos métodos mais usados para a sua resolugao:
o método de Newton e um método do tipo secante, conhecido na literatura
por Quasi-Newton, e que é baseado na féormula de actualizacao de Broyden
para a matriz do Jacobiano do sistema.

Este problema tem uma forte ligacao com o problema que seré tratado no
préoximo capitulo. Além disso, no capitulo 6 recorre-se a formula de actua-
lizacao de Broyden para aproximar uma matriz do Jacobiano, na sequéncia
do problema tratado no capitulo 5.



Capitulo 4
Optimizacao Sem Restricoes

Como se sabe, alguns problemas de optimizacao envolvem a minimizagao
de uma funcao, possivelmente nao linear, podendo as suas varidveis ter de
satisfazer um conjunto de restrigcoes. Quando nao existem restrigoes, temos
um problema de optimizagao nao linear sem restri¢oes, que pode ser expresso
pela seguinte forma matemaética:

min f(z). (4.1)

Quando f é continuamente diferenciavel até a segunda ordem, existe um
conjunto de métodos para a resolucao destes problemas, sendo o método de
Newton o mais conhecido. Assim, neste capitulo vamos comecar por definir
as condicoes de optimalidade e em seguida serao deduzidas as equacoes do
método de Newton. Por fim veremos algumas modificagoes que tém como
objectivo conseguir obter convergéncia global e tentar reduzir os custos com-
putacionais.

4.1 Condicoes de Optimalidade

Antes de comecarmos a pensar em métodos para a resolugao dos problemas
do tipo dos definidos pela expressao (4.1), temos de conseguir definir uma
"solucao” do problema, ou seja, as condi¢oes de optimalidade. Estas condi-
¢oes vao permitir verificar se um dado ponto é éptimo e, como veremos, vao
ainda sugerir métodos para a resolucao do proprio problema.

Ora, nas Definicoes 2.12 e 2.13 foram indicadas as condigoes de mini-
mo local forte e fraco, respectivamente. No entanto, estas definicoes nao
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servem para verificar se um dado ponto é ou nao éptimo pois, em geral, seria
necessario calcular f no conjunto (infinito) de todos os pontos de uma e-vi-
zinhanca do ponto proposto para verificagao. Comecemos entao por definir
as chamadas condicoes necessarias, para que um ponto x* seja minimo local
do problema (4.1)[Gill-Murray—Wright, p.63].

Teorema 4.1 Suponhamos que f : IR" — IR tem derivadas continuas
até a segunda ordem num conjunto convexo D. As condi¢oes ne-
cessarias para que r* seja um minimo local de f sao:

CN1. Vf(z*) = 0 (ou equivalentemente ||V f(z*)|| = 0).
ON2. V2f(z*) € PSD.

Estas condi¢oes sao chamadas condi¢coes necessarias de primeira
e segunda ordem, respectivamente.

Demonstragao: Como sabemos, o desenvolvimento em série de Tay-
lor de f em torno do ponto z* é dado por

f(z* 4 ed) = f(a*) + ed"V f(2*) + ;EQdTW f(z* + ebd)d, (4.2)

com 0 < 0 < 1,d € IR" e considerando ainda (sem perda de
generalidade) e € R*.

Suponhamos que x* é um minimo local, nao sendo, no entanto,
um ponto critico, isto é, V f(z*) # 0. Assim, existe pelo menos
um vector d € IR" tal que

A"V f(z*) <0 (4.3)

(basta, por exemplo, considerar d = —V f(z*)). Qualquer vector
d que satisfaga (4.3) diz-se uma direc¢ao descendente. Dada uma
direcgao descendente d, existe um escalar € (€ > 0) tal que para
todos os € (0 < € < €), e tendo em conta que quando € — 0 entao

€2 — 0 mais rapidamente, vem

ed"V f(x*) + ;eZdTW f(z* 4+ ebd)d < 0. (4.4)

Consequentemente, de (4.2) e (4.4), concluimos que

f(a™ +ed) < f(27),



qualquer que seja o € < € o que contradiz a nossa hipdtese
de z* ser minimo. Conclui-se entao que, exceptuando quando
Vf(z*) = 0, toda a vizinhanca de z* contém pontos com um
valor estritamente menor do que f(z*), o que prova que qualquer
minimo local tem ser um ponto critico.

A necessidade da condi¢ao de segunda ordem, pode também ser
provada por contradigdo. Note-se que de (4.2) e da condigao de
primeira ordem ja provada, se tem

fl@* 4+ ed) = f(z*) + ;GQdTVQf(x* + efd)d. (4.5)

Supondo que a matriz V2 f(z*) é indefinida, pela continuidade de
V2 f, esta serd indefinida numa vizinhanca de z*, pelo que se pode
escolher um € > 0 em (4.5), suficientemente pequeno, por forma
que z* + ed pertenca a regiao referida. Por definicao de matriz
indefinida, podemos escolher d por forma que d* V2 f(x*+efd)d <
0. Assim, de (4.5), qualquer vizinhanca de z* contém pontos onde
f tem valores estritamente inferiores a f(z*), o que contradiz a
optimalidade de x*.

O

As condigoes para verificar que um ponto é éptimo sao:

Teorema 4.2 Suponhamos que f : IR" — IR tem derivadas continuas
até a segunda ordem num conjunto convexo D C IR". As con-
digoes suficientes para que z* seja um minimo local forte de f
sa0:

CS1. Vf(z*) = 0 (ou equivalentemente ||V f(z*)|| = 0).
CS2. V*f(x*) € PD.

Estas condigoes sao chamadas condigoes suficientes de primeira e
segunda ordem, respectivamente.

Demonstragao: Comecemos por ter em conta que ja foi verificado a
necessidade de V f(z*) = 0, pelo que a expansao de f em torno de
x* é dada por (4.5). Supondo V2f € PD, por continuidade, V2 f
é positiva definida numa vizinhaga de z*. Para |¢| suficientemente
pequeno, temos que z*+ed pertence a referida vizinhanga. Assim,



para todos os € nas referidas condigoes e para qualquer direccao d
verifica-se d? V2 f(z* + efd)d > 0. Recorrendo novamente a (4.5)
concluimos que f(z*) é estritamente inferior a qualquer ponto na
referida vizinhanga, pelo que z* é um minimo local forte.

(I

4.2 Método de Newton

Nesta seccao vamos deduzir o método de Newton, tratando-se de um método
de segunda ordem pois, como veremos, recorre a Hessiana de f.

Comecemos por considerar a expansao em série de Taylor da fungao o-
bjectivo, f, em torno de um ponto x, dada por

flx*) =~ f(z) + Vf(z)'d+ ;dTVQf(x)d. (4.6)

Relembrando o objectivo de resolver o problema (4.1), o ideal seria que a
partir de qualquer ponto x se conseguisse determinar o vector d, por forma
a atingir o minimo, 2* = z + d. Ora, f(z)+ Vf(z)"d + 3d"V*f(x)d define
uma funcgao quadratica, que aproxima f na vizinhanca de z e cujo minimo é
d. Para determinar d, fixa-se o z, e considera-se a partir de (4.6) a aplicagao

o(d) = f(x) + Vf(x)'d+ ;dTVQ f(a)d. (4.7)
Derivando ambos os membros de (4.7) em ordem a d, obtemos
Vaold) = Vf(z) + V2f(x)d.
Para que d seja minimo de ¢, terd de ser ponto critico, ou seja,
V() + Vf(z)d =0,
que de forma matricial fica
V2f(x)d = =V f(x). (4.8)

A (4.8) chamamos sistema Newton. Como as derivadas de segunda ordem
das fungoes quadraticas sdo constantes, o minimo de (4.7) é atingido numa sé
etapa, a partir de um ponto inicial qualquer z. Quando f nao é uma funcao



quadratica o ponto = + d, com d obtido de (4.8) ndo serd necessariamente o
minimo, pelo que o processo devera ser repetido, partindo de x + d.

Uma abordagem diferente, recorre ao problema descrito no Capitulo 3.
Assim, dada f : D C IR" — IR, em que f possui derivadas continuas pelo
menos até a segunda ordem, D é um conjunto convexo que contém pelo
menos um ponto critico, z*, de f e V2f(z*) é definida positiva, entdo x* é
um minimizante local forte de f em D.

Assim, um método que resolva o sistema de equacoes nao lineares

of(x) __
0x1 =0
o)  _
Viz)=0={ 92 (4.9)
o) _
Oz, =0

serve para determinar x*.

Um método eficiente para a resolucao do sistema de equacgoes nao lineares
(4.9) é o método de Newton (ver Capitulo 3).

Por qualquer das abordagens, obtemos um processo iterativo, sendo

2D = ) 4 g®) (k= 0,1,2,..)

com

V2 (2N d® = —v f(2®). (4.10)

Algoritmo 4.1: [Método de Newton para minimizagao de fun-
¢oes nao lineares sem restrigoes]
Dada a funcao f continuamente diferenciavel pelo menos até a
segunda ordem e z(® € R"

o Fazer k=0

e Repetir
— Determinar d® tal que sz(q;(k))d(k) — _Vf(x(k)>
— Fazer zF+1) .= g(k) 4 q(k)

— Fazer k. =k+1
até convergir

o Fazer z* := z(®



Uma das propriedades mais importantes do método de Newton, a sua
convergencia quadratica, ¢ dada no seguinte teorema.

Teorema 4.3 Suponhamos que f : D C IR" — IR tem derivadas
parciais continuas num conjunto aberto e convexo D. Supondo
ainda que existem x* € R" e r, 3 > 0, tais que

e B(z*,r)C D
o« V() =0
o existe V2f(z*)™' e ||V2f(z*)7Y| < B (isto 6, V2f(z*)~!é
limitada)
o V2f(x*) é y-Lipschitz continua em B(x*,r)
entdo existe um € > 0 tal que qualquer que seja x € B(z*,€) a
sequéncia M,z .. gerada por

2R — (k) VQf(m(k))_IVf(x(k))
fica bem definida, converge para x* e satisfaz
[z — 2% < Bryfla® — 2P, k=0,1,2,...  (411)

Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser encon-

trada em [Dennis-Schnabel, pag.90]
O

Assim, pelo Teorema 4.3 que acabamos de enunciar, conclui-se que se
a aproximacao inicial, z(?), estiver suficientemente préxima de z*, entéo a
sequéncia de pontos gerada pelo método de Newton converge para x* e a
convergencia é quadratica. Contudo, se a aproximacao inicial nao for sufi-
cientemente boa, o método pode nao convergir. Existem ainda outras razoes
que levam o método a falhar a convergéncia, nomeadamente:

e O vector d¥, calculado de (4.10), é quase ortogonal a V f(z®) pelo
que nao é possivel progredir ao longo de d®.

e Quando d® nao é uma direccdo descendente nio se pode garantir a
existéncia de um valor a tal que f(z®) 4+ ad®) < f(z®).

e Se a matriz Hessiana calculada em z(*) é singular entao a direccao d*)
nao esta sequer definida.



e Apesar de V2f(z®)~! existir e ser positiva definida e a direccao, d®,
calculada de (4.10) ser descendente, temos f(z 1)) > f(2®), isto é,
a funcao nao sofreu uma reducao.

Atendendo a estas consideragoes, podem realizar-se algumas modificagoes
no método de Newton por forma a torna-lo mais robusto.

Uma primeira modificagao, tem a ver com a primeira razao referida. As-
sim, quando a direccdo calculada, d®), for quase ortogonal a V f(z*)), esta
(d®) deve ser substituida por outra, nomeadamente pela direccio de des-
cida maxima',—V f(z*)). Na pratica, devido aos arredondamentos, vamos
considerar que d*) e V f(x*)) sdo ortogonais quando

IV f(z®)Td®] < |V f (@) 1™,

com 1 > 0 e proximo de zero.

Uma segunda modificagao tem como objectivo resolver o problema indi-
cado na segunda observacao. Assim, caso d*) ndo seja uma direccio descen-
dente devemos considerar a nossa direccio como sendo —d®).

Quando a matriz Hessiana for singular, terceira observacao, como a di-
reccdo nao pode ser calculada, toma-se d® = —V f(2®).

Finalmente, tendo em conta a tultima observacao, e analogamente ao que
foi feito na demostracao do Teorema 4.1, podemos garantir a existéncia, em
cada iteracdo, de um escalar a*) denominado de comprimento do passo, tal
que

f(:lj'(k) + a(k)d(k)) < f(x(k)).

O célculo desse escalar o'®) | é realizado usando uma procura unidimensional,
segundo a direccdo de procura d*). Ou seja, pretende-se determinar

' (k) (k)
min f(@™ + ad™).

Para esta procura pode-se, por exemplo, recorrer:

e A uma procura exacta, obtendo-se o minimo local de f segundo a
direccao d®;

e A uma aproximacao desse minimo através de um método de mini-
mizac¢ao unidimensional (por exemplo, o método de Davies, Swann
e Campey (DSC)[Abdy-Dempster, p.36], baseado em aproximagoes
quadraticas ou cubica de f segundo a direcgao d);

Lou descida abrupta (traducio de steepest descent)



e Ao critério de Armijo que origina uma redugao significativa do valor de
f. Neste caso, pressupondo que a direccao d*) é descendente, gera-se
uma sequéncia de escalares {w’a} (j = 0,1,2,...), a partir de um valor
inicial @ (sendo a unidade o valor mais comum) e sendo 0 < w < 1
uma constante de reducao. Quando se encontrar o primeiro escalar w’
que verifique

f($(k)) - f(x(k) + wjad(k)) > lejoévf(l“(k))Td(k)v (4.12)

faz-se a'® = wia. No entanto, valores muito grandes, nio sao aceites

por esta condicao de Armijo, embora possam passar valores muito pe-
quenos. Para ultrapassar isto, é conveniente juntar a condigao adicional

f@®) = f@® + wad®) < pyuw’aV f(a®)Td®. (4.13)

Ao conjunto das duas condi¢oes chamamos critério de Goldstein-Ar-
mijo. As constantes p; e uo deverao satisfazer 0 < pu; < ps < 1.
Sendo que quanto menor for p; menor é a redugao verificada no valor
da funcao, em cada iteragao, mais facilmente é verificada a condigao
(4.12) e maior é o numero de iteragdes pois, o processo progride mais
lentamente. Por sua vez quanto maior for y;, mais dificil é de satisfazer
a condi¢ao (4.12) e maior é a reducao verificada no valor da funcao
objectivo pelo que sao necessarias, em geral, menos iteracoes. Pode
ainda acontecer que o valor de a®) aceitével, que verifica as condicoes
(4.12) e (4.13) seja muito pequeno e consequentemente o deslocamento
resultante de a®d® é quase nulo. Esta situacio, que ocorre quando
ja se estd muito préximo do éptimo, obriga a um niumero exagerado
de célculos da funcio objectivo, pelo que se sugere utilizar o® = 1
(mesmo que nao exista decréscimo do valor da fungao).

Por vezes, os métodos mais simples e menos precisos sao preferidos, uma vez
que uma redugao, considerada significativa, no valor da funcao é suficiente
para garantir convergéncia[Fletcher, p.30].

A introducao destes esquemas de aviso das falhas do método de Newton,
a implementacao das solugoes descritas bem como a introducao da pesquisa
unidimensional, origina o chamado algoritmo de seguranca de Newton [Wolfe,
p.92].



Algoritmo 4.2: [Algoritmo de Seguranca de Newton para mi-
nimizagao de fungoes nao lineares sem restrigoes]
Dada a funcao f continuamente diferenciavel pelo menos até a
segunda ordem e () € R"

o [azerk =0
e Repetir

— Determinar, se possivel, d® solucéo do sistema
sz(a:(k))d(k) — —Vf(:c(k))

— Se o sistema tem soluc¢ao tinica
entao

+ Se [V7O)Td0)] < ]V £ ) o]l
entao d¥) := —V f(z)

senao
- Se Vf(@® ) Td® > ||V f(z®)][o][d®)]]
entao d¥ = —d®)

senao d¥) := -V f(z®)
— Determinar o'®) usando uma pesquisa unidimensional
— Fazer 21 .= g0 4 oK) q(k)
— Fazerk:=k+1

até convergir

o Fazer z* := z(®

4.3 Meétodos Quasi-Newton

Como vimos no seccao anterior, quando for dada uma aproximagao inicial
suficientemente boa, o método de Newton é relativamente rapido. Contudo,
é usual ter de se recorrer a um elevado esforco computacional ao longo do
processo iterativo. Esse esforco computacional requere em cada iteracao:

e 0 calculo analitico das derivadas da Hessiana da funcao objectivo, o
que corresponde a determinar n(n+1)/2 derivadas parciais de segunda



ordem?.

e O célculo da matriz (V2f(x*))~!, ou equivalentemente, a resolucio de
um sistema linear. Qualquer dos casos requere operacoes aritméticas
da ordem de O(n?).

Estes inconvenientes, tornam o método de Newton pouco indicado para im-
plementagao em certos casos.

Todas estas consideragoes levam a que se tente usar métodos, para mini-
mizar f, que nao necessitem de determinar analiticamente as segundas deri-
vadas, nem de resolver sistemas. Assim, o objectivo é aproximar V2 f(z(*))
ou (V2f(z®))~! usando informacdo disponivel baseada em x*), ¥ f(z(*)),
z*-1D e Vf(x(k_l)). No caso em que se aproxima a Hessiana,

BW® ~ V2 f(zH)), (4.14)
o ponto seguinte do processo iterativo é
g® D = 2B _ W) (BN f (40,
No caso em que se aproxima, desde logo, a inversa da Hessiana
H® ~ (V2 f(x®))! (4.15)
o célculo do ponto seguinte do processo iterativo é obtido de
2D — 28 o) Oy (7 8),

com a'®) escalar determinado na procura unidimensional.

A teoria dos métodos Quasi-Newton é pois baseada no facto de se poder
calcular uma aproximacao a curvatura da funcao objectivo nao linear, sem
que para tal seja necessario determinar explicitamente a matriz Hessiana da
funcao.

Supondo que f possui derivadas continuas até a segunda ordem, a ex-
pansao em série de Taylor do gradiente de f em torno de z*) é:

V(D) = V(z®) 4 V2 f(a®) (*+D — By 1 AR, (4.16)
2Este problema poderia até certo ponto ser resolvido usando diferencas finitas para esti-
2
mar V2 f(x(®)). No entanto, ao fazer O (@1 -stn) fa(:jé;;w") ~ % (af(m’M’gijhw@n) - 6f(z¢§;;;’mn)) ’

é necessario determinar af(xl’“”gifh’”"m”% com 1 <i < j < n, num total de n(n + 1)/2

calculos. Por estes motivos, o recurso a diferencas finitas pode ser pouco eficiente para n
grande ou quando o custo computacional de determinar V f for elevado.




com A®) — 0 quando z*+Y — 2(*) Considerando

sF) = gk+1) _ g (k)

PO = Va0 - V()
e truncando o termo A®) vem de (4.16)
Yy VQf(fL’(k))S(k).
Aproximando V2 f(z®) por B®), obtemos

y® — B® ) (1 > 0)

e a correspondente equacao para a aproximacao a inversa da Hessiana, H®*)
é

H®y® — ® (1> 0),

Por razoes de sequenciacao (célculo), estas duas equagoes terao de ser
substituidas, respectivamente, por

y® = B (g > 0) (4.17)

HED R — k) (k > 0). (4.18)

A equagao (4.17) é conhecida por condi¢ao Quasi-Newton ou secante.
Agora, seria desejavel poder calcular B*+1) | se possivel adicionando a
B® uma matriz de correccio, C*®), que dependesse de B®), s e ¢y ou
seja,
B+ = Bk 4 o) (B('“), s, y(’“)) , k=0,1,2,....

De modo anélogo,
k) — gk 4 gt (H(’“), S(k)7y(k)) ., k=0,1,2,..

°

tomando E®) como matriz de correccao.



4.3.1 Foérmulas de Actualizacao Para a Hessiana

Durante uma iteracao, novas informacoes acerca da curvatura da funcao ob-
jectivo, f, sao obtidas ao longo de uma tunica direccao, pelo que sera de
esperar que B¥+Y difira de B por uma matriz de caracteristica inferior a
n. De facto, a condicao Quasi-Newton pode ser satisfeita adicionando uma
matriz com caracteristica um, dois ou matrizes de norma minima. Con-
siderando o caso de uma matriz de caracteristica um, suponhamos

B*+D — B T (4.19)

para determinados vectores u e v. Da condi¢do Quasi-Newton (4.17) temos:

BRI — (BE) 4y T)5®) — y9),

ou de uma forma equivalente,

w(eTs®) = y® _ BH 40

Agora, pelo facto de v7s*) ser um escalar e assumindo que y® é diferente
de B®s*) (caso contrario, B*) j4 satisfazia a condicdo Quasi-Newton) con-
clufmos que u tem a mesma direccao de y*® — B® s Agsim, para qualquer
vector v tal que vT sk # 0 vem:

G CRC

b vTs(k)

Consequentemente, B*+1) fica definida por

B = g 4 UTls(k) (y(k) — B(k)s(k)) ot (4.20)

Dado um vector w ortogonal a s*), o produto da matriz de caracteristica
um zw” por s (zw”)s®) | é o vector nulo. Assim, a condicio Quasi-Newton
(4.17) continua a ser satisfeita se forem adicionadas uma ou mais matrizes
de caracteristica um e da forma zw”, sendo contudo os elementos de B*+1
alterados por cada nova matriz adicionada. Como a condicao Quasi-Newton
por si s6 ndo determina de forma tnica a matriz de correccio C*), serd
ttil colocar certas condicdes por forma a que B**D satisfaca algumas pro-
priedades desejaveis, nomeadamente a simetria e que seja positiva definida.



Simetria

Visto a matriz V2f(z) ser simétrica, parece razodvel exigir que cada apro-
ximacao a matriz Hessiana também o seja. Assim, a actualizacdo devera
ser feita de forma que, se B® for simétrica entdo também B**1) o serd.
Deste modo, partindo de uma matriz simétrica garante-se a simetria de B*)
ao longo do processo iterativo. Para uma correccao de caracteristica um, a
manutencao da simetria define de modo tinico a matriz de correccao. Assim,
para que B**+1 seja simétrica (supondo que B® o &), v terd de ser um
miultiplo de u, isto é,

v =ou=aly® — BPs®) o £0.

A actualizagao de caracteristica um (4.20) sera entao da forma

(y® — B®s®) (y® B(k)Sw))T
(y®) — Bk g gk)

B+D — gk 4 , (4.21)

T
com y¥) — Bk 5(k) ¢ (y(k) — B(k)s(k)) s() diferentes de zero, donde

F) _ BRg®) (&) _ Bk ¢#0))"
(v ) (v )

k) —
(y®) — B0 sk 50)

¢é a matriz de correccao. Esta actualizacao é denominada actualizacao simé-
trica de caracteristica um.

Pelo facto da actualizagao simétrica de caracteristica um ser tinica, para
obter outras actualizagoes simétricas, serd necessario permitir que a ma-
triz de correccao tenha caracteristica dois. Uma técnica para desenvolver
actualizacoes simétricas consiste em, dada a matriz simétrica B®), definir
By = B® e gerar uma actualizacdo B, usando a actualizacido de caracte-
ristica um (4.20), isto é,

By = By +wv?, vTs® #£0.

A matriz B; satisfaz a condicao Quasi-Newton, nao sendo no entanto simé-
trica, pelo que B; é transformada numa matriz simétrica By, usando

By == (Bi+B]).

1
2



Contudo, visto que Bs, em geral, nao satisfaz a condicao Quasi-Newton,
repete-se o processo. Desta forma, gera-se uma sequéncia de matrizes de
actualizacao

= B k) _ . k)Y ,T
ng+1 = BQJ + UTS(k) (y BQJS ) v
¢ 1
Bajyo = B (B2j+1 + BQT]-H)

com j =0,1,2,...[Gill-Murray—Wright, p.116].
A sequéncia tem um limite dado por

T
(k) — B&)g(k)) T (k) _ Bk)g(k)
B+ _ B(k)+(y BYs )v +v(y B%s ) B
vTs(k)
(y® — B(k)suc))TS(k) .

- 5 (N (4.22)

(vTs(k))
A actualizagdo simétrica definida em (4.22) é de caracteristica dois e fica
bem definida para qualquer v que ndo seja ortogonal a s*). A actualizacdo
simétrica de caracteristica dois, analoga a de caracteristica um, pode ser

obtida fazendo v = y*) — B®) k),
Considerando v = s*) obtém-se a chamada actualizacao Powell-Symme-

tric-Broyden (PSB):

B+ 50 <y(k) _ B(k)s(k)) ST 4 o) (y(m B B(k)s(k))T
e + _
sk T g(k)

(k)
S
_ RONOS

Quando v = y® obtém-se a conhecida actualizacdo Davidon-Fletcher-
Powell (DFP):

Bk (k) )T pk) N MUK
s®T Bk gk) y® T sk

n <S(k)T B(mS(k)) w®ly®T (4.23)

B+l _— Bk _ +



onde

(&) B s®
GGG

w®

e verifica-se, por substituicao directa, que w®) é ortogonal a s*). Desta
forma, qualquer multiplo da matriz de caracteristica um, w(’“)w(k)T, pode ser
adicionada a B¥**Y sendo que a matriz resultante continua a satisfazer a
condi¢ao Quasi-Newton. Deste modo, obtemos uma familia de actualizagoes

BW k) T gy (k) )T
+L 7
sk T Bk) (k) y® T gk

+0 (s(k)T B(k)s(k)> w(k)w(k)T, (4.24)

Bék“) — W _

com 6 escalar. Considerando § = 0 obtém-se a denominada actualizagao
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), dada pela férmula:

Bk k) )T pk) (k) () T
B+ — glk) _ STS A

. 4.25
s T Bk) g(k) y® T gk (4.25)

Se a direccao de procura for calculada a partir de

BMGH — _y f(2®),

é possivel realizar uma importante simplificacao a nivel computacional na
familia de férmulas de actualizagao (4.24), visto

B®H) — BE) (1) _ 50y — o W) — _ By £ (50,

Considerando, por exemplo, a férmula de actualizacao BFGS, dada em (4.25),
obtemos

VIOV y®y®T

V f(x®)Tqk) T a®) y® T g’

B+D — B(®) (4.26)



Positiva Definida

Uma vez que um ponto critico de f é minimo local forte se a matriz Hessiana
for positiva definida nesse ponto, parece ser desejavel que as matrizes de
aproximacao, { B®}, sejam positivas definidas. Além disso, se B*) é positiva
definida, o modelo quadrético definido tem um minimo local tnico, e a di-
reccao de procura, d®), calculada de B® W) = —Vf(x(k)), ¢ uma direccao
descendente pois,

d® — _ (B<k>)‘1 v (®)
donde

V)b = —v f@®)T (B®) Vi) <o.

Assim, é usual requerer-se que a férmula de actualizacdo seja tal que se B®)
for positiva definida entdo também B*+1) serd positiva definida.

Teorema 4.4 Se B*) é positiva definida e B*+Y) é obtida usando a
formula de actualizagao (4.25) (BFGS) entao, se for implemen-
tada uma procura unidimensional exacta, B*tY) também é posi-
tiva definida.

Demonstracao: A demostracao deste resultado pode ser vista em
[Gill-Murray—Wright, p.120] O

4.3.2 Foérmulas de Actualizagao Para a Inversa da Hes-
siana

Como ja vimos, em certas situacoes, em vez de se ter uma aproximacao a
matriz Hessiana, seria vantajoso que se tivesse uma aproximacao a matriz
inversa da Hessiana. As correspondentes férmulas de actualizacao deverao
manter as propriedades citadas atras. O resultado que se segue vai, con-
forme desejado, permitir determinar aproximagoes Quasi-Newton a inversa
da matriz Hessiana, partindo das actualizacoes calculadas anteriormente.

Teorema 4.5 [Sherman-Morrison-Woodbury| Sejam u e v vectores e
A uma matriz nao singular. Entao A + uv? é nao singular se e
SO se
1+vTA u #0.



Nestas condic¢oes temos ainda

1

TN-1 _ 4—1 _
(Aduv™ )" =A TS oTA

AT AT (4.27)

Demonstracao: Ora, temos

(A + UUT) |:A_1 — 1_|_,11114_1A_1UUTA_1:| =
v u

1 uvT A=ty A1
- J— TA—I TA—l _ —
1+ UTAfluuv tuv 1+ 0T A1y

1 uvT A1
NN [ e TA—l —
[1 + 0T A1y + 1+ UTA—lu] uo

= I

De modo analogo, mostra-se que

AT A AT (A ) = 1

O

Exemplo 4.1: Consideremos a férmula de actualizacao simétrica de ca-
racteristica um dada em (4.21). Simplificando a notagao temos

A (y — Bs)(y — Bs)"
B=B
+ (y— Bs)Ts
Pretendemos determinar B~1. Ora, tendo em conta que B (e B71) ¢
simétrica,
~1(y=Bs)(y=Bs)" p-1
Bl — p1_ B -B"s D

(y—=Bs)TB~1(y—Bs)
1+ (y—Bs)T's

B~'(y— Bs)(y — Bs)"B*

= B7l-
(y— Bs)Ts+ (y — Bs)TB~1(y — Bs)
_ g (B'y —s)(y" B~ —s7)
a yI's —sT'Bs+yTB-1y —yTs — sTy + sTBs
_ g Bly-s)((B7ly—s)"

y'B~ly — sy



Obtemos desta forma a férmula de actualizagao para aproximar inver-
sas de Hessianas, pertence a classe das actualizagoes de caracteristica
um, devida a Davidon, e que tem por expressao

kD) — k) _ (H(k)y - 5)(H(k)y - S)T
yTH®)y — sTy

g

No exemplo seguinte, faz-se a dedugao da férmula BFGS para aproximar
a inversa da matriz Hessiana, partindo da férmula (4.25) para aproximagao
da matriz Hessiana.

Exemplo 4.2: Consideremos entao a férmula de actualizacao simétrica
e definida positiva (se implementada uma pesquisa exacta) para a
matriz Hessiana dada por (4.25). Por uma questao de simplificagao
da notacdo durante os cdlculos, consideremos B = B%) e B = B(k+1)

donde . .
B_p_BsBs) | yy
sT'Bs yT's

e pretendemos determinar B~'. Comecemos por considerar

T
yy
R=B+ %2~
+ yTs
entao .
= Bs(Bs)
B=R-—- ———-"—
sTBs
¢ 1 1,\T
Rl_p1_ B~ y(B™y) ‘
yT'(s+ B~1ly)
Donde
~ 1
Bl=R! R~ 'Bs(Bs)T'R™!. 4.28
+ sTBs — (Bs)TR~1Bs s(Bs) ( )
Agora,
T, T
T T p—1 T T STYy- s
sBs—(Bs)'R""Bs = s Bs—s"Bs+ ——"———— =
(Bs) yT (s + B~ ly)

T,.,T
y'(s+B~ly)



Por outro lado,

SST B SSTnyBil 4 BilnySST
y'(s+B1y)
BflnyssTnyBfl
(y7(s + B~1y))’
Substituindo (4.29) e (4.30) em (4.28) obtém-se

R™'Bs(Bs)TR™! =

(4.30)

Bl — Rpl_ply
yT (s + B 1y)ssT — ssTyy" B~1 — B~ lyyTssT
+ TyyTs +
B lyyTssTyT B
sTyyTsy™ (s + B~1y)’

(4.31)

Tendo em conta que y''s, sTy e yI B~y sdo escalares e substituindo
R~! obtemos de (4.31)

B~ ly(By)T  ssT  s(y" B ly)sT

pt! - pt_Z2 AP I 20 PN 2 )2
y'(s+ B~1y) s T T Ty
SyTB—l B—lyST B—lnyB—l
yT's yT's yT'(s+ B~ ly)

Considerando agora H = B~! temos

T T T T
G- g HEYT st s HY)ST
yI(s+ Hy) yTs sTyyT's
sy’ H Hys! Hyy'H
yT's yTs — yT(s+ Hy)

E f4cil verificar que

T T T
F=(r-Y \glr-%_ .2
sTy yT's sTy

donde se conclui, introduzindo o indice da iteracao, que

T T T

e _ (75O u® TN (g sWTY s
- T T T :
s T (k) g0 T 50 | T 0Ty k)




A férmula definida em (4.32) é uma férmula de caracteristica dois, para
aproximar a inversa da matriz Hessiana, e é denominada por BFGS.

De modo anélogo, podemos calcular a partir da férmula (4.23) uma nova
férmula para aproximar a inversa da matriz Hessiana, que mantém a simetria
e o facto de ser positiva definida, denominada tal como a inicial por DFP
(Davidon-Fletcher-Powell), e dada pela expressao

JZCNOBNORE : (ORENOMOR

HED — gk _ + )
y® T F (k) (k) sk Ty (k)

4.4 Sintese

O problema de optimizacao nao linear sem restri¢oes nas variaveis é anali-
sado, com mais detalhe, neste capitulo. Ficou patente a relagao entre este
problema e o tratado no capitulo anterior. No entanto, eles nao podem ser
considerados equivalentes. O célculo, por um processo iterativo, dos zeros
do vector gradiente da fungao objectivo, nao garante a convergéncia para um
minimo. Outras condigoes tém de ser verificadas, nomeadamente assegurar
que a matriz Hessiana, ou uma aproximacao, seja definida positiva, e garantir
um decréscimo do valor da funcao objectivo, ao longo do processo iterativo.

Os métodos analisados neste capitulo, comecando pelo método de New-
ton, passando pelo método de seguranca de Newton, com a recorréncia a
técnica de procura unidimensional e terminando com os Quasi-Newton, ten-
tam responder, em parte, a algumas das questoes levantadas relativas a con-
vergéncia para a solugao.



Capitulo 5
Optimizacao Com Restricoes

Na sequéncia dos dois capitulos anteriores, vamos considerar agora o pro-
blema que consiste em minimizar uma fungao nao linear sujeita a um con-
junto de restrigoes, também nao lineares, do tipo igualdade. Usando notacao
matematica, pode-se escrever

min f(zx)
r e IR" (5.1)
s.a. c(z) =0,

onde f : IR" — IR, ¢ : IR" — IR™ e considera-se o caso em que m < n.
Suponha-se que as seguintes hipoteses sao verificadas:

Hl: fec¢ (i=1,...,m) sdo continuamente diferencidveis pelo menos até a
segunda ordem;

H2: A matriz Jacobiano de ¢(z), Ve(z), tem m linhas linearmente indepen-
dentes.

5.1 Multiplicadores de Lagrange

Uma técnica usada para resolver problemas com restricoes é conhecida como
o método dos multiplicadores de Lagrange, sendo uma técnica de grande
importancia na teoria da programacao nao linear([Beltramil,[Byrd] e [Glad]).

Considerando o problema (5.1), qualquer ponto solugao z* tem de sa-
tisfazer as restrigoes de (5.1), isto é, tem de ser um ponto admissivel. Em
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particular, se x* for um ponto admissivel e h um vector tal que z* + h tam-
bém é admissivel, entdao h diz-se uma perturbacao admissivel. Suponhamos
que todas as perturbagoes admissiveis se podem escrever em funcao de uma
variavel ¢ € IR, tal que para V' > 0,

h(t) = [ha(t), ho(t), ... ha(8)]", =V <<V

com h; : IR — IR funcoes continuamente diferencidveis em ¢ = 0,

h(0) =0 (5.2)

dh(t) <

—_— =h+#0. 5.3
L 6
Entao, visto z* + h(t) ser um ponto admissivel, temos

Gl +h(t) =0, -V <t<V (i=1,2,...,m). (5.4)

Calculando a derivada de (5.4) em ordem a ¢, no ponto ¢t = 0, e tendo em
conta (5.2) e (5.3), obtém-se

Ve (#)Th=0(3G=1,2,...,m). (5.5)

Defina-se agora

Como z* + h(t) é admissivel para t € [V, V], ¢ tem um minimo sem restri-
¢oes em t = 0 se 2* for uma solugao de (5.1). Vem entao que ¢'(0) = 0 e, tal
como para Ve, tendo em conta (5.2) e (5.3),

V() h=0. (5.6)

Considere-se agora A = [\, ..., \,|T, um vector com m reais arbitrérios.

Entao de (5.5) e (5.6) temos

(Vf(:c*) - g)\di(m*)>Tﬁ =0



ou

S {20 - 320250 o 6:)

j:l =1

Sabemos ainda que os h; (j = 1,...,n) nao sao todos arbitréarios, pois z* + h
¢ um ponto admissivel, ou seja,

ci(z*+h)=0(G=1,...,m). (5.8)

Supondo que ¢; (i = 1,...,m) sdo tais que as equagoes (5.8) permitem
escrever m dos h; como funcao dos restantes n — m, entao n — m dos h;
sao independentes e (5.7) é verificada para valores arbitrarios dos \; e para
valores arbitrarios de n —m dos h;. Como os \; sao arbitrarios, podemos
escolhé-los por forma a que satisfacam m relagoes da forma

Of(z*) I Ocilx

Yy = 0. 5.9
895] ; 8:6] (5.9)
Fixando estes valores dos A; (i = 1,...,m) temos de (5.7) e (5.9)
y o leacl hy =0, (5.10)
J O i=1

onde o somatério em j é sobre os n — m valores correspondentes aos n — m
valores independentes (donde arbitrarios) dos h;. Temos entao de (5.10),
para estes n — m valores de 7,

of(x*) & Oci(x™)
o, ;A o, 0. (5.11)
De (5.9) e (5.11) obtém-se entao
/(") _ iAiaCi@*) —0(j=1,...,n). (5.12)

al'j

c(*)=0 (i=1,...,m). (5.13)

Assim, as equagdes (5.12) e (5.13) constituem um sistema de n +m equa-
¢oes nao lineares que podem ser, em principio, resolvidas para as n + m



varidveis =7 (i = 1,...,n) e A\; (
uma solugao para o problema (5
Lagrange.

j =1,...,m) por forma a que se obtenha
.1). Os A; s@o chamados multiplicadores de

Defina-se
L(z,\) = f(z) — c(z)"\ (5.14)

A funcao L : IR"xIR™ — IR é chamada a fun¢ao Lagrangeana correspondente
ao problema nao linear (5.1). Agora,

OL(x, ) _ Of(x) I dei(x) .
or, o ;A o, (G=1,...,n), (5.15)
pelo que, usando (5.12),
oL N
T_O (j=1,...,n)
e
OL(x, \) (5.13) OL(z*, \)
TV 0 (k=1,...,m).
8)\k Ck(CC) = a)\k 0 (k ) 7m)

Este processo sugere uma técnica para a resolugao do problema (5.1).
Assim, formada a funcao Lagrangeana e calculando as suas derivadas parciais
em ordem aos z; (i = 1,2,...,n) e aos A; (j = 1,2,...,m) basta resolver
o sistema de equacoes nao lineares resultante usando, por exemplo, um dos
métodos descritos no Capitulo 3.

Se existe um par (z*, \*) tal que
V.L(z*, X*) = Vf(z*) — Ve(z*)TA\* =0
Vialz*, X)) = ¢(z*)=0

entao chama-se a este par o ponto Kuhn-Tucker (KT) do problema (5.1). Se,
além disso, para todo o u que verifique Ve(z*)u = 0 vem

ut' V2 L(x*, \)u > 0,

entao o ponto z* é solu¢do do problema (5.1).



5.2 Funcoes de Penalizacao

Para resolver o problema nao linear (5.1) pode-se construir uma funcao au-
xiliar e definir um problema de optimizacao sem restri¢oes, cujo minimo seja
x*, solugao de (5.1), ou que esteja relacionado com este de um modo conhe-
cido. Assim, o problema original pode ser transformado numa sequéncia de
subproblemas sem restrigoes sendo ® a funcao objectivo auxiliar do problema
sem restricoes.

Por outro lado, de um modo geral, o minimo de f sem restricoes sera
um ponto nao admissivel, ou f pode ser ilimitada inferiormente. Assim,
a sequéncia de solugoes dos subproblemas sem restricoes converge para x*
somente se @ inclui um termo que garante a admissibilidade. Uma possivel
escolha para esse termo é uma funcao que seja uma penalizacao positiva,
tanto maior quanto maior for a violacao da admissibilidade. Para ilustrar
esta ideia temos, por exemplo, a funcao de penalizagao quadratica ou a fun-
¢ao Lagrangeana aumentada descritas, respectivamente, nas Seccoes 5.2.1 e
5.2.2.

5.2.1 Funcao de Penalizacao Quadratica
A funcao de penalizacao quadratica é definida por

Do(,p) = f(a) + Se(@) e(w) = fla) + Elle@)l},  (5.16)

onde p é o chamado parametro de penalizagao e 5¢(x)"¢(x) o termo de pena-
lizagao ([Powell] e [Gill-Murray—Wright, p.208]). Caso existam restri¢oes de
desigualdade, ¢(x) deverd ser substituida por ¢(x) que contera as restrigoes
que sao violadas em x. Por convengao, todas as restricoes de igualdade sao
consideradas como violadas.

Sob condigoes pouco restritivas, pode mostrar-se que existe z*(p), minimo
de (5.16), para o qual

lim z*(p) = x™.

p—00

Nao se deve, no entanto, calcular * com a precisao necessaria aumen-
tando simplesmente p para um valor grande e realizando uma unica mini-
mizagao sem restricoes de ®g pois o nimero de condicao da matriz Hessiana
de &g em 2" aumenta a medida que p aumenta, com singularidade no limite.

Se o valor de p é muito grande até um algoritmo robusto tera dificuldades
para calcular z*(p). Assim, usa-se uma sequéncia de problemas sem restrigoes



em que, o valor de p vai aumentando gradualmente e z*(p) é usado como
ponto inicial para a minimizacao com o novo parametro de penalizacao, até
que o critério de convergéncia, para o problema original, seja satisfeito.

Exemplo 5.1: Considere-se o problema

min 22

sa. r—1=0.
Para este problema, temos

o(w,p) = a® + L (x 1)

)=t
Claramente,
pllrgo ¥ (p) =z =1
-
&
5
=
3
2
-1 -0.5 0.5 1 1.5 2

Figura 5.1: Grafico de f e ®g (com p=1e p = 10).



5.2.2 Funcao Lagrangeana Aumentada

Esta classe de funcoes pode ser obtida tendo em conta varios pontos de
vista. Uma das motivagoes consiste em construir um subproblema sem res-
tricoes com uma funcao objectivo, ®, para a qual o mau condicionamento
seja evitdvel (em contraste com o descrito na Sec¢ao 5.2.1) mas mantendo a
funcao a minimizar continuamente diferenciavel.

A funcao Lagrangeana aumentada mais popular é

Dy(z, N p)i= flx) —clx)" A+ gc(x)Tc(x), (5.17)
onde, tal como na Seccao 5.2.1, p é o parametro de penalizagao positivo.
Uma propriedade importante desta fungao é o facto de que tanto em (5.17)
como no seu gradiente, os termos de penalizacao anulam-se em z*. Assim,
se A = \*, e tendo em conta (5.1), entdo z* é um ponto critico de (5.17) (em
ordem a x).

Pode-se mostrar, sob condigoes pouco restritivas, que existe p tal que
x* é um minimo sem restrigoes de ®4(x, \*, p), para todos p > p. Desta
forma, sob certas circunstancias ideais, * poderia ser calculado realizando
uma dnica minimizacao da funcdo (5.17). Contudo, esta situacdo raramente
ocorre, pois de um modo geral A* nao esta disponivel até se ter encontrado a
solucao. Assim, os métodos que utilizam a Lagrangeana aumentada devem
incluir um processo que estime o vector dos multiplicadores de Lagrange.

Fagamos algumas observacgoes:

Obs. 1. Apenas podemos garantir que a solugao x* é um minimo local de
®,4. Além disso, ¢4 pode ser ilimitada inferiormente para alguns
valores de p.

Obs. 2. A escolha do parametro de penalizacao é, em geral, complicada
mesmo quando ®,4 ¢ ilimitada inferiormente. Obviamente que p
deve ser suficientemente grande para que z* seja um minimo de
® 4. Contudo, quando ele é muito grande ou muito pequeno podem
surgir dificuldades. Quando p se torna demasiado grande ocorre o
mau condicionamento dos subproblemas. Por outro lado, se o valor
de p for muito pequeno existe nao sé a hipotese de ¢, se tornar
ilimitada inferiormente mas também a possibilidade de existir mau
condicionamento do problema.



Obs. 3. O vector dos multiplicadores desempenha um papel fundamental
pois, * nao é necessariamente um ponto critico de (5.17) excepto
quando A for igual a A*. Assim, o processo iterativo convergira para
r* se as estimativas do vector dos multiplicadores também conver-
girem para A*. Pode-se mostrar que a razao de convergéncia das
iteracoes {xj} nao sera melhor do que a razao de convergéncia das
estimativas dos multiplicadores {\}. Este resultado é bastante im-
portante pois, mesmo que se aplique um método com convergéncia
quadrética para resolver o problema min ® 4(x, A, p), nao se terd essa
razao de convergéncia a menos que se use uma estimativa com a
mesma razao de convergéncia para o vector dos multiplicadores.

Na préxima seccao vamos introduzir uma técnica que é baseada na esti-
mativa do vector dos multiplicadores e na sua substituigao directa, na funcao
que acabamos de referir.

5.3 Técnicas de Penalizacao Exacta

Certas funcoes de penalizacao definem técnicas de penalizacao sequéncial,
uma vez que o minimo da funcao de penalizagao sem restrigdes converge
para a solucao do problema (5.1), z*, apenas quando p — oo. Por outro
lado, existem as técnicas de penalizacao exacta caracterizadas pelo facto
de, existir um valor finito p tal que, para p > p o minimo da funcao de
penalizagao ®(x, A, p), *(p), é igual a z*. Como ja foi referido na Secgao
5.2.2, uma das funcoes para a qual se podera implementar uma técnica de
penalizacao exacta é a funcao Lagrangeana aumentada.
Assim, dada a funcao de penalizacao

D a2, ), p) = f(z) — clx)" A+ gc(x)Tc(x) (5.18)
também ja vimos que x* é um seu minimo se A = \*. Isto sugere a ideia
de introduzir a estimativa do vector dos multiplicadores na proépria funcao
Lagrangeana aumentada, como uma funcao continua de x. Isto é, substitui-
se A por uma funcdo A(z). A funcdo () chamamos formula de substituicao.
Um outro modo de estimar os mutiplicadores consiste em utilizar formulas
de actualizacao([Bertocci-Cavalli-Spedicato], [Gill-Murray-Wright|, [Glad] e
[Lucidi]). Estas férmulas actualizam a estimativa, em cada iteragao, por



exemplo, no final da resolu¢ao de cada subproblema (antes de incrementar o
parametro de penalizagdo). Um exemplo é a férmula

AERD = XK _ 5B ez (pR)Y),

em que 2*(p®) foi o minimo calculado do subproblema quando se utilizou
AE) g pk),

Todo o restante trabalho tera como base a fungao Lagrangeana aumen-
tada e o uso de férmulas de substituicao.

Dada a funcao de penalizagao (5.18) construimos entao uma nova funcao
de penalizacao, que depende apenas do ponto z e do parametro de penaliza-
¢ao p, obtendo-se

U(z,p) = f(z) —clx)"NNz) + gc(x)Tc(x). (5.19)

As duas secgoes que se seguem sao destinadas a deduzir e estudar as
propriedades de duas dessas férmulas de substituicao.

5.3.1 Férmula de Substituicao A\(z) = —p c(x)
Considere-se a fungao Lagrangeana L(x, \) = f(x) — c(z)T ), com A € R™ e
¢:IR" — IR™. Calculando o seu gradiente em ordem z, obtemos

V.L(z,\) = Vf(z) — Ve(z)" A (5.20)

Considere-se, por outro lado, a funcao de penalizacao quadratica definida na
Seccao 5.2.1

Dole, p) = J(x) + Lea) ela).
Vem entao
V. ®q(z,p) = Vf(z)+ pVe(r) e(r). (5.21)

Como vimos, para que um ponto seja solu¢ao do problema (5.1), é neces-
sario que ele seja ponto critico da Lagrangeana em ordem a x. Pode-se provar
que a solucao de (5.1) é também ponto critico de . Assim, as equagoes
deverao obdecer a

I
o

{ V.L(z,\) =V f(x) — Ve(z)TA
Veo(r,p) = V1(x) + pVe(n)elz) = 0



donde

{Vf(x) = Ve(z)TA
Vi) = —pVe(x) e(z)

e consequentemente

Ve(z)'A = —pVe(z) e(z)

donde
Ve(z)Ve(r)'\ = —pVe(x)Ve(z) e(z).

De acordo com a hipétese H2, vem

A=—p (Vc(w)Vc(x)T)il Ve(x)Ve(r)e(x)

donde
A = —pec(z).
Podemos assim considerar a formula de substituicao
Az) = —pe(z)

que tem como Jacobiano
VA(z) = —pVe(x)

e Hessianas

V2\i(z) = —pViei(z) (i=1,2,...,m).

(5.22)

(5.23)

(5.24)

Para este caso, obtemos a Lagrangeana aumentada com o seguinte aspecto

Ui(z,0) = f(@)+ pe(@) e(x) + Le(a) e(x)

2

= f(@)+ Spele)ela)

cujo gradiente e a Hessiana sao respectivamente dados por

VUi (z,p) = Vf(z) +3pVe(x) c(z)

V32U, (z,p) = V2f(x) + 3p (Vc(:c)TVc(:c) + Z ci(2)V2¢;()

(5.25)

(5.26)



5.3.2 Férmula de Substituicao \(z) = (Ve(z) )V f(2)

Vejamos como deduzir outra férmula de substituicao, que recorre ao gradiente
de f e ao Jacobiano de c.

Considere-se novamente a funcao Lagrangeana L(z,\) = f(z) — c(z)T)
associada ao problema (5.1). Vem entao que

V.L(x,\) = Vf(z) — Ve(x)" )
e 0 ponto Kuhn-Tucker verifica
Vf(r) — Vel@)"A =0
donde
Ve(r)'A = Vf(z). (5.28)

Considerando a hipdtese H2 e a equacao (5.28) verifica-se que

(Vc(:v)Vc(x)T) - Ve(z)Ve(z)TA = (Vc(a:)Vc(x)T) - Ve(x)V f(x)

e consequentemente

1

A= (Ve(@)Ve(@)")  Ve(@)Vf(z).

-1
Definindo Ve(z)* = Ve(z)T (Vc(x)Vc(x)T) , como a inversa generalizada
a direita da matriz Ve(z), podemos entao considerar a féormula de substi-
tuigao [Powell|

AMz) = (Ve(z) )V f(2). (5.29)

Esta formula de substituicao tem uma propriedade muito importante que
¢ indicada no seguinte teorema e que consiste no facto de que se (z*, \*) for
um ponto Kuhn-Tucker entdao \* = A(z*).

Teorema 5.1 [Monteiro-Fernandes] Suponhamos que se verificam as
hipéteses H1 e H2 e que as condigoes de primeira ordem sao satis-
feitas no ponto (z*, \*), isto é, V,L(z*, \*) =0 e V,L(z*, \*) =
0. Entao a fungao \(x) : R™ — IR™ definida por

AMz) = (Ve(z) ")V f(2)

satisfaz \* = \(z*).



Demonstragao: Supondo entao que (x*, \*) satisfaz as condigdes de
primeira ordem, vem V,L(z*, \*) = 0 donde

V()TN = Vf(z").

A solugao deste sistema de n equagoes com m incognitas deve ser
calculado pelo método dos minimos quadrados. Assim,

Ve(z*)Ve(z*)TA\* = Ve(z*)V f(2*),

ou seja, \* = ((Ve(z*))T)TV f(z*). Concluimos entdo, como era
pretendido, que \* = A\(z*). O

Substituindo A(x) de (5.29) em (5.19) obtém-se

p
Ua(z, p) = f(x) = e(2) [(Ve(@) ") V[ (@)] + Se(z) o),

ou seja, temos um problema de optimizacao sem restrigoes que depende ape-

nas de x e p. O objectivo agora, é determinar a solucao de

min Wy(z, p). (5.30)

Para determinar a solugao deste problema , pode-se por exemplo aplicar

o método de Newton ou um Quasi-Newton. Na aplicacao destes métodos,

pode haver a necessidade de ajustar o parametro de penalizagao até que as
condicoes de optimalidade se verifiquem.

Exemplo 5.2: Dado o problema de minimizacao com restri¢oes

min (21 —1)2 + (21 — 22)? + (22 — z3)*
s.a. x1(1+23) + 2§ — 8.2426 = 0

pode-se entao escrever o problema equivalente sem restrigoes

min (2, X, p) = /(@) — e(x) A+ Se(a) e(a)

com (z,)\) € R3". Usando agora a férmula de substituicao (5.29),
com

Ve(z) = [ 1+22 2zymy 423 }



4{B1 — 2.%‘2 -2
V()= | —2(x1 —x2) + 4(z2 — x3)3 )
—4(%2 — 1'3)3

Az) = (Ve() )TVf( ) =
= ( (Ve(x)Ve(x) ) Ve(z)Vf(z) =
= ( (1 + 23)% + (2z129)% + (4x§)2)_1 X
x[(4x1 — 229 — 2)(1 + 23) 4 2x122(—2(21 — 22) +
+4(zy — x3)%) — 16(z9 — x3)>23]
Donde
Uy(z,p) = (21— 1)?+ (21 — 22)% + (22 — 23)* —
—{(4z1 — 229 — 2)(1 + 22) + 2x120[—2(21 — ) +
(2 — a3)°] — 16( wy — a3)°x 3)} x
X (203 + 42223 + x5 + 1625 + 1)1
Py + 2122 + 2} — 8.2426)?

2
d

Para aplicar o método de Newton a (5.30), surge a necessidade de deter-

minar VWs(z, p) e V2Wy(x, p) analiticamente (ou usando aproximagoes aos
termos das derivadas). Analiticamente, obtém-se de (5.19)

VU, (z,p) = Vf(z) — Ve(x)"Mz) — VA@) e(x) + pVe(z)e(z)  (5.31)

V2Uy(z,p) = V2f(z)— i)\i(:v)V%i(:c) — Ve(z) 'V (z) —
i ci(x — VA(2)'Ve(z) + (5.32)

=1
m

+p |Ve(z) ' Ve(z) + Y a(z)Vie(n) |,

=1

o que por sua vez implica a necessidade de calcular VA(z) e VZA(z).



Teorema 5.2 [Monteiro-Fernandes] Suponhamos que se verificam as
hipéteses H1 e H2, entao A(z) definido por (5.29) é diferenciavel,
V(z) estd bem definido e é dado por

A = (Velw)?) [¥1(0) = STt +

+ (Vc(x)Vc(:c)T)il (iVQCi(x)v(:c)eiT) (5.33)

em que v(z) = Vf(x) — Ve(r)'\(x) e e; é a coluna i da matriz
identidade de ordem m.

Demonstragao: De acordo com as hipdteses e com a equagao (5.33),
a matriz Ve(z)Ve(z)T é nao singular, donde Ve(z)t existe e
VA(z) estd bem definido.

Ora, considerar a equagao
Vf(z)—Ve(@)'\z) =0
é equivalente a considerar

{ v(x) = Vf(z)— Ve(x)T\(x)
Ve(z)v(z) = 0

para algum v(z) € R", pois a caracteristica de Ve(z), tendo em
conta a hipdétese H2, ¢ m, donde a solucao do sistema ¢ tnica
e para v(x) = 0. Derivando ambas as equagoes em ordem a x

obtém-se
Vo(z) = V2f(x)—-X", )\i(x)vifci(x) — Ve(z)TV(z)
0 = ( "y V2ci($)v(x)eiT) + Ve(z)Vo(x)

Agora, multiplicando a primeira expressao a esquerda por Ve(z)
e substituindo na segunda chega-se a

Ve(z)Vo(z) = Ve(z)VEif(z) — Ve(z
~Ve(r)Vela) VAE)

0 = ( L VZci(z)v (a:)ei) + Ve(z)V2 f(x)—

)

) i i) Vi () —

—VC( ) 2% M) Vici(x) -
—Ve(x)Ve(x) 'V (z




Usando a segunda equacao obtemos

Ve(x)Ve(x)'VA(z) = Ve(@)Vif(z) —

—Ve(z) > Ni(z)Ve(z) +

i=1
m T
+ (Z V%Ax)v(x)e?)
i=1
e como Ve(z)Ve(z)T é ndo singular tem-se

-1

VA@) = (Ve(@)Ve(x)")  Ve(z)V f(x) -
— (Vc(x)Vc( T) Z Ni(2) V3¢ (x
(Vc( ) (Z Vic(z ) ,
que é equivalente a 5.33. a

5.3.3 Recurso a Pseudo-Derivadas

Como se pode verificar, o simples calculo de VA(x), necessédrio para determi-
nar VU, e V20, exige o cdlculo de m+1 (V2f(z) e V3¢i(z), i =1,2,...,m)
Hessianas, ou seja, (m + 1)"(
a seguinte hipotese:

1)
"D Jerivadas de segunda ordem. Con51dere se

H3: O vector ¢(z), das fungdes de restri¢ao, é aproximado, numa vizinhanga
de z, por um modelo linear

I(z) = 1z + d) = «(z) + Ve(z)d = ¢(&) + V(@) (z — Z).
Usando a hipoteses H3 obtemos

Vi(z) = Ve(z)

V2(z) =0,



originando uma aproximagao a VA(z) dada por
DA(z) = (vc(x)+)Tv2 flz) = (vc(x)vc(x)T)’l Ve(z)V2f(z), (5.34)

a qual chamaremos pseudo-Jacobiano de \(x).
Como consequéncia,obtemos o vector das pseudo-derivadas de Uy(z, p),
substituindo VA(x) por DA(z) no vector definido em (5.31), obtendo-se

DUy(z,p) = Vf(z)— Velx)T (Vc(x)Vc(x)T)_lVc(x)Vf(x)—

_((Vc(a:)Vc(x)T)1Vc(x)v2f(x)) @)+ (5.35)
+pVe(z)e(x),

conhecido por pseudo-gradiente de Wy, Se x* é um ponto KT, a matriz das
segundas pseudo-derivadas é entao definida por

D*Wy(z,p) = Vf(x)—
— Ve(a)” ((Vc(:c)Vc(x)T)l Ve(r)V? f@)) - (5.36)

- (((VC(x)Vc(x)T)_l VC(:L")V?J“(ZB)>T - PVC(@T> Ve(z),

que se obtém da expressao (5.32) substituindo VA(x) por DA(x), usando a
hipStese H3 e desprezando o quarto termo da definicao de V2Wy(z, p) (5.32)
visto este tender para zero quando xr — z*.

Teorema 5.3 [Monteiro-Fernandes| Suponhamos que se verificam as
hipéteses H1, H2 e H3. Se o par (x*,\*) for um ponto KT do
problema definido em (5.1) e se

N = Aa") = (Ve(@) ")V f ("),

entao z* é ponto critico de Vq(x, p) e raiz de DWy(x, p) = 0. Por
sua vez, qualquer raiz de Dy (x, p) = 0 que verifique as restrigoes
(c¢(x) = 0) é ponto critico de Vy(x, p).



Demonstracao: Da equagao (5.31) tem-se, num ponto KT,

VU (z*,p) = Vf(z*) — Ve(z*) ' A\a*) — V@) e(z*) +
+pVe(z*) e(z)
= Vf(z*) — Ve(z*) A(a")
Vf(z*) — Ve(z*) '\ =0
de acordo com as condigoes de primeira ordem do problema defi-

nido em (5.1) e 2* é ponto critico de Wy(z, p).
Como DV¥y(x, p) calculada em x* origina

DUy(z*, p) = Vf(z*) — Ve(z*)'Az*) — DA (") e(z*) +
+pVe(x*) e(z*) =
= Vf(z*) — Ve(@) ' A\z*) =0,

entdao z* é também raiz de DVUy(x, p) = 0.
Supondo agora que z* é raiz de DW¥s(x, p) = 0, entao

Vf(z*) — Ve(z*) AMa*) — DA(a*) e(z*) + pVe(a*) T e(x*) = 0.
Como
VUy(x, p) = DUy(z, p) + DA(z) c(x) — VA(z) c(z)

tem-se que para qualquer raiz x* de DWy(z, p) = 0, que verifique
c(x*) =0, V¥y(z*, p) = 0. O

5.4 Sintese

A partir dos dois capitulos anteriores foi facil introduzir o problema de opti-
mizagado nao linear com restricoes nas variaveis do tipo igualdade. Uma
das técnicas, que pode ser implementada para a sua resolucao, transforma
o problema com restricoes numa sequéncia de problemas sem restrigoes,
e recorre posteriormente aos algoritmos para optimizagao sem restrigoes.
Alguns destes algoritmos foram estudados no capitulo anterior. Este tra-
balho considera explicitamente este tipo de técnicas, conhecidas na literatura
como técnicas de penalizacao. A mesma filosofia quando estendida a proble-
mas com restricoes de desigualdade origina as técnicas de pontos interiores,
também conhecidas por técnicas de barreira.



A introducao de uma filosofia de substituicao do vector dos multipli-
cadores de Lagrange, por férmulas que sao fung¢oes das variaveis do problema,
traduz-se numa maior eficacia, uma vez que a técnica de penalizacao resulta
exacta em vez de sequencial. No entanto, para algumas dessas férmulas de
substituicao foi referida e ficou provada a complexidade computacional en-
volvida na nova formulacao do problema. A necessidade de simplificar essas
expressoes originou varias aproximacoes. A implementacao destas aproxi-
magoes, para efeitos comparativos, bem como a descri¢cao pormenorizada das
férmulas envolvidas em cada uma das versoes, fazem parte do contetdo do
proximo capitulo.



Capitulo 6

Experiencias Computacionais

6.1 Implementacao

A implementacao das cinco versoes baseadas em férmulas de substituicao do
vector dos multiplicadores de Lagrange, para a resolucao do problema

min¥(z, p) = f(z) — c(a)TA(z) + gc(a:)Tc(x),
que passaremos a descrever, foi efectuada usando a linguagem de programa-

¢ao C (Borland C++), sobre o sistema operativo Windows95.
O computador utilizado foi um PC 486-DX4 (100 Mhz) com 16M RAM.
Foram implementadas uma versao do método de Newton, uma versao
Quasi-Newton, uma Pseudo-Newton e duas versoes que combinam actua-
lizacoes Quasi-Newton com o método de Newton, com o objectivo de re-
solver um conjunto variado de problemas. Estes problemas foram retirados
das colecgoes de problemas de optimizacao nao lineares com restrigoes de
[Hock-Schittkowski] e [Celis-Dennis-Tapia]. Recorremos, de acordo com o
estudo tedrico feito no capitulo anterior, as duas férmulas de substituicao
definidas em 5.3.1 e 5.3.2, para aproximar o vector dos multiplicadores de
Lagrange na Lagrangeana aumentada. Passamos entao a descrever as versoes.

6.1.1 Versao Newton Simples

A férmula de substituicao usada foi
Az) = —pe(z)
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e foi aplicado o Método de Seguranga de Newton (Algoritmo 4.2) a resolucao
de

min Wiz, p) = () + 5p ) e(r)

com

Vi (z,p) = Vf(z) +3p Ve(z) ()

ViU (z,p) = Vif(z)+
+3p <Vc(:c)TVc(x) +> ci(x)V2cl-(a:)>

i=1

6.1.2 Versao Quasi-Newton(BFGS)

Foi usada a féormula de substituicao

Mz) = (Ve() ")V f(2)

e implementou-se o método Quasi-Newton (Secgao 4.3) baseado na férmula
de actualizacio BFGS (4.32) para resolver

min Wy(z, p)
aproximando

-1

<V2\I/2(x(k), p))

pela matriz H® de tal forma que

A% — —H(k)V\Ifg(x(k), p).

Evita-se assim o cdlculo de V2);(z) presente na Hessiana da Lagrangeana
aumentada, WUy. O célculo das matrizes Hessianas VZ¢;(z) (i = 1,2,...,m)
¢ feito para determinar VA(z) (veja-se (5.33)) usado em VW, (5.31).

A actualizagao BFGS é

k), (k)T (k) ()T
HED  — (_]_S()y) H®) ([_y ‘; )+
k 8T gk




s(k) g(B)T

_|_7
k) Ty (k)

em que

y(k) = qu?(x(k+1)> p) - V\II2('T(I€)’ p)

(6.1)
s — U)ok

e, consideramos como aproximacao inicial a inversa da matriz Hessiana de
U, a matriz identidade, H® = I,,.

6.1.3 Versao Pseudo-Newton

Nesta versao também se usa a féormula de substituicao

Mz) = (Ve(z)") 'V f(2),

recorrendo-se a0 método de Seguranca de Newton (Algoritmo 4.2) e & uti-
lizagao das pseudo-derivadas. Assim, VWy(z,p) e V2Wy(x,p) sdao aproxi-
madas, respectivamente, por DU, (x, p) e D*Wy(x, p) no sistema das equagoes
Newton (veja-se (5.35) e (5.36)).

O sistema resultante, conhecido por pseudo-Newton, é agora

D2y (z®), p)d® = —DW, (™ p).

6.1.4 Versao Newton/Quasi-Newton(BFGS)

Continua a ser implementada a seguinte férmula de substituicao
Mz) = (Ve(z) ")V f(2).

No entanto, como VWU, depende de V2\;(z) (veja-se o quarto termo da
definicao de V?Wy, em (5.32)), esta versao aproxima as matrizes Hessianas
V2\i(z) (i =1,2,...,m) por matrizes obtidas de através de actualizagoes
do tipo Quasi-Newton. Seja BZ-(k) a aproximaciao a matriz V2);(x) obtida
pela férmula de actualizacao BFGS:

T
BW k) (T gk)  (R), (k)
B(k+1) — B(k) _ ? S S ? + yz yz

’ i s B s ®T )




em que
y B = TAD (D) — FAOD (g R)
{ G0 D) _ o (8)
onde VA® representa a linha i da matriz do Jacobiano V., com
BY=1i=12...,m
Temos entdao VW, (x® | p) =~ B(x™® p), em que

3

Bz®W p) = V(W) =3 N(z®)Vie (W) — Ve(@®)TVA(®) —

(]

- i ¢i(z®) B

=1

1
91— [V)\(x(k)) — ch(x(k))]T Ve(z®)) 4

-

- p (2®)V2¢; (2 ™).
O sistema Newton fica com a forma
g@(k)’ p)d(k) - —V\IJQ(x(k), 0),
sendo usado, na sua resolugao, o método de Seguranga de Newton (Algoritmo
4.2).
6.1.5 Versao Newton/Quasi-Newton(BFGS/Broyden)

A férmula de substituicao utilizada foi:

Mz) = (Ve())'V [f(2).

Assim, relembrando,

Vy(z,p) = Vf(z) = Ve(@) ' Az) — | VA(@) | (@) + pVe(@)" c(x)

V3 (z,p) = V2f(z)— Z M\i(2)Vi¢ei(x) — Ve(z)T | V()| —

_ ici(x) V2\i(@) |- [[VA@) |- pVe(r)] Ve() +




implementdmos o algoritmo de Seguranga de Newton (Algoritmo 4.2) ao
sistema Newton. Nesta versao o sistema Newton ¢ aproximado por

B(z®, p)d® = —a(z™®, p),

em que B é uma aproximacao a matriz Hessiana de ¥y e @ uma aproximacgao
ao gradiente de W,, definidas respectivamente por

Vs (2™, p) ma(@™,p) = Vf(aW) = Ve@@®)TA(2W) -
— |A® C(x(k)) —l—,OVC(]?(k))TC(x(k))

V2Uy (2™, p) = Bla™, p) = V2 f(z®) =3 N V2e(aW) —

T
— |[AW] - pve(e®)] Ve +

+ 0> (a2 ().
i=1

A férmula de actualizacao usada para aproximar o Jacobiano de A(z) é a
de Broyden (veja-se (3.13))

s T k)
em que
Y0 = AzHD) (20
(6.2)
s kD) _ (®)
com A = [I,,]0]. Para aproximar as Hessianas dos \; (i = 1,2,...,m)

usou-se a mesma formula de actualizacao de BFGS, que foi usada na versao
anterior.



6.2 Critério de Paragem

Quando se esta a implementar um processo iterativo, com o intuito de obter
uma sequéncia de aproximacoes a solugao de um problema, devera ter-se um
critério que pare o processo com garantias de se estar préximo da solucao.

Com precisao infinita, a condicao necessaria para que x seja um mini-
mizante de W é VW¥(z) = 0. No entanto, num processo iterativo com pre-
cisao finita necessitamos de alterar a condicao para V¥(z) ~ 0. Apesar
de VU¥(z) = 0 também ocorrer para um ponto sela ou para num maéximo,
as estratégias de globalizacao e de perturbacao da matriz Hessiana da fun-
¢ao objectivo de modo a que seja definida positiva, torna a convergéncia para
um maximo ou para um ponto sela virtualmente impossivel. Assim, no nosso
contexto, V¥(z, p) = 0 é considerada uma condi¢ao necessaria e suficiente
para que  seja um minimizante local de ¥(z, p), ou seja, ||[VU(z, p)|| < €
com €; uma quantidade positiva e pequena.

Outras condigoes deverao ter em conta, nomeadamente, o facto da solucao
ter de pertencer a regiao admissivel, o que utilizando precisao finita sera
traduzido por ||c(z)|| < €.

Foi entao considerado o seguinte algoritmo para testar a convergéncia do
processo iterativo:

Algoritmo 6.1: [Critério de Paragem)|
Dados €1, €3, €3 e €4 quantidades positivas e pequenas.

o Fazer convergiu:=Falso
e Se ||c(x)]]2 < € entao
— Se [Ja"*D) — 2], < e e |[T(z™H)) = T(aW)]]; < &
entao
* Se ||[VU(z++D)||, < ¢4 entao

- Fazer convergiu:=Verdade

6.3 Parametro de Penalizacao

Como ja foi referido, e se pode concluir dos resultados computacionais, o
parametro de penalizagao tem grande influéncia nos resultados obtidos. Nao
sendo consensual a melhor solucao para o obter, optou-se por um esquema em
que o delimitamos inferiormente por pu;,, quando se esta numa vizinhanga o



da regiao admissivel, e superiormente por pn.y, quando se estd longe da regiao
admissivel, traduzido por ||c(z)|]2 > A. Noutras situagoes, p é calculado por
uma interpolacao linear baseada em (0, pmin) € (A, Prmax)-

Algoritmo 6.2: [Parametro de Penalizacao |
Dados 0, A, pmax € Pmin

e Se ||c(z)]]2 < 0 entao
— Fazer p := puin
senao

— Se ||e(x)]|2 > A entao
* Fazer p := pmax
senao

¥ Fager p = fuax(le@)la=0)pun(A~ (o)l

6.4 Resultados Computacionais

Para simplificar a interpretacao dos resultados obtidos, denotaremos a versao
Newton Simples, em (6.1.1), por versao 1, a versao Quasi-Newton (BFGS),
em (6.1.2), por versao 2 a versao Pseudo-Newton, em (6.1.3), por versao 3 e
as versoes Newton/Quasi-Newton, em (6.1.4) e (6.1.5) por versao 4 e versao
5, respectivamente.

Foram testados trinta e um problemas das colecgoes atras referidas, con-
sideraram-se os seguintes valores para as constantes dos Algoritmos 6.1 e
6.2: € = 1072 e = €3 = €4 = 107%, 6 = 1072, A € {1,10}, pmin = 1.0
e pmax € {5,50,500}, obtendo-se um total de 186 tentativas (6 para cada
um dos problema). Considerou-se ainda que o nimero maximo de iteragoes
permitido fosse 1000. Falta referir que a técnica de procura unidimensional
implementada foi o critério de Goldstein-Armijo (veja-se na Secgao 4.2 as
condigoes (4.12) e (4.13)) considerando p; = 0.9 e py = 1073,

Do conjunto de problemas testados, os problemas 7, 39, 55 e 62 da
colecgao [Hock-Schittkowski] ndo convergiram, em nenhuma das cinco ver-
soes, por terem atingido o nimero maximo de iteragoes permitido (7, 39,
55 e 62) ou por ter ocorrido overflow (55 e 62) ou pelo facto de, no pro-
cesso iterativo, se ter obtido um ponto que nao pertencia ao dominio de uma
das fungoes envolvidas (62). A partir de agora vamos apenas considerar os
restantes vinte e sete problemas (num total de 162 tentativas).



Assim, da compilagao de exercicios referidos, a versao 1 foi a que resolveu
com sucesso o0 menor numero de problemas. Por outro lado, as versoes 3, 4
e b resolveram, respectivamente, 71,0%, 73,5% e 72,8% das 162 tentativas.
Note-se, no entanto, que a versao 5 conseguiu convergir nos vinte e sete
problemas que estamos a considerar (para alguma combinacao de (pyax,A)).

As percentagens de sucessos das cinco versoes encontram-se na Tabela
6.1.

H H Versao 1 \ Versao 2 \ Versao 3 \ Versao 4 \ Versao 5 H

Sucessos nos 27 10 24 20 24 27
problemas! (%) (37,0%) | (88,9%) | (74,1%) | (88,9%) | (100,0%)

Sucessos nas 162 55 108 115 119 118
tentativas (%) (34,0%) | (66,7%) | (71,0%) | (73,5%) | (72,8%)

Tabela 6.1: Numero total (e percentagem) de sucessos.

Nas tabelas seguintes sao apresentados os resultados obtidos com maior
pormenor. A notagao das referidas tabelas é a seguinte:

\% —  Versao.

Nit — Numero de iteragoes até convergir, de acordo com o
critério de paragem referido na secgao 6.2.

Tmp —  Tempo de CPU, em milésimos de segundo, que demorou
a realizar as Nit iteragoes.

Nn — Numero de calculos da funcao O.

Pmax € A — Constantes usadas para determinar o valor do parametro
de penalizacao, de acordo com o referido no Algoritmo
6.2.

Ov —  Ocorreu um overflow durante o processo iterativo.

> 103 — O processo iterativo nao convergiu em 1000 iteragoes.

Na legenda das tabelas é indicado o niimero do problema, a coleccao a
que pertence (f-[Hock-Schittkowski] e t1-[Celis-Dennis-Tapial), a categoria e
as suas dimensdes (n-numero de varidveis e m-nimero de restrigoes).

'Pelo menos um sucesso entre as seis combinagoes do par (pmax,a)-



[V Nit [[[V¥]la [ [lefl2 [ Tmp [ Ny [ Nyy | Ny2; | Nyze, || pmax | A
T 2] 0et00 ] 0et00 | 338 ] 5 3 5 o 5 | 1
2 9 T1e07 | 5e08 | 433 | 20| 20 19 B8 5 |1
3 2 0e+00 | 0ct00 | 390 | 5 5 5 ol 5 | 1
4 2 0e+00 | 0e+00 | 388 | 5 5 5 I 5 |1
5 12| 2008 | 307 | 490 | 47| 47 % B 5 |1
T 2] 0et00 ] 0et00 | 390 | 5 3 5 2T 5 J10
2 9 T1e07 | 5e03 | 441 | 20| 20 19 8] 5 |10
3 2 0e+00 | 0ct00 | 390 | 5 5 5 ol 5 |10
4 2 0e+00 | 0e+00 | 380 | 5 5 5 A 5 |10
5 14| 7c09 | 4009 | 488 | 33| 33 29 A 5 |10
T 2] 0et00 ] 0et00 | 390 | 5 3 5 21 50 | 1
2 9 T1e07 | 5e08 | 380 | 20| 20 19 8] 50 |1
3 2 0et00 | 0ct00 | 380 | 5 5 5 0l 50 | 1
4 2 0e+00 | 0et00 | 390 | 5 5 5 A 50 |1
5 11| 9007 | 1e07 | 490 | 23| 23 23 320 50 |1
T 2] 0et00 ] 0et00 | 330 | 5 3 5 21 50 |10
2 9 T1e07 | 5e08 | 441 | 20| 20 19 18] 50 |10
3 2 0et00 | 0ct00 | 380 | 5 5 5 0l 50 |10
4 2 0e+00 | 0et00 | 439 | 5 5 5 2 50 |10
5 12 | 2007 | 2008 | 490 | 47 | 47 % 35 50 |10
T 2] 0000 ] 0et00 | 378 ] 5 3 5 21 500 | 1
2 9| 1e07 | 5e-08 | 439 20| 20 19 18 [ 500 | 1
3 2 0et00 | 0ct00 | 390 | 5 5 5 0 500 | 1
4 2 0e+00 | 0e+00 | 390 | 5 5 5 42500 | 1
5 12| 2008 | 1e08 | 441 25| 25 %5 35 || 500 | 1
T 2] 0et00 ] 0et00 | 330 | 5 3 5 21 500 ] 10
2 9| 1e07 | 5e-08 | 439 20| 20 19 18 [ 500 | 10
3 2 0e+00 | 0ct00 | 380 | 5 5 5 0 [ 500 | 10
4 2 0e+00 | 0e100 | 390 | 5 5 5 4 500 | 10
5 11| 9e07 | 1e07 | 441 | 23| 23 23 32 [ 500 | 10

Tabela 6.2: Resultados do problema 28" [QLRT](n=3,m=1)

As Versoes 1, 3 e 4 foram as que apresentaram melhores resultados, sendo
estes semelhantes. A versao 5 foi a que efectuou maior esfor¢o computacional,
seguida da versao Quasi-Newton.



[V [ Nit [ V9[> [ flells | Tmp [ Ny [ Nvy | Nozg [ Noze, | max [ A ]
1 2 2e-30 | 0e+00 378 5 3 ) 4 ) 1
2 19 4e-08 | 1e-08 550 | 54 54 39 76 5 1
3 2 4e-30 | 0e+00 380 5 5 ) 0 ) 1
4 7 2e-16 | 4e-17 500 | 24 24 15 28 5 1
) 10 2e-09 | 2e-09 939 | 47 47 21 58 ) 1
1 2 2e-30 | 0e+00 390 5 3 ) 4 ) 10
2 19 4e-07 | 6e-08 550 | 67 67 39 76 5 10
3 2 4e-30 | 0e+00 378 5 5 ) 0 ) 10
4 9 2e-32 | 0e+00 500 | 29 29 19 36 5 10
) 11 6e-08 | 4e-08 948 | 37 37 23 64 ) 10
1 2 2e-30 | 0e+00 388 5 3 ) 4 50 1
2 24 1e-07 | 3e-08 599 | 76 76 49 96 50 1
3 2 4e-30 | 0e+00 378 5 5 ) 0 0] 1
4 5 le-23 | 0e+-00 500 | 13 13 11 20 50 1
) 10 4e-08 | 1e-08 490 | 34 34 21 58 50 1
1 2 2e-30 | 0e+00 378 5 3 ) 4 50 | 10
2 20 1le-07 | 4e-08 609 | 57 o7 41 80 50 | 10
3 2 4e-30 | 0e+00 378 5 5 ) 0 50 | 10
4 8 3e-23 | 0e+00 490 | 25 25 17 32 50 | 10
) 9 3e-08 | 2e-08 500 | 27 27 19 52 50 | 10
1 2e-30 | 0e+00 378 5 3 ) 41 500 | 1
2 28 3e-07 | 1e-07 | 660 | 83 83 57 112 | 500 | 1
3 2 4e-30 | 0e+00 380 5 5 ) 0| 500 | 1
4 5 2e-27 | 0e+00 439 | 13 13 11 20 || 500 | 1
) 10 2e-08 | 6e-09 950 | 30 30 21 58 || 500 | 1
1 2 2e-30 | 0e+00 378 5 3 ) 41 500 | 10
2 24 5e-07 | 1e-07 599 | 74 74 49 96 || 500 | 10
3 2 4e-30 | 0e+00 390 5 5 ) 0| 500 | 10
4 5 2e-25 | 0e+00 439 | 13 13 11 20 || 500 | 10
) 10 9e-08 | 2e-08 490 | 33 33 21 58 || 500 | 10

Tabela 6.3: Resultados do problema 48" [QLRT](n=>5,m=2)

As versoes 1 e 3 foram as que apresentaram melhores resultados. A versao
2 foi a que efectuou maior esfor¢o computacional.



[V Nit [Vl [ flefl | Tmp | Ny | Nos [ Nozy [ Noze, [| pmax [ A ]
1 2 | 0e+00 | 0e+00 388 ) 3 5 6 5 1
2 6 2e-10 | 9e-11 439 15 15 13 36 5 1
3 2 | 0e+00 | 0e+00 441 ) ) 5 0 ) 1
4 2 | 0e+00 | 0e+00 390 5 5 5 12 5 1
51 >10% | 2e+00 | 1e+00 ) 1
1 2 | 0e+00 | 0e+00 388 ) 3 5 6 5 10
2 6 2e-10 | 9e-11 439 15 15 13 36 5 10
3 2 | 0e+00 | 0e+00 388 ) ) 5 0 ) 10
4 2 | 0e+00 | 0e+00 378 5 5 5 12 5 10
51 >10% | 5e+00 | 2e+00 ) 10
1 2 | 0e+00 | 0e+00 380 ) 3 5 6 50 1
2 6 2e-10 | 9e-11 439 15 15 13 36 50 1
3 2| 0e+00 | 0e+00 390 ) ) 5 0 50 1
4 2 | 0e+00 | 0e+00 390 5 5 5 12 50 1
5 [ > 103 2e-02 | 8e-03 50 1
1 2 | 0e+00 | 0e+00 388 ) 3 5 6 50 | 10
2 6 2e-10 | 9e-11 439 15 15 13 36 50 | 10
3 2| 0e+00 | 0e+00 388 ) ) 5 0 50 | 10
4 2 | 0e+00 | 0e+00 429 5 5 5 12 50 | 10
5[ >10% [ 1e+00 | 2e-01 50 | 10
1 2| 0e+00 | 0e+00 388 ) 3 5 6| 500 | 1
2 6 2e-10 | 9e-11 439 15 15 13 36 || 500 | 1
3 2| 0e+00 | 0e+00 378 ) ) 5 01 500 | 1
4 2 | 0e+00 | 0e+00 439 5 5 5 12 || 500 | 1
5 130 le-07 | 6e-06 | 3949 | 1158 | 1158 261 1164 || 500 | 1
1 2 | 0e+00 | 0e+00 378 ) 3 5 6 || 500 | 10
2 6 2e-10 | 9e-11 439 15 15 13 36 || 500 | 10
3 2| 0e+00 | 0e+00 388 ) ) 5 0| 500 | 10
4 2 | 0e+00 | 0e+00 378 5 5 5 12 || 500 | 10
5 | >10° 7e-03 | 3e-03 500 | 10

Tabela 6.4: Resultados do problema 517 [QLRT](n=5,m=3)

Foi com as versoes 1, 3 e 4 que se obtiveram os melhores resultados. A
versao b convergiu uma tnica vez. A versao 2 foi também constante para as

combinagoes dos parametros pnax € A consideradas.



[ V] Nit [[[VP[]o [ Jlell2 [ Tmp | Ny [ Noy [ Nyey | Nvoe, [| pmax | A
1] >10° 3e-16 | BHe-01 5 1
2 456 7e-08 | 3e-08 | 11970 | 3950 | 3950 913 | 2736 5 1
3 2 2e-13 | 1le-14 441 5 5 5 0 5 1
4 [ >10% | 4e+05 | 4e+04 5 1
5 [ >103 | 8e+05 | 3e+04 5 1
1] >10° 7e-16 | 8e-01 5 10
2 67 4e-00 | 4e-10 | 2589 | 925 | 925 135 402 5 10
3 2 2e-13 | 1le-14 441 5 5 5 0 5 |10
4 [ >10% | 4e+05 | 4e+04 5 10
5 | >10% [ 3e+05 | 1le+04 5 |10
1 >10° 3e-15 [ 2e-01 50 [ 1
2 154 4e-07 | 2e-07 | 4330 | 1417 | 1417 | 309 924 | 50 | 1
3 2 2e-13 | 1le-14 390 5 5 5 of 50 |1
4 10 3e-15 | Be-16 660 91 91 21 60 [ 50 | 1
5 | > 103 7e-02 | 3e-02 50 | 1
1 >10° 2e-15 [ 5e-01 50 | 10
2 187 4e-07 | 4e-08 | 3898 | 950 | 950 375 | 1122 || 50 | 10
3 2 2e-13 | 1le-14 378 5 5 5 0l 50 |10
4 [ >10% | 5e+03 | 3e+02 50 | 10
5 | >10% [ 1e+01 | 1e+00 50 | 10
1 >10° 5e-15 | 7e-02 500 [ 1
2 100 8e-08 | 4e-08 | 2701 | 747 | 747 | 201 600 || 500 | 1
3 2 2e-13 | 1le-14 390 5 5 5 0] 500 [ 1
4 5 le-15 | 4e-16 441 11 11 11 30 [ 500 | 1
5 273 8e-07 | 8e-05 | 8019 | 2463 | 2463 547 | 2448 || 500 | 1
1 >10° 2e-15 [ 2e-01 500 | 10
2 545 1e-08 | 2e-09 | 12580 | 3809 | 3809 | 1091 | 3270 || 500 | 10
3 2 2e-13 | 1le-14 380 5 5 5 0 500 [ 10
4 5 2e-15 | 3e-16 439 11 11 11 30 || 500 | 10
5 [ > 103 2e-01 | 7e-02 500 | 10

Tabela 6.5: Resultados do problema 527 [QLRT](n=>5,m=3)

A versao 1 nao convergiu em nenhuma tentativa. Por outro lado, a versao
2 convergiu em todas as tentativas. A versao 3 foi a melhor para este pro-
blema, seguida da versao 4, e a versao 5 convergiu uma unica vez.



Nit [ [[V¥][2 [ [lc/l [ Tmp [ Ny [ Nys [ Ny2s [ Nyze, [ pmax | A
36 2e-15 2e-16 548 73 37 73 72 5 1
1
1
1

126 5e-09 | 1e-09 | 2138 | 599 | 599 253 504

36 8e-16 | 2e-16 660 | 73 73 73 0

36 8e-16 | 2e-16 818 | 73 73 73 144

\Y

1

2 5

3 )

4 5

) 41 3e-15 | 6e-16 878 | 109 | 109 83 244 ) 1
1 36 2e-15 | 2e-16 490 | 73 37 73 72 ) 10
2 126 3e-08 | 5e-09 | 2140 | 600 | 600 253 504 5 10
3 36 8e-16 | 2e-16 718 | 73 73 73 0 ) 10
4 36 8e-16 | 2e-16 830 | 73 73 73 144 5 10
5 o1 7e-09 | 2e-09 | 1150 | 249 | 249 103 304 ) 10
1 36 2e-15 | 2e-16 948 | 73 37 73 72 50 1
2 126 7e-07 | 1e-07 | 2140 | 617 | 617 253 504 50 1
3 36 8e-16 | 2e-16 660 | 73 73 73 0 50 1
4 36 8e-16 | 2e-16 818 | 73 73 73 144 50 1
5 15 2e-08 | 4e-09 950 | 36 36 31 88 50 1
1 36 2e-15 | 2e-16 950 | 73 37 73 72 50 | 10
2 126 8e-09 | 2e-09 | 2080 | 600 | 600 253 504 50 | 10
3 36 8e-16 | 2e-16 660 | 73 73 73 0 50 | 10
4 36 8e-16 | 2e-16 820 | 73 73 73 144 50 | 10
) 42 oe-15 | le-15 878 | 116 | 116 85 250 50 | 10
1 36 2e-15 | 2e-16 o948 | 73 37 73 72 || 500 | 1
2 126 4e-07 | Te-08 | 2080 | 595 | 595 253 504 || 500 | 1
3 36 8e-16 | 2e-16 660 | 73 73 73 0| 500 | 1
4 36 8e-16 | 2e-16 830 | 73 73 73 144 || 500 | 1
5 28 4e-09 | 9e-10 720 | 61 61 o7 166 || 500 | 1
1 36 2e-15 | 2e-16 o948 | 73 37 73 72 || 500 | 10
2 126 7e-07 | 1e-07 | 2089 | 609 | 609 253 504 || 500 | 10
3 36 8e-16 | 2e-16 660 | 73 73 73 0| 500 | 10
4 36 8e-16 | 2e-16 820 | 73 73 73 144 || 500 | 10
5 | >10% | 5e+22 | 2e+10 500 | 10

Tabela 6.6: Resultados do problema 49" [PLRT](n=>5,m=2)

As versoes 1, 2, 3 e 4 efectuaram o mesmo esforco computacional em
todas as tentativas. A versao 5, variou em todas as tentativas, conseguindo
para pmax = D0 e A = 1 obter o menor numero de iteracoes. Note-se que a
versao 1, ao efectuar mais do dobro das iteragoes que a versao 5 efectuou na
melhor tentativa, obteve tempos semelhantes.



LV [ Nit [ [Vl | [lell: | Tmp | Ny [ Nvs | Nves [ Noze, [ pmax | A
1 10 | 0e+00 | Oe+400 439 | 21 11 21 30 ) 1
2 15 2e-08 | 4e-09 548 | 46 46 31 90 5 1
3 9 | 0e+00 | Oe+00 490 | 19 19 19 0 ) 1
4 9 | 0e+00 | 0e+00 500 | 19 19 19 54 5 1
51 >10% | 8e+51 | 4e+50 ) 1
1 10 | 0e+00 | Oe+4-00 390 | 21 11 21 30 ) 10
2 15 2e-08 | 4e-09 550 | 46 46 31 90 5 10
3 9 | 0e+00 | Oe+00 490 | 19 19 19 0 ) 10
4 9 | 0e+00 | 0e+00 500 | 19 19 19 54 5 10
51 >10% | 8e+51 | 4e+50 ) 10
1 10 | 0e+00 | Oe+00 439 | 21 11 21 30 50 1
2 15 2e-08 | 4e-09 601 | 46 46 31 90 50 1
3 9 | 0e+00 | Oe+00 439 | 19 19 19 0 50 1
4 9 | 0e+00 | 0e+400 550 | 19 19 19 54 50 1
) 20 8e-08 | 1e-08 660 | 43 43 41 177 50 1
1 10 | 0e+00 | Oe+00 429 | 21 11 21 30 50 | 10
2 15 2e-08 | 4e-09 550 | 46 46 31 90 50 | 10
3 9 | 0e+00 | 0e+00 500 | 19 19 19 0 50 | 10
4 9 | 0e+00 | 0e+400 500 | 19 19 19 54 50 | 10
) 17 3e-07 | 6e-08 658 | 40 40 35 150 50 | 10
1 10 | 0e+00 | Oe+00 380 | 21 11 21 30 || 500 | 1
2 15 2e-08 | 4e-09 599 | 46 46 31 90 || 500 | 1
3 9 | 0e+00 | Oe+00 439 | 19 19 19 0| 500 | 1
4 9 | 0e+00 | 0e+400 548 | 19 19 19 54 || 500 | 1
) 17 3e-07 | 2e-08 999 | 37 37 35 150 || 500 | 1
1 10 | 0e+00 | Oe+00 439 | 21 11 21 30 || 500 | 10
2 15 2e-08 | 4e-09 601 | 46 46 31 90 || 500 | 10
3 9 | 0e+00 | Oe+00 441 | 19 19 19 0| 500 | 10
4 9 | 0e+00 | 0e+400 550 | 19 19 19 54 || 500 | 10
) 18 9e-07 | 2e-07 999 | 45 45 37 159 || 500 | 10

Tabela 6.7: Resultados do problema 507 [PLRT](n=5,m=3)

As versoes 1, 2, 3 e 4 efectuaram sempre o mesmo numero de iteragoes.
A versao 5 nao conseguiu convergir quando ppax = 5.



H \ H Nit ‘ HV\IJHQ ‘ ||C||2 ‘ Tmp ‘ Nf ‘ Nvf ‘ NV2f ‘ NVQCi ‘ Pmax ‘ A
1 27 | 0e400 | 0e+00 548 73 28 55 27 5 1
2 30 2e-07 | 9e-09 660 151 151 61 60 5 1
3 12 | 0e+00 | 0e4-00 500 51 51 25 0 5 1
4 22 0e+00 | 0e+00 599 61 61 45 44 5 1
5 24 3e-07 | 1e-08 599 68 68 49 69 5 1
1 24 | 0e+400 | 0e+00 500 59 25 49 24 5 10
2 39 9e-11 4e-12 718 167 167 79 78 5 10
3 11 | 0e+00 | 0e4-00 550 46 46 23 0 5 10
4 19 3e-15 | 0e+400 550 49 49 39 38 5 10
5 23 4e-07 | 2e-08 609 61 61 47 66 5 10
1 30 | 0e+400 | 0e+00 550 89 31 61 30 50 1
2 [ >103 le4+05 3e-01 50 1
3 12 | 0e+00 | 0e4-00 490 51 51 25 0 50 1
4 23 2e-14 le-15 609 64 64 47 46 50 1
5 25 7e-07 | 3e-08 660 74 74 51 71 50 1
1 28 le-13 | 2e-15 548 76 29 57 28 50 10
2 45 4e-07 | 2e-10 871 253 253 91 90 50 10
3 12 | 0e+00 | 0e4-00 500 51 51 25 0 50 10
4 21 5e-14 le-15 599 62 62 43 42 50 10
) 25 8e-07 | 4e-08 599 72 72 51 71 50 10
1 31 | 0e+400 | 0e+00 611 94 32 63 31 500 1
2 790 2e-09 le-10 | 12410 | 7605 | 7605 | 1581 1580 500 1
3 13 | 0e+00 | 0e+4-00 548 57 57 27 0 || 500 1
4 28 | 0e400 | 0e+4-00 650 86 86 57 56 500 1
) 30 9e-07 | 4e-08 611 76 76 61 86 500 1
1 30 | 0e+400 | 0e+00 599 89 31 61 30 || 500 | 10
2 415 5e-07 | 2e-08 6589 | 3843 | 3843 831 830 500 | 10
3 13 | 0e+00 | 0e4-00 548 o7 57 27 0] 500 | 10
4 23 | 0e400 | 0e+400 609 64 64 47 46 500 | 10
) 25 8e-07 | 4e-08 650 75 75 51 71 500 | 10

Tabela 6.8: Resultados do problema 6 [QQRT](n=2,m=1)

A versao 3 foi a que obteve melhores resultados ao nivel do esforco com-
putacional. As versoes 1, 3 e 4 obtiveram os mesmos resultados em todas as
tentativas. Pode-se ainda verificar que o tempo por iteracao da versao 1 foi
quase metade do tempo por iteracao do da versao 3.



LV Nt [[[VP[l2 | [lell2 [ Tmp | Ny [ Nyy | Nyzs [ Nyzg, || pmax [ A
1] >10° 8e-16 | 3e-01 5 1
2 28 8e-07 | 2e-07 | 830 | 217 | 217 57 112 5 1
3 >10° 9e-06 | 3e-12 5 1
4 21 5e-15 | Be-15 | 830 | 201 | 201 43 84 5 1
5 39 6e-07 | 1e-08 | 1099 | 282 | 282 79 232 5 1
1] >10° 5¢-15 | 6e-01 5 10
2 [ >10% 6e-13 | 3e-01 5 10
3 >10° 5e-06 | BHe-12 5 |10
41 >10° 5e-16 | 2e+00 5 10
5 | > 103 2e-10 | 2e+00 5 |10
1 >10° 8e-16 | 1e-01 50 | 1
2 [ >10% le-15 | 2e-02 50 | 1
3 >10° 9e-06 | 3e-12 50 | 1
4 5 2e-15 | le-15 | 439 11 11 11 20 50 | 1
5 67 3e-07 | 2e-03 | 1759 | 631 | 631 135 398 [[ 50 | 1
1 >10° le-15 | 3e-01 50 | 10
2 211 4e-07 | 3e-07 | 3619 | 1223 | 1223 | 423 844 [ 50 | 10
3 >10° 9e-06 | 3e-12 50 | 10
4 [ >10° le-01 | 3e-01 50 | 10
5 | > 103 3e-01 | 1le-01 50 | 10
1 >10° 9e-15 [ 4e-02 500 | 1
2 38 6e-08 | 2e-07 | 820 | 149 | 149 77 152 || 500 | 1
3 >10° 6e-06 | 8e-12 500 | 1
4 103 3e-09 | 3e-09 | 2628 | 958 | 958 207 412 | 500 | 1
5 26 8e-07 | 6e-07 | 830 | 175 | 175 53 154 || 500 | 1
1 >10° 9e-15 | 1e-01 500 | 10
2 202 le-11 | 2e-12 | 3349 | 1055 | 1055 405 808 || 500 | 10
3 >10° 9e-06 | 3e-12 500 | 10
4 5 2e-16 | de-15 | 441 11 11 11 20 || 500 | 10
5 67 6e-07 | 4e-03 | 1759 | 627 | 627 135 398 || 500 | 10

Tabela 6.9: Resultados do problema 427 [QQTR](n=4,m=2)

A versoes 1 e 3 nao convergiram em nenhuma das tentativas. Foi a versao
4 que obteve o menor nimero de iteragoes (5), sendo nesses casos bastante
mais rapida que qualquer tentativa com sucesso das outras versoes.



IV Nit [[[VY[la [ Jlella | Tmp | Ny | Nys | Ny | Nyze, [ pmax | A
1 >10° 6e-14 | 7e-01 5 1
2 198 3¢-07 | 4e-08 | 2910 | 940 | 940 397 792 5 1
3 >10° 8e-06 | 9e-12 5 1
4 [ >103 3e-01 | 8e-01 5 1
5 | > 103 3e-01 | 3e-01 5 1
1] >10° 2e-14 | 2e+00 5 10
2 [ >10° 1e-05 | 2e+00 5 10
3 >10° 8e-06 | 9e-12 5 10
4 [ >103 1e-04 | 2e+00 5 10
5 [ > 103 2e-01 | 1e+00 5 10
1] >10° 3e-13 [ 3e-01 50 1
2 || >10% | 1le+01 | 4e-01 50 1
3 >10° 3e-05 | 2e-11 50 1
4 >103 7e-01 | 8e-02 50 1
5 | > 103 le-01 | 3e-02 50 1
1] >10° Te-14 [ 7e-01 50 |10
2 [ >10% | 1e+02 | 9e-01 50 |10
3 >10° 8e-06 | 9e-12 50 | 10
4 >103 6e-04 | 6e-01 50 |10
5 | >103 | 2e4+00 | 5e-01 50 |10
1] >10° 8e-13 [ 9e-02 500 | 1
2 75 2¢-07 | 8e-09 | 1490 | 556 | 556 151 300 || 500 | 1
3 >10° 6e-05 | 6e-12 500 | 1
4 [ >103 2e-01 | 2e-02 500 | 1
5 733 8e-07 | 3e-06 | 14939 | 6546 | 6546 | 1467 | 4342 | 500 | 1
1] >10° 9e-14 | 3e-01 500 | 10
2 505 3¢-08 | 4e-09 | 8679 | 3809 | 3809 | 1011 | 2020 || 500 | 10
3 >10° 3e-05 | 2e-11 500 | 10
4 >103 7e-01 | 8e-02 500 | 10
5 223 2e-07 | 1e-04 | 5000 | 1933 | 1933 447 | 1320 || 500 | 10

Tabela 6.10: Resultados do problema 617 [QQRT](n=3,m=2)

As versoes 1, 3 e 4 nao convergiram em nenhuma das tentativas. A versao
2 teve sucesso em trés tentativas, obtendo numa delas o melhor resultado de
todos (75 iteragoes). A versao 5 convergiu apenas duas vezes.



LV Nt [[[VP[l2 | [lell2 [ Tmp | Ny [ Nyy | Nyzs [ Nyzg, || pmax [ A
1] >10° le-16 | 1e-02 5 1
2 123 2¢-08 | 2e-09 | 2199 | 1225 | 1225 247 246 5 1
3 | >10% | 1e+00 | 3e-01 5 1
4 oV
5 | >10% | 2e+15 | 3e+07 5 1
1] >10° 2e-16 | 1e-02 5 10
2 [ >10% le-14 | 4e-01 5 10
3 | >10% | 1e+01 | 2e+00 5 |10
4 oV
5 [ >103 [ 2e4+00 | 9e-02 5 |10
1 >10° 1e-04 | 1e-02 50 | 1
2 oV
3 [ >103 1e-01 | 2e-02 50 | 1
4 17 le-13 | le-14 | 550 38 38 35 341 50 | 1
5 39 4e-09 | 3e-09 | 769 | 165 | 165 79 115 || 50 | 1
1 >10° 4e-16 | 1e-02 50 | 10
2 [ >10° 6e-08 | 3e-01 50 | 10
3 >10° 3e-04 | 7e-06 50 | 10
4 52 le-12 | 1e-13 | 1160 | 294 | 294 105 104 || 50 |10
5 | >10% [ 2e+06 | 4e+02 50 | 10
1] >10° 3e-03 [ 2e-03 500 | 1
2 415 6e-08 | 8e-09 | 5599 | 2993 | 2993 | 831 830 || 500 | 1
3 >10° 5e-02 | 7e-03 500 | 1
4 19 le-12 | 1e-13 | 548 61 61 39 38 [ 500 | 1
5 70 1e-08 | 2e-08 | 1050 | 253 | 253 141 207 || 500 | 1
1 >10° le-04 [ 8e-03 500 | 10
2 122 8e-08 | 1e-08 | 1970 | 1026 | 1026 245 244 | 500 | 10
3 >10° 3e-01 | 8e-02 500 | 10
4 36 le-18 | 2e-34 | 929 | 330 | 330 73 72 [ 500 | 10
5 104 2e-08 | 2e-08 | 1650 | 437 | 437 | 209 308 || 500 | 10

Tabela 6.11: Resultados do problema 27" [PQRT](n=3,m=1)

As versoes 1 e 3 nao convergiram em nenhuma das tentativas. A versao 4
teve sempre sucesso para pmax € {50,500}, obtendo os melhores resultados.
Tanto a versao 2 como a versao 5 convergiram tres vezes.



LV [ Nit [Vl [ flefls [ Tmp [ Ny [ Nos [ Nozg [ Noze, [ pmax [ A ]
1 48 3e-11 | 2e-12 160 | 109 49 97 48 5 1
2 57 4e-08 | 2e-12 500 | 179 | 179 115 114 5 1
3 18 8e-12 | 2e-12 270 | 50 50 37 0 ) 1
4 40 9e-12 | 2e-12 709 | 83 83 81 80 5 1
) 28 2e-10 | 3e-11 549 | 60 60 o7 82 ) 1
1 47 3e-11 | 2e-12 660 | 108 48 95 47 ) 10
2 31 4e-07 | 5e-08 549 | 94 94 63 62 5 10
3 18 8e-12 | 2e-12 549 | 50 50 37 0 5 10
4 38 le-11 | 3e-12 659 | 78 78 (s 76 5 10
5 28 3e-11 | 6e-12 609 | 59 59 o7 82 ) 10
1 ol 3e-11 | 2e-12 650 | 119 52 103 o1 50 1
2 57 2e-07 | 2e-11 770 | 191 | 191 115 114 50 1
3 18 8e-12 | 2e-12 549 | 50 50 37 0 50 1
4 42 Te-12 | le-12 709 | 87 87 85 84 50 1
5 28 2e-07 | 4e-08 610 | 85 85 o7 82 50 1
1 47 3e-11 | 2e-12 599 | 108 48 95 47 50 10
2 57 6e-08 | 4e-12 770 | 165 | 165 115 114 50 10
3 18 8e-12 | 2e-12 549 | 50 50 37 0 50 10
4 39 8e-12 | 2e-12 719 | 80 80 79 78 50 10
5 28 2e-10 | 4e-11 599 | 99 59 o7 82 50 10
1 ol 3e-11 | 2e-12 999 | 137 52 103 51 || 500 1
2 94 7e-07 | 3e-08 | 1269 | 340 | 340 189 188 || 500 1
3 18 8e-12 | 2e-12 500 | 50 50 37 0 || 500 1
4 43 9e-12 | 2e-12 709 | 89 89 87 86 || 500 1
5 28 5e-09 | 1le-09 600 | 58 58 o7 82 || 500 1
1 ol 4e-11 | 3e-12 660 | 118 52 103 51 || 500 | 10
2 66 6e-07 | 1le-09 879 | 232 | 232 133 132 || 500 | 10
3 18 8e-12 | 2e-12 490 | 50 50 37 0| 500 | 10
4 42 Te-12 | 2e-12 769 | 87 87 85 84 || 500 | 10
5 28 2e-08 | 5e-09 650 | 63 63 o7 82 || 500 | 10

Tabela 6.12: Resultados do problema 26" [PPRT](n=3,m=1)

Houve convergéncia de todas as versoes em todas as tentativas. A versao
3 foi a que efectou menor niimero de iteragoes , necessitou de menor tempo
de CPU e efectuou menor nimero de calculos de f. Na versao 5, apesar de
efectuar sempre o mesmo nimero de iteracgoes, verificou-se que o nimero de
calculos de f, por exemplo, nao foram os mesmos para todas as tentativas.



[V Nit [[[VP]a | [lefla [ Tmp [ Ny [ Nvs [ Ny2; [ Noze, [ pmax [ A ]
1] >10° le-15 | 2e-01 5 1
2 15 5e-07 | 2e-07 | 610 | 40 40 31 90 5 1
3 [ >103 1e-06 | 4e-12 5 1
4 4 5e-13 | 3e-13 | 440 9 9 9 24 5 1
5 10 1e-07 | 4e-08 | 609 | 30 30 21 87 5 1
1] >10° 8e-16 | 3e-01 5 |10
2 15 7e-09 | 5e-00 | 549 [ 39 39 31 90 5 10
3 [ >103 1e-06 | 4e-12 5 |10
4 4 2e-12 | 8e-13 | 440 9 9 9 24 5 10
5 10 2e-07 | 5e-08 | 549 | 24 24 21 ]7 5 |10
1 >10° 2e-15 | 7e-02 50 [ 1
2 20 1e-07 | 1e-07 | 660 | 55 55 41 120 50 | 1
3 [ >103 1e-06 | 4e-12 50 | 1
4 5 3e-16 | 3e-17 | 439 | 11 11 11 30| 50 | 1
5 10 2e-07 | 2e-08 | 549 | 25 25 21 871 50 | 1
1 >10° 2¢-15 | 2e-01 50 | 10
2 14 7e-07 | 4e-07 | 610 | 38 38 29 84 | 50 | 10
3 [ >103 1e-06 | 4e-12 50 | 10
4 4 de-13 | 2e-13 | 440 9 9 9 24 [[ 50 |10
5 10 1e-07 | 3e-08 | 549 | 27 27 21 87 50 | 10
1 >10° 4e-15 | 2e-02 500 [ 1
2 36 7e-08 | 5e-08 | 940 | 124 | 124 73 216 || 500 | 1
3 [ >103 1e-06 | 4e-12 500 | 1
4 5 le-15 | 9e-16 | 440 | 11 11 11 30 [ 500 | 1
5 9 1e-07 | 1e-08 | 549 | 19 19 19 78 [ 500 | 1
1 >10° 3e-15 [ 7e-02 500 | 10
2 21 3e-07 | 1e-07 | 660 | 57 57 43 126 || 500 | 10
3 [ >103 1e-06 | 4e-12 500 | 10
4 5 2e-16 | le-16 | 489 | 11 11 11 30 || 500 | 10
5 10 2e-07 | 2e-08 | 550 | 25 25 21 87 || 500 | 10

Tabela 6.13: Resultados do problema 40" [PPRT](n=4,m=3)

Tanto a versao 1 como a versao 3 nao convergiram em nenhuma das
tentativas. Por outro lado, as versoes 2, 4 e 5 convergiram em todas as
tentativas. A versao 4 foi a que efectuou menor esforgo computacional.



LV Nit [[[VO[[> | [lefla | Tmp | Ny | Nys | Ny2s [ Nyze, [[ pmax [ A ]
1 >10° 2e-14 | 3e-01 5 1
2 oV
3 32 7e-07 | 9e-14 979 | 165 | 165 65 0 5 1
4 [ >10% | 3e+22 | 1e+13 5 1
5 | >10% | 5e+06 | 2e+03 5 1
1] >10° 7e-15 [ 5e-01 5 10
2 oV
3 56 7e-07 | 9e-14 | 1859 | 506 | 506 113 0 5 10
4 [ >103 | 2e+12 | 4e+04 5 10
5 || >10% | 4e+16 | 8e+07 5 10
1] >10° 3e-14 [ 1e-01 50 [ 1
2 oV
3 72 9e-07 | le-13 | 1919 | 480 | 480 145 of 50 |1
4 40 2e-08 | le-12 | 1379 | 243 | 243 81 240 || 50 | 1
5 538 4e-07 | Te-08 | 14939 | 4098 | 4098 | 1077 | 4827 || 50 | 1
1] >10° 6e-15 | 3e-01 50 | 10
2 oV
3 31 7e-07 | Te-14 940 | 157 | 157 63 0 50 |10
4 [ >103 | 1e+13 | 3e+04 50 | 10
5 110 9e-07 | 1e-06 | 3570 | 953 | 953 221 987 [ 50 |10
1] >10° le-13 [ 4e-02 500 | 1
2 oV
3 34 8e-07 | 1le-13 990 | 184 | 184 69 0o 500 | 1
4 oV
5 65 9e-07 | 1e-04 | 1759 | 349 | 349 131 582 || 500 | 1
1 >10° le-14 [ 1e-01 500 [ 10
2 oV
3 52 7e-07 | 9e-14 | 1379 | 298 | 298 105 0| 500 |10
4 136 4¢0-08 | 2e-13 | 4830 | 1249 | 1249 273 816 || 500 | 10
5 45 9e-07 | 7e-08 | 1259 | 205 | 205 91 402 || 500 | 10

Tabela 6.14: Resultados do problema 477 [PPRT](n=5,m=3)

As versoes 1 e 2 nao convergiram em nenhuma das tentativas. No geral,
a versao 3 foi a que permitiu obter melhores resultados. A versao 4 terminou
apenas duas vezes.



[V Nit [[[VP]a | [lefla [ Tmp [ Ny [ Nvs [ Ny2; [ Noze, [ pmax [ A ]
1] >10° 2e-14 | 2e-01 5 1
2 34 4e-07 | 7e-08 | 870 | 123 | 123 69 204 5 1
3 [ > 103 3e-06 | 2e-12 5 1
4 8 3e-12 | 4e-13 | 500 | 17 17 17 48 5 1
5 11 2e-07 | 1e-08 | 550 | 23 23 23 96 5 1
1] >10° de-14 | 3e-01 5 10
2 27 8e-08 | 8e-09 | 820 | 123 | 123 55 162 5 10
3 >10° 3e-06 | 2e-12 5 |10
4 ] 2e-12 | 4e-13 | 500 | 17 17 17 48 5 10
5 11 1e-07 | 4e-09 | 549 | 23 23 23 96 5 |10
1 >10° 2¢-13 [ 7e-02 50 [ 1
2 56 6e-07 | 7e-08 | 1159 | 174 | 174 113 336 | 50 | 1
3 >10° 3e-06 | 2e-12 50 | 1
4 8 6e-15 | 5e-16 | 500 | 17 17 17 48 [ 50 | 1
5 10 4e-07 | 4e-08 | 550 | 21 21 21 &7 50 | 1
1 >10° Ge-14 | 2e-01 50 | 10
2 34 3e-07 | 2¢-08 | 879 | 114 | 114 69 204 | 50 |10
3 >10° 3e-06 | 2e-12 50 | 10
4 8 4e-12 | 8e-13 | 500 | 17 17 17 48 [ 50 | 10
5 11 2e-07 | 2¢-08 | 550 | 23 23 23 96 || 50 | 10
1 >10° 2¢-13 | 3e-02 500 [ 1
2 140 1e-06 | 9e-08 | 2580 | 479 | 479 281 840 || 500 | 1
3 >10° 3e-06 | 2e-12 500 | 1
4 ] le-14 | 1e-15 | 500 | 17 17 17 48 || 500 | 1
5 11 6e-07 | 6e-08 | 539 | 23 23 23 96 || 500 | 1
1 >10° 8e-14 [ 7e-02 500 | 10
2 177 3e-07 | 5e-08 | 3519 | 744 | 744 | 355 | 1062 || 500 | 10
3 >10° 3e-06 | 2e-12 500 | 10
4 8 6e-15 | 6e-16 | 490 | 17 17 17 48 || 500 | 10
5 9 4e-07 | 9e-08 | 549 | 19 19 19 78 [ 500 | 10

Tabela 6.15: Resultados do problema 78" [PPRP](n=>5m=3)

Tanto a versao 1 como a versao 3 nao convergiram em nenhuma das ten-
tativas. Por outro lado, as versoes 2, 4 e 5 tiveram sempre éxito. Podemos
verificar que a versao 4 foi a que efectuou menos iteragoes em todas as ten-
tativas.



[ Nit [ V][ | llella | Tmp | Ny [ Nus | Nv2s | Noze, || pmas | A |

> 103 2e-14 | 1e-02 5 1
oV

6 6e-09 | 3e-14 | 389 13 13 13 0 5 1

37 3e-11 | 6e-14 | 1319 | 254 | 254 75 222 5 1

134 9e-07 | 5e-07 | 3459 | 834 | 834 269 | 1200 5 1

> 10° 8e-15 | 1e-02 5 10
oV

6 6e-09 | 3e-14 | 439 13 13 13 0 5 10
oV

19 6e-07 | 6e-07 | 819 94 94 39 168 5 10

> 103 8e-05 | 1le-02 50 | 1
oV

6 6e-09 | 3e-14 | 440 13 13 13 0 50 [ 1

19 8e-07 | 1e-08 659 o4 o4 39 168 50 1

> 103 9e-15 | 1e-02 50 | 10
ov

6 6e-09 | 3e-14 | 439 13 13 13 0 50 | 10
14 6e-07 | 8e-07 | 600 30 30 29 84 50 | 10
260 9e-07 | 7e-07 | 7360 | 2028 | 2028 521 | 2331 50 | 10

> 10° 4e-04 | 1e-02 500

1
250 9e-07 | 1e-07 | 8669 | 3010 | 3010 501 1500 | 500 1
6 6e-09 | 3e-14 440 13 13 13 0| 500 | 1

1
1

11 6e-07 | 6e-07 549 24 24 23 66 || 500
25 le-06 | 8e-07 770 67 67 51 222 || 500

> 103 le-04 | 8e-03 500 | 10

ov
6 6e-09 | 3e-14 440 13 13 13 0| 500 | 10
10 Te-12 | 3e-16 549 31 31 21 60 || 500 | 10
43 le-06 | 6e-05 | 1100 | 145 | 145 87 384 || 500 | 10

\Y
1
2
3
4
)
1
2
3
4
5
1
2
3
4 ov
5
1
2
3
4
5
1
2
3
4
5
1
2
3
4
5

Tabela 6.16: Resultados do problema 79" [PPRP](n=>5m=3)

A versao 1 nao terminou nenhuma das tentativas e a 2 terminou apenas
uma das tentativas. A versao 5 terminou todas as tentativas. Foi com a
versao 3 que se obtiveram os melhores resultados.



[ Nit [ [[V¥][z | [le[la [ Tmp [ N [ Nys | Ny2s | Nyoe, || pmax |

A
35 le-11 | le-12 540 | 73 36 71 70 5 1
126 7e-07 | 2e-07 | 1870 | 623 | 623 253 504 5 1
34 de-12 | le-12 660 | 70 70 69 0 5 1
31 9e-12 | 2e-12 769 | 65 65 63 124 5 1
36 4e-11 | le-11 760 | 98 98 73 214 5 1
35 le-11 | le-12 490 | 73 36 71 70 5 10
126 9e-07 | 2e-07 | 1870 | 630 | 630 253 504 5) 10
34 de-12 | le-12 660 | 70 70 69 0 5 10
31 9e-12 | 2e-12 759 | 68 68 63 124 5 10
32 le-10 | 2e-11 770 | 81 81 65 190 5 10
35 le-11 | le-12 500 | 73 36 71 70 50 1
138 8e-07 | 3e-07 | 1979 | 652 | 652 277 552 50 1
34 de-12 | le-12 660 | 70 70 69 0 50 1
31 8e-12 | 2e-12 770 | 65 65 63 124 50 1

1
35 le-11 | le-12 949 | 73 36 71 70 50 10
126 8e-07 | 2e-07 | 1810 | 631 | 631 253 504 50 10
34 4e-12 | le-12 660 | 70 70 69 0 50 10

33 8e-12 | 2e-12 820 | 75 (0] 67 132 50 | 10
33 9e-12 | 3e-12 769 | 85 85 67 196 50 | 10

41 9e-12 | 8e-13 550 | 108 42 83 82 || 500

1
135 4e-07 | 2e-07 | 1870 | 517 | 517 271 540 || 500 1
34 4e-12 | le-12 660 | 70 70 69 0 || 500 1

1
1

45 3e-14 | le-14 | 1040 | 160 | 160 91 180 || 500
36 2e-07 | 5e-08 830 | 149 | 149 73 214 || 500

35 le-11 | le-12 949 | 73 36 71 70 || 500 | 10
126 8e-07 | 2e-07 | 1869 | 645 | 645 253 504 || 500 | 10
34 4e-12 | le-12 659 | 70 70 69 0] 500 | 10
31 Te-12 | 2e-12 769 | 65 65 63 124 || 500 | 10
29 4e-10 | Se-11 769 | 88 88 99 172 || 500 | 10

\Y
1
2
3
4
)
1
2
3
4
)
1
2
3
4
) 28 5e-10 | Se-11 709 | 67 67 o7 166 50
1
2
3
4
)
1
2
3
4
)
1
2
3
4
)

Tabela 6.17: Resultados do problema 46! [PGRT](n=5,m=2)

Verifica-se que todas as tentativas convergiram. As versoes 1, 3, 4 e 5
terminaram com um numero de iteracoes semelhante. No entanto, a versao
1 apresentou o melhor desempenho ao nivel do tempo de CPU. A versao 2 é
de todas a que obteve piores resultados.



[V [ (V91 [ Tl [ Tww [ Ny [ oy [Ny [ Nowe, [ o [ A ]
1 > 103 6e-15 | 3e-01 5 1
2 oV
3 36 1e-07 | 1e-07 1209 190 190 73 0 5 1
4 > 10° 3e-06 | 4e-01 5 1
5 186 9e-12 | 3e-12 8400 | 1820 | 1820 373 2228 5 1
1 > 103 6e-15 | Te-01 5 10
2 oV
3 31 2e-07 | 1e-07 979 109 109 63 0 5 10
4 46 Te-12 | 3e-12 2530 464 464 93 368 5 10
5 519 le-11 | 1e-06 | 19390 | 3564 | 3564 | 1039 6220 5 10
1 > 10° le-14 | 1e-01 50 1
2 347 8e-07 | 5e-07 8300 953 953 695 2776 50 1
3 68 1e-07 | 1e-07 2850 721 721 137 0 50 1
4 15 3e-14 | 2e-14 1040 151 151 31 120 50 1
5 23 3e-07 | 8e-08 1160 159 159 47 272 50 1
1 > 103 4e-15 | 3e-01 50 10
2 oV
3 29 1e-07 | 1e-07 929 101 101 59 0 50 10
4 > 10° 3e-06 | 3e-01 50 10
5 719 3e-10 | 7e-06 | 27849 | 4946 | 4946 | 1439 8616 50 10
1 > 103 Te-14 | 4e-02 500 1
2 oV
3 124 4e-07 | 1e-07 5219 | 1392 | 1392 249 0 500 1
4 15 2e-15 | 2e-16 930 74 74 31 120 500 1
5 23 4e-07 | 1e-07 1209 158 158 47 272 500 1
1 > 10° le-14 | 1e-01 500 | 10
2 186 1e-08 | 5e-09 6540 | 1312 | 1312 373 1488 500 | 10
3 69 2e-07 | 1e-07 2849 716 716 139 0 500 | 10
4 29 2e-15 | 3e-16 1860 369 369 59 232 500 | 10
5 21 8e-07 | 2e-07 1150 167 167 43 248 500 | 10

Tabela 6.18: Resultados do problema 56! [PGRT](n=7,m=4)

A versao 1 nao convergiu em nenhuma das tentativas. A versao 2 con-
vergiu apenas duas vezes, requerendo, em comparacao com as versoes 3, 4 e
5, muito maior esfor¢co computacional. Ao nivel do niimero de iteragoes foi
a versao 4 que obteve o melhor desempenho.



LV Nt [[[VP[l2 | [lell2 [ Tmp | Ny [ Nyy | Nyzs [ Nyzg, || pmax [ A
T >10° | 3e-13 | 3002 5 ] 1
2 43 | Be07 | 2008 | 830 | 135 | 135 87| 172 5 |1
3 12| 2007 | 813 | 439 | 27| 27 %5 ol 5 | 1
1 15| Sel1l | 2e-12 | 600 | 34| 34 31 6 5 |1
5 412 | 7008 | 20-00 | 9719 | 4048 | 4048 | 825 | 2464 || 5 | 1
T >10° | 2013 | 3002 5 |10
2 A4 | 4607 | 2008 | 820 | 190 | 190 89| 176 5 |10
3 12| 2007 | 813 | 500 | 27| 27 %5 ol 5 |10
1 oV
5 396 | 20-07 | 30-09 | 9070 | 3843 | 3843 | 793 | 2368 | 5 | 10
T >10° ] 1e-13 ] 2e-02 5 | 1
2 59 | 6e-07 | 1e-07 | 929 | 188 | 188 | 119 | 236 50 | 1
3 12| 2007 | 813 | 500 | 27| 27 2% 0l 50 | 1
1 16 | 2e-14 | 9e-16 | 550 | 51| 51 33 64| 50 | 1
5 [ >10° | 20405 | 30401 50 | 1
T >10° ] 2e-13 | 3e-02 50 | 10
2 oV
3 12| 2007 | 813 | 500 | 27| 27 2% 0l 50 |10
1 12 | 2e-14 | 9e-16 | 549 | 27| 27 2% 8 50 |10
5 [ >10° | 20405 | 30401 50 | 10
T >10° | 3003 3002 500 | 1
2 oV
3 12| 2007 | 813 | 439 | 27| 27 2% 0 500 | 1
1 15 | 4e-14 | 2e-15 | 610 | 33| 33 31 60 || 500 | 1
5 17 | 4008 | 4010 | 549 | 37| 37| 35| 100 500 | 1
T >10° ] 2e-13 ] 2e-02 500 | 10
2 oV
3 12| 2007 | 8e13 | 440 | 27| 27 2% 0 [ 500 | 10
1 16 | 113 | 4e-15 | 609 | 39| 39 33 64 || 500 | 10
5 16 | 1007 | 3009 | 549 | 34| 34 33 94 | 500 | 10

Tabela 6.19: Resultados do problema 77" [PGRP](n=>5,m=2)

A versao 1 nao convergiu em nenhuma das tentativas. Os melhores de-
sempenhos, tanto no nimero de iteragoes (a excepc¢ao de um caso com a
versao 4) como no tempo de CPU, foi obtido com a versao 3.



[ V] Nit [[[VP]o | Jlell [ Tmp [ Ny [ Ny [ Nozs [ Noze, [[ pmax [ A ]
1 >10° 3e-15 | 1e-02 5 1
2 15 3e-13 | 6e-14 | 490 | 65 65 31 30 5 1
3 5 4e-17 | 0e+00 | 440 | 11 11 11 0 5 1
4 5 2e-15 | 4de-16 | 439 | 11 11 11 10 5 1
5 16 3e-08 | 6e-09 | 490 | 42 42 33 46 5 1
1 >10° le-14 | 1e-02 5 |10
2 21 2e-07 | 3e-08 | 500 | 66 66 43 42 5 10
3 5 4e-17 | 0e4+00 | 440 | 11 11 11 0 5 |10
4 5 2e-15 | 4e-16 | 389 | 11 11 11 10 5 10
5 14 1e-07 | 2e-08 | 489 | 30 30 29 40 5 |10
1] >10° 1e-08 [ 8e-03 50 [ 1
2 17 2e-07 | 5e-08 | 500 | 74 74 35 34 50 | 1
3 5 4e-17 | 0e+00 | 380 | 11 11 11 of 50 |1
4 5 2e-15 | 4de-16 | 439 | 11 11 11 0] 50 |1
5 15 1e-08 | 3e-09 | 490 | 48 48 31 43 50 | 1
1 >10° 2e-15 [ 1e-02 50 | 10
2 20 1e-08 | 2e-12 | 489 | 80 80 41 40 [ 50 | 10
3 5 4e-17 | 0e+00 | 390 | 11 11 11 o 50 |10
4 5 2e-15 | 4de-16 | 439 | 11 11 11 0] 50 |10
5 15 4e-09 | T7e-10 | 500 | 39 39 31 43 [ 50 | 10
1] >10° 6e-08 | 2e-03 500 [ 1
2 16 5¢-10 | 1e-10 | 490 | 91 91 33 32 [ 500 | 1
3 5 4e-17 | 0e+00 | 440 | 11 11 11 o 500 [ 1
4 5 2e-15 | 4de-16 | 439 | 11 11 11 10 || 500 | 1
5 17 1e-07 | 3e-08 | 500 | 47 47 35 48 [ 500 | 1
1] >10° 1e-08 [ 8e-03 500 | 10
2 13 le-10 | 2e-11 | 429 | 77 77 27 26 || 500 | 10
3 5 4e-17 | 0e4+00 | 440 | 11 11 11 0| 500 [ 10
4 5 2e-15 | 4e-16 | 389 | 11 11 11 10 || 500 | 10
5 21 9e-07 | 2e-07 | 540 | 54 54 43 60 || 500 | 10

Tabela 6.20: Resultados do problema 97 [GLRT](n=2,m=1)

A versao 1 nao convergiu em nenhuma das tentativas. As versoes 3 e 4
tiveram sempre o mesmo desempenho ao longo das seis tentativas. As versoes
2 e 5 tiveram em quase todas as tentativas desempenhos semelhantes.



[V it [IV%]a [ llell: | Tmp [ N [ Noy [ Noay [ Nvoe [ e [ A
1] >10° le-15 | 5e-01 5 1
2 33 6¢-08 | 3e-08 989 | 255 | 255 67 198 5 1
3 2 4e-16 | 6e-16 390 5 5 5 0 5 1
4 | >103 | 2e+02 | 7e+02 5 1
5 | >10% [ 2e+01 | 3e+00 5 1
1] >10° le-15 [ 7e-01 5 10
2 174 7e-07 | 3e-07 | 5219 | 2619 | 2619 349 | 1044 5 10
3 2 4e-16 | 6e-16 430 5 5 5 0 5 10
4 [ >10% | 2e+02 | Te+02 5 10
5 | >10% [ 1e+01 | 4e+00 5 10
1 >10° le-15 | 2e-01 50 1
2 748 1e-06 | 5e-07 | 13840 | 4839 | 4839 | 1497 | 4488 || 50 1
3 2 4e-16 | 6e-16 389 5 5 5 ol 50 1
41 >10° le-01 | 5e-02 50 1
5 [ > 103 4e-02 | 1e-02 50 1
1 >10° 4e-15 | 4e-01 50 | 10
2 242 1e-06 | 2e-07 | 5599 | 2260 | 2260 485 | 1452 || 50 | 10
3 2 4e-16 | 6e-16 390 5 5 5 of 50 |10
4 [ >10% | 1e+00 | 2e+00 50 | 10
5 [ > 103 4e-01 | 1e-01 50 | 10
1 >10° le-14 | 6e-02 500 [ 1
2 133 5¢-07 | 8e-10 | 2250 | 473 | 473 267 798 || 500 | 1
3 2 4e-16 | 6e-16 389 5 5 5 0 500 | 1
4 6 2e-15 | Te-16 500 15 15 13 36 || 500 | 1
5 142 7e-07 | 3e-05 | 3570 | 1222 | 1222 285 | 1272 || 500 | 1
1 >10° 2e-15 [ 2e-01 500 | 10
2 98 2e-07 | 2e-08 | 2199 | 684 | 684 197 588 || 500 | 10
3 2 4e-16 | 6e-16 380 5 5 5 0 500 |10
4 6 le-15 | 5e-16 489 15 15 13 36 || 500 | 10
5 | > 103 2e-02 | 7e-03 500 | 10

Tabela 6.21: Resultados do problema 53" [QLRT](n=>5m=3)

A versao 1 nao convergiu em nenhuma das tentativas. A versao 3 foi a
que obteve melhores resultados, tendo em todas as tentativas o mesmo custo
computacional. A versao 2 também convergiu em todas as tentativas. A
versao b terminou apenas uma vez.



[V [ (V%1 [ Tl [ Twp [ Ny [ Ny [ Nowy [ Nowe, [ e [ A ]
1 10 2e-14 | 4e-03 430 25 11 21 10 5 1
2 40 1e-07 | 8e-09 609 | 193 193 81 80 5 1
3 8 2e-09 | le-15 439 17 17 17 0 5 1
4 8 6e-16 | 4e-17 440 19 19 17 16 5 1
5 9 1e-09 | 2e-09 439 26 26 19 26 5 1
1 7 2e-12 | 4e-03 390 16 8 15 7 5 10
2 21 7e-09 | 3e-10 549 74 74 43 42 5 10
3 8 2e-09 | le-15 389 17 17 17 0 5 10
4 7 6e-16 | 4e-17 440 16 16 15 14 5 10
5 12 2e-10 | 4e-12 500 46 46 25 35 5 10
1 11 2e-14 | 4e-03 439 25 12 23 11 50 1
2 || OV
3 8 2e-09 | le-15 439 17 17 17 0 50 1
4 34 4e-14 | 3e-15 660 | 121 121 69 68 50 1
5 10 4e-10 | 1e-09 500 42 42 21 29 50 1
1 8 9e-11 | 4e-03 440 18 9 17 8 50 10
2 89 3e-07 | 2e-08 | 1160 | 753 753 179 178 50 10
3 8 2e-09 | le-15 439 17 17 17 0 50 10
4 7 6e-16 | 4e-17 440 18 18 15 14 50 10
5 10 le-10 | 8e-11 439 27 27 21 29 50 10
1 10 2e-14 | 4e-03 439 22 11 21 10 500 1
2 69 3e-07 | 2e-08 820 | 357 357 139 138 500 1
3 8 2e-09 | le-15 379 17 17 17 0 500 1
4 7 Te-11 | He-12 440 16 16 15 14 500 1
5 10 7e-09 | 3e-10 500 22 22 21 29 500 1
1 11 2e-14 | 4e-03 389 25 12 23 11 500 | 10
2 || OV
3 8 2e-09 | le-15 439 17 17 17 0 500 | 10
4 9 8e-15 | 4e-16 439 25 25 19 18 500 | 10
5 10 3e-10 | 1le-10 490 27 27 21 29 500 | 10

Tabela 6.22: Resultados do problema 26/T[PPRT](n=3,m=1)

A versao 1, ao terminar todas as tentativas, obteve desempenhos semel-
hantes as versoes 3 e 4, relativamente ao ntimero de iteracoes e custos de CPU.
A versao 4 foi a que conseguiu convergir no menor numero de iteracoes, o
que nao foi traduzido nos custos computacionais.



LV Nt [[[VP[l2 | [lell2 [ Tmp | Ny [ Nyy | Nyzs [ Nyzg, || pmax [ A
1] >10° Te-14 | 5e-01 5 1
2 [ >10% 8e-13 | 2e+00 5 1
3 184 1e-06 | 8e-15 | 3180 | 686 | 686 369 0 5 1
4 oV
5 [ >103 [ 9e+60 | 7e+35 5 1
1] >10° 8e-15 | 1e+00 5 10
2 oV
3 57 3e-07 | 2e-14 | 1419 | 381 | 381 115 0 5 10
4 oV
5 [ >103 [ 5e4+09 | 7e+05 5 10
1 >10° le-13 | 4e-01 50 1
2 133 1e-08 | 1e-08 | 2309 | 514 | 514 267 798 || 50 1
3 68 7e-07 | 1e-13 | 1700 | 392 | 392 137 0] 50 1
4 [ >10% | 4e+00 | 5e-01 50 1
5 78 4e-07 | 2e-08 | 2139 | 526 | 526 157 699 || 50 1
1 >10° 3e-14 [ 8e-01 50 | 10
2 [ > 103 2e-12 | 1e+00 50 | 10
3 27 4e-07 | 4e-14 | 769 | 103 | 103 55 of 50 |10
41 >10° 1e-03 | 3e+00 50 | 10
5 oV
1 >10° 6e-13 | 6e-02 500 | 1
2 oV
3 [ >103 2e-04 | 4e-10 500 | 1
4 oV
5 36 4e-07 | 6e-09 | 1050 | 140 | 140 73 321 | 500 | 1
1 >10° 5e-14 [ 4e-01 500 | 10
2 159 5e-07 | 2e-07 | 3189 | 1004 | 1004 319 954 || 500 | 10
3 48 3e-07 | 3e-14 | 1309 | 277 | 277 97 01 500 |10
4 oV
5 41 9e-07 | 1e-08 | 1380 | 266 | 266 83 366 || 500 | 10

Tabela 6.23: Resultados do problema 79" [PPRT](n=5,m=3)

A versao 1 nao convergiu em nenhuma das tentativas. A versao 3 foi a
que permitiu resolver o problema com o menor niimero de iteragoes e custos
computacionais para ppa.x = 50 e A = 10.



[ V] Nit [[[VP[o | Jlell [ Tmp | Ny [ Nyy [ Noos [ Noze, [[ pmax [ A ]
1 >10° 5e-14 | 2e-02 5 1
2 oV
3 12 2e-08 | de-14 | 440 26 26 25 0 5 1
4 18 de-14 | 1le-15 | 610 41 41 37 72 5 1
5 || >10% | 4e+03 | 2e+01 5 1
1 >10° le-13 | 2e-02 5 10
2 oV
3 12 2e-08 | de-14 | 490 26 26 25 0 5 10
4 14 le-12 | 3e-14 | 549 32 32 29 56 5 10
5 | >10% | 4e+03 | 2e+01 5 10
1 >10° 9¢-14 [ 1e-02 50 [ 1
2 49 8e-07 | 3e-08 | 830 | 184 | 184 99 196 || 50 | 1
3 12 2e-08 | 4de-14 | 439 26 26 25 of 50 [ 1
4 23 9e-13 | Be-14 | 709 60 60 47 92 50 [ 1
5 163 1e-06 | 4e-08 | 3740 | 1365 | 1365 327 974 [ 50 | 1
1 >10° 2e-13 [ 2e-02 50 | 10
2 oV
3 12 2e-08 | 4de-14 | 439 26 26 25 o 50 |10
4 16 5e-14 | 2e-15 | 660 56 56 33 64 | 50 | 10
5 170 9e-08 | 2e-09 | 3850 | 1405 | 1405 341 | 1016 || 50 | 10
1 >10° 3e-03 [ 2e-02 500 [ 1
2 66 8e-07 | 3e-08 | 990 | 214 | 214 133 264 || 500 | 1
3 12 2e-08 | de-14 | 490 26 26 25 0o 500 [ 1
4 18 de-14 | 1e-15 | 599 40 40 37 72 | 500 | 1
5 24 9e-07 | 1e-07 | 660 57 57 49 142 | 500 | 1
1 >10° Qe-14 [ 1e-02 500 | 10
2 oV
3 12 2e-08 | de-14 | 490 26 26 25 0 500 [ 10
4 11 8e-13 | de-14 | 490 23 23 23 44 [ 500 | 10
5 14 1e-08 | 2e-10 | 549 33 33 29 82 [ 500 | 10

Tabela 6.24: Resultados do problema 77" [PGRT](n=5,m=2)

A versao 1 nao convergiu em nenhuma das tentativas. No geral, a versao
3 foi a que teve melhor desempenho, efectuando o mesmo esforco computa-
cional em todas as tentativas.



Nit ‘ HV\PHQ ‘ HCHQ ‘ Tmp ‘ Nf ‘ NVf ‘ NVQf ‘ NVQC,,' H Pmax ‘ A H
ov
ov
ov
ov
ov

> 103 3e-14 | 2e-02 5 10
(0)Y
(6%
oV
(6)%

> 103 oe-14 | 4e-02 50 1
(0)Y
(6%
oV
151 6e-07 | 2e-07 | 5000 | 1514 | 1514 303 | 1353 50 1

> 103 3e-14 | 2e-02 50 | 10
oV
(6%
oV
194 4e-08 | 3e-08 | 6750 | 2122 | 2122 389 | 1740 50 | 10

921 2e-08 | 1e-09 | 4119 | 1530 | 522 | 1043 | 1563 || 500 | 1
oV
(6%
137 2e-14 | 3e-15 | 3679 | 954 | 954 275 822 || 500 | 1
148 2e-07 | 4e-08 | 3519 | 696 | 696 297 | 1326 || 500 | 1

> 103 2e-04 | 2e-02 500 | 10
oV
(6%
oV
ov

QY | WO DO ]| O | QO DO ]| O b= | QO DO ]| O b= | WO DN || O x| W DN — U\%OJ[\D}—‘<

Tabela 6.25: Resultados do problema 80T[GPRP](n=>5,m=3)

As versoes 2 e 3 nao convergiram em nenhuma das tentativas. A versoes
1 e 4 convergiram apenas uma vez e a versao H convergiu trés vezes.



[V it [1V%] [ Jiello [ Twp [ N; [ Nvs [ Nvog [ Nvoe, | pmos [ A |
1 >10° le-14 | 2e-02 5 1
2 oV
3 173 le-10 | 3e-11 | 8780 | 2809 | 2809 | 347 0 5 1
4 8 le-14 | 5e-16 | 500 17 17 17 48 5 1
5 27 2e-07 | 2¢-07 | 929 | 107 | 107 55 240 5 1
1 >10° le-14 | 2e-02 5 10
2 oV
3 175 3e-10 | 9e-11 | 8779 | 2832 | 2832 351 0 5 10
4 8 2e-13 | 3e-14 | 550 17 17 17 48 5 10
5 24 9e-07 | 2e-07 | 929 | 141 | 141 49 213 5 10
1 >10° 5e-04 | 1e-02 50 | 1
2 oV
3 177 3e-10 | 7e-11 | 8839 | 2846 | 2846 | 355 0 50 [ 1
4 ] 2¢-14 | 9e-16 | 549 17 17 17 48 [ 50 1
5 14 8e-07 | 1e-08 | 600 36 36 29 123 50 |1
1 >10° le-14 | 2e-02 50 | 10
2 oV
3 175 le-10 | 4e-11 | 8839 | 2833 | 2833 | 351 0 50 |10
4 ] 3e-14 | le-15 | 490 17 17 17 48 [ 50 | 10
5 36 8e-07 | 7e-08 | 1160 | 156 | 156 73 321 [ 50 |10
1 >10° 3e-02 [ 1e-03 500 | 1
2 oV
3 172 le-10 | 3e-11 | 8729 | 2797 | 2797 | 345 0] 500 [ 1
4 ] le-12 | 1e-13 | 550 17 17 17 48 [ 500 | 1
5 16 6e-07 | 5e-09 | 660 43 43 33 141 | 500 | 1
1 >10° 5¢-04 | 1e-02 500 | 10
2 oV
3 179 3e-10 | 7e-11 | 8889 | 2853 | 2853 | 359 0 500 [ 10
4 ] 2¢-14 | 9e-16 | 549 17 17 17 48 [ 500 | 10
5 16 2e-07 | 4e-09 | 660 45 45 33 141 || 500 | 10

Tabela 6.26: Resultados do problema 81T[GPRP](n=>5,m=3)

As versoes 1 e 2 nao convergiram em nenhuma das tentativas. Por outro
lado, as outras versoes convergiram nas seis tentativas. O melhor desempenho
foi obtido pela versao 4 (nimero de iteragoes e tempos de CPU).



LV Nit [[[VO[l2 | [lella [ Tmp | Ny | Nys [ Nyzs [ Nyze, || pmax | A ]
1] >10° de-14 | 2e-01 5 1
2 32 2e-07 | 4e-09 | 601 | 116 | 116 65 128 5 1
3 215 6e-07 | 2e-10 | 4830 | 2408 | 2408 | 431 0 5 1
4 8 6e-12 | 6e-13 | 500 43 43 17 32 5 1
5 9 1e-07 | 2e-08 | 490 42 42 19 52 5 1
1] >10° 9¢-14 | 4e-01 5 10
2 34 9¢-08 | 5e-00 | 660 | 122 | 122 69 136 5 10
3 131 6e-07 | 2e-10 | 2250 | 875 | 875 263 0 5 10
4 ] 2e-13 | 2e-14 | 490 43 43 17 32 5 10
5 9 6e-07 | 1e-08 | 441 42 42 19 52 5 10
1 >10° le-13 | 8e-02 50 [ 1
2 98 4e-07 | 2e-08 | 1429 | 567 | 567 197 392 [ 50 1
3 [ >10% | 3e+00 | 4e-02 50 | 1
4 ] 3e-14 | 2e-15 | 490 42 42 17 320 50 |1
5 10 1e-07 | 8e-09 | 500 46 46 21 58 [ 50 | 1
1 >10° 4e-13 | 2e-01 50 [ 10
2 26 3e-07 | 3e-08 | 609 92 92 53 104 || 50 |10
3 [ >10% | 8e+00 | 4e-01 50 | 10
4 ] 3e-14 | 2e-15 | 429 42 42 17 32 50 |10
5 10 5e-08 | 4e-09 | 500 46 46 21 58 [ 50 | 10
1 >10° 2¢-13 | 3e-02 500 | 1
2 179 6e-07 | 3¢-08 | 2308 | 1086 | 1086 359 716 || 500 | 1
3 [ >10% | 3e+00 | 3e-02 500 | 1
4 9 2e-14 | 1e-15 | 500 44 44 19 36 || 500 | 1
5 9 8e-08 | 3e-09 | 490 44 44 19 52 | 500 | 1
1 >10° 5e-13 | 8e-02 500 | 10
2 168 5e-07 | 2¢-08 | 2310 | 1179 | 1179 337 672 || 500 | 10
3 [ >10% | 2e+00 | 6e-02 500 | 10
4 ] de-14 | 2e-15 | 439 42 42 17 32 [ 500 | 10
5 8 6e-07 | 5e-08 | 488 42 42 17 46 || 500 | 10

Tabela 6.27: Resultados do problema 63T[QQRP](n=3,m=2)

A versao 1 nao convergiu em nenhuma das tentativas. As versoes 4 e 5
tiveram desempenhos semelhantes. Verificou-se ainda que a versao 2 con-
vergiu nas seis tentativas.



[V Nit [Vl [ lefla | Tmp | Ny [ Noy [ Nozs | Noze, [| pmax [ A ]
1 [ >105] 7et17 [ 3e-01 ) 1
2 ov
3] >10% | 3e+23 | 3e+04 ) 1
4 || >10% | 5e+28 | 4e+13 5 1
5 [ >10% [ 2e+52 | 1e+26 ) 1
1 [ >105] 7et17 [ 3e-01 ) 10
2 ov
3 ov
4 || >10% | 2e+25 | let+l11 5 10
5[ >10% [ 1e+37 | 3e+18 ) 10
1 [ >105] 7et17 [ 3e-01 50 1
2 ov
3] >103] 2e+20 | Te+01 50 1
4 || >10% | 2e+22 | 3e+10 50 1
5 oV
1 [ >105] 7et+17 [ 3e-01 50 | 10
2 ov
3] >10%] 2e+20 | Te+01 50 | 10
4 [ >10% | 6e+27 | le+12 50 | 10
5 oV
1 [ >105] 7et17 [ 3e-01 500 | 1
2 51 2e-08 | 1e-09 818 | 747 | 747 103 102 || 500 | 1
3] >10%] 2e+20 | Te+01 500 | 1
4 || >10% | 4e+19 | 4e+07 500 | 1
5 oV
1 [ >105] 7et17 [ 3e-01 500 | 10
2 ov
3| >10% | 3e+23 | 3e+04 500 | 10
4 || >10% | 7e+31 | le+15 500 | 10
5 74 4e-12 | 0e+00 | 1210 | 782 | 782 149 220 | 500 | 10

Tabela 6.28: Resultados do problema 417[PLRT](n=4,m=1)

As versoes 1, 3 e 4 ndo convergiram em nenhuma das tentativas. Tanto
a versao 2 como a versao H convergiram apenas uma vez.



Da anélise estatistica das tabelas 6.2 a 6.28, e considerando apenas as
tentativas em que existiu convergéncia, podemos retirar os seguintes resulta-
dos para os totais do ntimero de iteracoes realizadas, dos calculos de f? e do
tempo gasto (em milésimos de segundo).

H H Versao 1 ‘ Versao 2 ‘ Versao 3 ‘ Versao 4 ‘ Versao 5 H

Iteragoes 1.571 11.216 3.388 2.143 7.960
Célculos de f 3.967 73.109 29.410 9.244 56.443
Tempo Gasto 29.162 | 223.805 | 131.953 | 81.511 | 233.946

Tabela 6.29: Custos computacionais totais (considerando apenas as tentati-
vas em que existiu convergéncia).

Das Tabelas 6.1 e 6.29, obtemos a seguinte tabela onde estao indicados
os valores médios do numero de iteracoes realizadas, dos calculos de f e do
tempo gasto.

H H Versao 1 \ Versao 2 \ Versao 3 \ Versao 4 \ Versao 5 H

Iteracoes 28,6 103,9 29,5 18,0 67,5
Calculos de f 72,1 676.,9 255,7 77 478.3
Tempo de CPU 530 2.072 1.147 685 1.982

Tabela 6.30: Média do nuimero de iteracoes, cdlculos da funcao e tempo de
CPU (considerando apenas as tentativas em que existiu convergéncia).

A versao 1, como se pode verificar das tabelas (6.2 a 6.28), convergiu ape-
nas nos problemas em que, geralmente, também todos os outros convergiram
(os mais simples). Assim, considerando apenas as versoes mais robustas
(versoes 2, 3, 4 e 5) verificamos, da Tabela 6.30, que a versao 4 foi a que
obteve em média os melhores resultados para os parametros estudados.

A seguir a versao 4, a versao que obteve melhores resultados foi a versao 3.
No entanto, nota-se uma diferenca bastante significativa para a primeira pois,
realizou em média mais do triplo dos calculos da funcao f e necessitou de 1,7
vezes mais tempo de CPU. Tanto a versao 2 como a versao 5, necessitaram,
em média, de aproximadamente o triplo do tempo de CPU requerido pela
versao 4, sendo a razao superior ao comparar o numero de célculos da funcao.

2Para qualquer das versdes, o ntimero de célculos de f é igual ao ntiimero de célculos
de V.



Relativamente a versao 2, esta é a versao com menor tempo de CPU por
iterac@o (veja-se a Tabela 6.31). No entanto, e visto o seu nimero médio de
iteragoes ser 103,9, mais que o quintuplo do nimero de iteragoes médias da
versao 4, o tempo de CPU gasto foi, em média, superior as outras versoes.
Pela mesma razao, também o nimero médio de célculos de f foi bastante
superior a média das outras versoes.

H H Versao 1 \ Versao 2 \ Versao 3 \ Versao 4 \ Versao 5 H
Tempo  médio 18,6 20,0 38,9 38,0 29.4
por iteragao

Tabela 6.31: Tempo médio de CPU por iteragao.

Como se pode verificar das tabelas de resultados e da Tabela 6.31, a versao
1 foi a que apresentou a melhor razao tempo por iteracao. Tendo em conta
os resultados, principalmente das versoes 2 e 5 e como até certo ponto seria
de esperar, parece obter-se alguma vantagem, em termos de requerimentos
de CPU, ao utilizar as féormulas Quasi-Newton.

Agora, considerando somente o numero de iteracoes efectuadas, verifica-
se que a versao 3 foi a que no total das 162 tentativas por mais vezes (55,6%)
efectou menos iteragoes (veja-se a Tabela 6.32). No entanto, considerando
os 27 problemas, a versao 4 foi a que, para alguma combinagao dos parame-
tros (pmax, A), conseguiu efectuar o menor nimero de iteragoes mais vezes
(59,3%). Nestes termos, os piores resultados foram obtidos pelas versoes 2 e

D.

H H Versao 1 \ Versao 2 \ Versao 3 \ Versao 4 \ Versao 5 H

27 problemas 14,8% 7,4% 48.1% 59,3% 11,1%
162 tentativas 13,6% 3,1% 55,6% 44 4% 9,3%

Tabela 6.32: Percentagem de vezes que realizaram menor ou igual nimero
de iteracoes.

Relativamente & escolha do parametro de penalizagao (Algoritmo 6.2),
verificou-se que foi para a escolha de py.. = 500 e A = 1 que se obtiveram os
melhores resultados ao nivel da robustez para as versoes 1, 2, 4 e 5 (vejam-se
as Tabelas 6.33 e 6.34). A versdo 3 obteve resultados semelhantes para as
varias combinacoes, com uma pequena vantagem em considerar ppa, = .



(Pmax, A)
(5.1) | (5,10) [ (50,1) | (50,10) | (500,1) | (500,10)
Versao 1 9 9 9 9 10 9
Versao 2 19 16 17 16 21 19
Versao 3 20 20 19 19 18 19
Versao 4 18 16 21 18 23 23
Versao 5 16 15 21 18 26 22
I | 82 ] 76 | 8 | 8 [ 98 [ 92 |

Tabela 6.33: Numero de sucessos para cada escolha dos parametros (pmax,
A), no total das 135 tentativas.

(pmaxaA)
(5.1) [ (5,10) [ (50,1) | (50,10) | (500,1) | (500,10)
Terminou nas 135 || 60,7 | 56,2 64,4 59,2 72,6 68,1
tentativas(%)

Tabela 6.34: Percentagem de sucessos para cada escolha dos parametros ppax

e A.

Finalmente, quanto a relacao entre custos computacionais e escolha de
Pmax € A, verificou-se que a escolha mais robusta (ppax = 500, A = 1) foi a
que efectuou, em média, maior nimero de iteragoes (ver Tabela 6.36). Este
facto, estara relacionado com a nao resolucao dos problemas mais exigentes
pelas outras escolhas dos parametros. A corroborar este facto, temos que
a escolha menos robusta (com 56,2% de sucessos) foi a que obteve menor
nimero total de iteragoes (ver Tabela 6.35).

6.5 Sintese

As cinco versoes implementadas para a resolugao de problemas com restrigoes
de igualdade, numa filosofia de técnica de penalizacao exacta, sao:

1. Método de seguranca de Newton com procura unidimensional na reso-
lugao do problema sem restrigoes, baseado na férmula de substituigao
que é apenas funcao das restrigoes;



(Pmax: A)
(5.1) [ (5,10) | (50,1) | (50,10) | (500,1) | (500,10)
Versao 1 172 | 165 | 179 170 706 179
Versio 2 1405 | 774 | 2056 | 1227 | 2771 2983
Versio 3 802 | 611 | 547 424 493 511
Versio 4 281 | 246 | 344 284 541 447
Versio 5 1004 | 1173 | 1284 | 1711 | 1945 843
| Total de iteragoes | 3664 | 2969 | 4410 | 3816 | 6456 | 4963 |

Tabela 6.35: Numero de iteracoes para cada escolha dos parametros ppax €

A.

(pmam A)

(5,1) | (5,10) | (50,1) | (50,10) | (500,1) | (500,10)

Média de iteracoes
pOr sucesso

44,7

39,1

53,8

471

65,9

23,9

Tabela 6.36: Média de iteragoes por sucesso para cada escolha dos parametros

Pmax € A.

2. Método Quasi-Newton baseado na féormula de actualizacao de BFGS

com procura unidimensional na resolucao do problema sem restrigoes,
em que a féormula de substituicao do vector dos multiplicadores é fungao
do gradiente da funcao objectivo e da inversa generalizada do Jacobiano
das restricoes;

. Método Pseudo-Newton com procura unidimensional na resolucao do
problema sem restrigoes, em que a féormula de substituicao do vector
dos multiplicadores é funcao do gradiente da funcao objectivo e da
inversa generalizada do Jacobiano das restrigoes;

. Método de seguranca de Newton com procura unidimensional na reso-
lugao do problema sem restrigoes, em que é usada a férmula de actuali-
zacao Quasi-Newton BFGS para aproximar as Hessianas do vector dos
multiplicadores de Lagrange, e a férmula de substituicao do vector dos
multiplicadores é funcao do gradiente da fungao objectivo e da inversa
generalizada do Jacobiano das restrigoes;



5. Método de seguranca de Newton com procura unidimensional na reso-
lucao do problema sem restricoes, em que sao usadas as férmulas de
actualizagao Quasi-Newton de Broyden, para aproximar a matriz do
Jacobiano, e a de BFGS para aproximar as Hessianas, do vector dos
multiplicadores de Lagrange, e a férmula de substituicao do vector dos
multiplicadores é funcao do gradiente da fungao objectivo e da inversa
generalizada do Jacobiano das restrigoes.



Capitulo 7

Conclusoes e Trabalho Futuro

7.1 Conclusoes

De acordo com o estudo tedrico realizado no Capitulo 5, para a resolugao
de um problema de optimizacao nao linear com restri¢oes do tipo igualdade,
decidiu-se recorrer a uma técnica de penalizagao exacta baseada na substi-
tuicao do vector dos multiplicadores de Lagrange na funcao Lagrangeana
aumentada. Desta forma, obtém-se uma funcao auxiliar sem restrigoes, cujo
minimizante coincide com o minimizante do problema original e para o qual
existe um leque de métodos para o calcular. Tendo-se optado pelo método
de Newton, e ao recorrer as férmulas de substituicao do vector dos multipli-
cadores de Lagrange descritas nas seccoes 5.3.1 e 5.3.2, verificou-se que para a
segunda férmula a implementacao do método de Newton seria virtualmente
impossivel devido a complexidade das expressoes obtidas. Para fazer face
a esta situacao, optou-se por implementar quatro variantes do método de
Newton, com o objectivo de comparar a eficiéncia e a robustez. As versoes
testadas foram:

e Uma versao Newton utilizando a primeira férmula de substituicao;
E utilizando a segunda férmula de substituicao:

e Uma versao Quasi-Newton em que a inversa da Hessiana da Lagran-
geana aumentada é aproximada utilizando a férmula de actualizacao
BFGS;

e uma versao Newton em que se recorre ao uso de Pseudo-derivadas para
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aproximar o Jacobiano do vector dos multiplicadores e a Hessina da
funcao Lagrangeana aumentada;

e Uma versao mista Newton/Quasi-Newton em que se recorre ao uso
da féormula de actualizacao BFGS para Hessianas, para aproximar as
Hessianas do vector dos multiplicadores de Lagrange e formar o sistema
Newton;

e Uma outra versao mista Newton/Quasi-Newton em que se recorre nao
s6 ao uso da féormula de actualizacao BFGS conforme a versao anterior,
mas também a féormula de actualizacao de Broyden para aproximar o
Jacobiano do vector dos multiplicadores de Lagrange, conseguindo-se
deste modo formar o sistema Newton.

Das execugoes para o conjunto de problemas citado, verificou-se que exis-
tem diferencas significativas entre algumas das versoes. Assim, verificimos o
seguinte:

Versao 1

Esta versao é pouco robusta. Analisando as tabelas, verifica-se
que na maioria dos testes o processo iterativo converge para um
ponto onde o gradiente da Lagrangeana aumentada é aproximada-
mente zero. Esse ponto nao é, em geral, um ponto admissivel,
sendo um ponto onde as parcelas Vf(z) e 3pVe(z)Te(x), cuja
soma é VW, sao quase simétricas. Assim, observa-se também
que, em geral, nos problemas em que o processo iterativo con-
verge, o ponto que verifica o critério de paragem ¢ um ponto
critico de f e também ponto admissivel ou esta muito proximo
da regidao admissivel (por forma a satisfazer no critério de con-
vergéncia ||c(z)|]a < 1072). Genericamente, das vezes que con-
vergiu apresentou resultados mais ou menos semelhantes com as
versoes 3 e 4.

Versao 2
Ao resolver 88,9% dos problemas testados, esta versao poderd
considerar-se robusta. No entanto, verificamos que apenas resolve
66,7% do total das 162 tentativas. Esta versao efectua em média
muito mais iteragoes que qualquer uma das outras. Verifica-se, no
entanto, como seria de esperar, que o tempo médio por iteragao é



Versao 3

Versao 4

Versao 5

o menor entre as versoes que usam a segunda féormula de substi-
tuicao. Nota-se ainda que obteve a maior robustez quando se
considerou pp.c = 500 e A = 1 sendo, no entanto, para estes
valores que efectua o segundo maior nimero total (e médio com
132 iteragoes por sucesso) de iteragoes.

Conseguindo resolver 71% das 162 tentativas, esta versao obteve
um grau de robustez semelhante ao das versoes 4 e 5, respectiva-
mente com 73,5% e 72,8%. Por outro lado, como seria de esperar
ao ter de calcular analiticamente expressoes relativamente com-
plexas, esta é a versao com maior razao tempo/iteragao. Nota-se
ainda que obteve a maior robustez quando se considerou pyax = 9,
sendo no entanto para este valor que efectua o maior nimero de
iteragoes.

Esta versao alia a robustez o facto de em média ser a que re-
aliza menor ntmero de iteragoes e a segunda melhor em média
de célculos da funcao f e média de tempo de CPU (a melhor
das quatro versoes que usam a segunda férmula de substitui¢ao).
Verifica-se ainda que obteve maior robustez quando se considerou
Pmax = 900. Por outro lado, ao ter de calcular VW, analitica-
mente, o tempo médio por iteracao é o segundo pior. De salientar
ainda que em 59,3% dos 27 problemas que estamos a considerar,
esta versao foi a que realizou o menor nimero de iteracoes.

Considerando os 27 problemas, verificamos que esta versao con-
vergiu em todos para, pelo menos, uma combina¢ao dos parame-
tros pmax € 4, tendo convergido em 72,8% das 162 tentativas.
Contudo, tendo uma média por problema de 67,5 iteragoes, 478,3
calculos de f e 1.982 milésimos de CPU, verificamos que somente
a versao 2 obteve piores resultados ao nivel do esfor¢co computaci-
nal. No entanto, podemos também verificar que o seu tempo
médio por iteragao é melhor do que os tempos das versoes 3 e
4. Parece pois que caso se consiga diminuir o niimero médio de
iteragoes, esta versao poderd aproximar-se dos desempenhos das
versoes 3 e 4.



Desta forma, pode-se concluir que a versao que conseguiu combinar a
maior robustez com a melhor eficiéncia, terd sido a 4 - Versao Newton/Quasi-
Newton(BFGS). Como segunda melhor temos a versao 3 - Versdo Pseudo-
Newton. No oposto, temos a versao 1 -Newton Simples- que parece bastante
restritiva em relacdo aos problemas que é capaz de resolver. As versoes 2
-Versao Quasi-Newton (BFGS)- e a versao 5-Versao Newton/Quasi-Newton
(BFGS/Broyden)- tiveram desempenhos mais ou menos esperados, sendo
a segunda um pouco melhor tanto ao nivel da robustez como do esforco
computacional.

Relativamente ao parametro de penalizacao, que depende dos valores de
Pmax € A, verificamos que ao tentar manter o processo o mais proximo possivel
de uma vizinhanga da regiao admissivel (||c(x)||s < 1072), penalizando vio-
lacoes dessa admissibilidade ao aumentar o valor de p, leva a que a robustez
aumente, tendo como contrapartida o aumento do esfor¢o computacional.

7.2 Trabalho Futuro

Do trabalho realizado até ao momento e tendo em conta os resultados obtidos,
é possivel sugerir alguns temas de investigacao futuros, designadamente:

e Testar as versoes propostas em problemas de maiores dimensoes.

e Construir algoritmos paralelos que possam tirar partido da estrutura
do problema.

e Construir um algoritmo que permita optimizar, dentro do possivel, a
escolha do parametro de penalizacgao.

e Testar as versoes Newton/Quasi-Newton com férmulas de substituigao
do vector dos multiplicadores que sejam, pelo menos, de segunda ordem.

e Deduzir férmulas de actualizacao para o Jacobiano e Hessianas do vec-
tor dos multiplicadores de Lagrange (VA(x) e V2\;(z)) e para as Hes-
sianas do vector das restri¢oes (V?c;(z)) que tenham em conta a es-
trutura do problema, isto é, a forma do vector gradiente e da matriz
Hessiana da fungao V.

e Incorporar estas férmulas numa implementacao tnica e definir um
método Quasi-Newton estruturado.
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