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RESUMO

Nesta tese sdo apresentados desenvolvimentos nigficds ao nivel da estimagdo em
pequenos dominios no ambito das sondagens, quandiadns amostrais tém uma
natureza espacial e/ou cronoldgica. E proposto stimador EBLUP Empirical Best
Linear Unbiased Predictor) assistido por um modelo linear misto de niveba@gue
permite especificar explicitamente a ligacdo eruse parametros de interesse e a
informacdo auxiliar disponivel. E também propostaaumetodologia que permite a
introducéo de restricbes na estimacédo, garantinclenaisténcia interna na publicacéo
das estimativas. S&o ainda propostas medidas disgomaodel-based dos estimadores
EBLUP, derivadas pela metodologia delta e por nataplas por reamostragem. Todos
estes desenvolvimentos metodolégicos sdo aplicadosestimacdo em pequenos

dominios do preco médio de transaccao da habitmaeortugal.

Séo realizados dois estudos empiricos por simuldgddonte Carlo. No primeiro
estudo, por simulacadesign-based, € avaliada a qualidade dos estimadores propostos,
com e sem restricbes, relativamente a outros esdtiraa habitualmente utilizados na
estimacdo em pequenos dominios. Os resultados eltato permitem concluir que 0s
estimadores EBLUP sdo os que apresentam propriedasgitisticas de melhor
qualidade. Em particular, o estimador EBLUP espganiporal proposto € o que
apresenta melhores propriedadéssign-based na estimacdo do preco médio de
transaccdo da habitacdo. Os resultados permitefmétanconstatar que a garantia da
consisténcia interna na publicacdo das estimatiwaduz ao aumento do enviesamento
e a perdas de eficiéncia dos estimadores, comypanmante a um estimador equivalente
gue ndo garante essa consisténcia. Por outro dadarantia da consisténcia interna a
um nivel mais agregado tem um efeito mais sigrifioasobre as propriedades do
estimador que garante essa consisténcia, do que sastimador que a garante a um
nivel geografico mais desagregado. No entanto,cemsisténcia interna for garantida a
um nivel geografico pouco agregado, entdo o eBstre a variancia do estimador é

quase insignificante.

No outro estudo por simulac@adel-based, é avaliado o desempenho dos estimadores

do erro quadréatico médio de predicao (EQMP) dos@EBtemporal e espaciotemporal.
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Os resultados alcancados em ambos os casos pergotastuir que os estimadores
baseados em métodos por reamostraggmesentam um desempenho muito bom,
quando comparado com o do respectivo estimadoitianapodendo ser recomendados
como uma alternativa a esse estimador analiticoontexto de modelos longitudinais

mais complexos de estimacado em pequenos dominios.

Palavras-chave: EBLUP; estimacdo com restricdes; estimacdo do BPQM EBLUP;

estimacdo em pequenos dominios; métodos por re@gest; modelo linear misto.
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ABSTRACT

In this thesis methodological developments aregmtesl at the small area estimation
level in the framework of sampling surveys, namelyen considering spatial and/or
chronological sample data. An empirical best lineabiased predictor (EBLUP)

assisted by an area level linear mixed model ipgsed. This estimator allows to
explicitly specifying the link between the paramst®f interest and the auxiliary
information. It is as well proposed an approacht tahows the introduction of

restrictions in the estimation in order to guararitgernal consistency in the publication
of estimates. In addition, model-based precisioasuees of the EBLUP estimators are
proposed. These measures of precision are derisid the delta methodology and
resampling methods. All of these methodological eliggments are applied in the

estimation of the mean price of habitation trarisadn Portugal.

Two empirical studies are carried out by Monte €aitnulation. The first study uses a
design-based simulation where the quality of treppsed estimators with and without
restrictions is evaluated relatively to other estions usually used in small area
estimation. The results show that the EBLUP esbinsatpresent higher quality
statistical properties. In particular the propossgshtio-temporal EBLUP estimator
presents the best design-based properties in th# area estimation of the mean price
of habitation transaction. From the results it Isoapossible to conclude that the
guarantee of internal consistency in the publicatibestimates conducts to an increase
of bias and loss of efficiency of the estimatomnparatively to an equivalent estimator
not internally consistent. The results also shoat the guarantee of internal consistency
at a more aggregated level has a more significéietteon the properties of the
estimator that guarantees that consistency thatherestimator that guarantees the
consistency at a more disaggregated geographicl. l&Nenetheless if internal
consistency is guaranteed at a less aggregatedragdng level, the effect on the

estimator variance will be almost insignificant.

The second study uses a model-based simulationevtherperformance of the mean
squared prediction error (MSPE) of the temporal eaphtio-temporal EBLUP

estimators is evaluated. The results demonstrataritboth cases the resampling-based
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estimators have a very good performance when cadp@r the respective analytical
estimator. Those estimators can be recommendech adternative to that analytic

estimator in the context of more complex longit@adiimodels for small area estimation.

Key-words: EBLUP; estimation with restrictions; estimatioi the MSPE of the
EBLUP; small area estimation; resampling methadsar mixed model.
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1. INTRODUCAO

1.1 BENQUADRAMENTO E RELEVANCIA

As decisbes econOmicas e politicas sdo cada ves beseadas em indicadores
estatisticos. Antigamente os decisores econdmic@®ligicos suportavam as suas
decisBes em estatisticas nacionaés, ao nivel de pais ou em estatisticas referentes a
grandes areas geograficas. Contudo, nos ultimos #m-se verificado por todo o
mundo um grande crescimento na procura de estaddtaveis com um maior nivel de
desagregacao, geralmente ao nivel de pequenagsegisie facto deve-se a utilizacdo
crescente deste tipo de estatisticas, por parbegdmismos publicos e privados, com o
objectivo de proporcionar informacao que permitarenulacdo de melhores programas

e politicas, a reparticdo de recursos mais equata&ium melhor planeamento regional.
Como consequéncia, a maioria dos produtores dstists oficiais tem vindo a sentir

a necessidade de publicacdo sistemética de indesdgstatisticos para niveis mais
desagregados. Desta forma, as sondagens inici@npdemieadas para assegurarem a
producdio de estimativas directa®mm uma determinada precisdo ao nivel de grandes
areas, sdo cada vez mais utilizadas para fornstieragivas para dominios de diversa
natureza e dimensdo. Contudo, na pratica raran&rmiessivel garantir dimensdes
amostrais suficientemente grandes para suportastimagivas directas com precisao
aceitavel em todos esses dominios de interesseouRar lado, frequentemente nao €
possivel antecipar todas as utilizacdes dos dadosteais no momento de planeamento
da sondagem. O facto dos dominios de interessesag@m todos planeados no
momento do desenho do plano de sondagem, leva asjdenensbes amostrais no

! As estimativas directas sdo produzidas atravésstimadores directos, os quais utilizam apenas as
observacfes da variavel de interesse pertencemtdsnainio de estudo e referentes ao periodo deotemp

em analise (Rao, 2003).
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interior desses dominios sejam por vezes muito gexgli(ou mesmo nulas). Para tais
dominios ndo planeados, os estimadores directdgitraais apresentam normalmente
uma precisdo inaceitavel, sendo mesmo impossiiguma casos fazer a estimacao
através desses estimadores. Na literatura, sagndesis por pequenos dominios
aqueles que representam uma fraccdo muito peqaepapdilacdo e para 0os quais nao é
possivel produzir estimativas directas com preceditavel. Nestes dominios, torna-se
necessaria a utilizacdo de estimadores indiregtos combinem informacao auxiliar de

fontes exteriores a sondagem, muitas vezes deematwensitaria ou administrativa,

com a informacdo amostral disponivel da variavehteresse. Esta informacéo auxiliar

refere-se, em geral, a outras variaveis que apesecorrelacdo com as variaveis que
sdo objecto de estudo ou as préprias variaveisstad@ em diferentes momentos do

tempo.

A grande aplicacdo pratica e interesse tedricostimacdo em pequenos dominios tém
atraido a atencdo de alguns investigadores, os gpaesentaram importantes avancos
metodolégicos nesta area nos Ultimos anos. Estesosnadesenvolvimentos
materializaram-se sobretudo na proposta de novimsagtores indirectos para pequenos
dominios, baseados em modelos de nivel area e atelosode nivel unidade, e de
estimadores do seu erro quadratico médio de pediE®MP), os quais tém sido
aplicados com sucesso a uma grande variedade blepas de estimacdo em pequenos
dominios por todo o0 mundo. Uma apresentacdo gesaesl métodos e da sua aplicacéo
pode ser encontrada em Rao (2003). Algumas dasigaia extensfes aos modelos de
nivel area e aos modelos de nivel unidade bagicestém sido propostas na literatura
ao longo do tempo, incluem os modelos com errosstais correlacionados, 0s
modelos que utilizam informacdo seccional e cragiold e os modelos que utilizam

informacé&o espacial.

Nos ultimos anos foram propostos estimadores icidise para pequenos dominios
baseados em modelos que utilizam informacgéo edfsacieional e cronoldgica: Coelho
(2000) propds estimadores indirectos baseados edelo®lineares mistos de nivel
unidade e considerando restricbes na estimacaongh 8t al. (2005) propuseram

estimadores indirectos baseados em modelos de afeal do tipostate space,

2 Os estimadores indirectos utilizam também obséesgla variavel de interesse de fora do dominio de

estudo ou do periodo de tempo considerado (Ra&)200
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utilizando o filtro de Kalman para a estimacéo gegs parametros. Por outro lado, ao
longo destes anos também tém vindo a ser apressntagortantes desenvolvimentos
metodolégicos no sentido de se garantir a consistémterna na publicacdo das
estimativas referentes a pequenos dominios: Piedien e Tiller (2006) apresentaram
estimadores indirectos para pequenos dominios dhasesn modelos de nivel area do
tipo state space e considerando restricdes na estimacao; Veaalg (2008) derivaram a
forma do melhor preditor linear centrado (BLEBYm restricbes; e Ugaréeal. (2009)
sistematizaram uma metodologia de introducédo deigigss na estimacdo sob um

modelo linear misto de nivel unidade.

A utilizacdo da estimacdo em pequenos dominioapksacdes reais € muito variada,
podendo destacar-se a sua crescente aplicacaddlemas de estimagcdo nas areas da
agricultura €.g. producao de cereais), da saueg.(caracteristicas relacionadas com a
saude em grupos socio-demograficos, mapeamentoateas, taxas de mortalidade e
de incidéncia) e da economiag, rendimento médier capita, taxa de desemprego,
nivel de pobreza, valor acrescentado bruto). Enicpéar, Girouard e Blondal (2001) e
Diewert (2006) referem que alguns paises desemasvja criaram ou estdo a criar
indices de precos de transacgdo da habitacdo, saldeles com grande nivel de
desagregacdo, os quais sdo necessarios do ponistaleeconémico, uma vez que a
evolucdo dos precos da habitacdo apresenta normalrama correlacdo muito forte
com o ciclo econdmico. Para além disso, e tal cemdinham Girouard e Blondal
(2001), os precos da habitacdo tém um impacto ipossignificativo no consumo
privado e tém um efeito importante no investimegmigado. Neste sentido, 0s precos
da habitacdo podem ser utilizados comoigput na medicdo da inflagdo no consumo
privado, como deflatores, como indicadores de @gueecomo indicadores para analisar

as pressées da procura.

Uma vez que o preco da habitagdo constitui um aalticmuito importante na avaliagao
do estado da actividade econdmica de um pais, éevarificado nos ultimos anos um
forte aumento na procura de estatisticas fiaveiprdeos de transaccdo da habitacao,

especialmente por parte dos agentes dos sectoodsliémo e financeiro. A procura

% Best Linear Unbiased Predictor pode ser traduzido para portugués por melhor forelifiear centrado.
Decidiu usar-se nesta tese as siglas da desigmagdingua inglesa (BLUP), por serem as utilizadas

internacionalmente e por ndo existir uma tradu¢&mbpara a lingua portuguesa.
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dessa informacgdo tem-se dirigido sobretudo paragrexs subpopulacdes, isto €, para
pequenas regides geograficas e/ou para as vpaedias da habitagdo numa dada
regido, aqui denominadas por dominios de estudacohtrario do que se verifica em
alguns paises desenvolvidosg( Australia, Canada, Dinamarca, Espanha, Estados
Unidos da América, Noruega, Suécia), em Portugadlaaindo existe um indice de

precos de transacc¢ao da habitacéo.

Em Portugal, a Secretaria de Estado da Habita€amraunicacdes, solicitou no final do
altimo século ao Instituto Nacional de EstatistittdE), o desenvolvimento de um
Sistema de Indicadores de Precos na Construcadokatto (SIPCH). Este sistema
visava a producdo de informacado estatistica ofsmllre o0 mercado da habitacdo, em
Opticas tdo diversas como 0s custos de construgdloaditacdo nova, 0os precos de
transaccédo da habitacdo, os valores de avaliag&ati@, os precos de manutencao e
reparacdo e o financiamento da habitacdo. Passaa década, o INE publica
periodicamente um vasto conjunto de indicadoresgmatlos no SIPCH, embora ainda
nao publigue um indicador dos precos de transadadoabitacdo a qualquer nivel de
agregacao. A inexisténcia desse indicador develsetsido a escassez de informacgéao
amostral, a qual inviabilizou a producdo, com E&ciaceitavel, de estimativas directas
do preco médio de transaccdo da habitacdo por nge@drado, para niveis mais
desagregados do que as regides de Portugal dadsi$i ao nivel Il da Nomenclatura
das Unidades Territoriais para Fins Estatisticof/T8II). A referida informacéo
amostral utilizada era proveniente do Inquérito Bosgcos Médios de Transacgdo na
Habitacdo (IPTH), que era um inquérito longitudioain rotacéo, da responsabilidade
do INE. Ainda neste contexto, era intencdo do INRublicacdo de estatisticas que
verificassem a consisténcia interna, ou seja, guesimativas produzidas para um
determinado nivel de agregacao coincidissem comasaltado do agrupamento das
estimativas produzidas para niveis de agregacaeriords (pequenos dominios).
Naturalmente que a impossibilidade de producacstigisticas para pequenos dominios

inviabilizou qualquer tentativa de garantia da ¢st@gcia interna.

De acordo com Diewert (2006), ja existe um conjutéopaises a desenvolver e a
aplicar metodologias de estimacdo do preco médiwatsaccio da habitacdo, embora
nenhuma delas responda ao problema da escassafpmeaicdo amostral ao nivel dos

pequenos dominios de estudeg( ao nivel lll da Nomenclatura das Unidades
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Territoriais para Fins Estatisticos - NUTSIII - ao nivel de concelho). Este trabalho de
investigacao pretende contribuir para colmatar edta De facto, este trabalho assenta
na conviccdo que a obtencdo de estimativas maisispse e que verifiqguem a

consisténcia interna, para o parametro de intemegsaeferidas subpopulacdes, passa
pela utilizacdo de estimadores indirectos para gmagidominios baseados em modelos

e, haturalmente, pelo recurso a todo o tipo denmégao auxiliar disponivel.

Relembrando-se uma opinido de Rao (2)0fue segundo o qual a estimacdo em
pequenos dominios € um exemplo notavel de ligagie @ teoria e a prética, que
apesar de ter apresentado avancgos tedricos impmtamecessita ainda de
desenvolvimentos para muitos problemas de inddgcpy entdo decidiu aproveitar-se
esta ideia. Um dos temas apontados por Rao QQfife carece de mais investigacéo
tedrica consiste na garantia da consisténcia atelms estimadores baseados em
modelos, ou seja, no processo de introducédo dacfest na estimacao de forma a
assegurar que as estimativas produzidas ao nigepéeguenos dominios possam ser
agregadas, igualando estimativas directas prodsizodaa um nivel de agregacao

superior.

Pela sua importancia e actualidade, pelo factoedponder a um problema de ordem
pratica quando se trabalha com estatisticas cfi@apor ainda nado ter sido alvo de
investigacdo até ao momento, neste trabalho pretestiudar-se e apresentar-se
desenvolvimentos metodoldgicos ao nivel dos modidasivel area para estimacédo em
pequenos dominios com dados espaciais e cronoggioth o modelo linear misto.

Pretende também incluir-se restricbes na estimad@éo,forma a se alcancar a
consisténcia interna dos estimadores baseados ti@sske modelos. Neste estudo, os
desenvolvimentos tedricos serédo aplicados na esdiondo preco meédio de transaccao
da habitacdo por metro quadrado de area util, &el mias NUTSIII de Portugal

continental. Procurar-se-a, desta forma, dar réap@wum problema de producédo de
informacdo estatistica para pequenos dominios cmeuisfo adequada, ainda néo

resolvido pelo INE.

A metodologia proposta para estimacéo do precoarsiliransaccdo da habitacdo por
metro quadrado para pequenos domini@s &o nivel de NUTSIII), pretende explorar
toda a informacdo amostral disponivel, nas suatkentess espacial e temporal. Em

particular, serd explorada, por um lado, a infodwaguxiliar fornecida pelo Inquérito
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aos Precos de Avaliacdo Bancaria na Habitagcdo ()Bbk dados de painel fornecidos
pelo IPTH, e por outro lado, a eventual associsgsacial existente entre dominios.
Uma vez que nao é possivel fazer a ligacao dossdatitivos a variavel de interesse e
a variavel auxiliar ao nivel individual, isto €, miwel de transaccao, a investigacéo sera
circunscrita a modelos ao nivel de area, que dstaye a associacdo das varias fontes
de dados ao nivel de dominio de estudo.

Por ultimo, € ainda de sublinhar que o trabalhndestigacdo desenvolvido no ambito
desta tese esta orientado para os problemas dmaedt/predicdo, apesar dos
problemas de inferéncia em pequenos dominios, mit@e uma sondagem, deverem
ser analisados numa perspectiva integrada, logaseade planeamento da sondagem.
A escolha deste enfoque deve-se ao facto de sengdext com este trabalho, dar
resposta a um problema de producao de informagatstica em pequenos dominios,
numa fase em que os dados amostrais ja estao tlisjsoa os dominios de interesse s6
foram identificadosa posteriori. Quando € possivel a identificac@opriori dos
dominios para os quais se pretende obter a inf@mag! seja, quando 0os dominios sao
planeados, e os recursos disponiveis sdo sufisieen¢fo o plano de sondagem devera
ser desenhado de forma a permitir a produgéo deatstas de precisdo adequada para
os dominios de interesse (Coelho, 2000).

1.2 OBJECTIVOS

Com o trabalho de investigacdo desenvolvido nest, fpretende dar-se um contributo
metodoldgico na area da estimacédo em pequenos idsmim ambito de inquéritos por
amostragem com dados de nivel area de natureza&iasp#ou cronoldgica. Em
simultaneo, pretende resolver-se um problema dmaso de indole pratico, através
da proposta de uma metodologia de estimacgédo, addWUTSIII, do preco médio de
transaccéo da habitacdo por metro quadrado dalakeam Portugal continental, com
precisdo aceitavel. No ambito da aplicacdo pratmatende ainda garantir-se a
consisténcia aritmética na publicacdo dessas dstamacom as disponiveis para niveis
mais agregados. Neste sentido, definem-se cinexilgs especificos para este estudo,

enumerados de seguida:
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1. Propor estimadores de parametros de interesse guempes dominios, alternativos
aos estimadores tradicionais que tém vindo a séradibs na estimagao em
dominios (estimadores directos e indirectos), e gpgsam constituir uma opcéo
valida para inferéncia em pequenos dominios doopraédio de transaccdo da
habitacdo por metro quadrado de area Uutil, em @artwontinental. Mais
especificamente, pretende propor-se um modelo del drea de estimacdo em
pequenos dominios, que tire partido de dados deezat espacial e/ou cronolégica,
bem como deduzir as expressdes explicitas dosaekines combinados assistidos
por esse modelo. Com o0s novos estimadores tens@aézancar melhores niveis de
precisao e/ou de enviesamento, do que aquelesogigenpser obtidos pela utilizacéo
do estimador directo, ou de estimadores indirefteguentemente utilizados no

ambito da estimacédo em pequenos dominios.

2. Apresentar uma metodologia que permita a introdulgicestricdes nos modelos de
estimacdo em pequenos dominios, de forma a gaewcbtnsisténcia aritmética na
publicacdo das estimativas do preco médio com ddicadas a niveis mais
agregados gg. NUTSII ou Portugal continental). Em complementade, a
introducdo de restricbes nos modelos de estimatépeguenos dominios pretende
conferir aos estimadores uma maior robustez copbssiveis falhas e/ou mas

especificacdes dos modelos que assistem a estimacéo

3. Propor estimadores das componentes de varianciaatizlo espaciotemporal de
nivel area que assiste a estimacdo. Apesar daagsiimdas componentes de
variancia nao constituir um objectivo central destbalho, elas tém que ser
estimadas de forma a ser possivel estimar e awahariabilidade dos estimadores

dos parametros de interesse em pequenos dominios.

4. Apresentar medidas de precis@odel-based dos estimadores combinados (com e
sem restricdes) propostos neste estudo, derivagasiado modelo espaciotemporal
que assiste essa estimacédo, bem como de outroméstes combinados existentes
na literatura, mas utilizados no ambito deste estlthis especificamente, pretende
propor-se estimadores do EQMP de estimadores canhisndos parametros de

interesse em pequenos dominios.

INTRODUGAO | 7



5. Avaliar, por simulacdo de Monte Carlo, o desempetb® estimadores propostos
para estimar o preco médio de transaccdo da habjtaelativamente a diversos
outros estimadores directos e indirectos habituatienetilizados na estimacao desse
tipo de parametros de interesse em pequenos damiain complementaridade a
este objectivo, pretende ainda avaliar-se, por lsicAdo de Monte Carlo, o
desempenho dos estimadores do EQMP propostos padr @ incerteza de
estimadores combinados de parametros de interesserestricdes, utilizados no

ambito deste estudo.

1.3 METODOLOGIA

Neste estudo pretende desenvolver-se uma metodaegstimacdo do preco médio de
transaccdo da habitacdo por metro quadrado ao dév@UTSIII, para Portugal. A
metodologia de estimacdo em pequenos dominios dassa modelosnfodel -based)
afigura-se como a mais adequada porque se pregstidear precos médios ao nivel de
subpopulacdes, de dimensdo amostral ndo contra@dvalmaior parte dos casos muito
pequena, inviabilizando a estimagéo directa dgasg®s médios com boa precisdo. As
subpopulacdes ou dominios de estudo sédo definidds mpivel de desagregacdo
geografica que se pretende para a estimacao do prédio de transac¢ao da habitacéo,
tendo-se escolhido o nivel NUTSIII por razbes diéeor pratica e por ser o primeiro
nivel de desagregacdo a ndo proporcionar, em tododominios, a producdo de
estimativas directas do parametro de interesseenisdo aceitavel para publicacdo
pelos organismos oficiais. Para se alcancarem jestolos definidos, a realizacdo deste

estudo seguira a seguinte metodologia:

1. Pretende-se que os novos estimadores do preco médi@ansaccédo da habitacao
permitam incorporar informacdo relativa a varidvaisiliares, muitas vezes de
natureza censitaria ou administrativa, bem comorinécdo amostral de natureza
espacial e/ou cronologica, exdégena aos dominiositdeesse, com 0 objectivo de
auxiliar a estimagdo a esse nivel. Neste sentidogstimadores propostos serdo
assistidos por um modelo espaciotemporal de nfeal gue se enquadra no contexto
do modelo linear misto, e € suficientemente flelxpaga representar fendmenos que

possam ser descritos através de dados de natwspaaia e/ou cronologica. De
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facto, parece potencialmente interessante exptoda a flexibilidade do modelo
linear misto para representar fendmenos que possayimar dados de natureza
espacial e/ou cronoldgica, ndo sO atraveés da i@clde efeitos fixos e de efeitos
aleatérios, mas também através da possivel esm@b de estruturas de
covariancia espacial e cronoldgica arbitrarias.e€@madores propostos, assistidos
por esse modelo, podem ser considerados como raslhmeditores lineares
centrados empiricos (EBLUPdlos parametros nos dominios de interesse. Pretende
utilizar-se os modelos lineares mistos e ndo oseloeddo tipostate space para
incorporar informacéo de natureza espacial e/onobdgica no modelo e estimar o0s
seus parametros, porque 0s primeiros permitem e estruturas de covariancia
gue ndo sao passiveis de representacdo num madipmdtate space, que é apenas
um dos seus inimeros casos particulares. Ao cantiiés modelos do tipstate
space, que utilizam informacdo referente aos periodogerames para auxiliar
unicamente a estimagcdo no periodo presente, a agddelconjunta de dados de
diversos periodos através de um modelo linear ppstonite também a estimacéo de
parametros em periodos passados, utilizando amafgio referente a periodos mais

recentes.

2. No quadro de uma abordagem de estimagidel-based ou model-assisted, é
vantajoso que os estimadores do preco médio dseare@io da habitacdo incluam
mecanismos que assegurem alguma proteccdo corgsdv@is falhas e/ou mas
especificagcdes dos modelos que os suportam. Parladb, quando se trabalha com
estatisticas publicadas, e em particular com esta$ oficiais, € exigido
frequentemente que as estimativas produzidas &b e pequenos dominiosd.
NUTSIIl) possam ser agregadas, igualando estimmtiigectas suficientemente
precisas para niveis de agregacdo mais elevadgs NUTSII ou Portugal
continental). Estas preocupacdes poderdo ser sigsemravés da introducdo de
restricbes na estimagdo, constituindo uma formalidig de utilizagdo de
“informacédo emprestada” dos dominios de interéBsstende assim garantir-se que
sao produzidas estimativas do preco meédio de traAsada habitacdo adequadas e

consistentes, para um determinado nivel de agregag&smo que o modelo

4 Empirical Best Linear Unbiased Predictor pode ser traduzido para portugués por melhor farelitiear
centrado empirico. Decidiu usar-se nesta tesegésssila designacdo em lingua inglesa (EBLUP), por

serem as utilizadas internacionalmente e por nétirenma tradugéo oficial para a lingua portuguesa

INTRODUGAO | 9



postulado falhe ou ndo esteja perfeitamente espmdd. A introducdo de restricbes
na estimagdo no ambito do modelo linear misto sespirada no conhecido
problema da econometria classica de estimacadoatamptros de uma regressao sob

restricdes lineares.

3. Apesar da estimacdo das componentes de varianzieon&tituir um dos objectivos
principais no ambito da estimacdo em pequenos dospielas tém que ser estimadas
de forma a se obterem estimativas dos parametriogedesse. Na literatura pode ser
encontrado um vasto leque de métodos de estimasioeteridas componentes de
variancia no contexto do modelo linear misto, desslanétodos que nao exigem
nenhuns pressupostos até aos métodos mais exigeetse nivel. Neste estudo, a
estimacdo das componentes de variancia sera baseadgtodo dos momentos.
Pretende estimar-se as componentes de varianaig@stdo método dos momentos e
nao através de outros métodos eventualmente mpidgues, como 0s conhecidos
métodos de verosimilhanga, por 0s primeiros naogirexn pressupostos,
nomeadamente o da normalidade dos erros do mogdo muitas vezes ndo se

verificam na realidade.

4. A proposta de medidas de precisaoodel-based dos estimadores
propostos/utilizados para estimar o preco médidraesaccado da habitacdo sera
efectuada através da deducado/apresentacdo de rapodes do EQMP desses
estimadores dos parametros de interesse. Estéhmabminvestigacdo, que tem sido
considerado como um dos maiores desafios no ardhitestimagédo em pequenos
dominios, assentard numa metodologia baseada eenvidsmentos em série de
Taylor (normalmente denominada por metodologiaajledt em metodologias por
reamostragem (métodgackknife e bootstrap), por serem aquelas que tém vindo a
ser utilizadas em outros trabalhos de investigagdarea da estimacdo em pequenos
dominios. Para além disso, as metodologias por asaagem sdo consideradas
actualmente como uma boa alternativa ao métoda, dddtvido a sua simplicidade

conceptual, a sua facilidade de aplicacdo mesmoo@delms mais complexos e,

geralmente, a menor exigéncia de pressupostos.

5. A avaliagdo do desempenho dos estimadores settéiadacatravés da realizagdo de

estudos empiricos por simulagéo, de diferentesewds:
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a) serd efectuado um estudo por simulagdo do dgsign-based para avaliar o
desempenho dos estimadores de parametros de seten@spequenos dominios.
Decidiu utilizar-se este tipo de estudo empiri@sdado em amostragem repetida
de uma pseudo-populacéo finita (fixa) gerada arpdetuma amostra aleatéria
de dados reais, por ser efectuado no contexto depopulagéo real e de um
método de amostragem realista. A avaliacdo do dessmo dos estimadores dos
parametros de interesse sera efectuada através dmnjunto de medidas de
enviesamento, de precisao e de eficiéncia, sob perspectiva de amostragem

repetida.

b) serd efectuado um estudo por simulacdo do tipdel-based para avaliar o
desempenho dos estimadores do EQMP dos estimadomedinados de
parametros de interesse sem restricdes em pegdemisios. Decidiu utilizar-se
este tipo de estudo empirico, baseado em suceszimgmtos de dados gerados
a partir de um modelo de superpopulacdo postudagtdori, pois s6 € possivel
avaliar a qualidade daquele tipo de estimadores adeaos gerados
artificialmente com as caracteristicas desejadasvaacao do desempenho dos
referidos estimadores serd efectuada através deamjpnto de medidas de
enviesamento e de precisao, sob uma perspeantae -based.

No estudo empirico do tipdesign-based, sera igualmente abordado o problema da
robustez dos estimadores de parametros de inteeaspequenos dominios, analisando
as consequéncias da introducdo de restricOes maagdb sobre a precisédo e
enviesamento desses estimadores. Neste tipo ddoestupirico por simulacdo de
Monte Carlo, seréo utilizados dados reais de paimeiecidos pelo IPTH e pelo IABH,
ambos da responsabilidade do INE. As tarefas depomlagdo de dados e de calculo
serdo realizadas no programa estatistiS@tistical Analysis System (SAS),
desenvolvendo-se para tal programas na sua linguagen todos os ensaios de
hipoteses efectuados no ambito deste trabalho,ceasiderada uma probabilidade de
rejeitar uma hipotese que de facto é verdadeird%e Para além disso, todos os

intervalos de confianca (IC) serdo construidos asongrau de confianca de 95%.
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1.4 R.ANO DA TESE

Esta tese encontra-se organizada em oito cap#ui@s anexos, sendo complementada
por 33 apéndices. Neste primeiro capitulo que t@ndom o plano da tese, foi
apresentado um enquadramento e exposta a relevdm@aoblema de investigacao,

foram definidos os objectivos deste trabalho esfimnariada a metodologia a seguir.

No segundo capitulo sdo apresentados alguns cosickindamentais, notacdo e
definicdes. O conceito de pequeno dominio € inzmhtuneste capitulo. Sdo também
apresentadas as abordagens de estimdesign-based e model-based, assim como

algumas classificacbes que podem ser atribuidas namdelos de estimacdo em
pequenos dominios. Neste capitulo sdo ainda apaeesn alguns estimadores

combinados habitualmente utilizados na estimagadamninios.

O terceiro capitulo € dedicado a revisdo bibliageafsobre predicdo em modelos
lineares mistos. Neste capitulo é apresentado celmdishear misto geral, o modelo
state space linear geral como caso particular do primeiroJguas modelos espaciais
gerais. No ambito do modelo linear misto, que &s3s estimadores para pequenos
dominios propostos neste trabalho, € dado partidélstaque ao problema da medicéao

da incerteza associada ao EBLUP.

Os principais modelos de nivel area para estimagépequenos dominios presentes na
literatura s@o apresentados no capitulo quarta &éam do modelo basico de nivel area
para dados seccionais, ao qual é dado maior enfaetambém apresentados os
modelos basicos para dados seccionais e cronofjgiaya dados espaciais e para
dados simultaneamente espaciais/seccionais e oOgioas. Por facilidade de
exposicdo, neste capitulo sdo também propostasndeimglologias por reamostragem
para medicdo da incerteza associada ao EBLUP tampor ambito do conhecido
modelo longitudinal de Rao e Yu (1994), e um edfionapelo método dos momentos,

da componente de variancia do modelo espacial ldat5@004).

No quinto capitulo sdo propostos estimadores pargpavametros de interesse em
pequenos dominios, assistidos por um modelo edpagioral de nivel area que se
enquadra no contexto do modelo linear misto. Essinadores podem incorporar

simultaneamente dados de natureza espacial/sece&ocranoldgica, tirar partido de
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informacdo auxiliar relativa a outras variaveisweridas sobre a populagédo, bem como
acomodar estruturas de covariancia cronoldgicapacesd auto-regressivas entre os
dados amostrais. Neste capitulo sdo tambéem prapestonadores dos parametros de
variancia do modelo espaciotemporal. Na parte filauinto capitulo é discutido o
importante problema de medig&o da incerteza asteids estimadores dos parametros
de interesse, sendo propostas trés abordagenstideag® do EQMP do EBLUP

espaciotemporal.

O sexto capitulo € dedicado a estimacdo com résficNa primeira parte deste
capitulo é efectuada uma revisao bibliografica s@garantia da consisténcia interna
no contexto da estimacdo em pequenos dominios.elyanda parte do capitulo é
introduzido um modelo linear misto geral com resies para estimacdo em pequenos
dominios, no ambito do qual é deduzido o EBLUP cestricbes. Neste contexto, sao
também propostas duas metodologias de estimacad&Q@dP do EBLUP com
restricdes. Por ultimo, € apresentado, como cag@ydar, um modelo com restricdes

para estimacdo em pequenos dominios com dadosaspacronologicos.

A apresentacao dos estudos empiricos, por simutie#donte Carlo, é feita no sétimo
capitulo. O capitulo inicia-se com uma apresentdedsua estrutura, na qual é revelada
a ordem pela qual sdo apresentados os diferentigdossempiricos. Em seguida, é
efectuada uma descricdo detalhada de cada do®esnmbiricos, ao que se segue uma
apresentacao e discussdo dos resultados. A figlifillistra a organizacéo dos estudos

empiricos apresentados no capitulo sétimo.

Figura 1.4.1: Organizagdo dos estudos empiricos

1 - Estudo por simulacéo do tigesign-based

Objectivo: avaliar o desempenho dos estimadores de

parametros de interesse em pequenos dominios

2 -Estudo por simulacéo do tipwdel-based

Objectivo: avaliar o desempenho dos estimadores d

EQMP do EBLUP temporal e espaciotemporal
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No oitavo e Ultimo capitulo, apresentam-se as jp#i€ conclusdes e limitacdes deste
estudo, tendo em conta os objectivos definidos. S&ola apresentados alguns

caminhos de investigacao futura, estando ja aldales a ser trilhados.

Nesta tese existem trés anexos, nos quais saeafaess, respectivamente, o IPTH, o
IABH e o0 mapa das NUTSIII de Portugal continenpois dos anexos é apresentada

a bibliografia da tese.

Os 33 apéndices da tese constituem um volume auntmndos apéndices encontram-se
algumas informacgdes relativas aos estudos empitiems como resultados dos estudos
por simulacdo de Monte Carlo e os programas debssdus no SAS que suportam

esses estudos por simulacéo.
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2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS E ESTIMADORES

COMBINADOS PARA DOMINIOS

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo é definido o conceito de pequenoidiom(subcapitulo 2.2) e sao
apresentadas algumas nocodes basicas da teoriami#agens, tais como populacéo,
amostra, plano de sondagem e estimador (subcagi®)oNos subcapitulos 2.4 e 2.5,
sd0 apresentadas as abordagens de estirdesign-based e model-based®, bem como
as propriedades estatisticas dos estimadores ntextmndessas abordagens de
estimacdo. No subcapitulo 2.6 é efectuada umadungém aos estimadores combinados
para dominios. Por ultimo, no subcapitulo 2.7.id&atificadas algumas classificacdes

que podem ser atribuidas aos modelos de estimatpeguenos dominios.

2.2 CONCEITO DE PEQUENO DOMINIO

Designa-se por dominio de estudo uma subpopulag@intensdo desconhecida, para a
qual se pretendem estimar parametros, ou seja, aubpopulacdo para a qual se
pretendem produzir estimativas pontuais ou pomrvates para uma caracteristica de

interesse, antes ou depois da fase de planeamentsoritlagem. Se for possivel

® A traduc&o para portugués design-based e demodel-based pode ser baseado no desenho e baseado no
modelo, respectivamente. No entanto, decidiu atlse nesta tese as referidas expressfes em juglés
aquelas ndo serem traducbes oficiais para a lipgaaguesa, ndo constando no Glossario Estatistico
Inglés-Portugués da Sociedade Portuguesa de Heta{iSPE) e da Associacdo Brasileira de Estadistic
(ABE) (SPE e ABE, 2007).
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identificar os dominios de estudo antes de a ama&r recolhida, entdo o plano de
sondagem a adoptar dever4d ter em consideracdo eakma#nios planeados,
considerando-0s como estratos, grupos de estratosnglomeradds Nesta situacéo, a
dimensdo da amostra em cada dominio devera serestidmente grande para produzir
estimativas directas com precisdo aceitavel. N@sa@em que € impossivel (por
exemplo, por auséncia de uma base de sondagemmypoaticavel (por exemplo, devido
aos custos elevados) tratar esses dominios commatosst grupos de estratos ou
conglomerados ao nivel do desenho da amostra, efgdalesignam-se por dominios
nao planeados. Os dominios de estudo ndo planéatde&m podem resultar de uma
identificacdo tardia (ap0s a seleccdo da amostraedessidades de inferéncia ao nivel
de determinadas subpopula¢des. Contudo, mesmadouagdd de dominios planeados, é
frequente encontrarem-se dominios com poucas GIgEs, ou mesmo com nenhumas

(Sarndakt al., 1992).

De acordo com Rao (2003), um dominio € considegadnde se a amostra especifica
desse dominio for suficientemente grande para piodestimativas directas com

precisdo adequada. Pelo contrario, um dominio &iderado pequeno se a amostra
especifica desse dominio ndo for suficientemenémdgr para suportar estimativas
directas com precisdo adequada, ou seja, a exprgssgueno dominio” esta associado

o problema da auséncia de uma amostra de dimeigsaficativa nesse dominio

A expressao “pequeno dominio” define, portanto,qualquer dominio que represente
uma fraccdo muito pequena da populacdo e para b nnfua é possivel produzir
estimativas directas com precisdo aceitavel. SegRad (2003), a expressao “pequeno
dominio” é frequentemente utilizada como designalgi@reas geograficas pequenas,
como por exemplo, secgdes estatisticas, freguesiasglhos ou até mesmo NUTSIII;
ou como referéncia a subpopulacdes pequenas. pspulacdes pequenas podem ser o

resultado de grupos populacionais pequenos (pangge as minorias étnicas ou 0s

® Através da redefinicdo das unidades de amostrageamostragens multi-etapicas.

" Contudo, existem outros autores que definiramosutipos de dominios no que se refere & sua
dimenséo. Purcell e Kish (1979) definiram quatpmsi de dominios em funcéo da dimenséao relativa de
cada dominioPs=Ny /N, ondeN é a dimenséo populacional globaNg a dimenséo populacional do
dominiod: sePy = 0,1, o dominio é considerado grande; se &®} < 0,1, o dominio é considerado
pequeno; se 0,00 P4 < 0,1, o dominio € considerado muito pequeno; B;se 0,0001, o dominio &€

considerado escasso.
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portadores de uma doenca muito especifica ou raes também podem ser o resultado
de subgrupos da populacdo resultantes de vari@ategoricas (por exemplo, um
determinado sector de actividade economica), bemoate cruzamentos de variaveis
categoricas (por exemplo, “classe etaria x niveinderucéo” ou “sector de actividade

economica x classe de numero de colaboradores”).

2.3 NOCOES BASICAS DA TEORIA DAS SONDAGENS

2.3.1 Populacao, amostra e variavel de interesse

Uma populacédo designa um conjunto de elementosetamao aos quais se pretende
conhecer uma determinada caracteristica. Conssgeuena populacdo alvo ou universo
de referéncia com dimenséo finita e conhecida. pufagao finita denota-se pbre a
sua dimenséo pdd. A cada elemento da populacéo, geralmente desigmnadunidade
estatistica ou individuo, pode ser associado untdnd(j=1, ..., N), sendo cada

elemento representado par,. Por uma questdo de simplicidade de notagdo, vai
denotar-se g-ésimo elemento da populagdo,, pelo respectivo indicg podendo

representar-se a populacao alvo finita cdmg{l ceer Jyen N }

No ambito de um inquérito por amostragem, uma a@o&tum subconjunto de
elementos de uma populacélh a partir da qual sado recolhidos dados de forma a
permitir a sua extrapolacdo para o conjunto da lpggo. Uma amostra particular é
geralmente denotada pere a sua dimensdo por. Uma amostra den elementos

retirada da populacdd, pode entdo representar-se BGT{l, n} :

Considere-se que a populacao finita ddmnidades estatisticas se encontra dividida em

m subpopulagbes mutuamente exclusivdscomi=1, ...,m, de dimensded, , que se

denominam por dominios de estudo. Normalmente,imgn$des dos dominios na

populacéo,N;, sdo desconhecidas. Tem-se entc'ZloLdmzaU::lUi , U nU,. =0, i#i

e N= zinllNi . Também por uma questao de simplicidade de nataesadenotar-se o
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i-esimo dominio da populagab), comi=1, ...,m, pelo respectivo indice Quando

cada elemento populaciong, esta referenciado ao dominio a que pertencepde

igualmente representar-se pelo respectivo inglice

Considere-se agora que as unidades estatisticasogugdem a populacdo finita se
encontram agrupadas eksubpopulagdes exaustivas e mutuamente exclusiyanm

g=1, ..., A de dimensde,, designadas por unidades primarias ou conglomsrado
Neste caso, os conglomerados formam uma base dagragem de onde € seleccionada
a amostra, pelo que a populacdo de conglomeradde pmda ser representada

simbolicamente pér Ug :{l...,g,...,A}. Pelo agrupamento da®\ unidades

estatisticas emi\ conglomerados, tem-se qme:U::1Ug , U,nU, =0, g#gd, e

_ A
N=>"N,.

g

Considere-se ainda que a populagdoAdeonglomerados se encontra previamente

estratificada enH grupos homogéneos, exaustivos e mutuamente exclusiyospm

h=1, ...,H, sendo o numero de conglomerados em cada um desses grupos representado

por A, . Geralmente estes grupos sdo estratos defirdmsori ou pés-estratos que

podem atravessar am dominios de interesse. Mais ainda, considerando-se que a

populacdo de conglomerados esta dividida Kngrupos e enm dominios que se

intersectam, designa-se pbk,, comh=1, ..., H, i=1, ..., m (ou pelo indicehi), a

interseccdo na populacéo do estrid{p com o dominioJ,,, de dimensady,. Tem-se

que’ U :LHJUh, :UU,i =
h=1 i=1

s
C=
=
™
)lT
M=
>

Il
[N
po

1l
iy
>

I
-

A cada unidade estatistica da populacdo esta associado o valoradeatidvel de
interesse, representada par A variavel de interesse representa a caracteristica da
populacdo que se pretende estudar. O valor da variavel de inter¢sssmo elemento

da populacao representa-se por(j=1, ...,N), de modo que o conjunto dos valores de

Y assumidos peld¥ elementos da populagao pode ser representadg péyl,...,yN},

8 para simplificacdo de notacao, vai representaremnglomeradd)yapenas pelo indiag(g=1, ...,A).

° Para simplificagéo de notacéo, vai representais;se U.; apenas pod,, e U;, respectivamente.
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sendo o conjunto de valores observados na varte/éhteresse junto dasunidades

amostrais representado pxasr:{yl,...,yn}.

Quando o valor da variavel de interesse esta refex@o ag-elemento populacional do

dominioi no perioda, (i=1, ...,m; t=1, ..., T), representa-se esse valor pgr. Desta

forma, considera-se que a variavel de interesserefdrenciada @ periodos de tempo,

0S quais correspondem a momentos de observacgao.

2.3.2 Plano de sondagem

No ambito de um inquérito repetido no tempo, sgj@ conjunto de todas as possiveis
amostras da mesma dimenséao que € possivel exdramd populacadd no periodd, e

o} () a funcao de probabilidade &. Desta forma,p, (st) € a probabilidade de extrair
a amostras, no periodd de entre o conjunto de todas as amostras possiveisno de
sondagem associado ao peridgdpode entdo ser entendido como um (& p, (),

onde p, (S[) >0 para toda a amosti[1 S .

Considere-se que no periodé retirada uma amostra aleatéga de dimensam,, da
populagéoU de acordo com um determinado plano de sondage(q,). Sejas;, 0
conjunto dos elementos dg que intersectam o dominipisto €,s, =s nU, (t=1, ...,
T; i=1, ...,m). Segundo Sarnda al. (1992), a dimensé&o dg,, denotada pon,, €

aleatéria e por vezes é extremamente reduzida,tiadovse que em algumas casos
possa ser nula. O plano de sondagem ou, mais @nognie, as probabilidades de

inclusdo de primeira ordem, irdo determinar se égperar uma boa ou ma dimensao

- s s e m m
amostral nd-ésimo dominio. Neste caso, tem-se que| J_s; en = J_n; .

Represente-se agora pg, uma amostra de conglomerados extraida a partii de
periodot, de dimensa®,, seleccionada aleatoriamente de acordo com umnuetelo
plano de sondagem,th([). Numa sondagem aleatoria por conglomerados sao

observadas todas as unidades estatisticas (unidadaadarias) dos conglomerados

(unidades primarias) seleccionados para a amagiraNo caso em que é possivel
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identificar estratos ou pos-estratos na populagiootiglomerados, também a amostra

S;; pode ser dividida em subamostrgg,, t=1, ..., T, h=1, ..., H. O conjunto de
unidades secundarias que s&o observadas no dst@aitinua a designar-se pgf e o

conjunto total de unidades secundarias que saowalulss no periodp por s, ou seja,

H
S :U UUg . A dimenséo da amostra de unidades secundariastradoh (aleatoria)
h=1 g0sgn

no periodot, € dada pom,, :ZQDSG N, , sendo a dimensao da amostra de unidades
th

- , ;o - , H
secundarias (também aleatdria) no mesmo perioda, jparn, =" n, = ZQDSG N, .
I~ it

Uma amostras, ndo € seleccionada de entre o conjunto de todasastras possiveis,
S (Sarndalet al., 1992). A amostra € constituida pela selec¢doudatades que a

compdem através das probabilidades de inclusdadie elemento da populacéo. Estas
probabilidades dependem da forma como os elemédatpspulacdo séo seleccionados,
ou seja, dependem do plano de sondagem addft&ggortanto, essencial determinar
essas probabilidades de inclusédo para se fazeémuia sobre parametros da populagéo,

a partir das observagdes realizadas juntogasidades pertencentes a amostra.

Numa sondagem aleat6ria por conglomerados previenestratificados, uma amostra

S contém todos os elementos dos conglomerados queekicionados para a amostra

do periodot. Nesta situagcdo, tem-se que a probabilidadg-ésimo elemento da

populagéo pertencente ao conglomeragloser seleccionado para a amostsg

denominada por probabilidade de inclusdo de prarmidem, € dada por:
7.0 =P(i08)=P(g0ss) = 7. (2.3.1)

As probabilidades de inclusdo de segunda orderseja as probabilidades deésimo

e k-ésimo elementos da populacédo serem seleccionadolaeamente para a amostra

S, sao dadas por:

9 para um dado plano de sondagep(s), a probabilidade dpésimo elemento ser incluido na amostra

s é dada por7T; = Zjljls p(S), e a probabilidade dos elemenjos k pertencerem simultaneamente a

amostras € dada por7, = Zj‘kus p(S).
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Mo ko) = P(i 08 OkDs)=P(g0sy ) = 75, 2.3.2)
se ambos os elementos populaciopaik pertencem ao mesmo conglomergge por:

7o) = Pi0s 0k0§) = PlgDs, 0g' D8y )= 77, (2.3.3)

se os elementgs k pertencem a diferentes conglomeragesg” , respectivamente.

No caso em que o plano de sondagem correspondepaingi puro, no qual a amostra

seleccionada no periodo %;,, € observada ao longo deperiodos de tempo, tem-se

=m. (t=1,...T;0,9 =1,..G,g#

querm,=m, (t=1,..T,9=1,...G)er o

tog’
g)

Em seguida, apresentam-se as probabilidades des@aclde primeira e de segunda
ordem, no caso particular em que o plano de sonmiagptado corresponde a um
painel puro, no qual a amostra é seleccionadaéstrdg uma sondagem aleatéria por
conglomerados previamente estratificddo&Este é o plano de sondagem que esta
subjacente ao estudo empirico apresentado no sétpitulo. A probabilidade de um
elementqg pertencente ao conglomeraglalo estratdh ser seleccionado para a amostra
global, é igual a probabilidade do conglomeradoua pertence esse elemento ser

seleccionado para a amostra dos conglomeradogrdtods s, , ou seja,

T gn) = TMgn) = (2.3.4)

i,
A,
onderz; . = P(jOs) e Tgr = P(gOsy,)-

A probabilidade dos elementpgk, pertencentes ao mesmo conglomergdo estrato
h, serem seleccionados para a amostra global, Edguababilidade do conglomerado
a que pertencem esses elementos ser selecciormada a@ostra dos conglomerados do

estratdh, s, ou seja,

_ _ &
T gnkah) = Man) =5 (2.3.5)

A,

! Supde-se que as unidades primarias populacichaisedeccionadas sem reposic&o.
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onde 7z,  nykan = P(jOsOkOs).

A probabilidade dos elementp® k, pertencentes a diferentes conglomeraglesg’,
respectivamente, do estratp serem seleccionados para a amostra global, ¢ &gua
probabilidade dos conglomeradgse g serem seleccionados para a amostra dos

conglomerados do estrdtp s, , ou seja,

— ah(ah _1) (2.3.6)

A(A -1)

g h)(g )

74 o n){kg" )

onde 7z, o) = P(jOsOkOs) e Tale n) = P(g Ose, 09 Dseh).

J

A probabilidade do elemenfjopertencente ao conglomeragl@lo estratch pertencer a

amostras, retirada desse estrato, e do elemémertencente ao conglomerado do

estratoh” pertencer a amostrg, . retirada do estraté , € igual & probabilidade do

conglomeradog ser seleccionado para a amosig e do conglomeradog™ ser

seleccionado para a amosHa. , ou seja,

_a &
Tigmke ) = Manla m) = KK ; (23.7)

onden(_
1,9,

o) = PIOSOKOs) e o = Plg0ss, 09’ Os,. ).

2.3.3 Parametros e estimadores

Um parametro descritivo de uma populagéo finitantga funcdo dod\ valores da

variavel de interesse na populacdo. Por sua vezestimador de um parametro da
populacdo é uma fungcdo dos dados da amostra queoram objectivo a producéo de
valores aproximados a esse parametro desconhedetignados por estimativas.
Espera-se que na maior parte das amostras, e¢gaatigas estejam situadas numa
vizinhanca proxima do verdadeiro valor do paramedreestimar. Geralmente um

parametro desconhecido da populad¢diodenota-se pof, e um seu estimador denota-
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se pord. Da mesma forma, um parametro desconhecido nuninétoimda populacéo

U, denota-se poé , e um seu estimador denota-se ﬁor

Tal como o parametrd é funcdo dos\ valores que a variavel de interesggepode
assumir na populacao, isto@z= H(yl, yN), também o pardmetr§ é fungéo dos\,
valores que a variavel de interesggpode assumir noésimo dominio da populacgéo,

isto €,6 :Hi(yil, o Yin )

Os parametros total, média e variancia de uma vartdyveym dominid da populacéo,
H 2 i 2
que se denotam, respectivamente, pory e oy, i=1, ..,m(ou porr,, U, € g,,

caso se pretenda deixar explicito a que varidvel estas quantidades se refaiem),

ser apresentados na seguinte forma:

g =r, =Zyj, (2.3.8)
jou;

6 =u :iZy_:L (2.3.9)
| N EY ] Ni' -
F=g=_1_ (y. —,u.)2 . (2.3.10)

i i Ni _1j[Ui j i

A estimagdo de parametros de interesse em dompoids ser efectuada através de
diferentes tipos de estimadores, dependendo dand@&neamostral disponivel nos
dominios de estudo, bem como da informacédo auxiisponivel. Os estimadores para

dominios podem ser classificados em estimadorestds e em estimadores indirectos.

Os estimadores directos sao baseados apenas mmgaghes da variavel de interesse
pertencentes ao dominio de estudo e ao perioderdpot em analise. Este tipo de
estimadores pode usar informacéo auxiliar conhadéddentro ou de fora do dominio.
Os estimadores directos sdo centrados ou aproximeada centrados e poderdo
apresentar boa precisao, particularmente se ué@hzanformacdo auxiliar, ou se os
dominios de estudo tiverem dimensfes amostraigiva No entanto, quando existe
um grande numero de dominios de pequena dimensa@rimcias aproximadas

poderdo ser elevadas e os enviesamentos signifisgtRao, 2003).
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Por sua vez, os estimadores indirectos utilizanembgdes da variavel de interesse,
bem como de variaveis auxiliares, de fora do dommd@ estudo e/ou do periodo de
tempo considerado. Neste ultimo tipo de estimadoges € conhecido por “pedir
informac&o emprestada” a outros dominios de forraanaentar a dimenséao “efectiva”
da amostra do dominio de estudo, é ainda possizelr fuma subclassificagdo em
estimadores directos modificados, estimadores tgioge e estimadores combinados

(compostos ou compositos) (Rao, 2003).

Alguns estimadores indirectos que verificam prajades estatisticas desejaveis do
ponto de vista do plano da sondagem (como o naesamento aproximado ou a

consisténcia) sdo denominados por muitos invesiigadpor estimadores directos
modificados. Contudo, Coelho (2000) sublinha a preferéncia em designar estes
estimadores por estimadores sintéticos corrigig@sgue considera que podem ser
encarados como estimadores sintéticos aos qualgiéreado um factor de correccéo
do enviesamento. Os estimadores directos modifecado aproximadamente centrados
no desenho e apresentam normalmente menores rdeeigariancia do que o0s

estimadores directos alternativos.

Por sua vez, os estimadores indirectos cujas maguies estatisticas dependem das
hip6teses do modelo postulado sdo denominadosspionaglores sintéticos. Segundo
Gonzalez (1973), um estimador é designado por adtinsintético se for utilizado um
estimador directo para um dominio de maior dimems&om conjunto de dominios que
contenha o pequeno dominio de estudo, para denmaestimador indirecto para esse
pequeno dominio, assumindo que os pequenos donm@émpas mesmas caracteristicas
que os grandes dominios. O pressuposto implicitestinacao sintética €, portanto, o
de que a relacdo existente entre a variavel deesde e as variaveis auxiliares seja
idéntica no dominio de estudo e no dominio de mdiorensdo ou no conjunto de
dominios. Os estimadores sintéticos apresentam atmente menores niveis de
variancia do que os estimadores directos altewmtivnas podem ser fortemente

enviesados se as hipoteses subjacentes estivaras(Coelho, 2000).

Por ultimo, os estimadores combinados sédo estimadoue resultam de uma
combinagédo (normalmente linear) entre um estimddecto (ou directo modificado) e

um estimador sintético (Rao, 2003).
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Pelo facto dos estimadores directos, directos rwadibs e sintéticos para dominios nao
constituirem o objecto central de investigacdoenéstbalho, remete-se o leitor para
Sarndal et al. (1992), Thompson (1992), Coelho (2000) e Rao (RODEestas
referéncias sdo apresentados, de forma detalhades esses estimadores para um
plano de sondagem genérico e para os planos dagemdmais utilizados, bem como
discutidas as suas propriedades estatisticas. sinsaglores combinados para dominios

€ dada especial atencao neste trabalho, sobretsdmapitulos quarto e quinto.

Quando se pretende fazer estimacdo em dominios pabiimetros da popula¢cé®, e

se dispde de varios estimadores alternatiépsé necessario escolher o estimador mais
adequado, no sentido em que este devera fornetietatgas com 0 menor erro
amostral possivel. Para se avaliar a qualidadelfrdesm'madoréi de 8, bem como para
se fazer a comparacdo entre estimadores altersatecorre-se, normalmente, as
seguintes propriedades dos estimadores: enviesamgmecisdo. Existe, contudo, outra
propriedade dos estimadores que deve ser avaliedgre que possivel, no ambito da

teoria das sondagens: a consisténcia. As suprasifapriedades sdo apresentadas no

subcapitulo 2.5.

2.4 TIPOS DE INFERENCIA

Existem duas grandes abordagens de estimacdo qaagf@ctuada amostragem sobre

uma populacao finita: a abordageesign-based e a abordagemmodel -based.

Segundo Rao (2003), na estimagsign-based o vector dos valores tomados pela
variavel de interessg, = (yl, yN), na populacao finitd), é formado por quantidades
fixas e as probabilidades de inclusdo dadas paent® da amostra sdo utilizadas para
determinar valores esperados, variancias, enviggames outras propriedades dos
estimadores. Assume-se entdo que a caracteristicaalessey, associada apésimo
elemento da populacdo pode ser medida exactam&ateds da observacdo desse

elementoj, ndo existindo erros de medida. A componente [mitibica € apenas

introduzida pelo plano de sondagem utilizag(s).
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Na abordagem de estimacalesign-based pretende efectuar-se inferéncia sobre
parametros descritivos da populacao finita (contoepemplo totais e médias), os quais
sdo encarados como fungdes ge=(y,,...,y,). Esta inferéncia é normalmente
efectuada através de estimadores directos, sesda mariancia geralmente obtida do
ponto de vista do plano da sondagem. Desta formmprababilidades de inclusdo séo
utilizadas ndo s0 na estimacdo dos parametros, tarabém na avaliacdo das

propriedades dos estimadores.

Segundo Sarndat al. (1992), na estimagaoodel-based o vector dos valores tomados

pela variavel de interesse sobre a populacao ,fiylita(yl, yN), € considerado como
uma realizacdo dbl variaveis aleatoriayf :(Yl, ...,YN), cuja distribuicdo conjunta é

especificada por um modelo Este tipo de modelo é também conhecido por madkelo

superpopulacdo. No entanto, a observacdo dos sattevaridvel de interesse esta
igualmente limitada as unidades de uma amostracef@da a partir da populacao
finita. Existe assim um primeiro nivel de aleatdade introduzido pelas hipéteses do

modelo¢, e um segundo nivel resultante do plano de somdageptado,p(s).

Na segunda abordagem de estimacao pode ser efedtdactncia sobre os parametros
da superpopulacdo ou sobre os parametros dessrii@qopulacéo finita. Quando a
inferéncia é feita sobre os parametros descritd@spopulacdo finita, normalmente
através de estimadores indirectos, na estimacém a&valiacdo das propriedades dos
estimadores sdo por vezes utilizados critérios t§ae em conta ndo s6 o modelo

postulado, mas também o plano de sondagem.

Coelho (2000) considera que as situacfes em quéeeencia despreza o plano de
sondagemp(s) e se baseia apenas no modelo, séo situacbesedenitibmodel -based
pura. Contudo, para aquele autor, quando o estimad@ avaliagdo das suas
propriedades se baseiam num critério que tem erta aoplano de sondagem(s), a
abordagem pode ser designadamodel-assisted™?. Nesta abordagem, o modelo assiste
a estimacédo, porém as propriedades estatisticastiuoador sdo avaliadas do ponto de
vista do plano de sondagem. Coelho (2000) acres@amtla que nesta abordagem nao

12 Também se optou por manter na lingua inglesa igrdegiomodel-assisted, por ndo se conhecer uma
traducao oficial para a lingua portuguesa desteessfio. Uma traducado possivel podera ser assisido

modelo.
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se pressupfe que a populacado finita tenha siddivefieente gerada pelo modelo
postulado, mas somente que esta pode ser aproxmeatiadescrita por esse modelo de
superpopulagao.

Segundo Coelho (2000), nas abordagewsel-based e model-assisted a qualidade
estatistica da inferéncia fica dependente da vagfo das hipdteses subjacentes aos
modelos postulados, mas no Ultimo caso procuratmbéualmente estimadores que
mantenham algumas propriedades basi@sgn-based que ndo dependam desses
pressupostos. Por esta razdo, a seleccao e ac@lidas modelos tém um papel muito
importante na estimacdo, e em particular na esfiomapdel-based. Se os modelos
postulados ndo se ajustarem bem aos dados, eng@stimmdoresnodel-based serdo
enviesados no modelo, mesmo com amostras grandgse @rovoca consequéncias

graves ao nivel da estimacéo.

Na estimacdo em pequenos dominios, € frequentersegiéda uma abordagenodel -
based ou model-assisted, em oposicédo a abordagetesign-based seguida na estimacao
em dominios de maiores dimensdes amostrais. SegRadg2003), a estimacdo em
pequenos dominios segundo uma abordagasdel-based ou model-assisted tem
muitas vantagens, sendo o0s ganhos de precisddagganmais importante. Outra das
vantagens desta abordagem apontada por este aaosijste na derivacdo de
estimativas “6ptimas® dos parametros de interesse, bem como das medglas
variabilidade a elas associadas.

2.5 PROPRIEDADES ESTATISTICAS DOS ESTIMADORES NAS

ABORDAGENS DESIGN-BASED E MODEL-BASED

No contexto das sondagens, as propriedades dastatistais frequentemente utilizadas

para aferir a qualidade de um estimad@r,sdo o enviesamento e a precisdo. Estas
propriedades, que geralmente s&o funcdo do valperado e da variancia dos
estimadores, podem ser determinadas tendo pordsageessupostos do modelo ou o

plano de sondagem adoptado. No primeiro caso, ssigrthdas por valor esperado e

¥ No sentido em que séo calculadas através de estismEBLUP.
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variancia no modelo (omodel-based), enquanto no segundo caso sédo designadas por
valor esperado e variancia no desenhaod@sign-based).

Para se fazer a distincdo entre estas duas abosjaggde-se que se esta interessado
em estimar um parametro populacional de uma caisiita de interessé,. Para tal,

foi seleccionada uma amostsade dimensaan, de acordo com um plano de sondagem
especifico,p(s), a partir de uma populacdo de dimenBBdSupde-se também que o0s
dados amostraiy, :{yl,...,yn} foram recolhidos assumindo que ndo existem e ios n
amostrais. Admita-se que o problema de inferéncasiste na obtencdo de um

estimadorézés, da sua variancia, denotada pb(é) e de um IC para o parametfo

ao nivel de confiangaoc(l—a)%, a partir dos dados amostrais e assumindongéie

suficientemente grande para justificar a aproximacéao a distribuicdo Normal.

2.5.1 Abordagemdesign-based

Sejaé um estimadodesign-based de . O enviesamento no desenho de um estimador

é, denotado poB, (é) é definido como a diferenca entre o valor esperado no desenho

do estimadoid e o verdadeiro valor do parametro a estinfgristo é:
B,(6)=E,(6)-9. (2.5.1)

onde o valor esperado no desenho @les definido em funcdo da distribuicao de

probabilidade originada pelo plano de sondagem:

E (6)=3 p(s)é. ., (2.5.2)

sendo p(s) a probabilidade de seleccionar a amosmaaéS a estimativa produzida por

0 a partir da amostra Uma propriedade desejavel para um estimadia gue este

seja capaz de produzir estimativas centradas diadeiro valor ded, ou seja, que

B, (é): 0. Um estimador €, portanto, ndo enviesado no desgundoE, (é)= 6.

A precisdo de um estimadét é uma medida da dispersao das estimativas prauzid

por esse estimador em torno do verdadeiro paramfepeecisdo de um estimador pode
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ser avaliada através da sua variancia,dsdor centrado, ou através do seu erro
quadratico médio (EQM), s@ for enviesadd. A variancia no desenho de um
estimador 8, representada pov, (é) mede o grau de dispersdo das estimativas em
torno da sua média e calcula-se como o valor edpana desenho do quadrado da

diferenca entre o estimadére a sua esperanca matematica:
v,(6)=k,[6-E,(6)f = > o(s)e. -, (6] . (2.5.3)

Naturalmente que o desvio padrdo de um estimatiofou erro padrdo, como é

frequentemente denominado no contexto das sondagedado pela raiz quadrada
positiva da varianciag, =4V, ‘67) e o seu coeficiente de variagdo (CV) é dado pelo

guociente entre o desvio padréo e o valor espeatadstimadorCV (é): g, / E, (9)

Um estimador da variancia no desenho&jedenotado pok7d (9) admite-se poder ser
obtido a partir dos dados amostrais. Segundo Saebdd. (1992) e Rao (2003), na
pratica utiliza-se como indicador da precisdao de agtimadord centrado ou guase
centrado, uma estimativa (enviesada) do CV telrieaa porcv(é)zﬁé/ 6. Desta

forma, um estimador centrado deseré tanto mais preciso no desenho quanto menor

for o valor dessa estimativa do CV.

O EQM no desenho de um estimad®r denotado porEQMd(é), mede o grau de
dispersdo das estimativas em torno do verdadeiov ga 8 e calcula-se como o valor

esperado no desenho do quadrado da diferengaoemrtéfnadoré e o verdadeiro valor

do parametrdd:

“ Em lingua inglesa, existem os termqwetision” e “accuracy’, que significam respectivamente
precisdo e exactiddo de um estimador (SPE e ABH7)2Gendo a precisdo avaliada com base na
variancia e a exactiddo com base no EQM (Kish, 1996ntudo, em lingua portuguesa ndo é habitual
falar-se na “exactiddo de um estimador”. Desta &rdecidiu utilizar-se apenas a terminologia “@E&aci

de um estimador” para ambos 0s casos. Naturalmeletse deve ter a nocdo que a variancia ndo mede a
precisdo de um estimador enviesado, mas apenaauodgrdispersdo das estimativas em torno da sua

média.
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EQM, (6)=E,(6-6f => p(s)8. - o) . (2.5.4)

A partir de (2.5.4) deduz-se qUEQM , (é): V, (A)+ [BOI (A)]Z, donde se verifica que g

for um estimador centrado deentéo 0EQM, ()=, (4).

Na abordagemdesign-based, assume-se que o plano de sondagem assegura
probabilidades de incluséo positivas de primeideor, 15 >0, UJj [0 U, e de segunda

ordem, >0, O jzk O U. Nestas condi¢Oes, esta abordagem de estimagédeeue

os estimadores dé e da sua variancid/, (6’) sejam centrados no desenho.

Aquando da escolha do melhor estima@opara 0 mesmo parametéb, normalmente

escolhe-se aquele que é o mais eficiente, ou agj@le que possui o EQM mais
pequeno. Contudo, pode ser perigoso utilizar o E€@Mo Unico critério de avaliacédo
da qualidade de um estimador, pois corre-se 0 rideose estar a aceitar um
enviesamento elevado, desde que a reducdo na ciarig®a compensadora. Deste
modo, é desejavel que um estimador tenha ndo s&Qikh pequeno, mas também um

enviesamento pequeno (Sarneladl., 1992).

Um critério de escolha entre um estimador enviesépm um estimador centradéz,
€ dado pela comparacéo entre o EQM do primeiro estimador e a variarsggutalo.

Se o valor do EQM deé?l for inferior ao valor da variancia dé,, isto &,
~ ~\]2 ~ ~ : : A ] :
\2 (6?1)+[Bd (6?1)] <V, (6?2), entdo o estimador enviesadg, € preferivel ao estimador

centrado,é2 .

Segundo Sarndat al. (1992), nalgumas situagdes, a utilizacdo de um estimador com
um enviesamento moderado é preferivel a utilizacdo de um estimador aeptiad
seguintes motivos:i)( muitos parametros tém uma estrutura formal que dificulta a
determinacdo de um estimador centradoii)leuin estimador com um enviesamento
moderado pode ter variancia, e até mesmo EQM, inferior a variancia éstimador
centrado. Contudo, deve evitar-se a utilizacdo de estimadores que sejam

consideravelmente enviesados, uma vez que nestas situacbes os mcios d
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enviesamentS sdo geralmente elevados, o que conduz a afas@sngighificativos na
probabilidade de cobertura dosde&sign-based.

Um IC design-based paraé a 10d1—a)%, pode ser construido a partir de estimativas

da variancia no desenho ée sendo dado por:

bx 2, \V, (8), (2.5.5)

onde a probabilidade(l—a) € designada por grau ou coeficiente de confiaeca,
P(Z<z,,)=%(z,,) =1-a/2 com Z~ N(O;l). Contudo, quando se trabalha com
estimadores enviesados, os d&ign-based baseados em estimativas da variancia no

desenho ded so geralmente invalidos devido aos seus elevados racios de
enviesamento. Segundo Sarndahl. (1992) e Rao (2003), diz-se que umdé&ign-

based para & € valido se num grande niumero de amostras da mesma dimgnsao,
extraidas de uma populacdd segundo o mesmo plano de sondagem, cerca de
10d1—a)% dos intervalos contém o verdadeiro valor (fixo) do param@trBor outro

lado, diz-se que um I@esign-based para & € invalido se num grande numero de
amostras da mesma dimenssi@xtraidas de uma populagdsegundo o mesmo plano

de sondagem, a percentagem de intervalos que contém o verdadeiro va)oddfix

parametrog for significativamente diferente de)c(l—a)%.

De facto, quandcﬁ é um estimador enviesado pafae é possivé! dispor-se de uma
estimativa do EQM no desenho e eqm, (é), pode construir-se um I@esign-based
parad alodl—a)% do tipo:

6+ z%q/eqmd ) . (2.5.6)

Segundo Coelho (2000), este tipo de IC apresentaprobabilidade de cobertura que

cresce com o racio de enviesamento, sendo semjpoe enagual ao nivel de confianga

' O r4cio de enviesamento é dado RB(6) = Bd(é)/m.

' E normalmente impossivel estimar o E@ign-based de um estimador enviesado dada a habitual

dificuldade em produzir estimativas adequadas desgiesamento.
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definido a priori. Em particular, para racios de enviesamento etevgdderalmente
superiores a um), Coelho (2000) mostrou que asapitdades de cobertura dos IC
design-based construidos a partir de estimativas do EQM no mesepodem ser

significativamente superiores]&)((l—a)%, e que as probabilidades de cobertura dos

IC design-based construidos a partir de estimativas da variancidesenho podem ser

significativamente inferiores a esse nivel de @nga definida priori.

Segundo Coelho (2000), estas limitagcbes motivamrarupa de estimadores do
parametro de interesse com enviesamentos moderded®yma a assegurar que as
variancias constituam medidas de precisdo comfisigdo'’, bem como proporcionem
probabilidades validas para os IC baseados nesmadneias. Esta motivacdo é
fortalecida pela dificuldade de obtencdo de esiwast do enviesamento dos

estimadores, e consequentemente das respectivaatests do EQM no desenho.

Outra propriedade desejavel para um estimador @aacensisténcia. Contudo, a
propriedade da consisténcia da teoria geral daéinééa estatistica classica exige que se
faca uma adaptacao para o caso da teoria das smscgmis esta definicdo ndo pode
ser aplicada directamente aos estimadores defisiolie amostras de uma populacéo
finita. Se se pretender estimar um parametro saige caracteristica de uma populacéo
U de dimensadN, a partir dash observacdes amostrais da variavel de interesse, co
n<N, naturalmente que néo é possivel calcular umdigptanda tende para infinito. A
referida adaptacdo a esta propriedade pode sentesta em Hansest al. (1953).
Outra adaptacao da definicdo de consisténcia padensontrada em Cochran (1977),
que afirma que um estimador é consistente se, qusmijuala a dimensdo amostral a
dimensédo populacional, a estimativa € exactameguel iao verdadeiro valor do
parametro na populacdo. Sarnahlal. (1992) sublinham ainda que um estimador

consistente deve ser aplicado com alguma precapo@&pode ndo ser satisfatorio em

amostras de pequena dimensado. Rao (2003) sintptzaim estimado# de 6 € um
estimador consistente no desenho se for centradtes®enho (ou 0 seu enviesamento
tende para zero com o aumento da dimensdo amostelgua variancia no desenho

tender para zero com o aumento da dimensédo amaostrainsisténcia no desenho de

" Em particular, as referidas limitagbes motivamracpra de estimadores com pequenos racios de

enviesamento.
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um estimador da variancia do estimador do parémieztrioteresse\?d (é) é definida da

mesma forma. Se o estimadre o seu estimador da variénc\'ég,,(&), forem ambos

consistentes no desenho, entdo a abordagem deagftirdesign-based fornece

inferéncias validas sobM¢independentemente dos valores da populacédo, tidsee
quet= (5—9)/55, converge em distribuicdo para uma varid¥et N(O;l), a medida

que a dimenséo da amostra aumenta (Rao, 2003).

2.5.2 Abordagemmodel -based

Segundo Sarndadt al. (1992), na abordagemmodel-based, os valores tomados pela

variavel de interesse sobre a populacgao finffa,considerados como uma realizagao de

N variaveis aleatoria¥; , sdo observados para os elemeptds, e ndo observados para

os elementog I (U —9), j=1, ...,N. Os registos dos dados amostrais séo representados
por y, :{yl,...,yn}. Utilizando as especificacdes do modéja distribuicéo de{é—@)

pode ser derivada para uma dada amastimte-se que nesta abordagem de estimacéao,
a inferéncia esta vinculada a uma particular amastgae foi observada, e ndo a

quaisquer outras amostras que possam ser extraidas da populacao

Sejaé um estimadomodel-based de &. Diz-se que um estimadd@ é ndo enviesado

no modelo se para uma dada amostra
Em[(é—9)|s] =0. (2.5.7)
A medida que avalia a variabilidade @eé 0 EQMPmodel-based, que é dado por:
EQUP, (6)= Em[(é— 6?)2|s} . (2.5.8)

Neste caso denomina-se a medida de incerteza por EQMP porque naerhonddeg -

based o parametrogd € ele proprio uma variavel aleatéria. Um estimador do EQMP
model-based é denotado poeqmpm(é). Se 0 modelo apresentar uma boa qualidade de

ajustamento aos dados, entdo esta medida pode ser considerada comeditiaa
realista da precisdo obtida, podendo ser utilizada na constru¢édo delostede
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predicdomodel-based. Um intervalo de predicamodel-based para é a 10((1—0')%,

para uma particular amostss pode ser construido a partir do estimadbrnao

enviesado no modelo e aggmp,,, (é):

6+ Z%\/eqmpmiej. (2.5.9)

Ao contrario do IC (2.5.5), o intervalo de predi¢d.9) ndo garante frequentemente a
cobertura do verdadeiro valor do parametro desamithed numa proporgac(l—a),

em amostras repetidas da mesma dimersaextraidas segundo o0 mesmo plano de
sondagem de uma populacédo, independentemente uia fda populacdo. Segundo
Sarndalet al. (1992), a interpretacdo do intervalo de predi@b.9) é a seguinte: dada
uma amostra, a diferenga entre o estimadoodel-based e 0 pardmetro de interesse,

(9—6?), esta contida no intervalp zLy eqmp,,, 6 para aproximadamenffoc(l—a)%
2

de todos os vectoreg= (yl, yN) gue podem ser gerados sob a especificacdo de um

modelo{ N-dimensional.

Por dltimo, no a&mbito da estimacaodel-based é ainda de realgar que a derivacao do
EQMP model-based dos estimadores dos parametros de interesse € feita a partir da
teoria estatistica subjacente ao modelo que suporta a estimagse(cao 3.2.5 para o

caso do modelo linear misto). Uma vez que 0s objectivos deststigacao se centram

na estimacdo em pequenos dominios segundo uma abordagelybased ou model-
assisted, e que a avaliacdo das propriedades dos estimadores € naturalmenteaefectuad
segundo esta abordagem, daqui em diante omite-se o indice infenmr valor

esperado e no EQMP, neste contexto de inferéncia.

2.6 ESTIMADORES COMBINADOS PARA DOMINIOS

Os estimadores combinados para dominios sdo estimadores quanredaltuma
combinacéo (normalmente linear) entre um estimador directo (ou dirediboado) e
um estimador sintético. Estes estimadores podem ser encarados c@mforoma

natural de equilibrar o enviesamento potencial do estimador smtétpresentado por
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625‘“, com a instabilidade do estimador directo, represo poré’idir , procurando desta
forma evitar que a qualidade do estimador fiqualtoénte dependente da veracidade

do modelo postulado. Um estimador combinado papardmetro de interessgno

dominioi pode ser escrito como (Rao, 2003):

éicom — yiéidir +(1_yi)éisin' (261)
onde y, é um ponderador adequad@)s 17 sl). Os estimadores combinados

enquadram-se no tipo de inferénoiadel-based (ou model-assisted), uma vez que nao
€ assegurada a propriedade do ndo enviesamentmrdo ge vista do plano da
sondagem. De qualquer modo, as propriedades &sttidos estimadores combinados
podem ser avaliadas do ponto de vista do planmddagem ou exclusivamente com

base no modelo que se admite ter gerado a popuia¢ao

Tal como acontece com os estimadores directos eosooutros tipos de estimadores
indirectos, a produgcdo de estimativas com base estismadores combinados tem

subjacente a hipdtese que as probabilidades des&wlséo positivasz; > 0, [j DU .
E, ainda, de salientar que a producdo de uma estimativa para éadioosim base num
estimador combinado é possivel mesmo quamde 0. Neste caso, o estimador

combinado reduz-se, na maior parte dos casos, a um estimador sintético

Os estimadores combinados poderéo ser classificados em trés gramsledetipoordo

com a forma de definicdo dos pesgs, pesos fixados a partida, pesos dependentes da

dimensdo da amostra e pesos dependentes dos dados. Em seqprelsegtada uma

descricdo sucinta de cada um destes tipos de estimadores.

2.6.1 Pesos fixados a partida

Uma abordagem simplista de definicdo dos pesos consiste em figasas a partida,
de acordo com as expectativas ou convic¢des do investigador acerca digslgulep

dos estimadores que fazem parte da combinacéo linear (2.6.1).

O EQM do estimador combinado (2.6.1), do ponto de detan-based, € dado por
(Coelho, 2000):
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EQM, (") = y2EQM, (6 )+ (1- ) EQM (%" )+ 21,1~y Jcov, (6 &)
= yPEQM, (6% )+ (- y; P EQM, (), (2.6.2)
assumindo que o termo de covariancia é nulo owapealamente nulo.

Esta forma de definicAo dos pesos tem a desvantdgené@o ter explicitamente em
consideracdo a informacédo disponivel, e em paatical fiabilidade observada do
estimador directo e 0 enviesamento do estimadaétgio. Dado que a dimensédo da

amostra nos dominios de estudo é uma variavel Gal@atentdo sera conveniente

reflectir nos pesosy,, tais dimensdes.

2.6.2 Pesos dependentes da dimenséo da amostra

Os estimadores combinados com pesos dependenteim@asdo da amostra sao

estimadores cujos pesos dependem geralmente dasngdigs populacionais nos
dominios, N, e N,, embora também possam depender dos totais de ariével

auxiliar X nos dominios, 7,;, e 7,;. Estes estimadores foram originalmente

X,
desenvolvidos para fazer estimacdo em dominios para os quais cespdoado da
dimensdo amostral é suficientemente grande para tornar o estimador directo com
precisdo aceitavel, mas a dimensao efectiva da amostra nesses déniiféo®r ao

seu valor esperado (Drestal., 1982).

Drew et al. (1982) propuseram um estimador combinado com 0s seguintes peso

dependentes da dimens&o da amostra:

(2.6.3)

y = 1 se Nizd\li
COIN/N, se N <N,

A

onde N, & um estimador directo da dimensdo conhecida doirdo N, e o é

escolhido subjectivamente para controlar a corigémudo estimador sintétitb

'8 No Canadian Labour Force Survey é utilizado o estimador combinado com pesos depead dos

dados comd=2/3, para produzir estimativas ao nivel dassus divisions (Ghosh e Rao, 1994).
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O principio subjacente a este tipo de pesos é fdeil compreender mesmo
intuitivamente e torna-se mais evidente quandons@iadra o problema no ambito de

uma sondagem aleatoria simples. Considerahdd neste caso, o pego é igual a 1

quandon, 2 E(nf), onden representa a dimenséo efectiva da amostra no dmoohén

estudo. Isto significa que o estimador combinade cos pesos dependentes da
dimensdo da amostra se reduz ao estimador diseta,dimensédo efectiva da amostra
no dominio de estudo ndo for menor do que o vapemdo da amostra nesse dominio,
mesmo que ele seja muito pequeno. Neste casoinmadst podera néo ser tao preciso
quanto é desejavel porque € pequena. Contudo, este problema podera sewidsol
através da consideracdo de w» . Dk facto, sera natural que o peso atribuido a
componente directa do estimador seja tanto maiantgumaior for a dimenséao efectiva
da amostra. Por seu lado, sera atribuido um passideravel a componente sintética

quando a dimensédo da amostra no dominio € muitogpegrelativamente ao seu valor
esperadon, << E(nf). Este peso é gradualmente transferido para o @&tindirecto a
medida que a referida dimensdo amostral crescetaldéorma que o estimador
combinado seja consistente. Implicitamente conaiderque o valor esperado dg

corresponde a uma dimensao amostral suficientepgpadaizir estimativas directas com
um nivel de preciséo aceitavel. Este raciocinié tdrviamente especial sentido quando
se trabalha com dominios planeados, caso em qoedagem pode ser planeada de

forma a que as amostras nos dominios tenham dimensdvalor esperado adequado.

Drew et al. (1982) também propuseram um estimador combinadopasos dados pela

utilizagéo der,; /7,; em vez deI\Ali /' N,, na expressao (2.6.3). Neste caso, estes autores
usaram o estimador pos-estratificado pelo quocient@ o estimador directa@,dir ,eo0

estimador sintético pelo quociente como o estimabético, 5" .

E, ainda, de referir que o estimador combinado pesos dados por (2.6.3), adaptado

ao caso da regressao, tem tido grande utilizacatcar sendo habitual definir-se o

parametro 0 no intervalo [2/33/2], dependendo obviamente do risco de

enviesamento que se pretenda correr.

Sarndal e Hidiroglou (1989) propuseram uma modificaaos pesos do estimador
combinado, dados neste caso por:
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1 se N >N
Vi=9(~ hi - b (2.6.4)
(Ni /Ni) se N, <N,

ondeh é uma constante positiva escolhida subjectivamdfdtes autores sugeriram

como valor de utilizacao geral= 2, tendo considerado o estimador directo modificado

pela regressdo como o estimador diredd,, e o estimador sintético pela regresséo

como o estimador sintéticé]™ .

Segundo Rao (2003), a estimacdo do EQM dos estiemdmmbinados com pesos
dependentes dos dados apresenta alguma dificuldadesse motivo, este autor sugere

que se utilize a seguinte abordagaioc proposta por Sarndal e Hidiroglou (1989):
EQM, (6= )= yPEQM (8% )+ (- v EQM, (6=") . (2.6.5)

As duas principais vantagens associadas aos estiezadcombinados com pesos
dependentes da dimensdo da amostra sdo a suacsiagdi de aplicacdo e a
possibilidade de utilizacdo dos mesmos pesos pastiraacdo de parametros de vérias
variaveis de interesse. Desta forma, é possivelngjaruma consisténcia interna na
estimacdo que se torna manifestamente Util emcéiésaem que esteja em causa a

estimacdo de um grande nimero de variaveis, camabiéual na pratica.

A principal desvantagem dos estimadores combinamws pesos dependentes da
dimensao da amostra reside no facto dos peso%fi@ctirem a informacéo dada pelas
observacdes da variavel de interesse, ndo tendmesideracdo, em particular, nem a
(boa) precisdo do estimador directo, nem o enviestom(eventualmente significativo)
do estimador sintético. Note-se, ainda, que seg@stip metodologia de definicdo de
pesos, 0S pesos sao iguais para todas as vardevéiseresse, nao reflectindo as suas
diferencas no que respeita a variabilidade entraigios de estudo. Tal é possivel

através de estimadores combinados com pesos dependes dados.

9 Na verdade, é possivel conceber estimadores caddsncom pesos dependentes dos dados, onde a
consisténcia interna seja igualmente assegurada vigorde procedimentos multivariados. Tais
procedimentos ndo cabem no ambito deste traballs, ppdem ser encontrados em Fuller e Harter
(1987) e Fay (1987).
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2.6.3 Pesos dependentes dos dados

Os estimadores combinados com pesos dependentaetados sdo estimadores cujos
pesos dependem da dimensdo da variabilidade eptrdnis de estudo, quando
comparada com a variabilidade da variavel de iagserelentro desses dominios. Desta
forma, os pesos Optimos a atribuir a cada uma despanentes do estimador

combinado dependem naturalmente dos seus EQMuwadasgariancia.

Uma forma de determinagéo dos peggosconsiste em minimizar o EQM do estimador
combinado relativamente & . Assumindo queCov, (éid",é’f‘“) é zero ou € muito

pequena quando comparada c&@M , (éf”‘), tem-se que (Rao, 2003):

EQM (6) (2.6.6)

V.= EQM, (éidir )+ EQM, (éisin) .

Estes pesos sédo habitualmente desconhecidos, mogdenderivados teoricamente com
relativa facilidade. Assumindo que o estimador doeassociado ao dominioé nao
enviesado ou aproximadamente ndo enviesado no ldesentdo um estimador para

este peso € dado por:

(2.6.7)

Contudo, este estimador pode ser muito instavek de esperar que no caso em que a
dimensdo das amostras nos dominios € insuficieate produzir boas estimativas
directas, também ndo serd adequada para produadr dxiimativas das variancias e
enviesamentos correspondentes. Esta dificuldader@osker ultrapassada através da
utilizacdo de estimativas médias de pesos para amuro de dominios, para um

conjunto de variaveis ou para ambos.

Neste sentido, outra forma de determinacdo dosspgspconsiste em minimizar a

média dos EQM do estimador combinado para todawwgnios de estudo (ou para um

grupo de dominios), relativamente ja. Esta abordagem conduz a um peso Optimo

comum para todos os dominios dado por (Purcelkg,Ki980):
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- . zzlEQMd(é‘sm) . 2.6.8
Y= 5 eom, (6 o, ) 260

Assumindo as mesmas hipéteses que no caso antederpara todos os dominios de

estudo, entdo um estimador para este peso € dado po

in:1\7d (éidir )

zinll (éisin _ éidir )2 '

(2.6.9)

Este estimador € estavel, mas o uso de um Unicoaekir para todos os dominios de
estudo ndo é, naturalmente, uma opcao satisfatdma, vez que as variancias dos
estimadores directos da variavel de interesse podenar significativamente de

dominio para dominio.

Desta forma, uma outra alternativa possivel dera@ecéo dos pesog, passa pela

modelagcdo do enviesamento da parte sintética dmaekir combinado, conduzindo a
construcdo de estimativas indirectas para estésmgéiros. Com esse objectivo, tém
vindo a ser desenvolvidos estimadores indirectegdos em modelos explicitos, os
quais envolvem efeitos aleatérios especificos dminio de forma a contemplar a
variabilidade existente entre dominios, ndo exghc@elas variaveis auxiliares do

modelo.

Grande parte desses modelos de estimacdo em psquemdnios pode ser encarada
como um caso particular do modelo linear misto emralo efeitos fixos e aleat6rfds
Sob esta abordagem, o parametro de interesse em dmdinioi envolve uma
combinacéo linear desses efeitos, pelo que podeldata através da metodologia
EBLUP. Em particular, no terceiro capitulo sdo ddtrzidos os modelos lineares
mistos, bem como a predicdo segundo a metodoldgldJB utilizando este tipo de

modelos.

20 Alguns modelos de estimacdo em pequenos domipidsnp ser ainda considerados casos particulares
do modelo linear misto generalizado, tais como delmlogit ou 0 modelo poisson-gama, entre outros,

0s quais néo fazem parte dos objectivos destelti@ba investigagéo.
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2.7 MODELOS DE ESTIMACAO EM PEQUENOS DOMINIOS

Segundo Rao (2003), os modelos que suportam aagstomem dominios podem ser
classificados em modelos de ligagdo impliciteplicit linking models) e em modelos
de ligacao explicita fplicit linking models). Os modelos de ligacdo explicita permitem
especificar da forma desejada a ligacdo entre @&metro de interesse e os diferentes
tipos de informacao disponivel, bem como a incap®o da forma desejada de efeitos
aleatérios especificos de dominio que expliguemaabilidade inter-dominio, nao
explicada pelos efeitos fixos do modelo. Pelo éidr nos modelos de ligacédo
implicita ndo é possivel especificar da forma deleja ligacdo entre o parametro de
interesse e os diferentes tipos de informacdo disph e assume-se que nao existe
variabilidade inter-dominios, para além da explicpdlos efeitos fixos do modelo. Na
classe dos modelos de ligacdo implicita, que elstadra a ligacdo entre pequenos
dominios relacionados através de dados suplementaneontram-se os estimadores
indirectos tradicionais (estimadores directos modaifos e sintéticos). Por outro lado,
na classe dos modelos de ligacdo explicita paraigmeg dominios, que tomam
especificamente em consideracdo a variacao inteirdo, incluem-se os estimadores

model-based puros e os estimadore®del-assisted.

Segundo Rao (2003), as propriedades dos estimanhaliesctos tradicionais baseados
em modelos de ligacdo implicita sdo geralmenteiadad do ponto de vistdesign-
based, sendo as suas variancidesign-based normalmente inferiores as variancias
design-based dos estimadores directos. Todavia, esses estiemdodirectos sao
geralmente enviesados do ponto de vista do plarspdgagem, ndo decrescendo esse
enviesamento com o aumento da dimenséao total dateen&e o modelo implicito de
ligacdo for bom, entdo o enviesamento do pontoista Wo plano de sondagem sera
pequeno, conduzindo a um EQidsign-based significativamente mais pequeno do que
o0 EQM do estimador directo. A reducdo do EQM étgrdo, a principal razdo para a

utilizacé@o dos estimadores indirectos na estimagdpequenos dominios.

Nos modelos de ligacdo explicita, a variabilidaneridominio é explicada, ndo s6
pelas variaveis auxiliares incluidas no modelo, taamsbém pelos efeitos aleatorios
especificos de dominio. Neste tipo de modelosndefe, portanto, a forma como a

informacd&o auxiliar é incorporada no processo timagdo. Por sua vez, os modelos de
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ligacdo explicita podem ser classificados em daisdes grupds: os modelos de nivel
unidade @nit level models) e os modelos de nivel areada level models).

De acordo com Rao (2003), os modelos de nivel deidazem a ligacdo entre os
valores individuais da variavel de interesse e alres individuais das variaveis
auxiliares, para cada um dos elementos da popul&@#méo for possivel fazer tal
ligacdo a este nivel, sdo utilizados os modelosidel area. Estes ultimos modelos
estabelecem a ligacdo entre um pararietta variavel de interesse e um parametro das

variaveis auxiliares, para cada um dos pequenosnimsrda populacao.

Ainda segundo Rao (2003), o uso de modelos dedgaxplicita apresenta varias
vantagens quando comparado com o uso de modelgmdao implicita:

= permitem a utilizacdo de medidas de diagnodsticquddidade dos modelos, com o

objectivo de encontrar os modelos que se ajustaimomaos dados;

= permitem o calculo de medidas de preciséo espasifissociadas as estimativas do
parametro de interesse produzidas para cada peglgmiio, em oposicdo as

medidas de precisdo globais frequentemente utdezads estimadores sintéticos;

» permitem a tomada em consideracdo de modelos dmeaistos, assim como
modelos lineares mistos generalizados (para trdéatos binarios, dados de
contagemetc.);

= permitem a utilizacdo de estruturas de dados nwmgplexas, como os dados de

natureza temporal e/ou de natureza espacial;

= permitem a utilizacdo dos desenvolvimentos maientes sobre modelos de efeitos

aleatorios para realizar inferéncias mais pregisagpequenos dominios.

2 Na verdade, é também possivel conceber modeloscampreendem simultaneamente variaveis
auxiliares de nivel unidade e variaveis auxiliaesnivel area, designados por modelos de doissnivei
(two-level models). Estes modelos nao se inserem no dmbito destdoedtais informacdes sobre estes

modelos podem ser encontradas em Moura e Holt j968th Rao (2003).

22 0 parametro que estabelece a ligacdo entre avehid& interesse e as variaveis auxiliares ao nivel

desagregado pode ser uma media populacignalm total populacionalz,, ou qualquer fungéo do tipo

b :g(/Ji)'
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Apesar de existir uma grande variedade de modedoa pstimacdo em pequenos
dominios, é de realcar que devem ser os investigad utilizadores finais a escolher
o modelo a aplicar ao caso em estudo, e em espdeiam ser eles a escolher as
variaveis auxiliares. O sucesso de qualquer méttalcestimacdanodel-based ou

model-assisted depende, sobretudo, da existéncia de boa infolreagéliar.

No contexto de estimac¢anodel-based, neste trabalho de investigacdo é dada atencéo
especial aos estimadores EBLUP derivados a patmaldelos de ligacdo explicita de

nivel area, e considerados como casos especiamdelo linear misto.

Mais detalhes sobre os assuntos revistos nesteulcappdem ser encontrados, por
exemplo, em Sarndat al. (1992) e em Rao (2003).
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3. PREDICAO EM MODELOS L INEARES MISTOS

3.1 INTRODUCAO

Nos ultimos anos tem-se assistido a um interessscente pelo estudo de modelos
lineares mistos, o qual tem sido acompanhado pastrar da sua aplicagcéo a diversas
areas do conhecimento, e em particular a areatidedagdo em pequenos dominios. Este
capitulo foca-se na apresentacdo do modelo linestio geral e de alguns dos seus
casos particulares usados na estimacdo em peqdenosios. Em particular, sdo
apresentados o modelo linear misto (subcapitulp 8.ehodelostate space linear geral
(subcapitulo 3.3) e alguns modelos espaciais gealicapitulo 3.4).

3.2 MODELO LINEAR MISTO GERAL

3.2.1 Introducao

Os modelos lineares mistos sdo largamente utilzadono suporte para a inferéncia
acerca de parametros de interesse relativos a pesju®minios. Enquanto a teoria
acerca da predicdo dos efeitos mistos no contegtanddelos lineares mistos é
amplamente conhecida, a literatura acerca da nwedigdincerteza do EBLUP esta
ainda dispersa. Neste subcapitulo sdo apresensadogamente os tipos de modelos
lineares mistos, revistos os métodos de estimagid@othponentes de variancia e
expostos os principais resultados acerca da pedigd efeitos mistos. Na udltima

seccao deste subcapitulo é ainda efectuada uns@edvibliografica sobre a medi¢céo da
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incerteza do EBLUP. A notagdo e terminologia intiidas neste subcapitulo s&o
iguais as utilizadas ao longo de todo o trabalhmdestigacao.

Mais detalhes sobre estes temas, bem como solspeate da aplicacdo pratica do
modelo linear misto, podem ser encontrados, pomple® em Verbeke e Molenberghs
(2000), em McCulloch e Searle (2001) e em Jian§7{20

3.2.2 Tipos de modelos lineares mistos

A melhor forma de apresentar o modelo linear nistasiste em relembrar o conhecido
modelo de regresséo linear. Dispondo-se de um etanflen observagdes, 0 modelo de

regressdo linear pode ser apresentado cgmXp+¢, ondey € um vectomxl de

observactes da variavel dependetegé uma matrinxp de observagdes de variaveis

independented} € um vectopx1 de coeficientes de regressao desconhecidog @m

vectornx1 de variaveis residuais (ndo observaveis). Nestgefn, os coeficientes de
regressdo sao fixos. Contudo, existem casos nas fazasentido assumir que alguns
desses coeficientes sdo aleatérios. Esses casasemcdipicamente quando as
observacdes da variavel dependente estdo aut@moredas. Por exemplo, quando se
dispde de dados recolhidos ao longo do tempo sobmnesmo conjunto de individuos,
ou seja, dados longitudinais, é razoavel assum@ gs observagbes apresentam
autocorrelacdo cronoldgica ou temporal. Da mesmadpquando se dispde de dados
espaciai$’, é também razoavel assumir que as observacéeseafam dependéncia ou
associacao espacial. Estes tipos de correlacfesias®es podem ser introduzidos na
estimacdo através da utilizagdo de modelos lineais®s particulares denominados,
respectivamente, por modelos longitudinais e padetos espaciais. Outra situacdo em
que € pratica habitual considerar-se um efeito caleatorio € quando néo se dispde de
observacdes exaustivas de todos os possiveis uieese efeito, para o qual se deseja

efectuar inferéncia. O modelo linear misto maisbpode ser apresentado como:

y=Xpt+tZv+te, (3.2.1)

ondey € um vectonx1l de observacOes da variavel dependeXtes uma matrinxp

de observacdes de variaveis independerfie® um vectorpxl de coeficientes de

%3 Os dados espaciais séo introduzidos na sec¢@ 3.4.
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regressao desconhecidos, os quais sao frequenteammminados efeitos fixog, é
uma matriznxh conhecida (matriz de desenho)£€ um vectohx1 de efeitos aleatorios
(ndo observaveis) e é um vectornxl de variaveis residuais (também nao
observaveis). Quando comparado com o modelo dess&p linear, a diferenca reside
em Zv, a qual pode assumir um elevado nimero de fornfiesentes, criando desta
forma uma classe de modelos muito rica. As hipétbasicas do modelo (3.2.1) séo as
seguintes:ij os efeitos aleatérios tém media nula e variaficie; (i) os residuos tém
média nula e variancia finitajiii) os efeitos aleatdrios e 0s residuos nédo séo

correlacionados. Em geral, as matrizes de varigrmigarianciad G :G(\y):v(n) e

R:R(\u):v(s) envolvem alguns paréametros de dispersdo descaiuiseci

denominados componentes de variancia. O vectorcdagponentes de variancia é
I
representado pow:(wl,...,z//q) . Assume-se quay pertence a um subconjunto do

espaco euclidiang-dimensional de tal forma qué :V(\y):v(y):ZGZ’+R € uma
matriz ndo singular para todos os elementosydgertencentes a esse subconjunto.
Note-se que a matriz de covaridncias ¢e também depende dey. Os

desenvolvimentos histéricos do modelo linear miptmdem ser encontrados em
McCulloch e Searle (2001).

Existem diferentes tipos de modelos lineares midiesn como diferentes formas de
serem classificados. Uma forma de classificacd@sedrla na admisséo, ou nado, da
hipotese da normalidade dos efeitos aleatérios e desiduos, comummente
denominados por termos de erro do modelo. Se senasyue os efeitos aleatérios e os
residuos estdo normalmente distribuidos, entdodelmd3.2.1) € denominado modelo
linear misto Gaussiano. Pelo contrario, quandosedassume que os efeitos aleatorios e
os residuos estdo normalmente distribuidos, entdwmodelo (3.2.1) é denominado
modelo linear misto ndo Gaussiano. Por este moaiwtistribuicdo conjunta pode néo
estar totalmente especificada para um conjuntoag@&npetros no contexto do modelo
linear misto ndo Gaussiano. Se por um lado a natedd proporciona maior
flexibilidade a modelacéo, por outro lado os mosgl€ldao Gaussianos sdo mais robustos

a violacao das hipoteses distribucionais (Jian§720

4 para simplificacdo da linguagem, denominam-se commd do texto as matrizes de “variancias-

covariancias” simplesmente por matrizes de “covaids”.
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Um caso particular do modelo (3.2.1), frequentemerilizado na area da estimacao
em pequenos dominios, é o seguinte modelo linestorangitudinal:

=XpB+Zv, +¢ , (3.2.2)

onde X,(nxp) e Z (nxh) sd matrizes conhecidasy, e g  estdo

ind
independentemente distribuidos cam~ (0,G,) e &, ~ (O R,), ei representa um dos

m pequenos dominio$=1, ..., m). Também neste caso se assume que as matrizes de

covarianciasG, =G, (y)(b xb) e R, =R, (y)(n xn) possam depender de um vector

de componentes de variénc'qi,:( l,...,l//q)'. Note-se que o modelo (3.2.2) pode ser

reescrito tal como o modelo (3.2.1) utilizando gusete notacédo:y = col <I<rn(y )

X= COI:IS|<m( |)’ L= CO|15|<m( |) 8:C0|15|<m( ) Z= dlagL|<m( ) G= dlag]_|<m(G)

m m
R =diag,.(R,), n= Zni e b:ZbI . Neste caso particular tem-se uma estrutura de
i=1 i=1

covariancias dg diagonal por blocosv = diag,..,(V,), ondeV, =Z,G,Z! +R,.

3.2.3 Estimacao de componentes de variancia

A estimacgéo das componentes de variancia é umegmabimportante na analise de um
modelo linear misto. Em algumas areas, como pampl®na genética quantitativa, o
objectivo principal consiste em estimar as comptasede variancia (Shaw, 1987). Em
muitas outras areas, a estimacdo das componentearidacia nao constitui um dos
objectivos principais, mas elas tém que ser esade forma a avaliar a variabilidade
dos estimadores de outras grandezas que fazemduartebjectivos principais, como
por exemplo os estimadores dos efeitos fixos ethi®s aleatorios. A analise de dados
longitudinais (Diggleet al., 1996) e a estimacdo em pequenos dominios inckeem-
neste ultimo caso (Jiang, 2007), razdo pela quabtamacdo das componentes de
variancia assume um papel crucial neste trabalbatudo, uma revisao detalhada de
todos os métodos de estimacdo das componentesridacia no contexto de um
modelo linear misto, esta fora do ambito desteathabpelo facto de serem amplamente
conhecidos. Por este motivo, em seguida sdo apemasierados esses metodos,

remetendo-se o leitor para as referéncias biblimgiapresentadas.

48 | PREDIGAO EM MODELOS LINEARES MISTOS



Alguns dos métodos mais antigos de estimacdo dempamentes de variancia, no
contexto do modelo linear misto, ndo exigem quassema a hipéteses da normalidade.
Neste grupo encontram-se o metodo de estimacasamd variancia (ANOVA) que
tem as suas origens com os trabalhos de FisheR)1820 método de estimacao
quadrética centrada de norma mirfit{&INQUE), proposto por C. R. Rao numa série
de artigos (Rao, 1970, 1971, 1972). A ideia b&de&cambos os métodos de estimacao é
originaria do método dos momentos. Em particulaméodo ANOVA baseia-se num
procedimento que consiste em igualar somas de agglao seu valor esperado, o que
origina a possibilidade de existirem muitas fordeslefinir as somas de quadrados no
caso de dados ndo balanceados. Os métodos deggstiimél e Ill de C. R. Henderson
(Henderson, 1953) sdo apenas trés dos possivess gadiculares do método ANOVA
no contexto de dados ndo balanceados. Por suaovertodo MINQUE procura
determinar os estimadores centrados de variancramai Apesar destes métodos
apresentarem a vantagem de nao requererem a madelieles apresentam, contudo,
algumas desvantagens. Por um lado, o método ANQWduz estimadores ineficientes
para dados ndo balanceados e pode produzir estanaifio pertencentes ao espaco dos
parametros (como por exemplo, estimativas negapiges a variancia). Por outro lado,
o método MINQUE depende dos valores iniciais daspmmentes de variancia. Se o
método MINQUE for executado iterativamente, utiida em cada etapa os valores
correntes para actualizar os valores iniciais,-sst@erante um método denominado
MINQUE iterativo. Este ultimo método produz estimas iguais as produzidas pelo
método da maxima verosimilhanca restrita (MVR) (kKiog e Kutner, 1975), e

normalmente distribuidas sob amostras de grandendi@o (Brown, 1976).

No grupo dos métodos em que se assume a normalahadamtram-se o método da
maxima verosimilhanca (MV) e o método da MVR. Apeada método da MV ter tido
as suas origens com os trabalhos de Fisher no idécséculo passado (Fisher, 1922),
em termos praticos este método foi pouco utilizaol@ontexto do modelo linear misto
até 1967. A razdo principal assentou no facto danagdo das componentes de
variancia pelo método da MV ser inicialmente dificde implementar

computacionalmente, ao contrario do método ANOVAraPalém desta dificuldade,

% Estimacdo Centrada Quadratica de Norma Minimatr@ducaopara portugués dslinimum Norm
Quadratic Unbiased Estimation. Decidiu usar-se nesta tese as siglas do métoddirgma inglesa
(MINQUE), por assim ser sugerido no Glossario Estiab Inglés-Portugués da SPE e ABE (2007).
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existia também um problema relacionado com o cotapmnto assimptético dos
estimadores da MV, porque no contexto do modelgaliimisto as observacfes estao
normalmente correlacionadas, ao contrario do quessa no caso tradicional em que
se assume que as observacdes sdo independentdieaidente distribuidasid). O
método da MV passou a ser utilizado com maior #egia apés Hartley e Rao (1967)
terem abordado os problemas computacionais e asdiogs do método. As
propriedades assimptoticas dos estimadores da Mavhfposteriormente estudadas por
Anderson (1973) para o modelo marginal, bem cormovplber (1977) para um vasto
conjunto de modelos. Miller (1977) mostrou que stineadores da MV sao consistentes
e assimptoticamente normais. Os estimadores da &\tdmponentes de variancia sao
eficientes, mas sdo, em geral, enviesados. Pama diEso, 0 seu enviesamento nao
diminui com o aumento da dimensdo amostral, se mmenul de efeitos fixos for
proporcional a dimensao amostral (Jiang, 1996)fabt, neste Ultimo caso Neyman e
Scott (1948) mostraram que os estimadores da MVasdbém inconsistentes.

Thompson (1962) propés um método de estimacao aapanentes de variancia que
nao exige a estimacdo simultanea dos efeitos fikosnodelo, os quais, em varios
casos, nao sao considerados parametros de intet@lssemo acontece no ambito da
estimacdo em pequenos dominios. Este método, jpostiente estendido por Patterson
e Thompson (1971), denomina-se por método da MVRdeta do método da MVR
consiste em maximizar a parte da funcéo de vertheinga invariante aos efeitos fixos,
ao contrario do método da MV que se baseia na niza@0o dessa funcédo em relagéo a
todos os parametros do modelo. Um vasto conjunt@autiaes tem vindo a argumentar
gue nao existe perda de informacéo quando as canfemnde variancia sdo estimadas
pelo método da MVR (por exemplo, Patterson e Thomp4971; Harville, 1977;
Jiang, 1996). Varias derivacdes do método da MR w&do a ser apresentadas por
Harville (1974), Cooper e Thompson (1977), BarnidNiélsen (1983), Verbyla (1990),
Heyde (1994) e Jiang (1996). Jiang (1996) mostuel @s estimadores da MVR sao
consistentes e assimptoticamente normais, mesmoa@puee verifiquem as hipoteses

de normalidade sob o modelo linear misto.

Existem varios artigos de revisdo sobre estimag@@ainponentes de variancia nos
quais se podem encontrar os métodos de verosimah@hVv e MVR), nomeadamente
de Harville (1977), Laird e Ware (1982), JennrichSehluchter (1986), Robinson

50 | PREDIGAO EM MODELOS LINEARES MISTOS



(1987), Cressie (1992) e Speed (1997). Nos traballeoKhuri e Sahai (1985) e Jiang
(2007) de forma mais resumida, e na obra de Sear&. (1992) de forma mais
detalhada, sé@o apresentados todos os métodos ideag&i de componentes de
variancia no contexto de modelos lineares mistas.sBiccdo 4.2.3 é apresentada a
estimacdo de uma componente de variancia pelosio®&NOVA, MV e MVR, sob o
modelo de Fay-Herriot (Fay e Herriot, 1979), qu® énais conhecido modelo de

estimacdo em pequenos dominios.

Os métodos de verosimilhanca foram desenvolvidbsasoipétese da normalidade, ou
seja, sob o pressuposto de que os efeitos aleatdras residuos estdo normalmente
distribuidos. Contudo, em inimeras aplicacdes qaato pressuposto da normalidade
nao é verificado. Por exemplo, Lange e Ryan (13§89fsentaram varios exemplos
praticos que ilustram a ndo-normalidade dos efeiteatorios. Devido a esta situacao,
alguns investigadores tém vindo a seguir uma aperdade quase-verosimilhanca, a
qual consiste em utilizar estimadores da MV e daRaussianos em situagdes de
nao-normalidade. Entre esses investigadores emaooige Richardson e Welsh (1994),
Heyde (1994, 1997) e Jiang (1996, 1897entre outros. Jiang (1996, 1907
demonstrou a consisténcia e a normalidade assicgtdbds estimadores da MVR em
situagbes de nado-normalidade dos efeitos aleatdr@®s como apresentou condigdes
necessarias e suficientes para idénticas propmsdassimptoticas dos estimadores da
MV. Estes resultados garantem que a abordagem aseeerosimilhanca esta bem

justificada, pelo menos, do ponto de vista assitigoo

Mas o problema da estimacdo das componentes déne@i ndo se resume a
determinacao das suas estimativas pontuais. Deneta avaliar-se a variabilidade dos
respectivos estimadores. Por conseguinte, a mdérizovariancias assimptotica dos
estimadores das componentes de variancia é fundalmeara varias inferéncias,

nomeadamente a estimagdo por intervalos e o tesdipdteses. Neste contexto, Jiang
(1996, 199B) deduziu a matriz de covariancias assimptoticaedtisnadores da MVR,

bem como a matriz de covariancias assimptotica estimadores da MV das

componentes de variancia. Segundo Jiang (1996,b),98%tes dois resultados nao
exigem a verificacdo da hipétese da normalidadet@o, a matriz de covariancias
assimptotica numa situacdo de ndo normalidade wavmhrametros adicionais para

além das componentes de variancia, como por exeagploomentos de terceira e de
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guarta ordem dos efeitos aleatorios, os quais &a@stimados pelos procedimentos da
MV e da MVR tradicionais. Para resolver esse problela estimacdo da matriz de
covariancias assimptoética dos estimadores das awenpes de variancia segundo a
abordagem quase-verosimilhanca, Jiang (2005) prapds método baseado na
informacdo observada parcialmente, o qual € deramninpor método da quase-
informacg&o observada parcialmentartially Observed Quasi-Information Matrix).
Alternativamente, a referida matriz de covarian@asimptética também pode ser
estimada através de um desenvolvimento do métmitknife’®, efectuado por Jiang

al. (2002) no contexto do modelo linear misto longitadl aplicado a estimagdo em

pequenos dominios.

3.2.4 Predicao dos efeitos mistos

O problema da predicdo dos efeitos aleatdfiasu dos efeitos mistos num contexto
mais geral, tem uma longa historia que se inicioul®48 com o trabalho de C. R.
Henderson no campo da reproducdo animal (Jiang7)20® metodologia mais
conhecida de predicdo dos efeitos mistos € a vuakyae conhecida como melhor
predicdo linear centrada (ou BLUR)a qual foi publicada por Henderson em 1975

(Henderson, 1975).

Um efeito linear misto particular pode ser apremgmtcomosr =k'p+m'v, ondek e
m sdo vectores conhecidos de ordprd e hx1l respectivamente, § e v sdo 0s

vectores dos efeitos fixos e aleatdrios, respetivaé’. Se os efeitos fixos e as
componentes de variancia forem conhecidos, e autnita hipétese da normalidade,

% O métodojackknife foi proposto por Quenouille (1949) e posteriorreedesenvolvido por Tukey
(1958).

" Quando se considera a existéncia de efeitos alempresentes nos dados, eles séo realizacdesale u
variavel aleatéria, mas ndo séo observaveis. Tadatilizam-se os dados para propor valores nuggric
ou valores preditos para essas realizacdes. Estazio pela qual se fala em predicdo (e ndo estoha
dos efeitos aleatdrios.

8 Neste contexto, a “melhor” significa que é a qera EQM minimo.

% No contexto da estimacdo em pequenos dominiofeito linear misto corresponde a um parametro

de interesse de um determinado pequeno dominio.
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entdo o melhor preditdt (BP) dos efeitos aleatérios, no sentido em quemiza o

EQM, é dado pelo valor esperadowi&€ondicionado poy:
v =E(v]y)=GZ'V iy - XB). (3.2.3)

Uma vez conhecido o melhor preditor dos efeitoatateos, tem-se que o melhor

preditor dos efeitos mistos € dado por:
MTer =El7|y)=k'B+m'GZ'V*(y - XB). (3.2.4)

Quando ndo se admite a hipétese da normalidada4)3® ainda o melhor preditor

linear den7 no sentido em que minimiza 0 EQMP de um preddaoe é linear ey

(Searleet al., 1992).

Se os efeitos fixos forem desconhecidos, o queredoequentemente nas aplicacdes
praticas, mas se se continuar a admitir que as @oempes de variancia sdo conhecidas,

entdo deve substituir-sp pelo seu melhor estimador linear centfad@LUE) em
(3.2.4). O BLUE dep, cuja derivacdo nao exige a normalidade, é dattogstimador

dos minimos quadrados generalizados:

B=Bw)= XV X)XVl (3.2.5)

Desta forma, tem-se mesmo sem a exigéncia da b@d@ normalidade que o BLUP

de 7, € dado por:
Towe =" (w) =k'B+m'GZ'V*{y - XB), (3.2.6)

ondeﬁ é 0 BLUE dep dado por (3.2.5). Neste contexto, o veaior GZ'V‘l(y —XB)

é também denominado por BLUP de Frequentemente o BLUP dg € apresentado

%0 Best Predictor pode ser traduzido para portugués por melhor freddecidiu usar-se nesta tese as
siglas da designacdo em lingua inglesa (BP), pensas utilizadas internacionalmente e por nadiexis

uma traducao oficial para a lingua portuguesa.

31 Melhor estimador linear centradoa traducdpara portugués dest Linear Unbiased Estimator (SPE

e ABE, 2007). Decidiu usar-se nesta tese as dgigla®esignacao em lingua inglesa (BLUE), por aseim s
recomendado no Glossario Estatistico Inglés-Poésiga SPE e ABE (2007).
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COMO /g p = k'ﬁ + b'(y - XE) ondeb’' =m'GZ'V™. O indice superioH em (3.2.6)

refere-se a Henderson (Harville, 1990; RobinsoA1).9

Segundo Jiang (2007), a derivacao original do BlfbdiRpresentada por Henderson em
1950, na qual este autor prop6s encontrar as “astias da maxima verosimilhanca”
dos efeitos fixos e dos efeitos aleatorios, comait#o estes Gltimos como parametros
fixos. Posteriormente, Henderson (1975) mostroudimis de se substituir em (3.2.4)
B pelo seu BLUE, o preditor resultantg, € o melhor preditor linear centrado gleno
sentido em quei) é linear emy; (ii) o seu valor esperado é igualyae (ii) minimiza

o EQM entre todos os preditores lineares centratlrebém neste caso o resultado nao
exige a verificacdo da hipotese da normalidadesepa, o0 BLUP estd bem definido na
classe dos modelos lineares mistos n&do-Gaussi@iesentes derivacdes do BLUP
foram posteriormente apresentadas por Harville L99 por Jiang (199, entre
outros. Veja-se também Robinson (1991), o qualsgmta um resumo alargado acerca

do método BLUP, incluindo derivacdes alternatieaemplos e aplicacoes.

A expressao (3.2.6) do BLUP envolve o vector daspmmentes de varianciay , as
quais sao também normalmente desconhecidas neag@s praticas. Neste caso, deve
substituir-sey por um estimador consistent,, na expressdo (3.2.6). O preditor

resultante é normalmente denominado por BLUP eowpiou por EBLUP, e é

representado por:
NesLup :’?H(‘T’):k'l}"'m'{)a (3.2.7)

onde p =B(y) é o BLUE dep, dado por (3.2.5), & =9(y) é o BLUP dev, dado por
(3.2.3), nos quaisy foi substituido pony . Kackar e Harville (1981) mostraram que se
v for um estimador impar e invariante a translate®s dados forem normais, entdo

o EBLUP permanece centrado. Segundo Jiang (20030ns dos mais conhecidos
métodos de estimacdo de componentes de varianciaindo o método ANOVA, MV

e MVR, produzem estimadores impares e invariantemalacdes.

A

%2 Um estimador\TJZ\il(y) é impar se \i;(—y):q;(y) e é invariante a translacdes se

vly-xh)=y(y), ohOooP e Dy.
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Harville (1991) mostrou que o EBLUP é idéntico atireador de Bayes empirito
(EBP) quando considerado um modelo de efeitos@leatunidimensional. Este autor
também observou que grande parte da investigad@te sstimadores EBP tem sido
feita por estatisticos puros utilizando casos ikgatente simples, como o modelo de
efeitos aleatdrios unidimensional. Por outro lagi@nde parte da investigacdo sobre
EBLUP tem sido feita por investigadores de outraasy mas que utilizam este tipo de
ferramentas estatisticas. Uma das areas onde adolmgia EBLUP tem sido

extensivamente utilizada e estudada € a da estineagdpequenos dominios.

3.2.5 Medicao da incerteza doEmpirical Best Linear
Unbiased Predictor (EBLUP)

Na seccdo anterior foi apresentado o melhor preditear centrado empirico dos
efeitos mistos, o qual se obtém facilmente em augalgnodelo linear misto particular.
Contudo, ndo basta conhecer o EBLUP. E necess@mibém conhecer a incerteza
associada a esse EBLUP, uma vez que € indispersshal qual é a precisdo associada
as estimativas dos parametros de interesse praduziélo EBLUP. Apesar do
conhecimento do EQMP do EBLUP ter grande interesseaplicacfes praticas, em
particular na area da estimacdo em pequenos d@ni@igua estimagao origina um
problema de dificil resolugcdo na maioria dos cgsasicos. Kackar e Harville (1984)

mostraram que o EQMP do EBLUP, definido co@MP(7;)=E(7-7)’, pode ser

decomposto em trés componentes:

EQMP(7)=E(7 ~n) + E(7 -7) + 2E[(7 )7 - 7). (3.2.8)

onde 7 é o BLUP dey dado por (3.2.6)7 é o EBLUP dey dado por (3.2.7) &€
representa o valor esperado relativo a distribuig@gunta dey e y subjacente ao
modelo geral de estimacdo em pequenos dominiosc@ulices de normalidade de

e ¢, Kackar e Harville (1984) mostraram qug|(7 -7)(#-7)]=0, desde que as

% Empirical Bayes Estimator pode ser traduzido para portugués por estimadoBajes empirico.
Decidiu usar-se nesta tese as siglas da desigragalbingua inglesa (EBP), por serem as utilizadas

internacionalmente e por ndo existir uma tradu¢&mbpara a lingua portuguesa.
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componentes de variancia sejam func¢des imparesagiantes a translacdes. Nesta

situacgéo,

EQMP(7)=E(7 -n)* +E(7-7)°

= EQMP(7)+E(7 - 7). (3.2.9)

Em (3.2.9) pode observar-se que o EQMP do BLUPeéagpuma parcela do EQMP do
EBLUP, a qual pode ser decomposta em duas parssi@ison, 1975) sem que para

tal seja exigida a normalidade dee des:

EQMP(7) = E(7 -n) = a,(w)+ 0.(w). (3.2.10)
onde as respectivas expressdes analiticas sdop@disenderson, 1975):

g.(w)=m'(G-Gz'VZGm, (3.2.11)

0,(w) =k -x'vizem) (xVvix )k -x'vizem).  (3.2.12)

A primeira parcela de (3.2.10p,(y), avalia a variabilidade devida & estimagéo dos
efeitos aleatérios e é de ordeofl), enquanto a segunda parcel,(y), avalia a
variabilidade devida a estimacéo dos efeitos fidosmodelo e € de ordelm(m‘l). E

importante salientar que as expresséesgde/) e g,(y) ndo dependem do método

utilizado para estimacdo das componentes de vaianc

Um estimador simplista do EQMP do EBLUBJmpS(ﬁ), pode ser obtido através da

substituicdo dey por y na expressdo do EQMP do BLUP, (3.2.10). Contudts e

estimador simplista subestima a verdadeira variole do EBLUP por duas razdes.
Em primeiro lugar, porque ndo tem em considerac@ariabilidade adicional devida a
estimacdo das componentes de variancia, represgmtal segunda parcela do segundo

membro de (3.2.9), a qual é de ord@(m‘l). Em segundo lugar, porque o proprio
estimador simplista do EQMP subestima a verdadeargabilidade do EQMP do
BLUP, sendo também essa subestimacédo de onn(enff). Segundo Prasad e Rao
(1990) e Datta e Lahiri (2000), esta subestimagé@aié acentuada nos casos em gue

provoca uma variagdo significativa em assim como nos casos em que a variabilidade

56 | PREDIGAO EM MODELOS LINEARES MISTOS



de y é elevada. Ainda de acordo com aqueles autossyenviesamento do estimador

simplista do EQMP, de ordenm(m‘l), € aproximadamente igual a duas vezes o

estimador da variabilidade devida a estimacao dagponentes de variancia.

Uma vez que o termo de (3.2.9) que contempla abilidade devida a estimacao ge

€ geralmente intratavel, torna-se fundamental almea aproximacdo para esse termo.
Os métodos de estimacdo do EQMP do EBLUP que toerntonsideracdo essa
variabilidade podem ser classificados em dois ggupanétodo delta e os métodos por
reamostragem. O método delta é baseado nos degemsaios em série de Taylor,

enquanto os métodos por reamostragem (métjzakknife e bootstrap) sédo baseados

nos principios da amostragem repetida. Apesar ddedos por reamostragem serem
muito exigentes em termos computacionais, 0 quessi® € um problema cada vez
menor devido ao progressivo avango tecnoldgicoeasguem assistido, eles constituem
uma solucdo quando algumas caracteristicas dédigfo do estimador sdo exigidas,
mas nédo estdo disponiveis na sua forma explic#ia §tuacdo ocorre frequentemente
quando o estimador n&o é linear nos valores dawarde interesse. Mesmo em alguns
casos nos quais existem aproximacdes para gramdessbes amostrais, os métodos
bootstrap podem constituir alternativas mais precisas dewdsua correccdo até a
segunda ordem, o que ndo ocorre frequentementem@tsdos assimptoticos. Esta

propriedade é referida por Efron e Tibshirani ()3®Brovada por Hall (1992).

3.2.5.1 Método delta

O método delta foi proposto por Kackar e Harvill®84). Estes autores propuseram
uma aproximacgao em série de Taylor para o EQMPRIAJP, EQMP(ﬁ), para o caso
do modelo linear misto Gaussiano (3.2.1), tendo camsideracdo a variabilidade
introduzida pela estimagdo das componentes dencaijay . Apresentaram também
um estimador doEQMP(ﬁ) baseada nessa aproximacdo. Kackar e Harville 1984

propuseram a seguinte aproximacdo heuristica pargermo que contempla a
variabilidade devida a estimacdo das componentgarincia:

(-7 =t K(w)E( -w)i - ) | (3213)
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977 (v)
Oy

aproximacédo tem sido considerada um pouco hewriptic diversos investigadores, e

. Contudo, esta

onde K(y) é a matriz de covariancias dfy), com d(y)=

para além disso nao foi estudada a precisdo daiam@gdo do EQMP do EBLUP nem

do estimador do EQMP do EBLUP a ela associado. Kabalho pioneiro, Prasad e
Rao (1990) estudaram a precisdo da aproximacaegimda ordem d(ﬂ':QMP(ﬁ) para

0 caso do modelo linear misto longitudinal Gaussieam componentes de variancia
estimadas pelo método ANOVA, o qual abrange o nwodie Fay-Herriot (Fay e
Herriot, 1979), o modelo longitudinal de Rao-Yu ¢R& Yu, 1994) e os modelos de
regressao com erros encaixados (utilizados, panpbee em Fuller e Battese (1973),
Batteseet al. (1988) e Datta e Ghosh (1991)). Na sua aproximdogam desprezados

os termos de ordem superioro(am‘l), assumiu-se quer—co ondem é o nimero de
pequenos dominios, e foram consideradas algumaticées de regularidader) (os
elementos de&X e Z s&o uniformemente limitados tal eV X =[0(m)],..,; (i) n

e b séo finitos; iji) os elementos dé&& e R sdo uniformemente limitados e

diferenciaveis em relagdow; e (v) w, =y'C,y é um estimador centrado e invariante
+ [O(m‘z) A

aproximacdo de segunda ordem de Prasad-Rao paernm tque contempla a

a translacbes de,, ondeC, tem a formaC, = diagjsism[o(m‘l)]nim i

variabilidade devida a estimacéo das componentgarincia € dada por:

E(-7) =tr[L (w)v () W)V ()] = gs(w), (3.2.14)
onde L(w):a—b’:coljs,s{a—b’j, b'=b'(y)=m'Gz'V* e V(§y) é a matriz de

Oy oY,

covariancias assimptdtica de. Tem-se entéo que:

EQMP(7) = g,(w) + 9,(w) + g;(w). (3.2.15)

onde g,(y) é dado por (3.2.11),(y) é dado por (3.2.12) g,(y) é dado por (3.2.14).

Para a mesma ordem da aproximacdo e utilizandmaistas das componentes de

variancia obtidas pelo método de Prasad-Rao (tamtmrhecidas como estimativas
ANOVA), Prasad e Rao (1990) propuseram o segustimador para (EQMP(ﬁ) sob

um modelo linear misto com estrutura de covariadidgonal por blocos:
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eaMPer (7) = 9, (W) + 9, (W) + 29,(9), (3.2.16)

o qual é um estimador centrado até & segunda 3tdiim seguimento deste trabalho,
Harville e Jeske (1992) propuseram tambhém o estim@i2.16) para EQMP(;) sob

um modelo linear misto geral (3.2.1). Posteriorraghghiri e Rao (1995) mostraram
que o estimador do EQMP do EBLUP proposto por Bras&ao (1990) é robusto a
violacdo da hipotese da normalidade dos efeitag@ies, quando aplicado ao modelo
de Fay-Herriot e utilizando estimativas ANOVA dasnponentes de variancia, desde
gue se verifique a simetria dos erros do modelo.tridibalho de Singlet al. (1998)

foram utilizadas aproximacdes semelhantes as apeelses por Prasad e Rao (1990),

para deduzir oEQMP(ﬁ) no ambito do modelo de regressdo com erros erdmsxa

segundo as abordagens frequencista e Bayesiares Bstores concluiram que os
métodos Bayesianos séo inferiores aos métodos efnetgias no que se refere ao
enviesamento e a variancia das aproximagﬁeﬁ@MP(ﬁ). Posteriormente, Datta e
Lahiri (2000) voltaram a utilizar o mesmo modeleelr misto longitudinal Gaussiano
com estrutura de covariancia diagonal por blocat ¢omo o modelo 3.2.2), mas
apresentaram uma extensdo dos resultados de FRRasade forma a cobrir um mais
vasto conjunto de estimadores de componentes d@ng@, nomeadamente 0s
estimadores da MV e da MVR. Na aproximagédo de Eatari, foram igualmente

desprezados os termos de ordem superio‘mil), param—co, e foram assumidas as

condicbes de regularidadg-(ii) de Prasad-Rao, adicionadas das seguintes coadi¢de

OhOOP; (i) ax'b—[o(l)]m, f=1, .., q (v

(v) h-X'b=[0()] .

Pt

—_ q r — q 1 _ ~ .
R, =Y. DD e G =) wFF, ondey,=1 D, e F, sdo matrizes
conhecidas de ordem, xn, e b xb, respectivamente, com elementos conhecidos
uniformemente limitados tal que, e G, sejam matrizes definidas positivasyii) y

€ o0 estimador dey que satisfaz as seguintes condigﬁeis:—\yzop(m‘“),

\If—\szop(m‘l), v(=y)=9(y), wly-xh)=y(y), OhODOP e Oy. Datta e Lahiri

% Diz-se que um estimad@gmp é um estimador centrado até & segunda orde@Q@NIP do EBLUP

quando E(eqmp) = EQMP +o(m'1), ou seja, 0 enviesamento € de ordﬁ(m‘l).
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(2000) notaram que quando as componentes de viarig&ic estimadas pelos métodos

de verosimilhanca, entdd(y,,, ) = V(¥,=) = m™ (), pelo que

g(w) = m e [L (w)V ()L () Aw)] (3.2.17)

onde I;'(y) é a inversa da matriz de informacdo paya Datta e Lahiri (2000)

propuseram o seguinte estimador, aproximadamenteade até a segunda ordem, para
o EQMP(7):

eampy, (7) = 9, (W) + 9, (W) + 29,() - 9, (¥), (3.2.18)

onde g,(¥) = ¢, (¥)0g,(¥), sendoc, ()= E(§)-w o enviesamento assimptético de

¢ de ordemo(m™) e Dgl(w):coljslsq( j o gradiente degy,(y) emy,, I=1, ...,

g Datta e Lahiri (2000) mostraram ainda que, (w)=0 e que

<14 ()% (B) , . 3
Cy, (\|1)~2—IW(\|1)00IElsq tril; (B)W , onde |,(B) é a matriz de informag&o
|

parap. Note-se que quando as componentes de variarziestiénadas pelos métodos

verosimilhanca, tem-se assimptoticamente que
V([)MVR) V([iMV) (xvix)* =1 ;(B). Verifica-se entdo que os estimadores (3.2.16)

e (3.2.18) sao iguais quando se utiliza o métodddgara estimany .

Das et al. (2004) também deduziram o estimador (3.2.18) paf@QMP(3), tendo
mostrado que é centrado até a segunda ordem, copooentes de variancia estimadas
pelos métodos de verosimilhanca, mas para umaeaiessnodelos lineares mistos mais
geral, cobrindo ndo s6 o modelo linear misto lamdjiial (3.2.2), mas também o
modelo ANOVA. Por exemplo, para modelos ANOVA msstGaussianos com
estimacdo das componentes de variancia pelos nsetleerosimilhanca, Da al.

(2004) mostraram que:

9a(w) = tr[L (w)V (w)L (w)H ] (3.2.19)
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onde H :E( j e |, € o logaritmo da funcdo de verosimilhanga restrita

Adicionalmente, Daset al. (2004) também deduziram estimadores E[@MP(ﬁ)

baseados na sua aproximagdo para ambos os métedesrakimilhanca, os quais
também sdo centrados até a segunda ordem. Os @dmtéralo EQMP do EBLUP do
tipo (3.2.16) e (3.2.18) sdo normalmente denomisagmr estimadores ou
aproximacdes analiticas. No capitulo quarto sdesaptados estimadores analiticos do
EQMP do EBLUP, no ambito de todos os modelos dmasfio em pequenos dominios
revistos neste trabalho de investigacao.

3.2.5.2 Métodgackknife

Em alternativa ao método delta, Jiagl. (1999, 2002) adaptaram o métgdokknife,
originalmente desenvolvido por Quenouille (194@psteriormente refinado por Tukey
(1958), para o contexto da estimacdo em pequengengis, com o objectivo de
estimar o EQMP do EBLUP. Neste contexto especificopétodojackknife consiste
genericamente em retirar inicialmente a observagfierente aoe-ésimo pequeno
dominio, e=1, ..., m, em seguida estimar, para cada pequeno dominioigac os
parametros do modelo com base no conjunto de damipanescente e, por ultimo,
estimar as diferentes componentes do EQMP. O m¢aokimife adaptado por aqueles
autores pode ser utilizado para uma classe gerahal#elos mistos, incluindo os
modelos lineares mistos e os modelos lineares snggaeralizados. Segundo Jiastg
al. (2002), o métodgackknife pode ser utilizado para estimar&®QMP(;) no contexto
dessa classe geral de modelos lineares mistogantlo estimadores4 gerais da

componente de variancia. Em particular, este mémamite estimar EQMP(7;) no

contexto de modelos lineares mistos com componeafgegariancia estimadas pelos
métodos ANOVA e de verosimilhanca, mas também pedeutilizado para estimar o
EQMP do EBP sob modelos lineares mistos generalizalbngitudinais com

componentes de variancia estimadas pelo métodmdogentos.

Jianget al. (2002) propuseram o seguinte estimgdokknife para o EQMP do EBLUP,
aproximadamente ndo enviesado até a segunda opdemo caso de modelos lineares

mistos longitudinais:
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i (7)= 0,0) - " Y [0, 0) - o @+ T Y (e -i) . (3220

e=1

onde gl(\y) é dado por (3.2.11) @_, e 77, sdo estimados depois de eliminade: a

ésima observacdo do conjunto de dados. O méjaddnife apresenta algumas
vantagens, nomeadamente o facto de poder seradtlitambém em casos de nao
linearidade dos estimadores e de permitir consimtervalos de predicdo para além da
estimacdo pontual do EQMP. Porém, este método adlm apenas aos modelos

paramétricos. O estimador (3.2.20) pode ainda seordposto em duas parcelas:

N
N N

n -1 n ” ~ -1 . )
M, = gl(w)-m?Z[gl(w_e)-gl(w)] e M, =""=%"(7_,~4). A primeira parcela,

o1 m ‘=

A

M,, estima o EQMP do EBLUP quando os hiper-parametoomodelo,p e y, séo

conhecidos. Defina-se o vector de hiper-parameteosiodelo coma = [p’ \y] Por

sua vez, a segunda parcelﬁg, estima a variabilidade adicional do EQMP devido a

estimacéao desses hiper-parametros do modelo,

Numa discussdo do trabalho de Jiang-Lahiri-Wan,| B2001) observou que o
estimadorjackknife original apresenta ainda a desvantagem de podamasvalores
negativos. Contudo, Chen e Lahiri (2002, 2003) clemaram posteriormente que esse
nao € um problema grave, podendo ser faciimentdvids. Também para o caso de
modelos lineares mistos longitudinais, Chen e La2@02) propuseram o seguinte
estimadojfackknife ponderado para o EQMP do EBLUP:

eqmpl (7) = 9,(¥) + 9,(¥) -m?_lgwe[gl(\if_e% 9,(W )~ 0. (%) - 9, (¥)] +

. . (3.2.21)
m-1a “ n
+—=> Wi )

m ‘=

onde g,(y) e g,(y) sdo dados por (3.2.11) e (3.2.12) respectivamantee /_, s&o
estimados depois de eliminadae-&sima observagédo do conjunto de dadas, eséo
pesos que devem satisfazer a seguinte condig&ol + o(m‘l). Chen e Lahiri (2002)
observaram que existem varias possibilidades past@ha dos pesos, tendo sugerido
para o caso do modelo de Fay-Herriot que=1-x.(X'X)™"x,, ondex, é um vector

de ordenpx1 que contém a-ésima observacdo. Para resolver o problema doaor
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(3.2.21) poder ainda assumir valores negativosnGhd.ahiri (2003) propuseram a

seguinte aproximagao para a correcgao de enviesamen

m-1 ~ ~
_ D
T2 o)+ 6,(0-0)-0,(0) - 0,9 = (§)70,()- (3222)
—tI‘[L (\TI)V("I\’)L'("I\’)BWJL
ondeg,, = Za)( ) é um estimaddgjackknife ponderado do enviesamento gie

e=1
e Dy :Za)e(ﬁ;_e—ﬁf)(ﬁ;_e—ﬁ;)' é um estimadojackknife ponderado da matriz de
e=1l
covariancias dey . Posteriormente, Chen e Lahiri (2005, 2008) amtesam uma
aproximacdo em série de Taylor do estimgdckknife ponderado chQMP(ﬁ) para o

caso de modelos lineares mistos longitudinais. Sdgestes autores, essa aproximacgao
apresenta ganhos ao nivel computacional e tem yprasséao explicita dada por:

eqmpa™ (7) = 9, (W) + 9, (W)~ & (§)09, (9) + trL (F)V (F)L (9o ] +
+tr{'—(‘i’)[y‘Xﬁ][y—Xﬁ]L'(ﬁ;)f)Wj}, (3.2.23)

Uma utilizacdo do métodmckknife pode ser encontrada em Maiti (2004). Este autor
utilizou o estimador (3.2.20) para estimar o EQMPEBLUP no contexto do modelo
de Fay-Herriot. Na seccéo 4.2.5 sédo apresentadestiozadores (3.2.20) e (3.2.23), sob
0 modelo de Fay-Herriot (Fay e Herriot, 1979).

3.2.5.3 Métoddbootstrap

Outra metodologia por reamostragem que tem vinderautilizada para estimar o
EQMP do EBLUP é a técnidaootstrap, originalmente proposta por Efron (1979) e
posteriormente desenvolvida por Efron e Tibshifd8093). No contexto da estimacao
em pequenos dominios, o métobaotstrap paramétrico consiste genericamente em
gerar parametricamente um grande numero de amdsiogstrap a partir do modelo
ajustado aos dados originais, em seguida reestmmparametros do modelo para cada
amostrabootstrap e, por ultimo, estimar as diferentes component@sE@MP. A

origem da utilizacdo de métoddmotstrap para resolver o tipo de problemas em
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epigrafe é atribuida a Laird e Louis (1987). Estatores propuseram um método
bootstrap para medir a incerteza de um EBP para um casydartdo modelo de Fay-
Herriot (Fay e Herriot, 1979). O método proposto lpaird e Louis (1987) tem vindo a
ser desenvolvido e adaptado para resolver um easjanto de problemas. Veja-se, por
exemplo, Aroraet al. (1997), Booth e Hobert (1998) e Butar e Lahi0Q2). E, no
entanto, de salientar que o principal desenvolvimdn método foi efectuado por Butar
e Lahiri (2003), os quais propuseram um métoatmistrap paramétrico suficientemente
geral para estimar o EQMP do EBLUP no caso de meddiheares mistos
longitudinais. O métodbootstrap desenvolvido por aqueles autores é aplicavel sBao
a diferentes metodologias de estimagdo de compemete variancia (ANOVA e
métodos de verosimilhanca), mas também a modelossi@aos e ndo Gaussianos
(Lahiri e Maiti, 2002). Butar e Lahiri (2003), apentaram também propriedades
assimptéticas do método quando o numero de domiiedevado e a dimensao
amostral de cada dominio € limitada. O estimadeoampétricobootstrap proposto por

Butar e Lahiri (2003) € o seguinte:

€9MPaoor (1) = 0,(9)+ 0, (9) - E' [0, (0 )+ 0,00 )- 0,8)- 0, 0)]+ E'[3l6 )-@)]
(3.2.24)

onde E" é o valor esperado relativo ao modelo (3.2.25ya é uma réplica do modelo
(3.2.1) Gaussiano, e o calculo ge é efectuado pelo mesmo método que o célculo de
V , com excepcao do facto de ser baseado/eram vez dey. O modelo utilizado é o

seguinte:
Yy =XBp+2Zv +¢, (3.2.25)

onde ﬁ :ﬁ(ﬁl) e ¢ sdo estimados a partir dos dados iniciaise ¢ sdo gerados de

ind -~ ind ~
forma independente a partir de ~ N(O,G) e g ~ N(O,R), respectivamente, com

G =G(y) e R=R(y). De acordo com Butar e Lahiri (2003), 0 estima(®p.24) é

centrado, sob determinadas condi¢cdes de regularid@mbteriormente, Pfeffermann e
Glickman (2004), Pfeffermann e Tiller (2005) e Hal Maiti (200&, 2006)
apresentaram novos desenvolvimentos sobre estatas$feffermann e Glickman

(2004) desenvolveram métodbgotstrap paramétricos e ndo paramétricos no contexto
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do modelo de Fay-Herriot, que ndo exigem a geragi@mostras a partir de uma
determinada distribuicdo. Contudo, a hip6tese damalidade continua a ser
implicitamente assumida nesses casos. Pfeffermdiiliee (2005) também propuseram
métodos bootstrap paramétricos e nao paramétricos para predicdo QMM em
modelos do tipatate space. Recentemente, Hall e Maiti (2006200®) introduziram
algoritmosbootstrap duplos. Na secc¢éo 4.2.5 é apresentado o estinfa@?4), sob o
modelo de Fay-Herriot (Fay e Herriot, 1979).

3.3 MODELO STATE SPACE LINEAR GERAL

3.3.1 Introducéao

Os modelos do tipstate space sdo esporadicamente utilizados como suporte para
inferéncia acerca de parametros de interessevadati pequenos dominios. Uma das
suas principais utilizagcdes neste contexto deva-Senghet al. (2005) que utilizaram

um modelo espaciotemporal do tig@te space. Apesar da utilizacdo de modelos do
tipo state space estar fora dos objectivos deste trabalho, corsiderimportante
introduzir uma breve revisado sobre o modsébe space geral linear e filtro de Kalman
por trés razdesi)(por ser um caso particular do modelo linear migtppor ser menos
conhecido do que o modelo linear misto geralji¢ gelo facto da literatura sobre este

tema se encontrar um pouco dispersa.

3.3.2 Modelostate space linear e filtro de Kalman

Os modelos do tipstate space foram propostos por varios autores no ambito daes
cronolégicas€.g. Harvey, 1989), mas tém as suas origens no cordmkngenharia. A
ideia que esta subjacente a este tipo de modelospdesentacdo de sistemas lineares é
a captacdo da dindmica de um vector de variaveisreéveis em funcdo de um vector
de variaveis ndo observaveis, conhecido por vetdastadosate vector) do sistema.

Supde-se entdo que existe uma sérimobservacdesy, = col,__,(y, ), que podem ser

definidas em termos de variaveis de estadostéte variables) ndo observaveis,
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o, =coly (atj). Presume-se que estas variaveis devem descreagtado corrente do

sistema em questdo. O modaiate space linear geral® é definido & custa de dois
conjuntos de equacoes lineares. O primeiro conjdatequacdes descreve a evolugéo

do sistema, sendo denominado por “equacéo de ¢éarisi
a =Ta,_, +An, (3.3.1)

onde T € a matrizr xr de transicdo (de constanted), € uma matrizr xm de
constantes @y, :COIJSism(”ti) € um vector de erras-dimensional. O segundo conjunto

de equacdes descreve a relacdo entre o estadstdmaie as observagdes, sendo
denominado por “equacdo de medi¢ao”:

Y. =Za, *+g, (3.3.2)

ondeZ é uma matriznxr de coeficientes conhecidage=col,._, (¢,) é o vector dos
erros de medida. Assume-se qIE&,tnt_j ):O para todd ej, ou seja, 0s errog e ,
sd0 ndo correlacionados contemporaneamente nenplag@amente; E(g,)=0,

E(n,)=0, E(ee))=R, e E(nn))=Q.

Segundo Rao (2003), o modddtate space definido por (3.3.1) e (3.3.2) € um caso
especial do modelo linear misto, permitindo essa &uma a actualizagdo das
estimativas ao longo do tempo através das equalgbéiiro de Kalman apresentadas
em seguida, e o alisamento de estimativas passadedida que novos dados ficam
disponiveis. A estimacdo dos pardmetros do modele space pode ser efectuada
através de um filtro de Kalm#h Os ingredientes do filtro de Kalman sdo as ecemcd
de predicdoqredicting equations) e as equacdes de actualizagdmlgting equations).

Em primeiro lugar sdo apresentadas as equacOeediedo.

% O modelostate space linear geral cobre os modelos de nivel unidade madelos de nivel area.

% 0O filtro de Kalman é um algoritmo recursivo criador Kalman em 1960 que serve para produzir
estimativas dos parametros de um modelo dodide space de séries cronoldgicas. Os modelos do tipo
state space (lineares e nao lineares) e o filtro de Kalmanoatam-se mais desenvolvidos em Harvey
(1989).
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Sejaa,, 0 BLUP dea, , baseado nos dados observados até ao perietloA melhor
conjectura parar, baseada em toda a informagé&o disponivel até &odoer-1, é dada

pelo BLUP dea, no periodat —1:
Oy, =Ta,,. (3.3.3)

Da mesma forma, a melhor conjectura pardbaseada em toda a informacéo disponivel

até ao periodo-1, € dada por:
Vigr = Z0 . (3.3.4)

A partir da expressdo anterior, observa-se qudliaagéo do filtro de Kalman para
estimar os parametros de um mods#be space permite fazer previsdes para a variavel
de interesse (ou para os parametros de interessegemodot, a partir dos valores

observados da série até ao periogd. A matriz de covariancias dos erros de previsao

(, —fim_l), éigual a

Tpa = TZ LT +AQA, (3.3.5)

I
ondeX, , = E[(ozt_1 —a,, ) e —a,.,) } é a matriz de covariancias dos erros de previs&o

no periodot -1, (a,, —@,,). A matriz de covariancias dos erros de previ@;ﬁ& Vm_l)

é dada por

H, =R, +ZZ,.Z'. (3.3.6)

No periodoat, a conjectura para, e a matriz de covariancias dos respectivos e&os s
actualizadas com base em nova informagio,A partir da definicdo do modebpate

gpace e das equacdes de predicdo, obtém-se

Yo~ yt|t—1 = Z((’*t - (”t|t—1)+ € (337)

que € um caso especial do modelo linear mistol(3.@ndey =y, -y, , € 0 vector das

“inovagBes”, Xp estd ausente& =Z, v=a, —d,,, £=¢,; eV(e)=R,, V(v)=Z,, e

PREDIGAO EM MODELOS LINEARES MISTOS | 67



V(y)=H,. Por conseguinte, o BLUP de e a matriz de covariancias dos erros de

previsao (V—v) reduzem-se, respectivamente, as seguintes duaacGEu de

actualizagéo:
6, = Gy + g ZH Y T, (3.3.8)
T =Xy Ty ZHIZE, . (3.3.9)

A expresséo(yt _ytk—l) da equacao de actualizagéo (3.3.8) contém a mieariacao
obtida através de/,, que é utilizada para actualizar as estimativastd@roduzidas
com a informac&o disponivel até ao periodel, e, ,. Por este motivo, o termo
):t,HZ'H{l(yt _yth—l) da equacéo (3.3.8) € denominado por “ganho” denKal Para se

implementar os célculos recursivos (3.3.8) e (3.39necesséario especifica’sa

média, a,, € a matriz de covariancia¥,,, do vector de estado iniciak,. Quando a
equacao de transigdo, (3.3.1), ndo é estaciomdiao pode fazer-s¢, = @O, =«I,

onde k é uma constante positiva grande. Pelo contranm@ndo essa equacdo é

estacionaria, entdo especifica-8g e £, como a média e a matriz de covariancias

incondicional deu, , respectivamente.

Assumindo que as componentes de variancia séo ddalseo BLUP dey,, baseado

em todas as estimativas até ao periogldado por:
v =9 (v)=2a, (3.3.10)

onde a, é obtido através da equacéo do filtro de KalmaB.§3 O BLUP (3.3.10)
envolve parametros desconhecidgs, que especificam as matrizes de covarianBias

e Q e eventualmente elementos desconhecidos na rdattiansi¢cao, que tém que ser

estimados de forma consistente. Assumindo que r@s ef e n, sdo normalmente

distribuidos, esses parametros podem ser estinzidogs do método da MV. Quando

3" Uma discusséo detalhada sobre este tema podecsstada em Harvey (1989).
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se substituem emu, os parametros desconhecidog,, pelos seus estimadores

consistentesy , obtém-se o EBLUP dg,, dado por:
¥ =9 (¥)=2Za,. (3.3.11)

Segundo Rao (2003), ignorando a variabilidade @da@y , a matriz de covariancias
simplista dos erros de previsao no momelzn((xzt —&t), € obtida quando se substityi

por y na formula (3.3.9). Desta forma, um estimador $stgpdo EQMP do EBLUP é

dado por:

A

eqmps(9,)=22,2", (3.3.12)

onde ﬁ‘.t € um estimador d&,. Um estimador mais realista do EQMP do EBLUP,

considerando a variabilidade associadg apode ser obtido a partir do trabalho de

Ansley e Kohn (1986) sobre o desenvolvimento ene sk Taylor do EBLUP em torno

de y sob modelostate space. Neste caso, um estimador do EQMP do EBLUP é dado

por:

eqmp(9t)=2ﬁt2’+{m} |:1(¢){L(‘V)} , (3.3.13)
oy oy oy |,

=

=

ondel , () é a matriz de informag&o avaliada no powte y .

3.4 MODELOS ESPACIAIS GERAIS

3.4.1 Introducao

A maior parte dos estimadores combinados para pegudominios ndo exploram a
eventual correlacdo espacial existente entre dosjirem termos de semelhancas
devidas a proximidade geogréfica. Sendo evidenteflaéncia que a localizagcdo
espacial exerce sobre o comportamento da maioke pdait variaveis de indole

econdmico, as técnicas econométricas mais recem@mecaram a tratar
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convenientemente o0 espaco, ou seja a localizagiaxiat das observacdes, enquanto
factor fornecedor de informacdo. Desta forma, aormbcdo fornecida pelas

observacdes localizadas na vizinhanca geogréaficeol®rvacdo que se pretende
explicar é crucial para, em primeiro lugar, alcanga modelo estatistico congruente e,
em segundo lugar, explicar convenientemente aéndia exercida pelos diversos

factores sobre a variavel explicada.

Com o objectivo de se ter em consideracdo na ediomna correlacdo existente entre
efeitos aleatdrios de dominios vizinhos, podem w#izados modelos espaciais no
ambito da estimacdo em pequenos dominios. Assiste sebcapitulo é efectuada uma
sintese dos modelos espaciais gerais, designadapemat dados referentes a areas, que
tém sido utilizados nesse ambito. Para tal, € sécesfazer-se uma introducdo sumaria
aos diferentes tipos de dados espaciais. Mais hdstadobre este tema podem ser
encontrados em Cliff e Ord (1981), em Cressie (1833 Carvalho e Natéario (2008).

3.4.2 Dados espaciais e modelos espaciais

SejaY(r) um vector aleatdrio cujo argumentg,representa uma localizacdo genérica

pertencente a um espaco Euclidiahdimensional,0¢ (normalmented=2). O vector

I

r=(r,...r,) contém informacé&o sobre a localizagdo genéricadda®s, como por
exemplo a longitude e a latitude, e nessa locdzaco valor observado do vector
aleatério é dado poy(r). As componentes basicas do processo sdo as bz
espaciais{r,,...r,} e os dados observados nessas localiza¢fs).....y(r,)}. O

aln

processo estocastico espacial geral pode ser apgdsecomo

{y(r):roD}, (3.4.1)

onde o conjunto indicd 0 0¢, que se assume ser aleatério, representa uma regia

espacial de area nao nula (Cressie, 1993).

A flexibilidade oferecida por este processo espgaanite-lhe trabalhar com um vasto
conjunto de problemas. Na realidade, este procésadequado para trabalhar com
dados discretos ou continuos, com dados agregagasialmente ou com observagdes
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de um ponto no espaco, com localizacdes regularésregulares, assim como com

localizagBes provenientes de um espago continuke @aum conjunto discreto.

Segundo Cressie (1993), os modelos espaciais pséderdiferenciados pelo tipo de
dados que utilizam:iY dados referentes a pontogedstatistical data), (ii) dados
referentes a processos pontu@rit patterns), ou (ii) dados referentes a aretatt{ce
data).

Os dados referentes a pontos, ou dados continuespago, consistem em medidas de

uma variavel de interesse num conjunto finito d=ie{r,,...,r.}, pertencentes a uma

regido de area ndo nuR 0 0°. Alguns exemplos de dados referentes a pontossao
valores da temperatura observados em estacOesrolétgeas, o teor de um poluente

no solo de uma regido ou uma cota topogréfica.

Os dados referentes a processos pontuais poderansarados como conjuntos de

localizacBGes aleatérias correspondentes as octasdde um certo acontecimento de

interesse numa regido fixa @&, designada por janela. Cada conjunto de localesco
denominada por configuracéo, serve de base aogz@@®ntual usado na modelacao.
Os dados referentes a processos pontuais ocorrantdgua variavel de interesse é a
localizacdo de eventos, como por exemplo a corexgrde arvores numa floresta.

Os dados referentes a areas, ou dados agrupadéseas) referem-se a observacfes
(tipicamente somas ou médias) de uma variavel tiFeisse em areas (regulares ou
irregulares) que constituem uma particdo de umiaeegnitadaD. Alguns exemplos

de dados referentes a areas sdo o numero totabrtedpres de uma determinada
doenca num pais, o numero total de casos de mortegmcro do estbmago numa

determinada NUTSIII ou o preco médio de transaaz@dabitacdo num determinado

concelho. As areas regulares evocam a ideia depoegularmente espacados &rf,

ligados aos seus vizinhos mais préximos, aos segwidinhos mais préoximos, e assim
sucessivamente. Um conjunto de dados referentesaa éegulares € muito parecido a
uma série temporal observada em periodos do tempuudistantes. Pelo contrario, as

areas irregulares ndo seguem um padréo previgvabutos espaciais. Para além disso,

ndo sdo evidentes as ligacdes entre os pontds‘da partir da geometria das areas

irregulares.
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No ambito da estimacdo em pequenos dominios, hats® normalmente com dados
referentes a areas, os quais podem apresentalacéueespacial. A utilizacdo de

modelos de estimacdo em pequenos dominios que toementonta a correlacéo

espacial entre células vizinhas e eventuais vag&uiliares, pode ser um instrumento
precioso na estimacdo da caracteristica de ingeep® dominios com muito pequenas
dimensdes amostrais, ou mesmo nulas. Sendo o tom=eicorrelacdo ou associacéo
espacial fundamental para a analise que se irduafeceste deve ser devidamente

clarificado, o que se faz em seguida.

Diz-se que existe correlacdo espacial quando asesbe uma variavel respeitantes a
localiza¢Bes mais préximas sdo mais semelhantegie@queles que dizem respeito a
localizacBes mais distantes. Por exemplo, se uor weévado para o preco médio de
transaccdo da habitacdo se associa mais provauvelmeflores elevados (baixos) nos
concelhos vizinhos, entdo diz-se que este fendregi® correlagdo espacial positiva
(negativa). A existéncia de correlacdo espacialdamos podera levar a existéncia de
correlagdo espacial nos residuos de uma regressd@ vez que residuos
positivos/negativos tendem a ocorrer para obseeggfeograficamente proximas.
Consequentemente a hipotese da independénciasidaas seré violada quando existe
correlacdo espacidl Em termos formais, quando os residuos estdo iepaate

correlacionados, entdo a sua matriz de covarianéia® uma matriz diagonal.

Com o objectivo de incorporar na estimacdo a cagéel espacial existente entre
dominios (areas) vizinhos, sdo utilizados modekga€iais no contexto da estimacao
em pequenos dominios (Cressie, 1993). A correlaspacial pode ser incorporada nos
modelos de regresséao linear de duas formas dsstjAtaselin, 1992):i} especificando
um modelo de regressdo com termos auto-regressiugg) especificando um modelo

de regressdo com residuos autocorrelacionadosi@spaate.

Na estimacdo em pequenos dominios com dados referenéreas, sdo utilizados
frequentemente os modelos de regressao linear ssotiacdo espacial incorporada na
estrutura de erro. Essa associacdo espacial éiddefim estrutura de covariancias
através de uma funcdo da matriz de vizinhancascespau de pesodV, e de um

parametro de correlacdo ou associacdo espacial efixtesconhecido. A matriz de

% Como se sabe, quando os residuos ndo sdo indepehds estimadores de minimos quadrados n&o

sao enviesados, mas sao ineficientes.
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vizinhancas espaciais &, portanto, uma ferraméegid para se estimar a variabilidade
espacial de dados referentes a areas.

Dado um conjunto de localizagdes espaciffis,...r,}, define-se a matriaV ={w; |,

i,j=1, ..., n, quadrada de ordem e em geral simétrica, onde cada um dos seus

elementos,w;

€ uma funcgdo da distancia entre a localizagae a localizacaa; .
Usualmente,w; = 0Qi=1, ..., n, mas parai # j, w;, pode ser definida de muitas

maneiras diferentes. Por exemplo, esta funcaosi@mdia pode ser calculada a partir de
um dos seguintes critérios de escolha binaria, ussgconstituem as escolhas mais

comuns:

(i) Vizinhanca por adjacénciay; = , $e a fronteira de; partilha pelo menos um ponto

comum com a fronteira dg , caso contrarioy; = 0

(i) Vizinhanca baseada na distancia entre centroides: 1, se o centroide de, se
encontra até uma determinada distancia fikalo centroide de:j , caso contrario

w; =0.

Clayton e Bernardinelli (1996) mostraram que a eifipacdo da matri¥\V.com zeros e
uns nao € internamente consistente no caso em quenero de vizinhos de cada

localizac@o ndo é constante, o que € comum nas i@regulares. Nesta situacao, estes

autores recomendam que a matfiz= {vv,]} seja formada por pesos estandardizados por
linhas, da formawfj =w; /w, , onde w, representa o numero total de areas que

partilham pelo menos um ponto comum com a frontérg (incluindo a area ).

Outras escolhas mais informativas para a funcadistdncia, w, , sdo baseadas em

ij 1
funcdes ndo binarias do inverso da distancia dosddes, uma vez que ha situacdes
em que é natural atribuir um valor mais elevadossoecacdo entre blocos que se
encontram mais proximos. A fungdo de distancia @odéa ser atribuida com base na
proporcao de fronteira partilhada pelas areasaress que estdo num determinado raio
da area de interesse, ou num indice de acessd#lidanstruido a partir da quantidade

de vias de comunicacgao entre areas.
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Segundo Wall (2004), a estrutura espacial subjacavé dados referentes a areas pode
ser modelada de duas formas diferentes. Ambas razasosdo casos especiais do

processo espacial geré}{(r) r D}, devendo-se as suas diferencas ao que se assume

sobre o dominid. Uma das formas de modelacdo da estrutura espamialste em

tratar os dados referentes a areas como se elesséiwm sido observados num
subconjuntoD, continuo de1", em vez de terem sido observados num subconjDnto,

contavel ded". Quando se utiliza este tipo de modelacdo, assenmie os dados
referentes a areas foram observados no centro memtodide de cada area, sendo as
distancias entre os centréides utilizadas paracds@e a estrutura de covariancia
espacial através da funcao variograma. De acoroWall (2004), um dos problemas
mais comuns neste meétodo é a arbitrariedade pesset atribuicdo dos dados
agrupados de toda uma regido a um centroide. Megueo se utilize um ponto
cuidadosamente escolhido para centroide, aindésteemitro problema conceptual com
a modelacdo de dados referentes a areas, que teomsis impossibilidade das
observacdes a serem modeladas se encontraremuzonénte na superficie da regido
como o modelo permitiria. Por outro lado, a vantageerente a modelacdo da estrutura
espacial desta forma é que a fungéo de covari@&spiacial € modelada directamente, o
que permite uma interpretacdo facil dessa estru@uéra das formas de modelacdo da
estrutura espacial consiste, efectivamente, erartcd dados referentes a areas como
observacdes de um subconjunip, contavel del1". Nesta situacdo, a modelacdo da
estrutura espacial € efectuada através da defimlgdama estrutura de vizinhanca
baseada na forma do mapeamento em grade. Ao dordiamétodo anterior no qual
sdo medidas as distancias entre os centrdidesedd®s, neste método define-se, por
exemplo, que duas regibes séo vizinhas se as saudsifas se tocam em pelo menos

um ponto (vizinhanca por adjacéncia).

Dois conhecidos modelos que incorporam dados mafse areas como observagdes de

um subconjuntop, contavel de]", sdo os modelos auto-regressivos simultafieos

%9 A traducdo para portugués Senultaneous Autoregressive Model pode ser modelos auto-regressivos
simultaneos. Decidiu usar-se nesta tese as siglatesignacdo em lingua inglesa (SAR), por serem as

utilizadas internacionalmente e por ndo existir tradugdo oficial para a lingua portuguesa.
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(SAR) e os modelos auto-regressivos condicidA4BAR), os quais sdo modelos de
regressao linear com associagao espacial incorparadestrutura de erro. O modelo
SAR, apresentado por Whittle (1954), assim comoodeto CAR, proposto por Besag
(1974), foram inicialmente desenvolvidos para madealados referentes a éareas
regulares infinitas. Segundo Cressie (1993), quasies dois modelos sdo utilizados
para modelar dados de areas regulares infinitasesaptam caracteristicas muito
semelhantes ao modelo temporal auto-regressivoi@séio. Por sua vez, quando 0s
modelos SAR e CAR sédo utilizados para modelar datipsreas regulares finitas,
Haining (1990) e Besag e Kooperberg (1995) mostrayae a estrutura de covariancias
subjacente a esses modelos é formada por variah@ésrogéneas para cada
localizac&o, assim como por covariancias difereetgse regides que apresentam o
mesmo numero de regides vizinhas. Na situacdo epgunodelos SAR e CAR sao
utilizados para modelar dados de areas irreguldféal] (2004) mostrou que a
correlagédo espacial entre regides, subjacente es essdelos, ndo parece seguir um
esquema intuitivo ou pratico, ou seja, em geral ééste uma ligacao intuitiva 6bvia
entre as estruturas de covariancia e as correlagpegiais dai resultantes. Na situacao
em gue existe interesse em perceber a estrutuagiasp/Nall (2004) sugere que sejam
utilizadas outras formas de modelacado de dadosereés a areas, como por exemplo
os modelos geoestatisticos. E, contudo, de sublighe, segundo Wall (2004), se o
objectivo principal da modelacdo de dados refeseatéreas consiste em obter bons
preditores dos parametros de interesse a partiredeessdo, em detrimento da
compreensao da estrutura espacial subjacente, estdmdelos SAR e CAR sdo uma

boa escolha para essa modelacgéao.

No ambito dos processos espaciais € possivel aasidm processo estocastico mais
geral que, para além da informacdo espacial obd@rvam espaco Euclidiand
dimensional, inclui também a dimenséo temporalotieta pelo indicé. SejaY(r,t)

um vector aleatério referente a localizacdo geagric no momentot. O processo

estocastico espaciotemporal geral pode ser apeskenodbmo:

{y(r,ty:roOD(t)tOT}, (3.4.2)

40 A traducdo para portugués @enditional Autoregressive Model pode ser modelos auto-regressivos
condicionais. Decidiu usar-se nesta tese as sigladesignacao em lingua inglesa (CAR), por serem as

utilizadas internacionalmente e por ndo existir tradugdo oficial para a lingua portuguesa.
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onde se assume que os conjurigs) 0 0¢ e T 0O s&o aleatdrios (Cressie, 1993).

FrequentementeD(t)ED e T:{l 2} 0 que leva a que o processo estocastico

(3.4.2) seja visto como uma série temporal de psI®E estocasticos, ocorrendo cada
processo em periodos de tempo equidistantes. Nagmte que 0 processo estocastico
temporal pode ser considerado um caso particular pdocesso estocastico

espaciotemporal geral (3.4.2), sendo apresentado:co
{y®):toT}, (3.4.3)

ondeT O0O.

3.4.3 Modelos espaciais para dados referentes a ase

Considere-se{Y(r):rDD} um processo estocastico Normal onde as localizagte

{rl,...,rn} constituem um conjunto finito de pontos deD. Assume-se que asareas

formam uma grade dB sef{s,, ...,s,} for uma particdo d®, ou seja, seUri =D e
j=1

rrnr; =0, 0i # . Os valores observados nas localizaddgs. r,} sdo representados
por y = col,.., [y(r, )]
3.4.3.1 Modelo auto-regressivo simultaneo (SAR)

O processo espacidlY(r):r 0D} pode ser modelado através de um modelo SAR

devido a Whittle (1954), € especificado da seguionma:
W)=+ 20 e )= ] elr). (3.4.4)
j=1

onde £(r,) sdo errosid com & = col,__ [£(r, )] ~ N(0,A) sendoA uma matriz diagonal,
Ely(r)]=x e b, sao constantes pertencentes a uma thFi{b”.] de dimensaoxn
com b, = 0, i=1,...n. Este modelo é denominado “simultaneo” porque,gemal, 0s

termos de erro, &, estdo correlacionados comy(r,):i# j}. Note-se que a
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simultaneidade do modelo resulta do facto de seiderarem variaveis explicativas as
areas vizinhas contemporaneas, ou seja, a espgéificdos modelos € baseada na
forma como os dados de varias localizacdes intaragienultaneamente. O modelo

(3.4.4) pode também ser especificado da seguimeafo
(1,-B)y-n)=¢, (3.4.5)

onde y =col,__[y(r,)] e p=col__(#). Uma vez quez segue uma distribuigao

Normal, entdo a distribui¢cdo conjunta yeé dada por:

y ~ N[p; (1,-B)*A(l, - B)‘l] : (3.4.6)

Pode considerar-se a inclusdo de parametros dességr em tendéncia espacial no
modelo SAR, bastando para tal considerar que @ag&si em larga escala possa ser

modelada comaqur = Xp, onde X é uma matriz de dimensdxp cujas colunas séo

formadas pomp variaveis explicativas ¢ =( 1,...,,8p) € um vector de parametros de

regressdo. Ou seja, a variavel de interesse nbziag&oi, Y(ri ) esta acompanhada de
p variaveis explicativas{xj (ri): ] :L...,p}, tal que E[y(ri)]:zzjzlxj (ri)ﬁj. Desta

forma, o modelo SAR (3.4.4) pode ser especificalsatuinte forma:

Y =XB+3,
3=Bd+s. (3.4.7)

Whittle (1954) mostrou que a estimacao dos par@ametm larga escala presentes fgm

e dos parametros em pequena escala presentes tnagsna e B pode ser efectuada
através de um método de MV aproximado. Este trabplbneiro foi posteriormente
melhorado por Guyon (1982). Whittle (1954) mosttambém que no ambito do
modelo SAR, o método dos minimos quadrados e aacégs de Yule-Walker néo
produzem estimadores consistentes para os par&metsse modelo. Por ultimo, note-
se que o0 modelo SAR é uma extensao para o mabmensional do modelo auto-
regressivo de primeira ordem [AR(1)], o qual fagaralmente desenvolvido para tratar

séries temporais.

PREDIGAO EM MODELOS LINEARES MISTOS | 77



3.4.3.2 Modelo auto-regressivo condicional (CAR)

Outra forma de modelar o proces{y(r):r0D} é através do modelo CAR

desenvolvido por Besag (1974). Este modelo defingasseguinte forma:
E[y(ri)l{y(rj)’i * J}] = H +Zn:Cu' [y(rj)—,u]-], (3.4.8)
j=1

onde E[y(r,)]= . V|y(r.)I{ylr,)i # i}| =72, ¢, sdo constantes pertencentes a uma
matriz C :[c”.] de dimensamxn com c, = 0 e satisfazendo a seguinte condi¢cdo de

. . 2 — 2 . . ~
simetriac;7; =c;7°, i=1,...n. Pelo teorema de factorizacdo (Besag, 1974), tequs

jitio

a distribuicdo condicional conjunta € dada por:
y~ N1, -c)m] (3.4.9)

ondeM =diag,,, (riz). A semelhanca do modelo SAR, quando se considiercusio
de parametros de regressdo em tendéncia espaciabaelo CAR, através de = X,

o0 modelo (3.4.8) pode ser apresentado da segoimtef

Y =XB+3,

5~ N[o; (1, —c)‘1|v|] . (3.4.10)

A estrutura das matrizes B e C, respectivamente modelos SAR e CAR, é
normalmente especificada com base na forma do megda em grade. Uma forma
comum de definicdo dessas matrizes consiste nmzagélo de uma matriz que resulta do
produto de uma matriz de distanci¥$, por um parametro que pondera essa estrutura

de vizinhanga. Por conseguinte, define-se habitersienqueB = @ W no modelo SAR
e queC=¢@W no modelo CAR, ondez e ¢ sao denominados por parametros de
correlacdo ou dependéncia espacial.

3.4.3.3 Modelo auto-regressivo espaciotemporal sitt@neo

O modelo SAR foi generalizado por Cliff e Ord (197& forma a acomodar também a

dimenséo temporal, para além da informacdo espaeifinensional. Uma dessas
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generalizagbes deu origem ao conhecido modelo ragtessivo espaciotemporal
simultaned’ (STAR)Y*2. O modelo STAR pode ser utilizado quando exisierésse e/ou
necessidade de avaliar as interdependéncias espad@mporais presentes nos dados.
Este modelo tem um vasto campo de aplicacdo, dasdexperiéncias agricolas,
passando pelos estudos na area da saude, atéudss escondmico-sociaisie e.g.
Haining, 1990). Para além disso, o modelo STAR tamipode ser utilizado para
modelar as dependéncias espaciotemporais presemgesesiduos de um modelo de
regressao. Segundo de Luna e Genton (2002), a agdadesimultanea dos residuos de
um processo (por exemplo através de um modelo ST#&R) a vantagem de ser mais
parcimoniosa do que a correspondente modelacaaocommal.

Seja {Y(r,t):rOD(t),tOT} um processo estocastico Normal onde as localizagde
{r,,...;r,} constituem um conjunto finito depontos deD(t), no momentd, no qual
Dt)OOY e TOZ. Os valores observados nas Iocalizagé[e§,...,rn} sao
representados poy(t) = col,__,[y(r.,t)], t=1, ..., To. Este processo pode ser modelado

através de um modelo STAR que, na sua forma mais, geespecificado da seguinte

forma:
)=+ B, [y -K)- ] + (), (3.4.11)

onde E[y(t)] =pn, sendo quer = coIEiSn[,ui (t)] € um vector que representa a variacdo em

larga escala, e(t) = COI]sign[g(ri t)] € um vector de erragd (normalmente Gaussianos)

A
com média nula e variancia’ finita, B, =Y &;W,, sendoW,, uma matriz de pesos

j=1

1 Gmultaneous Spatio-temporal Autoregressive Model pode ser traduzido para portugués por modelo
auto-regressivo espaciotemporal simultineo. Decisér-se nesta tese as siglas da designacao em ling
inglesa (STAR), por serem as utilizadas internaaioente e por ndo existir uma traducgéo oficial @ara
lingua portuguesa.

42 Na realidade, Cliff e Ord (1975) apresentaram aletm espaciotemporal auto-regressivo de médias
méveis Epace-time autoregressive moving average) (STARMA), como uma generalizacdo do modelo
temporal auto-regressivo de médias moveis e do Imedpeacial especificado de forma simultanea. Neste
documento s6 € apresentado o modelo STAR, o quial éaso particular do modelo STARMA, porque

no ambito da estimacéo em pequenos dominios ndiilizam normalmente modelos de médias moveis.
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conhecida,é,; sdo parametros do modeloje € o grau do desfasamento espacial. A

semelhanca dos modelos SAR e CAR, pode considerarisclusdo de parametros de

regress@o em tendéncia espacial no modelo STARéatdep = Xp .

Quando no modelo (3.4.11) se admite o caso paati@dmp=0, entdo obtém-se para
qualquer ponto no tempad, o modelo SAR (3.4.7), apresentado na secc¢do.B.4.3

Quando se admite qud, = , Bntdo a matriz de dependéncia espacial é dada por
B, =&uW,,, a qual depende apenas de um parametro descomh&od sua vez,
quando se admite qug =n e para uma particular escolha 4§, j=1, ...,n, entdo a
matriz de dependéncia pode ser definida cdyo- diagEjsn(Ekj )Hk, ondeH, é uma

matriz quadrada de dimensdconhecida.

A consideracgdo da dimenséo temporal no modelo SARuz a dificuldades adicionais
na estimacao do modelo, no qual € necessario tauidado especial na estimacéo dos
parametros sO pelo facto de se considerar a infg@maspacial, tal como foi referido
anteriormente. A estimacao de processos Gaussianogstas caracteristicas, comegou
a ser desenvolvida por Ali (1979), que trabalhomn&el da estimacao pelo método da
MV. Posteriormente, de Luna e Genton (2002) promuseum método baseado em
simulacdo, para estimacdo de processos estocastspEiotemporais simultaneos,

destinados a modelacao de dados referentes arétieatadas regulares.

3.4.3.4 Padrao espacial

A analise de dados espaciais pode ser dividida @as dbordagens: uma abordagem
baseada nos dados e uma abordagem baseada em an@leselin, 1992). A
abordagem baseada nos dados, frequentemente eai@lo@ categoria das analises
exploratérias, caracteriza-se por dois aspectosnesss. Em primeiro lugar, nesta
abordagem assume-se a hip6tese da aleatoried@dé, ¢gialquer valor observado pode
ocorrer em qualquer localizagdo com igual probaade. Em segundo lugar, o estudo
da presenca de um padrdo espacial é efectuadosimerhente com base nos dados,
independentemente do modelo tedrico subjacente daows. Por outro lado, a
abordagem baseada em modelos é suportada peléfieap&o de um modelo teérico, o
qual é ajustado aos dados. Na abordagem baseaddos sdo utilizadas estatisticas
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globais de associacao espacial, enquanto na almondagseada nos modelos sdo usados
testes de diagndstico de associacdo espacial ispggiara cada modelo.

A. Estatisticas globais de associagdo espacial

As duas estatisticas globais mais conhecidas pedir @ associacdo espacial de dados
referentes a are#issdo a estatistidade Moran (Moran, 1948) e a estatisticde Geary

(Geary, 1954). Estas duas estatisticas sdo dedinmespectivamente, da seguinte forma:

(3.4.12)

D Y B o

onden € o nimero de observacdes indexadagp Y, € a observagdo da variavel de
interesse na localizag@®@ w; sao os elementos de uma matriz de pasbsipesar da

distribuicdo da estatistich ndo ser estritamente suportada pelo intervaldl]-lgo
contrario do que se verifica com o coeficiente deeatacdo de Pearson, pode no entanto
concluir-se que a estatistica € positiva quandvat@res observados de uma variavel
respeitantes a localiza¢gdes mais préximas tendeer anais semelhantes, é negativa
quando esses valores tendem a ser dissemelhadtepm@ximadamente igual a zero
quando os valores observados estdo distribuidatoakemente e independentemente no
espaco (Cliff e Ord, 1981). Por sua vez, a esi@istencontra-se no intervalo [0;2],
sendoc>»>1 quando os valores observados de uma variavetitasges a localizacdes
mais proximas tendem a ser mais dissemelhantesc{ag8o espacial negativa)c«1
quando esses valores tendem a ser semelhantesidgdsoespacial positiva) (Cliff e
Ord, 1981).

As estatisticad de Moran ec de Geary podem associar-se testes de existéncia de

associacdo espacial, para os quais ndo existembdicbes exactas, a ndo ser para

43 As estatisticas de Moran ec de Geary foram inicialmente desenvolvidas paraimsedssociacdo de
dados referentes a pontos. Contudo, foram postegitte generalizadas para a medicdo da associacao de

dados referentes a areas.
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dimensdes amostrais muito pequenas. Cliff e Or@ L%presentaram as condi¢cdes
para as quais as distribuicbes assimptoticdseddec sdo normais. Carvalho e Natério
(2008) referem outra alternativa para testar a@xisa de associacdo espacial, baseada
na construcao das distribuicdes|de dec através da utilizacdo de métodos de Monte
Carlo. Neste caso, trata-se de calcular o valempirico da hipétese nula de nao
existéncia de associacao espacial, verificandos&@o da estatistica-teste na amostra
ordenada dos valores da estatistica calculadostat ga cada uma das réplicas, e

compara-lo em seguida com o valor critico definido.

B. Testes de diagnéstico de associacao espacial na estruturadeerro

Os testes de diagndstico de associacdo espac@porada na estrutura de erro em
modelos espaciais dependem do tipo de estrutuexiasfSAR ou CAR). Em seguida
sdo apresentados dois desses testes normalmdiz@das na detecgdo de estruturas
espaciais auto-regressivas do tipo SAR, o qualilizatto no estudo empirico deste

trabalho.

Cliff e Ord (1973) sugeriram um teste com o objextde verificar a existéncia de
associacdo espacial nos modelos SAR, & semelhan¢astt de Durbin e Watson,

utilizado para verificar a existéncia de autoc@géb de primeira ordem numa série

temporal. Admitindo o modelo (3.4.7A=0°l, e B=@W , sendoW uma matriz de
distancias conhecida, esse teste tem as seguimétedes subjacentedd,:@ = O

versusH,:@ # 0

Com o objectivo de identificar a associacdo espaut@rporada na estrutura de erro,
Cliff e Ord (1973) propuseram a seguinte estatigeste, de acordo com o indicde
Moran (Moran, 1948):

e
To =35 ~ N(u;0), (3.4.14)

ondeé=Y - XB é um vector dos residuos de uma regresséao lirmarnpétodo dos

minimos quadrados ordinariose= (X'X)™X'Y é o estimador dos minimos quadrados

de p. Esta estatistica teste segue uma distribuicAmaloassimptoética quando a
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amostra for grande. Este teste tem a desvantagen@i@econseguir fazer uma boa
discriminacdo entre uma associagdo espacial inctpona estrutura de erro e uma

associacao espacial substancial.

Burridge (1980) mostrou que a associacdo espauiarporada na estrutura de erro
pode ser identificada pelo principio do Multiplioadle Lagrange, tendo demonstrado

que sobH,:@ = 0

Tg = newe ~ N(02), (3.4.15)
ge/tr(wz +w'w)
onded=Y -Xp e p=(X'X)"X'Y é o estimador dos minimos quadradogde

3.4.3.5 Outros modelos espaciais

No contexto da modelacdo de dados espaciais costifierentes a areas, podem ser
utilizados outros modelos para além dos trés medapwesentados anteriormente, 0s
quais ainda ndo tém sido utilizados no ambito timagdo em pequenos dominios. Em
seguida sdo enumerados alguns modelos que apresafitddades com os modelos
SAR, CAR e STAR.

Um processo espacig¥ (r):r 0D} também pode ser modelado através de um modelo

espacial de médias moveispdtial-moving-average regression model) ou de um
modelo espacial auto-regressivo de médias mospati§l autoregressive-moving-
average regression model). Por sua vez, um processo espa{:}'éﬂr,t):r O D(t),tDT}
também pode ser modelado através de um modeloiegpaporal auto-regressivo de
médias moveis, como uma generalizacdo do modelpaethauto-regressivo de médias
méveis das séries temporais e do modelo espagialténeo.

Todos estes modelos podem ser consultados em AI{$882) e em Cressie (1993). Na
obra de Anselin (1992) sdo apresentados os fundamealos efeitos espaciais na
econometria, na qual sdo discutidos os métodostitaagdo dos minimos quadrados,
da MV, das variaveis instrumentais e dos momemtegporma a acomodar a correlacdo

espacial no modelo de regresséo linear.
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4. MODELOS PARA ESTIMACAO EM PEQUENOS

DOMINIOS

4.1 INTRODUCAO

Na maior parte das situagfes, a estimacdo em pesj@geminios € assistida por casos
particulares do modelo linear misto geral, os qualacionam os valores de uma
variavel de interesse com os valores de variavessliares. Este tipo de modelos
permite fazer a estimacdo de um pardmetro da ehrid® interesse num pequeno
dominio, tendo em conta informacdo de outros pemgielominios através de efeitos

fixos e de efeitos aleatorios.

Fay e Herriot (1979) foram os primeiros autoredil&zar um modelo, considerado um
caso particular do modelo linear misto, para prod@stimativas em pequenos
dominios do rendimento médper capitanos Estados Unidos da América, a partir de
dados amostrais de natureza seccional. O modeltuve¢ area que foi utilizado em
1979 por Fay e Herriot, € hoje sobejamente conbegdal literatura sobre pequenos

dominios como modelo de Fay-Herriot.

A partir dessa data, muitos outros autores utdmmamodelos lineares mistos para
estimacdo em pequenos dominios, embora nem todes esodelos sejam de nivel
area. Em 1981, Battese e Fuller utilizaram pelm@ira vez um modelo de nivel
unidade, denominado modelo de regressao de eroasxados ¢gne-foldnested error
regression modgl para estimar o numero meédio de hectares de iseesa doze
pequenos dominios (distritos) nos Estados Unidofmi&rica. Para tal, utilizaram
dados amostrais conjuntamente com informacado optdasatélite. Posteriormente, a

especificacdo deste modelo foi publicada detalhadéanpor Batteset al (1988),
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sendo este modelo frequentemente referido natlireraobre pequenos dominios como
modelo de Battese-Harter-Fuller. Algumas das nmajgortantes extensdes do modelo
de Battese-Harter-Fuller foram apresentadas pder~eilHarter (1987), Arora e Lahiri
(1997), Stukel e Rao (1999), Moura e Holt (1999)¢elGo (2000), e Petrucci e Salvati
(2004). A apresentacdo e discussdo de modelos de eétinesig pequenos dominios
de nivel unidade estéo fora do ambito deste trabaklo que se remete o leitor para as

referéncias apresentadas acima.

Por outro lado, muitos outros autores tém vind@resentar extensdes do modelo de
nivel area de Fay-Herriot (Fay e Herriot, 1979),folena a ser possivel contemplar
erros de sondagem correlacionados, bem como teababm dados seccionais,
espaciais e/ou cronologicogtc Fay (1987) propés um modelo de Fay-Herriot
multivariado; Isakiet al (2000) propuseram um modelo com erros de sondagem
correlacionados; Choudhry e Rao (1989), Pfeffermaiurk (1990), Rao e Yu (1992,
1994), Yu (1993) e Singht al (1994) propuseram modelos que utilizam informagao
seccional e cronoldgica; Cressie (1991) e Salii04) propuseram modelos que
utilizam informacé&o espacial; e Singhal (2005) propuseram um modelo que utiliza

simultaneamente informacgéo seccional/espacialreotgica.

Um dos objectivos deste capitulo consiste na apras&o detalhada dos principais
modelos de nivel area para estimacdo em pequemoiide, presentes na literatura,
adequados para tratar dados de natureza seccienahologica, espacial e
espaciotemporal. Desta forma, no subcapitulo 4/&résentado o modelo basico de Fay
e Herriot (1979), o subcapitulo 4.3 é dedicado adeto longitudinal basico de Rao e
Yu (1994) e no subcapitulo 4.4 sdo expostos modildgpostate spaceOs modelos
espaciais sdo introduzidos no subcapitulo 4.5 subaapitulo seguinte é apresentado
um modelo espaciotemporal do tigtate spaceOs comentarios finais sdo apresentados

no final do capitulo.

Outro dos objectivos deste capitulo consiste npgata de novos métodos de estimacéao
do EQMP do EBLUP temporal sob o modelo de Rao e(¥94). Estes novos

desenvolvimentos séo introduzidos nas seccOesel B8R 7.
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4.2 MODELO BASICO DE NIiVEL AREA COM DADOS SECCIONAIS

4.2.1 Especificacdo do modelo de Fay-Herriot

O modelo de nivel area basico que a seguir é expoisapresentado por Fay e Herriot
(1979). Neste modelo, considera-se que existenrd#g@o auxiliar disponivel pafm

variaveis auxiliares apenas ao nivel de cada utmdpsquenos dominios de estudo,
X; = ()gl, ...,xip) , 1=1, ..., m. Assume-se também que a média populacional davedri
de interessey; (ou o total populacionalz; ), ou qualquer fungéo do tipg = g(,ui),

para cada um dos dominios da populacédo, esta ligada ao vector damweis
explicativas, X;, através de um modelo linear com efeitos aleadassociados aos
dominios. O modelo de ligacdo proposto por Fay eibtg1979), foi definido como a
soma de uma componente estrutusgfi, com uma componente de dominig, de

natureza aleatéria:

g =xp+u (4.2.1)

ondeﬁ:( 1,...,,6’p) € um vectorpxl dos coeficientes de regressdo desconhecidos

(efeitos fixos), e 0dl,’s representam efeitos aleatorios associados aogdis, que se

iid
admite satisfazerenu, ~(0,au2). A hipotese da normalidade dag’s é também

frequentemente utilizada, mas é possivel fazeréntgas “robustas” sem se ter em

conta essa hipotese. Para se fazer inferéncia sobngarametro populacional de uma

variavel de interesse em pequenos dominfpssob o modelo (4.2.1), assume-se que
esta disponivel o seu estimador dired&sign-basedaqui representado comy por

conveniéncia de notagéo, sempre gue 1:

Yi = g(pi): g +¢ (4.2.2)

onde se assume que o0s erros da sondagensdo independentes com média nula e

variancia conhecida, dados 8s E; (5i |Hi): OeV,(s18)= oz
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Da combinacdo do modelo de ligagéo (4.2.1) com deteousado para incorporar 0s
erros da sondagem na estimacdao, (4.2.2), obtémys®lelo proposto por Fay e Herriot

(1979), que se passa a denominar por modelo dél€aiet:
Y, =XB+U +&, (4.2.3)

no qual se assume que @ss sao independentes d@ss (i=1,...,m). O modelo (4.2.3)

€ um caso particular do modelo linear misto (3,Za&in efeitos fixosf, e com efeitos
aleatdrios associados aos dominigs, Segundo Ghosh e Rao (1994) e Rao (2000), o
modelo combinado (4.2.3) compreende ndo sé vasaaleiatoriadesign-based¢, ,
mas também variaveis aleatoria®del-based u,. Note-se também que o modelo
(4.2.3) compreende dois tipos de parametros —@snedros de elevada dimensaagh
dimensional parameteys 8, e os pardmetros de baixa dimensov (dimensional
parameter} B e o7, normalmente denominados por hiper-pardmetroscdvitexto da

estimacdo em pequenos dominios, o principal obectionsiste em estimar os

pardmetrod,, 0 que exige a estimacao de hiper-parametros dlescinlos.

Pode considerar-se um caso mais geral do modepogimpor Fay e Herriot (1979), no

qual se assume que os efeitos aleatérios espactfecdominioy, , tém um coeficiente

positivo conhecidoz . Neste caso, o modelo (4.2.3) € definido da ség@omma:
Y =XB+zu +&. (4.2.4)

O modelo de Fay-Herriot é um caso particular dest® modelo conmz, =1, Oi (i=1,

..., m). O modelo combinado (4.2.4) pode ser apresenéamdonotacdo matricial da

seguinte forma:

y=Xp+Zu+e, (4.2.5)

ondey = coqum(yi) é um vectormx1 de estimadores directdgsign-baseg@ara oan

I

dominios, X =col_.(x) é uma matrizmx p de valores conhecidos gevariaveis

auxiliares para cada um dos dominios, Z :diagsigm(zi) € uma matrizmxm de
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constantes positivas conhecidas; co[,sism(ui) € um vectormx1 de efeitos aleatorios

associados ags dominios eg = coIEism(ei) € um vectormx1 de erros da sondagem.

iid
Assume-se igualmente que os efeitos aleaténios,(0; G), sdo independentes dos

iid
erros da sondagem ~(0; R), sendoG =02l e R=diag,.,(0?) matrizes de

£,

dimensdomxm. A matriz de covariancias dg, também de dimensdmxm, é dada

por V = diag, (Ufzf +07, )

i<m

4.2.2 O EBLUP

Como o modelo (4.2.5) € um caso particular do nwdiekar misto (3.2.1), entdo

podem utilizar-se os resultados gerais deduzidogipoderson (1975) na determinagao

do BLUP do parametro de interesse. Assumindo gc@ngonente de variancia’ €

conhecida, entdo o BLUP dg&, sob o modelo (4.2.4), é dado por (Ghosh e R&@4)19

6 =87 (02)=xB+ 1y -xB)
=y + -y )xB, (4.2.6)

2,2
0.7,

——>——— e P €& o estimador dos minimos quadrados
o:z'+0’,
u“i £,

onde y, = y,(0?)=

generalizados df com ponderadore@rfuzzi2 +07, )_1, dado por:

B=plo?)= {iXiXE 222+ 07 )l} E‘,Xi y (o222 + 0?2, )1} . (4.2.7)

A partir da expresséo (4.2.6), verifica-se cﬁ,lqaode ser apresentado como uma meédia

ponderada do estimador directy, e do estimador sintético pela regressqﬁ,, com

ponderador y; (0<y, <1), verificando, portanto, as condigbes de um estona
combinado. Este ponderador mede a incerteza na lagdde dos parametros de

interesse nos dominios, conhecida por varidncianddelo, o>z, relativamente a

incerteza total,(auzzf+aji). Se a variancia do modelaz’z?, for relativamente

u
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pequena, entdo € dado um peso maior ao estimaatéticd pela regressao. Pelo
contrario, é atribuido um peso superior ao estimati@cto quando a variancia no

desenhoo?,, é relativamente pequena. Note-se, ainda, quedaanénios comn, =0,

i
il

o BLUP deé é dado unicamente pelo estimador sintético pelie@essao.

0] estimadoré € valido para desenhos de sondagem gerais poegestd a modelar

apenas os parametros de interesse nos doméhisse ndo os elementos individuais da

populacdo, como acontece nos modelos de nivel dmjgaporque o estimador directo

utiliza os pesos amostrais.

O BLUP (4.2.6) depende da componente de varianzfa,que é desconhecida nas
aplicacBes praticas. Se se substituir em (4.26por um estimador assimptoticamente

consistented”, obtém-se o seguinte preditor em dois passos:

8 =6"(62)=py, +@- 7 )xp (4.2.8)

u

onde y, e ﬁ séo os valores dg/ (0’2) e ﬁ(of) respectivamente, quandag’ é

substituido porg?. O preditor@i € também denominado por BLUP empirico ou

EBLUP, por analogia ao EBP (Harville, 1991). A e&itdo0 da componente de

variancia € discutida na secgéo 4.2.3.

Com base nos resultados de Kackar e Harville (1¥8ppssivel concluir quéI € um
preditor centrado dé/ sob as seguintes condigdes de regularidzil)jf(éi ) é finito;
(i) a2 é qualquer estimador impar e invariante a trafiska@ara qualquer e B, ou
seja, 62(y)=62(-y) e 62(y - xXh)=62(y),0hOO°; (iii) as distribui¢des de e & séo

simétricas (mas ndo necessariamente normais) (GhBslo, 1994).

4.2.3 Estimacéo da componente de variancia

Na derivacdo do BLUP dé assumiu-se que as matrizes de covarianGias R séo

conhecidas. Contudo, nas aplicagbes praticas a awenge de varianciao: é
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geralmente desconhecida. Naturalmente que é neicesbter uma estimativa precisa e

consistente de’, de forma a se obterem estimadores EBLUP eficeiis parametros

de interesse. No ambito da estimacdo em pequenognids, a estimacdo das
componentes de variancia tem sido alvo de muieresse, apesar de constituir apenas

um passo intermédio do processo.

Tem sido apresentada na literatura uma grandedealiede métodos de estimacao de

o’ . Entre esses métodos encontra-se o método dosntamiterativo de Fay e Herriot

(1979), o método dos momentos explicito proposto P@asad e Rao (1990) e os
métodos da MV e da MVR utilizados, por exemplo,2atta e Lahiri (2000) e Dattt

al. (2005). Em seguida sdo sucintamente revistosstedses métodos de estimacao de
o2, que sob certas condi¢des de regularidade prodegémadores assimptoticamente

consistentes paran — oo,

4.2.3.1 Estimador pelo método dos momentos de Fayetiot

Fay e Herriot (1979) propuseram um método de egfimdes’ baseado numa solugéo

iterativa de uma equacéo néo linear. Este autam&garam por notar que a esperanca
matematica da soma dos quadrados dos residuosrpdagee igual ao respectivo

namero de graus de liberdade, isto é:

2,2 2
i=1 Ju Zi +J£,i

,~\2
E[z [y, -x) } = E[n(o2)] = m-p, (4.2.9)
ondeﬁ € 0 estimador dos minimos quadrados ponderaddgs dado por (4.2.7). O
estimador da componente de variénﬁém , € obtido a partir da resolucéo iterativa de
hg?)=m-p (4.2.10)

até se encontrar uma solugéo ljm“rfam >0 que verifique (4.2.10) €~| = x;ﬁ . Quando
nao for encontrada uma solugéo positiva, entécséa&fyFH =0. Fay e Herriot (1979)

sugeriram o seguinte processo iterativo: comegar @d® = 0 e definir
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0.2(a+1) — O.Z(a)

Het =gt +m%)[m-p-h(a§(a’)], (4.2.11)

a+1)

forcando a quejf( >0, onde o indice superiog)(se refere aos valores d€ naa-

m 52 V'R 2

ésima iteracdoafo, 1, 2, ...) e ondéﬁ(af)= —ZZ‘—(MLZ € uma aproximacao a
2 (0iz + 02

derivada deh(af). Segundo Fay e Herriot (1979), a convergénciardogsso iterativo

(4.2.11) é rapida, requerendo geralmente menosudodgz iteragbes. Varios autores
tém notado que o estimador de Fay-Herriot € imparariante a translacbes e
assimptoticamente consistente sob certas condigéesegularidade (Ghosh e Rao,
1994; Datteet al., 2005).

S6 recentemente foi deduzida por Dattal. (2005) a variancia assimptética (quando

m - o) do estimador da componente de variancia produgdim método dos

momentos de Fay-Herriog? ., . Essa variancia € dada por:

V(62 )=2m > 2072 +0?, )‘1}_2 . (4.2.12)
i=1

Datta et al (2005) também mostraram, através de um estudcsiparlacdo, que o
estimador da componente de variancia de Fay-He¥roimelhor estimador em termos
de enviesamento relativo do EQMP do EBLUP.

4.2.3.2 Estimador pelo método dos momentos de PrasRao

O método de estimacdo de Prasad-Rao é baseadamadmiecido método Il dos

momentos de C.R. Henderson (Henderson, 1953). Pestao (1990) propuseram o

estimadord; o = ma>{0; 5UZPR}, onde G ,; € um estimador quadratico ndo enviesado

de o2, dado por:

5'ij :%{Z Zi_z(yi —X;ﬁ* )2 _iaéi {1—X;(ixixzj_ Xl:l}, (4213)
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m 1/ m
ondep’ :[inx;j (ZXiyi) € o0 estimador dos minimos quadrados ordinariog.de
i=1

i=1
O estimador (4.2.13) é impar, invariante a traf&ace, sob certas condi¢cdes de

regularidade, € assimptoticamente consistente guand oo. A variancia assimptotica
do estimadorg? ., sob condi¢des de normalidade ujee de¢;, é dada por (Prasad e

Rao, 1990):

V(6700) =V (62,n) = 2m2 Y (02 + 02,22 (4.2.14)

G
i=1
Note-se que nenhum dos dois estimadores aje apresentados acima exige a

normalidade dey, e deg;.

4.2.3.3 Estimador da maxima verosimilhanca

O logaritmo da funcéo de verosimilhanca sob o nwdel Fay-Herriot (4.2.5) tem a
forma:

1 -
o (B.2)= C‘§[|090V|)+ (y~XB)'v 2y - xp) (4.2.15)
ondec é uma constante. Da diferenciacdo de (4.2.15)rdemoap e ao; obtém-se:

2
ol Mvéﬁ’au ) =X'V ‘1y - X'V_l)(B , (4.2.16)

—GIMBEEJS):%[(V-XB)'v-lsv*(y—XB)-tr(V‘lB)] 42.17)

2
onde B=diagEism(zi2). Usando (4.2.17) e fazendeal“”‘é(#‘”)zo, obtém-se

E:E(aj):(X'V‘lx)_lx’V‘ly. E substituindo-se em (4.2.19) por B, obtém-se a

seguinte expressao depois de alguma manipulacébrig

L (auz)=c—%[logQV|)+y'Py]. (4.2.18)

MODELOS PARA ESTIMAGAO EM PEQUENOS DOMINIOS | 93



A primeira derivada de (4.2.18) é dada por:

2
%(?u) =%[y’PBPy—tr (v8]. (4.2.19)

onde P :V‘l—V‘lx(X'V‘lx)_lX'V‘1 eB= diagjsism(zf). Finalmente, o estimador da

2
MV de g é dado poid;,,, = ma>{0; 5jMV}, onded;,, € a solugdo dgl“g"—(;‘”) =0.
o

u
u

Note-se que, ao contrario do que ocorre nos métddesmomentos, 0s estimadores

obtidos por métodos de verosimilhanca ndo tém nomerge uma forma “fechada”. De

acordo com os resultados de Miller (1977), o estmnad?,, € consistente e

assimptoticamente normal. Da#ihal. (2005) verificaram que, no ambito do modelo de

Fay-Herriot, o referido estimador é impar e invatéaa translacoes.

4.2.3.4 Estimador da maxima verosimilhanca restrita

De forma semelhante, o logaritmo da funcéo de vairlbgnca restrita sob o modelo de
Fay-Herriot (4.2.5) tem a forma

u

|MVR(0'2)= c—%[logQF’VF|)+ y'Pyl, (4.2.20)

ondec é uma constantd; é qualquer matrimx(m-p) tal quer(F)=m-pe F'’X=0, e
P:V‘l—V‘lx(X'V‘lx)_lX'V‘l. A primeira derivada de (4.2.20) em ordenva é

dada por:

Mwel02) _ 11 ompy_
507 Z[yPBPy tr(PB))], (4.2.21)

onde B:diagjsism(zf). Por dltimo, o estimador da MVR der> é dado por

. ~ . . Alelo?)
0%k = ma>{0; JjMVR}, onde g, € a solugdo de% =0. De acordo com os

resultados de Jiang (1996), o estimador da MVR r&sistente e assimptoticamente
normal. Dattaet al (2005) observaram que, no ambito do modelo deHayiot, 0

referido estimador também é impar e invariantamstacoes.
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Datta e Lahiri (2000) deduziram as variancias ggsiticas dos estimadores da MV e

da MVR deo? apresentados anteriormente, e mostraram que sdis i dadas por:
m -1
V(62)=V(62me)= 102" = z[z 7ozt +0?, )‘2} . (42.22)
i=1

Segundo Rao (2003), o EBLuﬁi’ obtido a partir de um estimador @& calculado por

um dos quatro métodos expostos acima, permaneceméaesado no modelo se os
efeitos aleatoriosy,, e os erros da sondagem,, estiverem distribuidos de forma
simétrica a volta do zero. Em particular, o EBLU#astambém ndo enviesado no

modelo se 0g);’s e 0s¢&;’s forem normalmente distribuidos.

Por ultimo, é ainda de salientar que os quatro destole estimacdo de componentes de
variancia apresentados podem produzir estimatiegativas, especialmente quando o

namero de dominios é pequeno. Uma estimativa dpa@oemte de variancia nula (apés
a truncagem a zero) tem como consequéncia a redoc&BLUP def a um estimador

sintético pela regressaeoide a discussdo de Morris em Jiang e Lahiri (20063raP
além disso, uma estimativa nula da componente ii@néa gera problemas ao nivel da

predicdobootstrapparamétrica por intervalos de confianca. Paraaslesta situacao, Li

(2007) propds um novo estimador consistente etasignte positivo des’ baseado

num meétodo de densidade ajustado.

4.2.4 Aproximacao analitica do Erro Quadratico Médo de
Predicdo (EQMP) do EBLUP

Uma medida de incerteza associada ao EBLQJF,’,é dada pelo seu EQMP, que pode

ser decomposto em trés componentes, tal como fesaptado na seccao 3.2.5 (com
base nos trabalhos de Kackar e Harville (1984)ileando os resultados gerais de
Henderson (1975)):

2
’

EQVFB )= g, (02)+ 9, (02)+ E(§ - 8) (4.2.23)

onde E representa o valor esperado relativo ao modelo4y.
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No contexto do modelo de Fay-Herriot (4.2.4), aspiras duas parcelas sdo dadas por
(Prasad e Rao, 1990; Ghosh e Rao, 1994):

2,2 2
0,(07)= 5 Z =y, (4.2.24)
ng( ):(1 v '{ZX (Uiziz"'asz,i)_l]lxi- (4.2.25)

Contudo, geralmente ndo existe uma expressado ‘athaara a terceira parcela de
(4.2.23). Prasad e Rao (1990) e Datta e Lahiri@@@duziram uma aproximacao de
segunda ordem para essa parcela pelo método dglitaando todos os termos de

ordem superior ao(m'l), guandom - «. Supondo a normalidade de e de¢;, e

assumindo certas condi¢Oes de regularidade, unoxia@cao de segunda ordem para
essa parcela é dada por (Prasad e Rao, 1990;eDadtari, 2000):

g, (0 [ 20222 + 0?2 ) ]\7(5—5), (4.2.26)

onde \7(&2) é a variancia assimptética d&. Se ¢’ for estimada pelo método dos

u

momentos de Fay-Herriot, entéﬁ(&f)= ( uFH) é dada por (4.2.12). Se for usado o
estimador de Prasad-Ra@ o, entéoV(&j):V(&ij) é dada por (4.2.14). Tem-se
ainda queV(&f):V(éj‘MV):V(ﬁjMVR) ¢ dada por (4.2.22), quando se estiofa

através de métodos de verosimilhanca. Com baseesotados (4.2.12), (4.2.14) e

(4.2.22) é facil observar qugy (02) o MVR(O' )< s i (a )< o PR(O'Z)
4.2.5 Estimacédo do EQMP do EBLUP

Se a estimagdo de’ for efectuada pelo método da MVR ou pelo métods do

momentos de Prasad-Rao, sob certas condicfes ddaridgde e assumindo a

normalidade dey; e deg;, entdo um estimador analitico ndo enviesado sgganda

ordem do EQMP do EBLUP € dado por (Prasad e R&f); I®atta e Lahiri, 2000):

eqmé@i): ( )+92.( )+Zg3|( ) (4.2.27)
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Se a estimacdo de for efectuada pelo método da MV (Datta e Lahi@i0@) ou pelo

método dos momentos de Fay-Herriot (Dattal, 2005), entdo um estimador analitico
ndo enviesado até a segunda ordem do EQMP do EBLd#eo por:

eqmﬁ(é’i)= 9,(62)+ 9, (62)+ 29, (62)- 9., (62). (4.2.28)

onde g4i(ﬁj)=cﬁz(&j)ﬂgﬂ (62) com Dgli(6j)=zf(1—f/i)2. Uma aproximagéo de
segunda ordem do termo de enviesamerag?(&j), no caso da componente de

variancia ser estimada pelo método da MV, é dadéOmita e Lahiri, 2000):

i=1

C55=&5,Mv (&5) = _[Zl (Jj )]_1tr Hzm: (05 Zi2 + Usz,i )_lxi Xi }_1{2’": Ziz (Jj Ziz + U.sz,i )_ZXiX; H ,
(4.2.29)

m 4
onde | (Uuz):1 2‘—)2 A partir de (4.2.29) conclui-se que o termg, (&j)

23 (Juz 2’ +07,
da expresséao (4.2.28) é positivo. Desta formastetermo for ignorado e for utilizada
a expressdo (4.2.27) na estimacdo do EQMP do EBldIRy 67 =467, , entdo

verifica-se uma subestimacdo do EQMP.

Segundo Datteet al. (2005), uma aproximacdo de segunda ordem do tefeno

enviesamentog _, (&j), no caso da componente de variancia ser estimgldangéitodo

dos momentos de Fay-Herriot, é dada por:

Coop.. (62)= Z{mi (222 +02 )" - {i (0222 + 02 )1} }{i (0222 + 02 )1} (4.2.30)

u =1 i=1 =1

Segundo aqueles autores, neste caso 0 te1=rgg(&2

u

) da expressdo (4.2.28) é
negativo. Desta forma, se este termo for ignoraftw atilizada a expresséo (4.2.27) na
estimagdo do EQMP do EBLUP, cond;=4J;.,, entdo verifica-se uma

sobreestimacao do EQMP.

E de salientar que nenhum dos estimadores do EQMMERLUP depende das

estimativas directas do parametro de interessee-dlttambém, que na derivacdo dos
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estimadores do EQMP do EBLUP se assumiu nao spearidade do modelo, mas

também a normalidade dos efeitos aleatorios, Contudo, Lahiri e Rao (1995)

apresentaram uma versao mais robusta do métodoadadPe Rao (1990), mostrando
gue o estimador do EQMP do EBLUP (4.2.27), sob defiode Fay-Herriot, continua

a ser valido mesmo na situacdo em que os efeibasdalos ndo sejam normais, com

E|ui|8+6<oo para 0<o0<1. Este resultado foi demonstrado assumindo apenas a

hipétese da normalidade dos erros de sondagensendo a componente de variancia

estimada pelo método dos momentos de Prasad-Rao.

Para além dos estimadores analiticos do EQMP doUPBLainda existem os
estimadores baseados em métodos por reamostrageroyto apresentado na seccao
3.2.5. Quando é utilizado o métogakknife introduzido por Jiangt al. (2002) para
estimar o EQMP do EBLUP no contexto do modelo deHrarriot, qualquer que seja o

método de estimagdo @&, o estimador corrigido até a segunda ordem é gado

came(B)=0,02)- =23 o 02, o]+ T8 64 . a2

onde g]j(az) ¢  dado por  (4.2.24), gli(&j_e):f/i o’ e

u —e“e
A2 2
é - N (Az )_'\ +(1_A ) 0 ~ 0, -e4 Nest ~2
i—e = Yi-e au,—e - yi,—eyi yi,-e XiB-e’ com yi,—e - Az Z| +0_ esle CaSOO-u,—e
u -e

e p_. sdo estimados com os dados de todos os domimiosegcepcdo de-ésimo

dominio €=1, ...,m).

Quando é utilizada a aproximacédo em série de Tagastimadojackknifeponderado
introduzida por Chen e Lahiri (2005, 2008), entaestimador corrigido até a segunda
ordem do EQMP do EBLUP assume diferentes formassaamte o método utilizado

para estimaw. Se for utilizado o método ANOVA ou o0 método da Ri\entdo tem-

se 0 seguinte estimador:

eqmp(8 )= o, (62)+ 0, (6 2)+ﬁ%(&5)+ﬁ(yi—x:ﬁ)zam(éf).

g, +0;,
(4.2.32)
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onde gli(aj) ¢ dado por (4.2.24), gZi(Jf) ¢ dado por (4.2.25), e
= ZWE(ﬁj_e - 55)2 é um estimadgackknifeponderado da variancia d& .

Se g’ for estimado pelo método de Fay-Herriot ou peltoté da MV, entdo tem-se o

seguinte estimador (Chen e Lahiri, 2005, 2008):

4

eqmﬁu(a):gﬂ(&5)+gz(&s)-LaN(A % (o)
Grea " oz
o ( - X B)DWJ (4.2.33)
Gy
onde CWJ( ) ZW ( ) € um estimadgackknifeponderado do enviesamento

e=1

de 62, i.e, de E(G2)-0?.

u

Por dltimo, a estimacdo do EQMP do EBLUP sob o rlwode Fay-Herriot pode ainda

ser efectuada pelo métotdootstrapparamétrico introduzido também na seccgéo 3.2.5.

Neste caso, € necessario geBaconjuntos de daddsootstrap y.(b), b=1, ..., B para

todos os pequenos dominios], ...,m, sob o modelo:
Y =XBHy +e, (4.2.34)

onde ﬁ(b) € dado por (4.2.7) e os erros do modelo sdo imdflemees satisfazendo

iid iid
u, ~(0,5f) e & ~(0,0'£2’i), i=1, ...,m. Para cad&-ésimo conjunto de dados, € estimada

a componente de variénciérf(b), substituindoy, por y.(b) no respectivo estimador de

o?; sdo estimados os efeitos fixop®, substituindoo? por 62 em (4.2.7); e

posteriormente estimadoé(&f(b)), o8 (&f(b)) e g, (&j(b)). Tem-se finalmente que o

estimadoibootstrapparamétrico € dado por (Butar e Lahiri, 2003):

eqmp*'(6)=0,(62)+ 0. (o )—%g[ (620)+ g, (629)- g, (62) - 0. (62] +
+_Z[e )] (4.2.35)
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onde g, (Jj) é dado por (4.2.24) g,, (Jf) é dado por (4.2.25).

4.3 MODELO BASICO DE NIiVEL AREA COM DADOS SECCIONAIS

E CRONOLOGICOS

4.3.1 Introducao

O estimador EBLUP assistido pelo modelo de Fay4ibleutiliza unicamente dados
amostrais da variavel de interesse referentes anieo periodo de tempo. Desta forma,
nao explora a informacao referente a outros pesia@otempo, disponivel na situacao
de uma sondagem repetida no tempo. Segundo Ra8)(2td situacdo de inquéritos
repetidos no tempo, podem ser obtidos ganhos a&emfia significativos com a
utilizagéo de informacao de outros pequenos domimide outros periodos de tempo.

Apesar da maioria da investigacdo efectuada sati@macdo em pequenos dominios,
no ambito dos modelos de nivel area, ter estad@limente centrada na utilizacdo de
dados seccionais, actualmente € possivel encamrditeratura varias aplicacdes de
modelos que combinam dados de natureza secci@naheldgica, dado que é cada vez
mais frequente a realizacdo de inquéritos repetidompo. Neste contexto, existindo
informacéo relativa a variavel de interesse e daveis auxiliares em diversos
momentos no tempo, a estimacéo de relacdes emstis wariaveis com o objectivo de
melhorar as propriedades dos estimadores em pegjudominios parece muito
interessante em varias areas do conhecimento. @hoedRao (1989), Pfeffermann e
Burck (1990), Rao e Yu (1992, 1994), Yu (1993), &he Nangia (1993), Sing# al.
(1994), Ghostlet al. (1996), Datteet al. (1997, 1999, 2002), Yoet al. (2001) e Saei e
Chambers (20089 s&o alguns dos autores que utilizaram modelos dados de
natureza seccional e cronoldgica para fazerem asfimem pequenos dominios. Estes
modelos podem ser classificados em dois grandgsogruwos modelos do tipo do

modelo de Rao-Yu e os modelos do tgpate space

Nas seccOes seguintes apresenta-se uma breveoralaséiteratura dos principais

modelos que utilizam dados seccionais e cronolégieoque se resumem a casos
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particulares do modelo linear misto. No ambito dodeio de estimacdo em pequenos
dominios de Rao-Yu, sdo também propostos dois rogt@dr reamostragem para
estimacédo do EQMP do EBLUP temporal.

4.3.2 Especificacdo do modelo de Rao-Yu

Nesta seccdo é apresentada uma extensdo do moelelaydHerriot para dados
seccionais e cronolégicos, contemplando efeitosat@i®s de dominio-tempo
modelados através de um processo auto-regressmonaieira ordem [AR(1)], proposta

por Rao e Yu (1992, 1994). Sejafi, e Yy,, respectivamente, um parédmetro

populacional da variavel de interesse e o seu adomdirecto ndo enviesado no

desenho associados aeésimo dominio no perioda (i=1,..., m; t=1,..., T), e

Xi¢ :(>gt1,...,xitp) um vectorpx1l de variaveis explicativas referenciado a mesma

unidade. O modelo de erro da sondagem é dado por:

yit = git +£it ! (431)

iid
onde ¢, sdo os erros da sondagem satisfazeagdpd, ~ N(O,aif). Rao e Yu (1994)

propuseram que o parametro de interesse estejdoligm vector de variaveis
explicativas através do seguinte modelo de ligacéo:

b, =X,B+V, +U, (4.32)

onde p = (,81, ...,ﬂp) € um vectoipx1l de parametros de regress@osaoos efeitos

iid
aleatorios especificos de dominio satisfazemdeN(O; avz) e osu,’'s sdo os efeitos

aleatérios especificos de dominio-tempo, 0s quasorporam a estrutura de
dependéncia temporal do processo. Neste caso,lwsdncde correlacdes temporais

entre estes ultimos efeitos aleatorios é efectaidaés do seguinte processo AR(1):

Up = P + 65, |,0| <1 (4.3.3)
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iid
onde §,’s s8o0 os erros do processo a satisfazer N(O; 02) e p € uma medida do

nivel de autocorrelacéo temporal. O modelo (4 8spgcifica que 08, ’s dependem de
efeitos aleatorios especificos de domimp, e de efeitos aleatdrios associados ao
dominio e ao periodo de tempa,, 0s quais estéo correlacionados ao longo do tempo

para cada dominio. Assume-se também qu{&,‘,ds {£n} e {vl} séo independentes uns

dos outros. O modelo combinado baseado em (4.8.3.)3] € dado por:

— !
yit _XitB+Vi +uit +£it

4.3.4
U =M+ &, A<l ( )

Note-se que o conhecido modelo de Fay-Herriot 3%.@ode ser obtido a partir do
modelo (4.3.4) fazend®=1, p=0 e g* =0. Rao e Yu (1994), procederam a ordenaco

das estimativas directas do parametro da variéeelin@bresse,y:cogism(yi) e

2 :coljstg(yit), de forma a que o modelo apresentado em (4.3dgsse ser escrito

na forma compacta como:

y=Xp+Zv+sg (4.3.5)

com X =col__.(X,), X,=col.(x,), z=[z, 1..], Z, =101, v=[v u],
v=coh,(v), u=col_,(u), u =col(u,), e=col.(e) e g =col(&,).
Assume-se também que, U e € sdo mutuamente independentes, oomN(O; UVZI m),
u-~ N(O; o’ 0 F) eeg~ N(O; R), ondeT :{yrs} € uma matrizT xT com elementos
ve=p"/-p?), r, s=1, .., T. Tem-=se ainda queR =diag..,(R,), onde
R; :diagjstg(aif). E facil verificar que o modelo (4.3.5) é um casarticular do

modelo linear misto (3.2.1) com uma matriz de cédverias dey diagonal por blocos

com a seguinte estrutukd = diag.,_,(V,), ondeV, =R, + 0T + 02J, .

4.3.3 O EBLUP

Rao e Yu (1994) obtiveram a expressao do BLURde partir dos resultados gerais

obtidos por Henderson (1975), uma vez que o mo@eR5) € um caso especial do
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modelo linear misto. Assumindo que o0 vector de cmmeptes de variancia,

E (az,af,p)' , € conhecido, entdo o BLUP temporalé&leé dado por:

6, =0 (w)=xB + (021, + o™, ) v ily, - X;B), (4.3.6)
onde ﬁ:ﬁ(\u):(X'V'lx)_lX'V'ly é o estimador dos minimos quadrados
generalizados d§ e y, é at-ésima linha da matriZ". De acordo com Rao e Yu
(1994), o BLUP def, pode também ser escrito como um estimador combjrssthdo
uma soma ponderada do estimador diregtp, do estimador sintéticox{tﬁ, e dos

residuos(yiS —x{sﬁ), s1,2,..T-1

~

8, =Wy, +{1-w, B +§W& (Vi - x.B). (4.3.7)
s=1

U
* *

onde(vvil, cow WS ) = (avle + Uzyt) V.

O BLUP temporal def, depende das componentes de variangia,as quais séo
geralmente desconhecidas na pratica. Assumindggaeconhecido no modelo AR(1),

Rao e Yu (1994) obtiveram o preditor em dois paseod, fazendo a substituicdo em

(4.3.6) deg?® e o por estimadores assimptoticamente consisterzﬁé(so) e 62(p),

respectivamente. O EBLUP temporal resultante éoadéo por:
6, =8 (0)=xb(o) +[2(o)1. + 62O ]V (olly - xblo).  43.9)

onde B(0) e V. }(p) sdo os estimadores §€po) e deV, (o), respectivamente, quando

o? e o? sao substituidos pai*(p) e 62(p), respectivamente.

4.3.4 Estimacdo das componentes de variancia

Rao e Yu (1994) propuseram uma extensdo do métbde Henderson (1953) para a

estimag&o das componentes de variangfag 2, no contexto de um modelo, (4.3.4),

com erros autocorrelacionadosy,, erros da sondagem independentes, mas
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assumindo quep é conhecido. Por esta razdo, a partir deste pdefme-se o vector

de componentes de variancia come- [az(p), 02(,0)]' no contexto do modelo de Rao-

v

Yu.

Os estimadores das componentes de variancia séadogssem regressées pelo método
dos minimos quadrados ordinarios efectuadas sobredelo de Rao-Yu transformado.

Em primeiro lugar, transforma-se o modelo (4.3.59 modelo reduzido
79 =HUp +e® e denota-se poe® &¥ a soma dos quadrados dos residuos obtidos

pela regressdo dez® sobre HY, onde z¥=col._, ("), H® =col...(HY),

2 =(1, -D)Py,, HY = (1, -D)PX,, D={if")/c, f =coh.(f,) com f,={1- p?)"*
e f,=1-p para2<t<T, c=ff e P (TxT) tem a seguinte formap,, :(1—p2)y2,
P =10t=t" para t,;t'=2,..,T, p,,=-p parat=1..T-1 e os restantes
elementos sa@,, = .CEm segundo lugar, transforma-se o modelo (4:®43eguinte
modelo ¢ ¥z, = c ¥ PX p+c'?v. +u +c ¥ 'Pe e denota-se poe? &? a soma
dos quadrados dos residuos obtidos pela regreseéa(z)d sobre H?, onde
2@ = col..(c¥*Py,), H® =col_.(c¥*¥PX,) e u =c**fPuy,. Rao e Yu (1994)

obtiveram entdo os seguintes estimadores n3o exldgsles” e o7, respectivamente:

G (p) = {é@ e® —tr{(diag]sism(l . —D)-HU (H 0'H (1))_ H® jdiag]sism(PRi P')}} x

x[m(T =2)-r (RO, (4.3.9)
F2(p) = {é@)'é(z) —t{[l —H (2)(H @'H <2>)_ HE JoliagEism (PR, )}} x
xcm-r(H®)" -c'52(p)*, (4.3.10)

onde A~ representa a inversa generalizada de Moore-Péfirdseuma matrizA .

Como os estimadores (4.3.9) e (4.3.10) podem assuattres negativos, Rao e Yu

“ A matriz inversa generalizada é muitas vezes deraa por matriz inversa condicional, matriz

pseudo-inversa ou matriginversa (Peterson e Pederson, 2008).
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(1994) truncaram esses estimadores a zerd?(p)=max0;,52(p)} e
&f(p):max{o; 55(,0)} . Segundo estes autores, os estimadores truncai:}’(()p,) e

~2
Uv

(,0), passam a ser enviesados, mas continuam a sepasstamente consistentes

quandom — o,

Por ultimo, Rao e Yu (1994) observaram que o EBlt&iporal (4.3.8) € um estimador
nao enviesado no modelo pelo factocife(,o) e &f(p) serem func¢des impares gne

invariantes a translacoes.

4.3.5 Aproximacéo analitica do EQMP do EBLUP

Sob a hipétese da normalidade dos efeitos aleatéruos erros da sondagem, entéo o
EQMP do EBLUP temporal pode ser decomposto comm (base nos trabalhos de
Kackar e Harville (1984) e utilizando os resultagesais de Henderson (1975)):

EQMF{éit (‘T’)] = Oyt (‘I’) * O (‘I’) + E[éit (‘T’) - ét (‘l’)]2 ’ (4.3.11)

onde E representa o valor esperado relativo ao mode® 4.9, (\u) representa a

incerteza presente no EBLUP temporal devida a asfimdos efeitos aleatérios e é de

ordem 0(1), Oz (\u) mede a incerteza devida a estimagéo dos efextos & € de ordem

o(m'l), e o ultimo termo mede a incerteza relativa arestio das componentes de
variancia. Enquanto os dois primeiros termos podemanaliticamente avaliados a
partir das seguintes expressdes “fechadas” senir@xiga normalidade dos erros do
modelo (Rao e Yu, 1994),

2 '

- (JvzlT + O'Z'Yt) Vi'l(avle + Uzyt), (4.3.12)

Ouit (‘I’) = 0'\;2 +

2

1-p
9ot (‘I’) = [Xit - X;Vi_l(ale + Jz'Yt )] ’(X'V _1X)_1[Xit - X?Vi_l(a-vle + 0271)]’ (4.3.13)

o ultimo termo do membro direito da expresséo {4)8ndo pode ser analiticamente
avaliado, sendo por este motivo necessaria umaxiapmodao. Com base na

aproximacdo em seéries de Taylor de Kackar e Ha(t®84) e nos desenvolvimentos
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do método delta apresentados por Prasad e Rao)(Fé&ie Yu (1994) obtiveram uma
aproximacdo analitica desse termo de orctl(m‘l), sob determinadas condicdes de

regularidade e assumindo gpeé conhecido, dada por:

El6, )-8, () =tr(a, =)= 0u (w). (4.3.14)

onde X" é uma matriz 22 de covariancias dos estimadores ndo enviesados da
componentes de varianci@?(p) e 52(p), e A, ={a,} é uma matriz simétrica da
mesma dimenséo com elementos principais
a, = [y, -V, Y021, + o2y, )| Vi y - TV Y021, + 0%y, e

a, = [31 —JTVfl(Uvle +0%y, )]'Vi‘l[L —JTVi‘l(aflT + Jzyt)], e com elementos opostos

Qp =8y = [Yt - rVi_l(Jvle + UZ'Yt )] ’Vi_l[lt - JTVi_l(a\/le + UZ'Yt )]

Segundo Rao e Yu (1994), a avaliagio dos elemereias . v[52(p)] . V[52(p)] e

Cov{&z(p); 53(,0)] , & baseada na avaliagdo da covariancia de duasdajuadraticas

de variaveis normalmente distribuidas. Se as coamngen de variancia forem estimadas
pelo método dos momentos descrito na seccao £€83tdp podem ser reescritas como

formas quadréticas da seguinte forma (Rao e Yu4)199

(o) ={(m-1T -r(HO)}*aca+const, (4.3.15)
52(p)=c{m-r(HO} ac,a-cm-11 -r(HY)} ac,a+const, (4.3.16)
onde a=zv+u+e~N(OV), C,=C{I,, -CX(XCcx)xCjc  com
C=diag._[(l,-DP], e c,=C '{l . —C*X(X'C* 'c*xTX'c* '}c* com
C' =diag,.,(c**P).

Nesta situacdo, Rao e Yu (1994) propuseram um adtimanalitico do EQMP do
EBLUP temporal, aproximadamente ndo enviesado atédem o(m‘l), sob a hipétese

de um pequeno numero de periodos de tempo e undegnaiimero de pequenos

dominios, dado por:
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eam [, (#)] = 0 () + 0 (#) + 204, (). (43.17)

4.3.6 Aproximacéaobootstrap do EQMP do EBLUP

Nesta seccdo € proposta uma metodologia para wibi@raproximacdo do EQMP do

EBLUP temporal através de um procedimdnbotstrap Relembre-se que a expressao

do EQMP, dada em (4.3.11), envolve expressOesa&xpetra as parcelasp, € J,; -

Contudo, a parcela,,, a qual representa a variabilidade adicional prteseo EBLUP
temporal devida a estimacdo das componentes daneaj ndo pode ser calculada
analiticamente de forma exacta, sendo necessdimauaproximacdes. A metodologia
aqui proposta é baseada nos trabalhos de Butdrie (2003) ao nivel da utilizacéo de
um meétodobootstrap robusto (Wu, 1986) no contexto de estimagdo enugremp
dominios com populacdes finitas. Assumindo quetinagséo € assistida pelo modelo
temporal de nivel area estacionario devido a R¥a €1994), que esta disponivel um
conjunto de dados iniciais provenientes de uma amaseatoria, que as componentes
de variancia sdo estimadas pelo método dos momaptesentado na sec¢éo 4.3.4, e

guep é conhecido, propde-se 0 seguinte procedimsodtstrap

1. Calcular as estimativas das componentes de vasifiedd método dos momentos,

42 e ¢, com base nos dados iniciaig, e ajustar o modelo (4.3.5) de forma a

I

determinar as estimativas dos efeitos fiﬁosﬁ(y;ﬁ; , COMy = (&VZ, &2) :

2. Calcular estimativas EBLUP temporais dg, 8, =8, (y;¥), e dos dois primeiros

termos do seu EQMRy,, (¢) e gy, (¥).
3. Gerarm cépias independentes da variave| comv’ ~ N(O; a2l m).

4. Gerar mT copias independentes da variavél, com & ~N(0;62 ),

independentes des". Com base nestes valores gerar o vector aleaidrio

admitindop conhecido.
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10.

GerarmT copias independentes da variagelcome™ ~ N(O; R), independentes de

vieg.
Construir o conjunto de dadbsotstrapy” = X +Zv" +¢ , ondev’ = (v* u ) .

Calcular estimativabootstrapdas componentes de varianag, e 6>, com base

nos dadodootstrap y , e ajustar o modelo (4.3.5) de forma a obter fsiatvas

I

bootstrapdos efeitos fixo$’ =|§(y;\11*), comy’ = (Aj*, 62*) :

Calcular estimativabootstrapdo EBLUP temporal, bem como das duas primeiras
componentes do seu EQMP, utilizando as estimabeasstrapdas componentes

de varianciay :

i = gt i#)=ho @ Ve, v bl ]
v %0 ) s, + 67,

Repetir as etapas 3)-8 vezes. Defina-seﬁi*(b) e 620 como estimativas

bootstrap dos parédmetros de variancia obtidas ésima réplicabootstrap
§® =(620) 670)) e g, g0, g e g como estimativabootstrapde B,

6., g, e g, ,respectivamente, obtidas msima réplicdbootstrap b=1, ...,B.

Calcular uma estimativlbootstrap de g,,, usando a seguinte aproximacdo de

Monte Carlo:g;, = B‘lz(é:(b) —67“)2 :

B
b=1

Uma vez obtidas as estimativiasotstrap g, , € considerando-se qug, (V) + 9., (V)

é um estimador enviesado dg (v) +9,, () (Prasad e Rao, 1990), entdo propde-se o
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seguinte estimadobootstrap do EQMP do EBLUP temporal com correccdo de

enviesamento:

- B * * *
eqmﬁ‘[ﬁn (\If)] = 20, (§) + 95 (§)] - B Y [03) + 1] + g (4.3.18)
b=1

4.3.7 Aproximacéaojackknife do EQMP do EBLUP

Nesta seccdo é proposta uma metodologia alternajive permite obter uma
aproximacédo do estimador do EQMP do EBLUP tempatralvés de um procedimento
jackknifeponderado. A metodologia proposta, baseada nallralyeral de Jiangt al.

(2002) e nos desenvolvimentos em série de TayloClden e Lahiri (2008), esta

desenhada para determinar estimativas para a paggeldo EQMP, que, como tem

vindo a ser referido, ndo pode ser calculada #ratiente de forma exacta. E entéo
deduzida uma aproximacgackknifeponderada para o estimador do EQMP do EBLUP
temporal sob o modelo de Rao e Yu (1994).

Antes de se avancar para a apresentacdo da referdadologiajackknife é
conveniente referir que o procedimento habitual cpuesiste em retirar repetidamente
uma unica observacdo do conjunto de dados, basead@podtese de independéncia
entre as observacdes, € inconsistente no ambitmaftelo de Rao-Yu porque as
observacbes pertencentes a um determinado dométm eorrelacionadas. Desta
forma, decidiu retirar-se repetidamente o conjuted observacdes pertencente a cada
dominio, uma vez que se admite que as observaedEnpentes a dominios diferentes
sdo independentes, fazendo com que este procedimént provoque alteragbes na

estrutura de correlagdo intra-dominio.

Considerando-se 0 modelo de Rao-Yu, a estimacacataponentes de variancia pelo
método dos momentos @ conhecido, uma aproximacgackknife ponderada para o
estimador do EQMP do EBLUP temporal é dada por:

eqmp [ét (\il)] = 0 (§) + G ()~ Ep (W)00 () +tr[A i)+

refl (@l X By, - X B L ] (#.3.19)
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onde gy, (\u) é dado por (4.3.12)3,, (\|1) é dado por (4.3.13) A, é uma matriz 2

I

09y, ’agm é 0
do* 9o’

simeétrica tal como descrito acima. Para alem didsg,, (\II):(

gradiente dey, (\u) em o’ e g2, o qual € um vector de dimens&dZom elementos:

%: 1_1p2 —Y;Vi‘l(avle +027t) (a 1, +0 Yt)\/— ;’le Vi_l(a\/le "'UZYt)—
_(UVZIT +JZY;)\/i_lyt
= 1_1,02 _ZY;Vi_l(Uvle +027t)+ (lele +027t)'Vi_1FVi_l(0'31T + Uzyt)
:1_1p2 ‘{(Uvle +027t) VAs o ZVt}V (U 1, +o Vt) (4.3.20)

‘;97”_1 1.V 021, +o%y, )+ (021, +02y;)\/i‘1%vi‘1(aj1T roly,)-

A \

(021, +o?y v,

=1-21; V™ (U\/le +o%y, )+ (0-5 1 +o’y, ),Vi_l‘JTVi_l (Uvle + 0271)

=1+ [(Uvle +Uzyt) V1, -21] }Vi'l(avle +Uzyt). (4.3.21)
i _[0by by | :
Tem-se ainda qué.,(y)= 307 307 € uma matriz por blocos de ordeniix2,

ondeb, = Vi‘l(avle + UZYI), e com blocos de ordemx1 dados por:
ob, ., 40V, - ;
a_a_tz_ -V 16 7V, 1(0\/21T +027t)+vi v,
==V, TV,* (Uv2 1 +oy, )+ Vi,

=V [y, -1v; {021, + 0%y, )| (4.3.22)

gg—'tz =-v gVIZ Vi (Uvle +027t)+Vi‘11T

\
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= _Vi_l‘]TVi_l (U\?lT + JZYt )+ Vi_llT

=V, -3,V Mo, + oy, ) (4.3.23)

Por dltimo, &, =Y We(W_.-¥) € um estimadorjackknife ponderado do

e=1

m ]
enviesamento dej; e Yy, =D W (W~ ) . —¥) é um estimadojackknife
el
ponderado da matriz de covarianciasydeambos corrigidos até a ordem{m‘l), e nos
quais y_, é um estimador dg depois de eliminar & observagdes referentes @o

ésimo pequeno dominio @, sdo ponderadores a satisfazerem a seguinte condica

w, =1+o(m™).

Como existem diferentes possibilidades de escalsgdnderadores, decidiu utilizar-se
duas possibilidades utilizadas por Chen e Lah08), no contexto do modelo de Fay-

-1
. m-1 e
Herriot: W === e wzetzl—xe{zz&txnj X.. Naturalmente que o uso de
i=1 t=1

diferentes ponderadores resulta em diferentes a&dtirasjackknife do EQMP do
EBLUP temporal.

4.3.8 Comentarios finais

Na situagdo mais realista em que o parametro delagéo, p, do processo AR(1)
também é desconhecido, Rao e Yu (1994) sugerigemietodos para a sua estimagao:
(i) um estimador em dois passos baseado em conjgetymdori sobre o valor dep;

(iil) um estimador consistente deduzido pelo métodontm®entos que ndo ignora os
erros da sondagems,, mas que frequentemente toma valores fora dovailter
admissivel[-1;1]; e i) um estimador simplista, também deduzido pelo dréidos
momentos, mas que ignora os erros da sondagemulisie estimador, proposto por
Pantula e Pollock (1985), é dado por:
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mT-2 (. .
R Zz% ((q,tﬂ _W,nz)

pe=itit ——— —  T>2, (4.3.24)
2 @i - 9.)

i=1 t=1

onde é{t =y, -x,(X'’X)*X'y é oit-ésimo residuo dos minimos quadrados ordinarios.
Segundo Rao e Yu (1994), o estimagfar € inconsistente e geralmente subestjma
Apesar disso, o EBLUP dé, resultante, én ([Js), permanece ndo enviesado. A

substituicdo ded, por p na expressdo (4.3.17) permite fazer a estimac&QiP de

A

6, (,bs). Contudo, esse estimador do EQMP néo tem os teomwgidos a ordem
o(m'l). Por esta razéo, todo o trabalho de Rao e Yu (lfé@4Hhaseado na hipotese de
p ser conhecido. Para ser possivel comparar direct@mo estimador analitico do

EQMP do EBLUP proposto por Rao e Yu (1994) com sttimadores baseados em

métodos de reamostragem propostos neste trababioliwdtambém assumir-se que

é conhecido.

Em 1989, num trabalho pioneiro de estimacdo em grexpidominios com modelos
temporais de nivel area, Choudhry e Rao (1989 artddm um caso especial do modelo
de Rao-Yu para produzirem estimativas EBLUP padasemprego mensal nesnsus

divisions canadianas, utilizando dados @anadian Labour Force Surv&y Estes
autores trataram o0s erros composit@g,=u, +&,, como um processo AR(1) e
assumiram quey, =x,p+u (i=1, ...,m; t=1,...,T). Neste caso, 0 modelo combinado

foi apresentado como:

yi’[ = X:’[B +Ui +a'it

4.3.25
a, =, +&, |p<i ( )

iid

iid
onde v, ~ N(O; af) e é ~ N(O; 02). Choudhry e Rao (1989) também utilizaram um

estimador do EQMP do EBLUP temporal, embora na sei@sdo simplista. As

> 0 Canadian Labour Force Survéyum inquérito que fornece dados para a produe&siimativas do
emprego e do desemprego no Canada. Este inquéptdido no tempo cobre a populacédo civil, ndo
institucionalizada, com 15 ou mais anos de idade.d@dos sédo recolhidos através de entrevistas

assistidas por computador, efectuadas por entaelzists treinados (Rao, 2003).
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componentes de variancia foram estimadas atravésndeextensdo do método Il de
Henderson (1953) e o parametro de correlacao fonado através de um método dos

momentos que ignora os erros da sondagem.

E possivel encontrar na literatura outros trabatiwes utilizaram o modelo de Rao-Yu
modificado, mas que seguiram uma abordagem deasiorpelo método EBP ou pelo
métodoHierarchical BayesPrediction Segundo Rao (2003), os estimadores EBP sao
idénticos aos EBLUP no caso em que se assume alaaue no modelo linear misto.
Datta et al. (1997, 2002) e You na sua investigacdo de doutemton(Rao, 2003),
obtiveram os estimadores EBLUP (estimadores EBRJs eestimadores do EQMP
associados, corrigidos até a segunda ordem, panadelo de Rao-Yu supondo um

passeio aleatorio sobre as. Dattaet al. (2002) usaram os métodos da MV e da MVR

para estimar as componentes de variancia, enquéoto utilizou o método dos
momentos. Dattat al. (2002) utilizaram o EBLUP para estimar o rendimemidiano
das familias americanas com quatro pessoas, nqaetita estados americanos e no

distrito de Columbia, com dados resultante€darent Population Survéf;

4.4 MODELOS DO TIPO STATE SPACE

4.4.1 Introducao

Pfeffermann e Burck (1990) e Singh al. (1994) também propuseram generalizacdes

do modelo de Fay-Herriot, mas nas quais os eféitos, p, foram substituidos por
efeitos aleatériosp, , obedecendo a um processo auto-regressivo. A @eegdo do

modelo de Fay-Herriot proposta por Singhal. (1994) que incorpora informacao

histérica no processo de estimacgéo, e na qual résnpé&ros de regressao, incluindo os

6 O Current Population Surveg um inquérito mensal realizado aos agregadodifaes dos Estados
Unidos da América. Este inquérito fornece dadoses@bforca de trabalho e sobre o emprego e o
desemprego e cobre a populacgéo civil, ndo instihatizada, com 16 ou mais anos de idade. A améstra
composta por 60.000 agregados familiares e os dséitnsecolhidos através de entrevistas pessoais e
telefonicas (Rao, 2003).
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efeitos aleatérios de dominio, evoluem de acorao determinados modelos temporais,
enquadra-se no modelo geral proposto por PfeffemmadBurck (1990).

4.4.2 Modelo de Pfeffermann-Burck

A classe geral de modelos com coeficientes sedsiamderenciados aos pequenos

dominios e variantes no tempo, proposta por Pfetian e Burck (1990), enquadra-se

no contexto dos modelos de nivel unidade. Contadsa classe de modelos pode ser
adaptada para o caso de modelos de nivel aremntal € apresentado em Pfeffermann
(2002) e Rao (2003). Nesta subseccao apresenssaelkasse de modelstate space

de nivel &rea, designada por modelo de PfeffernBamok. Sejam 6, e v,,

respectivamente, um parametro populacional dawarie interesse e o seu estimador

U
directo, ex, = (l xdtl,...,xdtp) um vector p+1)-dimensional de variaveis explicativas

associadas aeésimo pequeno dominio no periad@=1,...,m; t=1,...,T). O modelo de

Pfeffermann-Burck é especificado da seguinte forma:

Y =XiBi + & (4.4.1)

onde os coeficientes,p, = (ﬁitmﬁitl ,..,ﬁitp) , podem variar seccionalmente e
cronologicamente, o0s erros da sondagers,, sao nao correlacionados
cronologicamente para caga tém E(eit)z 0 eV(git)z o?. A variagdo de3, ao longo

do tempo é especificada pela seguinte “equaca@ugi¢do”:

ﬁitj _ ﬂi,t—l,j 1 .
L,i}_n[ ) }+{O}/7m, j=0, 1, ...p. (4.4.2)

Os f; sao coeficientes fixosT; define uma matriz 22 conhecida cor‘r(O,l) na
segunda linha, e os erros do modejy, satisfazemEQ;itj)zo e E(/]ijtryi,t)za”‘j, 0

=0, 1, ...,p. Isto significa que, para 0 mesmo momenhtms erros de diferentes
coeficientes podem estar correlacionados, mas s&@m rcorrelacionados
cronologicamente e seccional-cronologicamente. fétfeAnn e Burck (1990)
consideraram ainda a possibilidade de existéncieodelacdo contemporanea de um
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parametro entre dois dominios, formulada coE{qijtni.jt):a”’Hpj e E(/]ijtni.n):o,
j #1 . Contudo, Coelho (2000) considera que a existéeieorrelacdo contemporanea

de um parametro entre dois dominios constante epemtiente dos dominios se pode
apresentar inadequada para um grande numero dacd®@i) uma vez que nao
contempla as possiveis “dissemelhancas” entre pgedominios. A especificacao
(4.4.2) da autoria de Pfeffermann e Burck (199@ye@lguns modelos de evolugdo dos

coeficientes regressdo muito utilizalfpstais como o modelo com coeficientes de
regressdo aleatoriog,; = f; +7,; 0 modelo de passeio aleatoriG, =3, +/,; O
modelo auto-regressivo de primeira ordetﬁﬁm ‘/51])30(/511—1,; —,8".)+/7m ; entre

outros.

O modelo de Pfeffermann-Burck definido por (4.£1%.4.2), pode ser apresentado de
forma compacta obedecendo a formulacdo classicanddelo state spacelinear

apresentado no subcapitulo 3.3:

Y= Lo e (4.4.3)
o, =Ta,, +An,
ondey, = COI]sism(yit)' Z = diag]sism(zit)’ Z, = (l 0, %1,0, ... Xitp’o)’ o = Collsism(ait)'

Bios Bo Biss B v Bop B ) g =Cok (&), 1, =0k (my),

o=
oy =

- - - - 1
nit=(,7it0'l7itl""!f7itp)' T=1,0T, T:dlag]sjsp(Tj)' A=l ,0A e A:|p+lD|:O:|'

Assume-se queg, e m, Sao nao correlacionados contemporaneamente, nem
cronologicamente, tém média nula e matrizes deri@n@as dadas, respectivamente,
or E( ')IR =diag,. (072) e E( '):Q onde Q:{Q} ii'=1 m. com

p stst t g]slsm it ntnt ’ i')Jr T IRRES} h

o :{E(nnn&) i=i
' diagﬁjsp(anyﬂpj) dZi

Pfeffermann e Burck (1990) propuseram estimar eficentes de regressdo do modelo

state spacd4.4.3) através de um filtro de Kalman. Na esti&imados coeficientes de

regressao, estes autores assumiram que as madezesvarianciasR, e Q séo

“’ Consoante os elementos das matriesj=0, 1, ...p.
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conhecidas. No caso particular do modelo de Pfetian-Burck comT =1 e A =1,

Oou seja, no caso em que os coeficientes de regresgfilem um passeio aleatorio,
agueles autores deduziram que o BLUFH,@IEE?“ , pode ser escrito como um estimador
combinado, sendo uma soma ponderada do estimadectddi y,, do estimador
sintético, x{tﬁnlt_l, e dos “factores de ajustament(yi.t -x,B, m_l), iz’ (Pfeffermann e

Burk, 1990):

2 2 m

g a 0-i2 0-| Y 0-| o
6, = 9itH (‘V) = [1_1_;int + I_ztxitBitlt—l +,—£Z yii'(yi‘t — X Tlt—l)' (4.4.4)
‘ t CiE

onde Eith—l € o0 estimador dg§, com base em toda a informacdo disponivel até ao
periodot-1, y,. sé&o os coeficientes de regresséo parciais obtidosegresséo de

e, :(yit —x;tﬁitlt_l) sobre os erros de predicdo dos outros pequenosinidsm

e, = (yi.t —x;.tiii ﬂt_1), e 1> representa a variancia dos residuos desta regrégsando os
parametros desconhecidos das matrizes de covas$agcj sdo substituidos pelos seus

estimadoresy , obtém-se o EBLUI?§it :

De acordo com o trabalho desenvolvido por Kack#&taeville (1984), e supondo a

normalidade dos errag e n,, 0 EQMP do EBLUP é dado por:

EQVAG, )= EQmP(g, )+ EG, -4, | (4.4.5)

onde EQMF’(@it ):x{tztxit. A partir do trabalho de Ansley e Kohn (1986), reolb
desenvolvimento em série de Taylor do EBLUP emaaie y sob modelosstate

space Rao (2003) sugere o seguinte estimador do EQMERIdJP*®:

eqm;{é}t)zxgtzt(\f;)xn+{m] |;}1(¢){M} : (4.4.6)

L L

80 estimador do EQMP (4.4.6) néo é corrigido atégunda ordem.
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onde y é o estimador da MV de e I(\I;) € a correspondente matriz de informacéo

avaliada no pontay =y . Posteriormente, Pfeffermann e Tiller (2005) psgram um

estimador do EQMP do EBLUP baseado num mébmabastrapparameétrico.

Pfeffermann e Burck (1990) usaram este modelo plo siate spaceno contexto de
estimac&o dos indices de precos de habitacdonda,aie salientar que, segundo Rao

(2003), apesar do modedtate spacdg4.4.3) ser bastante geral, a hipétese dos eaos d
sondagemg, , serem néo correlacionados cronologicamente stiesino contexto de

sondagens repetidas no tempo com sobreposicao.

A generalizacdo do modelo de Fay-Herriot proposia pingh et al. (1994), que
incorpora informacdo temporal no processo de estimae na qual os parametros de
regressdo, incluindo os efeitos aleatorios de dmniavoluem de acordo com
determinados modelos cronoldgicos, enquadra-sdasaecgeral de modelos definidos
por Pfeffermann e Burck (1990). Estes autores mef@m estimadores EBLUP que séo
casos particulares de um modelo estrutural parastisativas directas baseado em
séries temporais, especificado pelo seguinte matate spacee portanto passivel de

ser estimado através de um filtro de Kalman:

y, =0, +g, (4.4.7)
0, =X, +Z,u, =U,a, (4.4.8)

ondea, = (B! ,u;)' eU, =(X,,Z,),t=1,...,T. Combinando as equacdes (4.4.7) e (4.4.8),

tem-se a seguinte “equacéo de medicao”:

y, =U,a, +¢,. (4.4.9)
Permite-se entdo que os parametros da regressaiocdao os efeitos aleatorios dos
dominios sintetizados em, (vector de estado), evoluem no tempo de acordo &om

“equagdo de transicdo’s, =Ta,_ +g,, onde T, = diagEkSz(Tt(")) e ¢ =(&.m).
Assume-se ainda que @s e ¢, s&o ndo correlacionados, é ndo correlacionado com
os a, paras<t, e queg, ~(0;R,), ¢, ~(0;Q,), onde Q, =diag{Q,,Q,}, tal que

& ~(0;Q,) en, ~(0;Q,). SeT® =1 e T? =1, entdop, e u, evoluem de acordo
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com um processo do tipo passeio aleatorio. Asseanambém, que as matrizéy,

Q, e Q,, sdo diagonais. Segundo Singhal. (1994), a evidéncia empirica parece

sugerir que os ganhos de eficiéncia desta ultimmargézacao (de Pfeffermann-Burk),

relativamente ao modelo de Rao-Yu, sdo provavelkeneaquenos.

Na literatura sobre esta matéria, encontram-se®utabalhos onde foram utilizados
modelos do tipcstate spaceGhosh e Nangia (1993) e Ghoshal. (1996) também
propuseram modelos do tipstate spacepara estimar, segundo uma abordagem
bayesiana o rendimento mediano das familias americanas goatro pessoas, nos
cinquenta estados americanos e no distrito de GuéurRosteriormente, Pfeffermaan

al. (1998) aplicaram um modelo deste tipo aos daddsrga de trabalho na Australia.

4.5 MODELOS DE NIVEL AREA COM DADOS ESPACIAIS

4.5.1 Introducao

Recorde-se que os modelos de estimacdo em pegdentsios sdo normalmente
baseados em modelos de ligacdo explicita, os ce@®lvem efeitos aleatorios
especificos de dominio de forma a acomodar a \Jbdatle existente entre esses
dominios, para além do poder explicativo das vaitaauxiliares incluidas na parte fixa
do modelo. Apesar de normalmente se assumir gededss aleatdrios especificos de
dominio sdo independentes, 0 que se verifica Naseafes praticas é que as fronteiras
dos pequenos dominios sdo arbitrarias. Por esteranoido parece plausivel que as
unidades populacionais de um lado da fronteiragsli®jam ligadas, de alguma forma,
as unidades populacionais do outro lado da frant&esta forma, é razoavel assumir
que os efeitos aleatérios de dominios vizinhos (uip@hanca pode ser definida, por
exemplo, através de um critério de contiguidadel@ulistancia) estejam associados e,
por vezes, apresentem uma associacdo decrescaltezgq®@ com 0 aumento da

distancia.

Os estimadores para pequenos dominios apresentedoseccdes anteriores, nao

exploram a eventual associacdo espacial existemi® e€lominios, em termos de
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semelhancas devidas a proximidade geogréfica. Comwbjectivo de se ter em
consideracdo, na estimacao, a associacao exisemecefeitos aleatérios de dominios
vizinhos, podem ser utilizados modelos espaciai@mbito da estimacdo em pequenos
dominios. A primeira generalizacdo do modelo de-lHagriot de forma a contemplar

essa associacao espacial foi efectuada por C{@Ssi).

Tal como foi referido no subcapitulo 3.4, no amhits modelos de regresséo linear, a
associacao espacial pode ser incorporada nos nsodielduas formas alternativas: pode
ser especificado um modelo de regressdo com teaumsregressivos ou com erros
autocorrelacionados espacialmente (Anselin, 19€®). acordo com a motivagao

exposta para utilizagdo de modelos espaciais ntexdonda estimacdo em pequenos
dominios, naturalmente que os modelos de regrdssfy com dependéncia espacial

na estrutura de erro, ou seja, nos efeitos aleatéajam os preferidos.

Na estimacdo em pequenos dominios, os dados odatv um dado dominio
representam a informacéo resumida relativa a eds@gao, pelo que a informacao
disponivel pode classificar-se como dados refesemtéreas irregulares. Neste contexto
particular, assume-se frequentemente processosdBARAR para modelar a estrutura
de erro (efeitos aleatdrios especificos de domidiascolha de modelos SAR ou CAR
deve-se ao facto destes modelos constituirem, degifall (2004), a melhor escolha
para a modelacdo quando o objectivo principal stesm obter bons preditores dos
parametros de interesse a partir da regresséo, etimeinto da compreensao da
estrutura espacial subjacente. Note-se que, not@nda estimacdo em pequenos
dominios, o objectivo principal consiste em obtsetineativas dos parametros de
interesse com a melhor precisdo possivel, menasmiezse a compreensdo da
estrutura espacial subjacente. A generalizacaoatieln de Fay-Herriot contemplando
efeitos aleatérios de dominio modelados atravésume processo SAR tem sido
vastamente utilizada no ultimo lustro, designadaemgror Salvati (2004), Pratesi e
Salvati (2004, 2005, 2008), Petrucci e Salvati &0)®006), Petruccet al (2005),
Singhet al (2005) e Chandrat al (20074, 200). Por sua vez, a generalizacdo do
modelo de Fay-Herriot que contempla associacdocedpaodelada através de um
processo CAR foi utilizada inicialmente por Cresg#991) e posteriormente
desenvolvida por Salvati (2004, 2005).
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Nas seccOes seguintes apresenta-se uma breveoreaidéeratura sobre modelos de
estimacdo em pequenos dominios que utilizam dasjusceis, 0s quais se resumem a

casos particulares do modelo linear misto (3.2.1).

4.5.2 Modelo espacial do tipo SAR

Nesta seccao é apresentada a extensdo do modesy-dierriot contemplando efeitos

aleatorios de dominio modelados através de um gs0c8AR, proposta por Salvati
(2004) e utilizada por Singkt al. (2005). Sejam():coysism(ﬂi) e y:coysism(yi)
vectoreamx1, respectivamente, dos parametros populacionararivel de interesse e

dos seus estimadores directos ndo enviesados eohieg=1, ...,m). O modelo de erro

da sondagem é dado por:

y=0+g, (4.5.1)

ind
ondeg = cogism(gi) € um vectomx1 dos erros da sondagem caem N(O; R), sendo

R =diagmsm(0'f) uma matriz mxm com variancias amostrais conhecidas. A
introducdo da dependéncia espacial entre pequeroénibs € efectuada através da
especificacdo do seguinte modelo de ligacdo contosfaleatorios correlacionados

espacialmente:

0=Xp+2v, (4.5.2)

onde X =col__,(x;) é uma matriznxp conhecida onde; = (xil,...,xip) € um vector
p-dimensional de variaveis explicativas associaddaséaimo pequeno dominio=, ...,
m), B :( . ...,,Bp) € um vectopxl de coeficientes de regress@o¢ uma matriznxm

de constantes positivas conhecidag ecoysism(vi) € um vectomx1l que representa a

variacdo espacial de segunda ordem, a qual refieestrutura de dependéncia espacial
do processo. Neste caso, a inclusdo de correlaspegiais entre os efeitos aleatorios
especificos de dominio é efectuada através do rgegyirocesso auto-regressivo

simultaneo (Whittle, 1954):

v=piMv +u=v=(_-gN)"u, (4.5.3)
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onde@é o coeficiente de associacao espadhalé uma matriz quadrada de ordende

pesos espaciais conhecidos com elementos princacs eu:cogism(ui) € um

iid
vector mx1 de erros comu~N(O;ajI). O modelo combinado com erros

correlacionados espacialmente, baseado em (4.815.3), é dado pot

y=Xp+Z(l -oW)u+e, (4.5.4)

no qual se assume que os termos de er®e sdo mutuamente independentes, com

I

-1
G= Jf[(l (I —M)} . O modelo de Fay e Herriot (1979) pode ser obéido

partir do modelo (4.5.4), bastando para tal fazer0. O modelo (4.5.4) é um caso

particular do modelo linear misto (3.2.1) com ausetg matriz de covariancias ge

I

V=R+ afz[(l o) (1, —¢W)TZ' . (4.5.5)

Sob o modelo apresentado, Salvati (2004) deduBuWP de ® e o respectivo EQMP

a partir dos resultados gerais obtidos por Hende(E®75). Assumindo que o vector de

parametrosy = (qo, aj)' € conhecido, entdo o BLUP espacialédé dado por:

~

0=0"(y)=XB+Aly-Xxp), (4.5.6)

onde B=p(y)=(X'VX)*X'Vly ¢é o estimador dos minimos quadrados

generalizados dep e A=A(y)=0?BZV™ com B=(, -oW) (I -@N). De
acordo com Salvati (2004), o BLUP espacial do patéonde interesse relativo &0

ésimo dominiod , pode ser escrito da seguinte forma:

8 =0 (w)=xB +miAly - Xp), (45.7)

ondem; :(0,0,...,O,lO,...,0,0) € um vectorlxm com um nd-ésima posicao e zeros

nas restantes. O EMQP do BLUP (4.5.7) é dado miv#8, 2004):

9 Singhet al. (2005) apresentaram o modelo combinado da segfantea: y =Xp+Zu+g, onde

Z= (I m —gAN)_l. Este modelo € equivalente ao modelo (4.5.4) quaecconsidera =1 .
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EQMAY, )= g, (w)+ 9, (v), (4.5.8)

onde
g, (v)=m{o?B*-0?B2'V'20?B m,, (4.5.9)
0 (w) =[x —o2x'v 2z m | (x'v X )'[x, -o2x'vizB*m,]|. (4.5.10)

O BLUP espacial d® depende de parametrog,, que sao geralmente desconhecidos
na pratica. Quando se substitui essas componeateari@dncia pelos seus estimadores

assimptoticamente consistentgs, entdo obtém-se o seguinte EBLUP espacial:
6, =0" (§)=xp+miAly - xp), (4.5.11)

onde p=B(y) e A=52B(y)Z2'V (). Os algoritmos de estimagéo gee de o7
pelos métodos da MV e da MVR podem ser encontradoSalvati (2004). Recorde-se

que sob condi¢bes de normalidadevde €, 0 EQMP do EBLUP é dado por (Kackar e
Harville, 1984):

EQMPA )= g, () + g, (w +E[0 5(\|;)]2. (4.5.12)

As parcelasg (\p) e g, (\|1) sdo dadas por (4.5.9) e (4.5.10), respectivaméreim
facto do ultimo termo da expresséao (4.5.12) seatiéntel, Salvati (2004) propbs uma
aproximacdo em séries de Taylor de orde(m‘l) para esse termo baseada nos
resultados de Prasad e Rao (1990), e introduzilbdamestimadores do EQMP do
EBLUP espacial envolvendo aquela aproximacao. @ant8alvati (2004) ndo estudou
se os estimadores do EQMP do EBLUP espacial pprogiostos sao centrados até a
ordem 0( ) tal como se verifica para a esmagadora maiorg eftimadores do
EQMP dos EBLUP apresentados ao longo deste text@n® Singhet al. (2005)
fizeram essa investigacdo, a qual se apresentagigda. Sob o modelo (4.5.4), uma
aproximacdo para o terceiro termo da expressdol@).® dada por (Salvati, 2004;
Singhet al, 2005):

£ (3)-7 ()] =l (V) V()] = 0 (w), (4.5.13)
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mBZ'V " +a?mB 'z (-VzBZ'V )

ondeL. = € uma matriz por blocos de
{v) { mE“Z'V ! +0’mB 2 (-VZEZ'V ) } P

dimens&o 2m, E = 02|~ B (2gWW' - 2W)B™| e V(§ue)= V(i )= M 2(w). A

matriz de informag#o, de ordeg 2, é dada pot , (w) ={I;(w)}, cujos elementos s&o

awe awf

e f

I (\y):itr V‘la—v 1 OV .ef=1, 2, coma—V—ZB‘lz' e v =ZEZ'.
ef 2 a a

Singh et al. (2005) propuseram um estimador analitico aproxamsghte nao
enviesadd® do EQMP do EBLUP espacial, para o caso em queoamanentes de
variancia sdo estimadas pelo método da MV ou pétodo da MVR. Esse estimador &
dado por:

eamif, (#)] = 0 (§)+ 0 (9)+ 205 () - 0, (9) - 04 (), (4.5.1)

onde g, (\TJ)— g4i( ) gs,( ) é o contributo para a variabilidade devido a estiéo do
vector dos parametros de variancia desconhecigasAs componentesg,, (\V) e

g5 (), também de ordem inferior@m™), sao dadas por:

9. (w) =5 (w)0g, (). (4.5.15)
gs () =m %tng{[l ,0(RV-ZS a‘;\; [ 2y (V’lR)]}mi , (4.5.16)

2m trl(x'vix)x'(-vizeZ'V )]

onde ¢, (v)= i{' Jf(\v){tr[

X'V X )X(-vizBiz'vE x]}} e, (y)=0 sio
\TIMVR -

09y 99y

vectores de dimensax?, e [g, (W):(GJZ ¥y

J é o gradiente de, (y) em o2 e

¢, 0 qual é um vector de dimens&dZom elementos:

ggh -m{B*-[BzVZ0B + 078 Z/(-VZBZV)z0?B + 02872V 2B m
U

u

(4.5.17)

%00 enviesamento é de ordem inferior ou igua)(m_l).
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% =m{e-[ezvzoi8 + o8 2 (-vIZEZV 2028 + 02872V "ZE]jm,
¢

(4.5.18)

2

!

E
Ademais, ~ é uma matriz por blocos de dimens@x2me tr(Q)=> @, onde
m 1

Q é uma qualgquer matriz por blocos quadrada, seshistos blocos também matrizes

guadradas da mesma dimenséao.

4.5.3 Modelo espacial do tipo CAR

Nesta seccdo é apresentada uma extensdo do maddtayeHerriot contemplando
efeitos aleatérios de dominio modelados atravésndeprocesso CAR, proposta por
Salvati (2004). Relembre-se que, ao contrario daeim SAR, no modelo CAR se
assume que a probabilidade de se observar um patticular da variavel de interesse
num determinado dominio, € condicionada pelos galaia variavel de interesse nos

dominios vizinhos. Tal como anteriormente, sejm colEism(Hi) e y:cogism(yi)

vectoreamx1, respectivamente, dos parametros populacionaranivel de interesse e
dos seus estimadores directos ndo enviesados eohideg=1, ...,m). O modelo de erro

da sondagem é dado por:
y=0+g, (4.5.19)

ind
ondeg = col]sism(ei) é um vectomx1 dos erros da sondagem cam N(0;R), sendo

R:diagjsism(az) uma matriz mxm com variancias amostrais conhecidas. A

I
introducdo da dependéncia espacial entre pequesroénis € efectuada através da
especificacdo do seguinte modelo de ligacdo contosfaleatdrios correlacionados

espacialmente:

0=Xp+2v, (4.5.20)

onde X =col,_,(X;) é uma matriznxp conhecida onde; = ()gl,...,xip) € um vector

i<m

p-dimensional de variaveis explicativas associaddaséaimo pequeno dominio=, ...,
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m), B =( . ...,,Bp) € um vectopxl de coeficientes de regress@o¢ uma matriznxm

de constantes positivas conhecidag ecoysism(vi) € um vectomx1l que representa a

variacdo espacial de segunda ordem, a qual refieestrutura de dependéncia espacial
do processo. Neste caso, a inclusdo de correlagpegiais entre os efeitos aleatorios
especificos de dominio é efectuada através do rgegyirocesso auto-regressivo

condicional (Besag, 1974):

Vi |{Vi’ O A} - (¢Zim\, Wii'Vi"O'\f)’ (4.5.21)

onde A representa o conjunto dos dominios vizinhos-@simo pequeno dominigé

o coeficiente de associacdo espaciali,e € um elemento da matri&/, a qual € uma

matriz mxm de pesos espaciais conhecidos. O modelo combirmcato erros
correlacionados espacialmente, baseado em (4.8.E%1), é dado por:

y=Xp+2v+e, (4.5.22)

no qual se assume que os termos de er®e sdo mutuamente independentes, com
vV~ (O; JVZ(I " —¢W)_l). O modelo de Fay e Herriot (1979) também podeobé&do a
partir do modelo (4.5.22) quando se admte0. O modelo (4.5.22) € um caso

particular do modelo linear misto com a seguintérimde covariancias de:
V=R+02Z(l, -gV)'Z". (4.5.23)

No caso do modelo CAR, a mathi¥ tem que ser simétrica (dam —¢\N) tem que ser
estritamente definida positiva, de forma a assegaraxisténcia e a simetria de
02(I m —qAN)_1 no processo condicional (Upton e Fingleton, 19&8h é garantido se

\

¢0]1/min(A),1/max{A )|, onde osA s s3o os valores proprios da maifiz

Sob o modelo apresentado, Salvati (2004) deduBuWP de ® e o respectivo EQMP

a partir dos resultados gerais obtidos por Hende(E®75). Assumindo que o vector de

parametrosy = (qo, af)' € conhecido, entdo o BLUP espacialédé dado por:

6, =0 (w)=xB +miAly - Xp), (4.5.24)
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onde B =p(y)= (X’V‘lx)_lX'V‘ly é o estimador dos minimos quadrados
generalizados dg, m; = (O,...,O,],O,...D) € um vector 1m com um na-ésima posicao

e zeros nas restanteste= A(y)=0?D'Z'V™* comD=1,_,-¢W. O EMQP do BLUP
(4.5.24) é dado por:

EQMAY, )= g, (w)+ g (w), (4.5.25)

onde
Lo, -~ N ) ZV 21, ~ ) m,,  (4.5.26)

Jyi (‘I’) = [Xi - U\/ZX'V_lZ(| m” @N)_lmi]’(xlv_lX)_l[Xi - 0'\,2X'V_1Z(I i M)_lmi],
(4.5.27)

Mais uma vez, o BLUP espacial @edepende de parametrog,, que séo geralmente
desconhecidos na pratica. Quando se substitui essagonentes de variancia pelos
seus estimadores assimptoticamente consisteptesntdo obtém-se o seguinte EBLUP

espacial:
6, =0/ () =xp+mAly - XB), (4.5.28)

onde p=p(y) e A =562DZ'V (). Os algoritmos de estimacio gee deo? pelos

métodos da MV e da MVR podem ser encontrados emaal004, 2005). Sob
condicbes de normalidade de e €, recorde-se que o EQMP do EBLUP é dada por
(Kackar e Harville, 1984):

EQMPA )= g, (w) + g, (w +E[0 5(\|;)]2. (4.5.29)

As parcelasg;, (\V) e 0, (\y) sdo dadas por (4.5.26) e (4.5.27), respectivamedie
facto do ultimo termo da expresséao (4.5.29) seatiénwel, Salvati (2004) propbs uma
aproximacgdo em seéries de Taylor de orda(m'l) baseada nos resultados de Prasad e

Rao (1990). Uma aproximacao para esse termo émad&alvati, 2004):

£l ()3 ()f' =tlL, (VW)L )V (9] = 0a (). (4.5.30)
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mD7Z'V*+g’m,D"'Z'
omD*WDZ'V*+g’m D72’

~vzDZ'v) } ,
e uma

onde L (v) { ~V7Zo?D*WDZ'V)

matriz por blocos de dimens&o e V()= V (¥, )=m™ ' (y). A matriz de

informacdo, de ordem2x2, é dada porl,(y)={l,(w)}, cujos elementos sdo

Ief("’)ZEtr V_la—VV_l ov : ef=1, 2, com a—V—ZD‘lz' e
2 awe awf a(//

e

ov

= 02ZD*WDZ".
0y,

No contexto do modelo (4.5.22), Salvati (2004) pomum estimador analitico do
EQMP do EBLUP espacial, para o caso em que as amnpes de variancia sao

estimadas pelos métodos de verosimilhanca. ESseadsir € dado por:

eamip, (9)] = 0, (#)+ 0 (#)+ 205 (#) - 94 (@), (4.5.31)

onde g, (¥)- g, (¢) é o contributo para a variabilidade devido a emtéo y. A

componenteg, (\p) também de ordem inferiorce(m‘l), € dada por:

9, (w) =c; (w)0g, (@), (4.5.32)

onde Con (w)= om X'V 1x)x ( V'ZgD*WD?Z' V_l)x]

i{.;ﬁ(\v){tr[( e e e }} )

dg, 09,

307" (wj € o gradiente de

Com (\v) =0 séo vectores de dimenséasl2e Dgﬁ( ) [

0y (\p) emo’ e ¢, o qual é um vector de dimens&d Zom elementos:

ggh =m/{D* -[p'2'v 207D +0?D'Z'(-VZDZ'V )z 02D + 02D 7Z'V 2D Jm,
o?

v

(4.5.33)

% =m{o?D*'WD " -[0?D*WD 2’V Z 02D +0?D"Z'(- V22D WD Z'V Jz 02D

+0?D7Z'V*Z 02D WD [m, (4.5.34)
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Por ultimo, é de notar que Salvati (2004) ndo eatusk o estimador (4.5.31) é centrado
até a orderm(m'l), tal como se verifica para a esmagadora maiosaedbmadores do

EQMP dos EBLUP apresentados ao longo deste texto.

4.6 MODELO DE NIVEL AREA COM DADOS ESPACIAIS E

CRONOLOGICOS

4.6.1 Introducao

A associacdo espacial existente entre pequenosnai@mvizinhos, bem como a
autocorrelacdo temporal existente entre as obd@sage um dominio particular ao
longo do tempo, tém sido utilizadas, em separadm sucesso em abordagens de
estimacdomodel-based com o objectivo de melhorar a qualidade dos estores
directos para pequenos dominios. Contudo, em rsitaacdes se tem explorado
simultaneamente a correlacdo espacial e a auttagfice cronolégica com esse
objectivo. Singhet al (2005) foram os primeiros investigadores a w@ilimodelos
espaciotemporais de nivel area para estimacado eoepes dominios. Estes autores
propuseram uma extensdo de um modelo espaciatipdos temporais, utilizando para
tal a metodologia dos modelassate spaceO modelo espaciotemporal proposto por
Singhet al. (2005), apresentado na seccéo seguinte, engsadra-classe de modelos

state spacdineares exposta no subcapitulo 3.3.

4.6.2 Modelostate space de Singh-Shukla-Kundu

Sejam 0, =col__.(6,) e y,=col._(y,) vectores mx1, respectivamente, dos

parametros populacionais da varidvel de interesseseseus estimadores directos ndo

enviesados no desenho associados ao periodo de te(il, ..., m; t=1, ..., T),
X, =0l (X)) uma matrizmxp conhecida ondex, = (Xit17""xitp) € um vectorp-

dimensional de variaveis explicativas associadas-ésimo pequeno dominio no
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periodot (i=1,...,m; t=1,...,T) e W uma matriznxm de pesos espaciais conhecidos. O

modelo proposto por Sing# al (2005) tem a seguinte forma:

yt :XtB+ZVI +8t

46.1
2=(1,-g)" oy

onde B :( 1,...,ﬁp) € um vectompx1l de coeficientes de regressa,é uma matriz

mxm que contém os coeficientes dos efeitos aleatdigodominio,pé um coeficiente
de associagdo espaciaV, :coysism(vit) € um vectormx1l dos efeitos aleatorios

especificos de dominio &= cogism(ei) € um vectomx1 dos erros da sondagem com

nd
g, ~N(O;R,), sendoR, = diag,..,(0?) uma matriz de dimens&oxm com variancias

amostrais conhecidas. A evolucdo dos efeitos aleatéo longo do tempdsl, ..., T, €

determinada da seguinte forma:
Vt :mt—l-l-nt ' (462)

ondep é um coeficiente de autocorrelacdo temporal (addutse que}p| <1 de forma

a garantir a estacionaridade)nga:coysism( it) € um vectomx1 de erros do modelo

ind
com n, ~ N(O; a’l m). Como habitualmente, estes autores assumiranegeen, Sao

mutuamente independentes. Para além dos parandetsosfeitos fixos e dos efeitos
aleatdrios, este modelo contém mais trés parameteosvariancia desconhecidos
independentes do periodo de temip@s quais sdo apresentados no seguinte vector de

I

parametrosy = ((p, Jvz,p)

Quando reescrito de forma a obedecer a formulag@sica do modelstate spaceo
modelo definido por (4.6.1) e (4.6.2) é especificpdlas seguintes duas equacdes:

yt:Uta’t+8t (463)
U’t :Tat—l+Gt”

onde U, =(X,,2), a, =(B,v}), T=diag(l,.A ), s =(E.n) tal queg, ~N(0:Q)

comQ= diag(Op,avzl m). Singhet al. (2005) deduziram o BLUP espaciotemporalfge
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e 0 seu EQMP tendo, por base as seguintes equiagiesentes do filtro de kalman:

~

Oy = atrr—l(‘l’) =Td,,, Ty = Ztn—l(‘l’) =TX  T'+Q, H,= Ht(‘l’) =R, + UtZtlt—1U; )

a =0 (‘V) L] +Zt|t 1U H_l(yt _Utatlt 1) er, =X (‘I’) Z‘t|t -1 Ztlt 1U H_lu Ztlt -

Assumindo que o vector de parametrgs, € conhecido, entdo o BLUP @ e o seu

EQMP sao dados, respectivamente, por:

0,=0(y)=U0,,+Ag, (4.6.4)

EQMHAD, )= g,,(w)= Uz UL, (4.6.5)

onde A, =A,(y)=1,-RH;* e g =e(y)=y, -U,a,,. Nas aplicagdes praticas, o
vector de parametros de varianoia, € normalmente desconhecido. Sieglal. (2005)

propuseram gque esses parametros sejam estimadas@edo da MVR. Quando esses
parametros desconhecidos sédo substituidos pelss estimadores na expressdo do

BLUP, obtém-se o seguinte EBLUP espaciotemporal:

A
N

6, =0, () = U, (#)ay,(#) + A (W, (¥). (4.6.6)

Com base nos trabalhos de Kackar e Harville (198#)ghet al (2005) deduziram
uma aproximagéo de segunda ordem para o EQMP dtJERara os casos em que 0s

parametrosyy , sdo estimados pelo método da MVR. Assumindomue o, que sdo
ignorados todos os termos de ordex(m‘l) e que se verificam as seguintes quatro
condi¢cdes de regularidade) s elementos deX,, t=1, ..., T s&o uniformemente

limitados tal queX;V, (y)X, =[o(m)]...,, ondeV,(y)=02A*(y)+R; (i) meT sdo

finitos; (i) AU, =[0@)] a[;\wu do =[o(1)]..., € a?;[:;ttp] =[o(@)),..., parat=1, ...,T

e ef=1, 2, 3; v) y é o estimador dey que satisfaz as seguintes condicées:
v-w=0(m"?), ¥(-y)=9(y), ¥ly-xh)=¢(y), OhOO? e Oy; entdo uma
aproximacédo de segunda ordem do EQMP do EBLUP & giad(Singtet al, 2005):

EQMAD, )= 9.z () + g4 (w), (4.6.7)
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onde g,,(y) é dada por (4.6.5). Por sua vez, a paragldy), que representa o
enviesamento devido a estimacdo do vector de p&@sng a partir dos dados

amostrais, é de ordenr(m‘l) e é dada por:

0 (W) =L (w1 20w)K () 2w) D H,] L (), (4.6.8)

onde Lt(\y) = cogsism[L i (\|1)] € uma matriz por blocos de dimens&ao<dn, na qual cada

oA (v)

bloco de dimensdomxm é dado pela matrizL,(y)= 30

el, 2, 3;

e

I, (w)={l(w)} € uma matriz de informag&o de dimenséo 3x3 comezito genérico
LOH™ . oH - 0e ., Oe
==Yt Hp e g e ey %& e GG
lulv)= Z[ o, awf] z(aw tawfj

2
(x;Hl‘lxl)’lx;H;{aZ/ :z}/ —2321H;1221JH;1X1} efEl 2 3
e f e f

1,
2

=

~ el benzx i xom e (xenzx xS oy
2 oy oy

e f

e K(y)={k.(w)} €& uma matriz 3x3 com elemento genérico

K. (y )——Zt [ Rkt ‘16—;‘], e, £1, 2, 3. Tem-se ainda paral que X, é a
f

I

matriz de desenhold, =R,0?B™ comB=(1,-oW) (I, - oW).

Singhet al (2005) também deduziram um estimador do EQMP BbUP, admitindo

quem - o e que sao ignorados todos os termos de omz(anff):

eami, (#)] = 0o (9)+ G (8) + 0o (#) - 920 (¥) - 0 (9) (4.6.9)

As parcelasg,,, (\p) e Oa (\p) sao dadas, respectivamente, por (4.6.5) e (4éhgyanto

as restantes sao dadas por:

0s (W) =L ()l 2(w) O H, L (w), (4.6.10)
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g, (w)=[c, (w)O1 ]aga—w(‘") (4.6.11)

e e e E RGN SO

e

onde c'ﬁ,(w):%l;1(w)colgesg{tr{lgl(ﬁ)1"—¢fﬂ)} é uma matriz 3x1 e

990 (‘l’) = colﬁg{aggz‘[/(wq € uma matriz por blocos de dimens3ioxm, sendo cada
bloco de dimensdmxm dado poragalL(W) = Rth‘lg% H*H*. A expresséo (4.6.9)

representa uma matriz de ordemxm, cujos elementos principais sdo os estimadores

do EQMP do EBLUP relativos aospequenos dominios particulares.
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5. ESTIMACAO EM PEQUENOS DOMINIOS
UTILIZANDO UM MODELO LINEAR MISTO

coM DADOS ESPACIAIS E CRONOLOGICOS

5.1 INTRODUCAO

Tal como foi referido no subcapitulo 4.6, a assgimaespacial existente entre pequenos
dominios, bem como a autocorrelacdo cronolégicaces$a a um particular pequeno
dominio, tém sido utilizadas, em separado, comssacem abordagens de estimacao
model-basedcom o objectivo de alcancar melhores niveis ddidade do que aqueles
apresentados pelos estimadores directos para peEjukaminios. Contudo, até ao
momento ainda nao foi explorada simultaneamentessocéacado espacial e a
autocorrelacdo cronoldgica em estudos publicadestilmacao em pequenos dominios
baseados em modelos lineares mistos de nivelMeste contexto, pretende apresentar-
se neste capitulo uma primeira metodologia de asfimem pequenos dominios com
base num modelo espaciotemporal de nivel areayidaclna classe dos modelos

lineares mistos.

A classe dos modelos lineares mistos apresentastanibe adequada para representar
realidades que possam ser descritas através de dadoatureza seccional/espacial e
cronologica. Esta caracteristica dos modelos lesearistos é sublinhada, por exemplo,
por Baltagiet al (2007). No contexto da estimacdo em pequenosrdasn¢om dados
de natureza seccional/espacial e/ou cronolégicaregram-se o modelo longitudinal de
Rao-Yu e os modelostate spacede Pfeffermann-Burck e de Singh-Shukla-Kundu,
apresentados no subcapitulos 4.3, 4.4 e 4.6, tespeente. No primeiro modelo,
admite-se que os efeitos aleatdrios especificodotieinio sdo independentes, o que
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raramente se verifica nas aplicacdes praticas,agmguo segundo tipo de modelos é
necessario recorrer a uma equacao de transic#la pgra especificar completamente o
modelo. Naturalmente que estes modelos podem mé&suBeientemente flexiveis ao
ponto de conseguirem representar todo o tipo delages que podem estar presentes
em dados de natureza seccional/espacial e cronalddDeste modo, parece
potencialmente interessante explorar toda a fled#dzle oferecida pelo modelo linear
misto para representar essas realidades, atravéslidacdo de um modelo com uma

estrutura de erro espacialmente associada e telmenite autocorrelacionada.

A abordagem proposta em seguida para estimar pag@EmeEm pequenos dominios,
quando esta disponivel informacdo de natureza®®léespacial e cronoldgica, tenta

explorar toda essa flexibilidade. Nessa abordagemidera-se que:

1. as observacdes disponiveis resultam de um inquinitgitudinal (com ou sem

rotacdo) realizado ao longo digeriodos de tempo;

2. é utilizado um modelo que integra dados amostigigpados ao nivel de dominio,
pelo facto de ndo ser possivel fazer a ligacace eadrobservacdes da variavel de

interesse e das variaveis auxiliares ao nivel iddal;

3. é utilizado um modelo linear misto para incorpandormacédo de natureza espacial e

cronolégica na estrutura de erro;

4. a variabilidade existente entre pequenos domirdmsaxplicada pelos efeitos fixos
do modelo, pode ser acomodada no modelo atravéfeites aleatérios associados a

diferentes niveis de agregacgéo: dominio e doméanpo;

5. podem ser especificadas diferentes estruturas darigocia sobre os efeitos

aleatdrios do modelo, dependendo da natureza diosda

6. 0 objectivo principal consiste em estimar carasteds de uma populagéao finita

(parametro da variavel de interesse) e ndo de upgeopulacao.

Esta abordagem de modelacdo conjunta de dadosvdesal periodos permite a
estimacdo de parametros em periodos passadogandii informacdo referente a
periodos mais recentes. Desta forma, torna-sengumé possivel actualizar estimativas

para momentos passados, a medida que mais infasraagéai tornando disponivel.
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Neste capitulo é proposto um estimador para unmpré de interesse em pequenos
dominios, assistido por um modelo espaciotemponal £ enquadra na classe dos
modelos lineares mistos. O estimador proposto, idersslo como um EBLUP dos

parametros de interesse, pretende constituir uteenativa aos estimadores directos e
indirectos “tradicionais” utilizados na estimacan pequenos dominios. Neste capitulo
também é considerado o dificil problema da meditzgimcerteza associada ao EBLUP,
tomando em consideracéo a variabilidade introdug&la estimacdo das componentes
de variancia. Assim, no subcapitulo 5.2 é efectuadaspecificacdo do modelo

espaciotemporal de nivel area. Em seguida, nosapitbtos 5.3 e 5.4 sdo deduzidos o
BLUP e o EBLUP espaciotemporal dos parametros tiasse, respectivamente. Os
estimadores das componentes de variancia sao poepos subcapitulo 5.5. Nos

subcapitulos 5.6, 5.7 e 5.8 sdo propostos estimaddo EQMP do EBLUP

espaciotemporal. Por dltimo, no subcapitulo 5.9esentado o modelo espacial de
Salvati, como caso particular do modelo espaciobeat@qui proposto, para o qual é

proposto um estimador da componente de variantanpétodo dos momentos.

5.2 ESPECIFICACAO DO MODELO ESPACIOTEMPORAL DE NIVEL
AREA

Sejam 0=col__(0,) e y=col_..(y,), vectores mTx1, respectivamente, dos
parametros populacionais da variavel de interesseseseus estimadores directos ndo
enviesados no desenho associados ao dominioonde 0, =col_._, (6?“) e

7 :collstg(yit) (i=1,...,m; t=1, ..., T). Assume-se que 0s estimadores directos existem
sempre que a dimensdo amostral no dominio sejanodm n, =1. Seja ainda

I

X =col__.(X,) uma matrizmTxp conhecida, ondeX, =col__(x,) e na qual

U
X = ()gtl ,...,xitp) € um vectop-dimensional de variaveis explicativas associadas a

ésimo pequeno dominio no periotddi=1, ..., m; t=1, ..., T). O modelo de erro da

sondagem é dado por:

y=0+g, (5.2.1)
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onde e =col__(¢) é um vectomTx1 de erros da sondagem cam= col__ (g, ), e

iid
satisfazendoa~N(O;R), sendo R =diag. et (aif) uma matriz mTxmT com

variancias amostrais conhecidas, dadog,o0Propde-se 0 seguinte modelo de ligacéo,

no qual o vector de parametros de interesse datiamado com a matriz de variaveis

auxiliares através de um modelo linear com efeiteatorios:

0=Xp+Z,v+u,, (5.2.2)

ondep :( 2 ...,,Bp) € um vectopx1 de parAmetros de regresséics colﬁism(\/i) é um

vectormx1 que representa a variacdo espacial de seguneia @a nivel de dominio, a

qual reflecte a estrutura de dependéncia espacigk@tessou, :coljsism(uz) é um
vectormTx1 de efeitos aleatorios especificos de dominio-teagm u,, =col_,, (uzn),

que incorporam a estrutura de dependéncia temporg@rocesso; &, =1, 01,. A

inclusdo de associacfes espaciais entre os e@édatdrios especificos de dominio &

efectuada através do seguinte processo SAR:
v=gW+u, =>v=(,-oVN)"u, (5.2.3)

onde ¢ € um coeficiente de associacdo espadiel,é uma matrizmxm de pesos

espaciais conhecidos e com o0s elementos principdes, eu, :cogism(uli) € um

iid
vectormx1 de erros do processo camg~N(O;au2I m). Desta forma, assume-se que 0s

efeitos aleatérios de dominios vizinhos ndo sa@peddentes entre si, podendo as
unidades populacionais de um lado da fronteirar dggadas, através dos pesos
espaciais, as unidades populacionais do outrodadmnteira. Note-se que a matkiz

descreve como os efeitos aleatdrios de dominiashas estéo relacionados, enquanto
@define a forca dessa relacao espacial. Por syaveelusédo de correlacdes temporais
associadas aos efeitos aleatérios especificos ménantempo é efectuada através do

seguinte processo AR(1):

Upyje = Py a ¥ Gies |,0| <1 (5.2.4)
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iid
onde ¢,’s sdo os erros do processo a satisfazer N(O; 02) e p € um coeficiente de

autocorrelacao temporal. Assume-se, portanto, gigéeauma relacdo explicita entre os
efeitos aleatérios de cada dominio num dado momeéattempo € no momento de
tempo imediatamente anteritr O modelo combinado com erros correlacionados

espacialmente e temporalmente, baseado em (5%2214), € dado por:

y=Xp+Zv+e, (5.2.5)

ondeZ :[Zl ImT], Z,=1,01 ev= [v’ u'z] e no qual se assume que os termos de

errov=(,-@VN)"u,, U, e e sdo mutuamente independentes. Tem-se neste modelo

iid iid

que u, ~N(0;021, ), u, ~N(0;0%,,0T) e e~N(O;R), ondeI'={y,.} ¢ uma matriz

TxT com elementosyrs:p‘r's‘/(l—pz), r, =1, .., T e R=diag._ (R,) com

R; =diag (O]tz) :

E facil verificar que o modelo (5.2.5) é um casatipalar do modelo linear misto

(3.2.1), com matriz de covariancias de diagonal por blocos, dada por

G:diagsksz(Gk), onde G, e G, representam, respectivamente, as matrizes de

covariancias de e deu,. Tal como demonstrado por Salvati (2004) e por Ratu

(1994), estas estruturas de covariancia sao dadaspectivamente, por

I

-1
G, =E(w)= aj[(l SN (1 —qw)} e porG, = E(u,u,)=0?l,, OT. Neste caso,

a matriz de covariancias geé entédo dada por:

V =R+ZGZ' = diaGy. e (07)+ 2,0287Z, +0% ,0T,  (5.2.6)

ondeB = (I n —¢W) (I m —¢W). Note-se que a matriz (5.2.6) ndo € uma matrigaahal
por blocos, ao contrario do que se verifica nosheoilos modelos de Rao-Yu e de
Fay-Herriot.

*l Naturalmente que esta relacéo entre os efeitaséaies associados a um determinado dominio nem
sempre se verifica, podendo eventualmente serpdoAR(p) ou MA(g), comp>2 oug>1l. Como sera
apresentado no estudo empirico, no &mbito do preblie estimacdo em pequenos dominios em estudo,

basta assumir que os efeitos aleatorios seguentagagso AR(1).
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No contexto do modelo (5.2.5), supfe-se que asiwgid explicativas (ou auxiliares),
X, , representam informagédo conhecida sobre toda alggim ao nivel de cada

dominio em cada periodo de tempo, sendo na maiteg gas casos oriunda de fontes
administrativas ou de recenseamentos. Ndo existeune obstaculo relativamente a
disponibilidade dessas variaveis a um nivel masagiegado (subdominios) ou até
mesmo ao nivel das unidades individuais. Nestessca®de calcular-se uma medida
que agregue toda essa informacéo para cada vaasidveVel de dominio (por exemplo,
uma média aritmética ou um total). Por sua vez,itedse que os efeitos aleatdrios
representam as caracteristicas especificas asascéaxd dominios de interesse que
afectam o parametro da variavel de interesse, mia@sngo sdo consideradas nas
variaveis explicativas do modelo. E, ainda, deesdir que esses efeitos s6 representam

caracteristicas que nao ultrapassam as frontairdsminio.

O facto do modelo proposto envolver efeitos aléasdéde dominios espacialmente
dependentes através de um processo SAR e efegasdrmds de dominio-tempo
temporalmente autocorrelacionados através de umegso AR(1), confere-lhe um
vasto leque de aplicagdo a problemas praticosneas da economia, gestdo, ambiente,
saude, entre outras. Na maior parte dos problenmmagaével assumir que os efeitos
aleatérios associados a dominios vizinhos estdociaslos, assim como efeitos
aleatérios associados a um determinado dominiofezerges a periodos de tempo
proximos estdo correlacionados e que essa auttagfioe decai para zero com o0
aumento da distancia temporal. E ainda de saliemi@ a especificagio de uma
estrutura que estabelece uma correlacdo tempdral@nefeitos aleatérios associados a
um determinado dominio, confere uma grande mais-\w modelo. Na verdade, a
consideracdo de correlacdo temporal entre os efeiatorios leva ao aumento da
informacd@o disponivel, relativa a outros periodos t®mpo passados, para a
estimacéao/predicdo do modelo, permitindo melhosapr@priedades dos estimadores
dos parametros de interesse em cada um dos domBalagi (2005) refere também
que a ndo consideracédo de uma estrutura de c@odaqporal na estrutura de erro do
modelo linear misto quando os dados sdo tempgrate conduzir a estimativas dos

coeficientes de regressao ineficientes, emborasientes.

Por altimo, note-se que a partir do modelo (5.pdge ser obtido o modelo de Rao-Yu

(4.3.5) fazendo¢ =0, bem como o modelo de Salvati (4.5.4) fazefidd, =0 e
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o?=0. A partir do modelo (5.2.5) pode ainda ser obtidmodelo de Fay-Herriot
(4.2.5) fazendaz =0, T=1,p0=0 e 0c?* =0.

5.3 OBEST LINEAR UNBIASED PREDICTOR (BLUP)

O valor do parametro da variavel de interesse nwmimio i no periodot,
é

it

I

=x,p+V, +u, , € um caso especial da combinagdo lineark ,p+m v, onde
Ki, =x, e m; :[m;j m’zn], no qualm} =(0,..., 0,1,0,...,0) é um vector linhan

dimensional com o ndimero um rm&sima posicdo e zeros nas outras posicles, e

I

My, :(O, ., 0,10, O) € um vector linhanT-dimensional com o numero um g+

ésima posicao e zeros nas outras posi¢cdes. Nosandae o modelo (5.2.5) escrito na

forma compacta € um caso especial do modelo limésto, entdo o BLUP de =6,

também pode ser obtido a partir dos resultadosspa@ealuzidos por Henderson (1975).

T

Assumindo que as componentes de variéncia(az,af,go,p) sdo conhecidas, ou seja,

que a matrizG é conhecida, entdo o BLUP @ é dado por:
6, =6 () =k, p+m;v, (5.3.1)

ondep = E(\y) = (X’V‘lx)_lx'v 'y é o estimador dos minimos quadrados generalizados
depev :B(\y)=GZ'V‘1(y—XE) € 0 BLUP dev. Utilizando as estruturaks;, , m;,

G e V, e assumindo que s&do conhecidas as quatro contpenée variancia do

modelo, y , obtém-se o seguinte BLUP de
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¥ = diag.,(G, )2’V *ly - XB)=

(0B Oy 1w OL ]2 ~

— u mxm \ -X
_Omem 0-2| m U l—}{ I mT :| (y B)
[o287?(1,,01,)] . ~

=| “u m Viy - X 5.3.2
| o%,0T } (y ﬁ) ( )
oBTOL ], ~

S Viy - X
| o%,0r7 } (y B)

:AV‘l(y—xii)

assim como o seguinte BLUP espaciotemporafide

6, =6 (y)=x,B+m AV *ly - Xp)

s o1, 1oBTOL | . ~
=X B +[m1i m2it]|: o2 0 FT}V 1(y—X|3)

=%, +(m,o?B1 01, +my0%, 0TV y-XB)  (5.3.3)
=x,p + (0% 01, + % M2y - )
= X;tﬁ + h;V_l(y - XE)'

ondeh! = 0% 01 +07%,, ¢ ={¢,} é ai-ésima linha da matriB™ e £, é um vector
linha de dimensdo T com m blocos, no qual cada bloco é formado por um vector
linha T-dimensional, sendoieésimo bloco formado petaésima linha da matrit’', v, ,

e os restantes blocos por vectores nllgs, i,i' =1, ..., m. Note-se que néo é possivel

apresentar a segunda parcela do BLUP ao nivel méndmtempo, porque a matriz

nao € uma matriz diagonal por blocos.

O estimador obtido pode ser classificado como umimador combinado, uma vez que

pode ser decomposto em duas componentes: um egtisiatético,x, , e um factor

de correcgéo,h{V‘l(y—Xﬁ), que é uma funcdo das diferencas entre as estanati
directas e as estimativas sintéticas do parametrmtdresse. Pode afirmar-se que os
pesos reflectidos er’V™ permitem que o estimador sintético seja corrigi@tos

erros de predicdo do dominio que € alvo de inféaéno periodot e nos periodos

anteriores correlacionados cronologicamente corari@ot, mas também pelos erros
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de predicao referentes ao periadte outros dominios, associados espacialmente com o

dominio alvo de inferéncia.

Notando queh; :{h;i.} € um vector linha de dimensdom¥comm blocos, no qual &
ésimo bloco, de dimensdo ¢ dado poh) = 0’¢;1; + 0y, e os restantes blocos sdo
dados porh!, =og%¢,1;, i #i', i,’=1, ..., m, entdo o BLUP (5.3.3) pode ainda ser

apresentado como:.

8, =B +nV "y -xp)

_ , - (5.3.4)
=X B+ [COIjsi'Sm(hii')] V_l[COI]si'sm(yi' - X|B)]

A partir da expressao anterior é possivel obseuarquando um determinado dominio
I ndo esta representado na amostra-@sima vaga, continua a ser possivel fazer
predi¢cdes para o factor de correccado associadgeadssninio, tirando partido da sua
potencial associagdo espacial e autocorrelacdolégina. Para tal, basta que esse
dominio i apresente pelo menos uma relacdo de dependérmaaisdscom outro
dominioi’ de dimensdo amostral ndo nula, e/ou que existagergacdes amostrais
referentes ao dominioem pelo menos uma das vagas anteriores. Estanéd®dda,
uma caracteristica muito apelativa do estimadopgsto e uma grande vantagem em
relacdo aos estimadores apresentados no capitaitoge em particular ao estimador
EBLUP temporal, pois € possivel evitar que o edliongroposto se reduza a um
estimador sintético “puro”, mesmo quando a dimers#ostral observada no dominio

que é alvo de inferéncia é nula para todos os g@side tempo.

5.4 OEBLUP ESPACIOTEMPORAL

O BLUP espaciotemporal d8 (5.3.3) depende das componentes de varianciaas

quais sao geralmente desconhecidas na praticamisdorse que as componentes de
associacdo espacial e de autocorrelacdo temporabséiecida¥, & semelhanca do que

foi admitido no modelo de Rao e Yu (1994), entgoreditor em dois passos dk é

2 Segundo Rao (2003), é frequentemente admitidoegte tipo de parametros é conhecido devido a

dificuldade em estiméa-los de forma consistenterisgivel.

ESTIMAGAO EM PEQUENOS DOMINIOS UTILIZANDO UM MODELO LINEAR MISTO cOM DADOS ESPACIAIS E CRONOLOGICOS | 141



obtido quando se substitui em (5.3.38f e o> por estimadores assimptoticamente

consistentesg? e d-, respectivamente. O EBLUP espaciotemporal regeltarentao

dado por:
6, =6"(0.p,6%62)=xplwo)+(6% 01, + 65 N Yo p)[y -XB(e, p)] , (5.4.1)

onde B(pp) e Vi pp) sdo os estimadores df(z,0) e de V*igmp),
respectivamente, quandz)z(@ ,0) e aj(a ,0) sao substituidos pcﬁz(qo, ,0) e 65((0, ,0),

respectivamente.

No contexto deste modelo, define-se a partir dest#o o0 vector de componentes de

variancia comow:[az(go,p),af(qo,p)]', pelo facto de se assumir quee o sdo

conhecidos.

5.5 ESTIMACAO DAS COMPONENTES DE VARIANCIA

Tal como ja foi referido anteriormente, as compoegrde variancia sdo geralmente
desconhecidas nas aplicacdes praticas, sendo aeaessua estimacdo. Nesta seccao

propde-se uma extensdo do método Il de Henderk®B3f® para a estimacéo das

componentes de varidnciaz® e o>, no contexto do modelo (5.2.5), com erros
associados espacialmente através de um processp \BARros autocorrelacionados
temporalmente através de um processo AR(l), e erros da sondagem independentes,

&, . Admite-se, contudo, que e p s&o conhecidos. Os estimadores propostos para as

componentes de variancia sdo baseados nos residuegressoes lineares efectuadas

pelo método dos minimos quadrados ordinarios smbmedelo (5.2.5) transformado.

*® Rao e Yu (1994) também propuseram uma extensdmétodo Il de Henderson (1953) para a
estimacdo das componentes de variangia, e 0'\,2, no contexto do seu modelo, o qual envolve efeitos

aleatdrios de dominio-tempo autocorrelacionadospoeatmente, mas efeitos aleatérios de dominio

independentes.
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Comeca por propor-se um estimador ndo enviesadd gar Para tal é necessario

transformar o modelo (5.2.5) de forma a eliminareotor de efeitos aleatérios. Em
primeiro lugar transforma-sg, em z, =Py, de forma a qu& (Pu,,) = ol , ou seja,

transformam-se os efeitos aleatérios de dominiggteram efeitos aleatérios nédo

correlacionados. Nessa transformacdo, conhecidao ctensformacdo de Prais-
Winsten, utiliza-se a decomposicdo= P‘l(P‘l)', onde P é uma matrizZTxT com a
seguinte forma:p, = (1—,02)]/2, P =L 0t=t" paratt' =2..T, P, =—0 para
t=1..,T-1 e os restantes elementos sdmp, =0 (Judge et al., 1985). Pre-

multiplicando o modelo (5.2.5) pordiagsism(P), obtém-se o seguinte modelo

transformado:

diag,. .., (P)y = diag..,,(P)Xp + diag._,(P)Z,v + diag,,., (P)u, + diag. .. (P)e
COkeizn(PY: ) = CObiy(PX B + i (P)diaGiizr (Lr v + COLio (PU ) + COLir (P
col.(z,)=col..(H, B +diag..,,(f v +col._.,(Pu, ) +col__.(Pe,), (5.5.1)

ondez, =Py,, H, =PX, ef =P1 =col.(f), com f, = 1- p}* e f, =1- p para

2<t<T.

Em segundo lugar transforma-ge em z® = (IT - D)zi, de forma a eliminar o vector
de efeitos aleatorios v, onde D=(ff'))c é uma matriz TxT com
c=ff= (1—,0)[T —(T —2),0]. Pré-multiplicando agora o modelo (5.5.1) por

diag._, (I, — D), obtém-se o seguinte modelo transformado:

diag]sism(l )COIJSKm( ) d|a915|<m( - D)COI]si<m( )B + diag]si<m( - D)d|a915|<m( )
+ dlag15|<m( - D)CO <|<m(Pu2| ) + dlag15|<m( - D)CO <ism(P£i )

co <ism[(| T D)Zi] = COI]sism[(I T D)H ]B + diag15|<m[( D)f ]V +
+col_,[(I; =D)Pu,]+col_.[(I; -D)Pe,] .
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e notando quédl, —D)f =1.f —Df =f —ff)/c={ff —fff)/ff =0,,,, entdo o modelo

transformado reduz-se a:
z® = H(l)[l+e(1), (5.5.2)

onde  z%=col.(z?), H®=col..(H®), H®=(,-DPX, e
e® = col_.[(I; ~D)P(u, +¢ )] e satisfazend&(e®)=0,, . Uma vez que no modelo

transformado (5.5.2) se verifica que a matriz deagéncias do termo de erro,

I

Vle®)=E{{cob-nlliy ~D)Plu; +2 1K cObycnl(1 ~D)Plu +2 )} |
[dlag]s|<m D) E{dlagzsmm[P Uy tE )( Uy +8 P]}[dlag.IS|<m(|T )]
= [diag,..,(I; - D){diag,,.,.[PE(u,u} )P’ +PE( g,e )P + PE(uye )P +PE(g,uy )P']} x

x[diag]sism(l T D)]
= [diag,._..(I - D)){diag,...[Po?TP + PR P +PO,, P +PO,,..P|}diag...(I; - D)]

0100001, ~D g, PP+ PR . (DI
=[diag.. (1 ; - D)l|diag.n(o1; + PR P'|diag,.. (1 D)
= diagjsigm[(l . -D)g?; +PRP(I, - D)'} , (5.5.3)

ndo depende de?, entdoo?® pode ser estimado através da soma dos quadrados do

residuos obtidos pela estimagdo do modelo redy5idw). Seja entde® & a soma
dos quadrados dos residuos obtidos na regresséél) deobre HY pelo método dos

minimos quadrados ordinarios. A partir destes uesidobtém-se o0 seguinte estimador

ndo enviesado e consistenteafe dado por:

5'2 = [é(l) 'é(l) —tr {|:diag]5ism (l T D) -H (l)(H (l)’H (l))_ H (1)’ :|[diag:lsism (PRI P)]}J X
x[m(T -1)-r(HO)". (5.5.4)

Este estimador é exactamente igual ao estimadqopto por Rao e Yu (1994), no

ambito do modelo temporal de Rao-Yu, para a commpenge variancia associada aos
efeitos aleatérios especificos de dominio-tempesapde agora se estar a trabalhar
com um modelo espaciotemporal. Isto deve-se ao thetse ter transformado o modelo

(5.2.5) de forma a eliminar o vector de efeitosatdigos v, 0s quais envolvem a
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associacdo espacial. A demonstracdo do ndo enwesame da consisténcia
assimptética do estimador (5.5.4) foi efectuada Ywrna sua tese de doutoramento
(Yu, 1993, p. 117).

Passa-se agora para a estimacdoode Em primeiro lugar transforma-sg em
z? =c™¥?*'z, de forma a quai? = c™¥*'Pu,, tenha média nula e variancig. Pré-

multiplicando o modelo (5.5.1) podiag]sism(c‘]/zf’), obtém-se o seguinte modelo

transformado:

dlag:IS|<m( l/zf )COIL|<m dlag15|<m( ]/Zf )COI:ISKm B+dla9.|5|<m( l/zf )dlag15|<m( )
+dlag:lsism( _l/zf )COIJSism Puzi)+dlag:lsism( l/zf )COIJSism Psi)

COl]Sism (C_]/zf 'Zi ) = COIJsism (C_]/zf H i )ﬁ + diag]sism (C_]/Zf f )V +
+ coIEism(c-J/Zf Pu,, ) + CO'giSm(C_]/Zf Pe, ) ’

e notando que ¥4 f = c¥?2c = c¢¥?, entdo o modelo transformado reduz-se a:
7@ =H@p+e?, (5.5.5)

onde z? = col,_,(c¥*2,), H? =col_. (c*H,) e €@ =c*v+u? +£?, no qual

Ism
u = collsism(c‘”f 'Pu2i) eg® = coljsism(c‘]/ ’f ’Psi) e satisfazend(n‘:(e(z)): 0,,.. Note-se

que:

v(u?)= E{ ldiag,.....(c % eol,....(Pu, )|[diag,..... ¢ ¥4 "ol (Pu,, )]}
= [diagEism (v ')].E[diagmsm(Pu LU P’)].[diagEism (¢ )]
= |diag,...., (72 ){diag,...[PE(uu’ P Hdiag,.... (%)
= |diag,.._., (% )[diag,..., (02PrP)|[diag, ..., ¢ ¥2)|
= o?|diag,..., (¢4 )]{dlagEKm[PP‘l( Vp ]}[dlagL,<m( =l

= o*[diag,..,(c 1 f)
=0’ [diagmsm(c‘lc)]
=0’l,,
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V(e®) = E{[diagu.n (2 Joolun (Pe, [diagan (2 Joohurun (P2, )| |
= [diag,....,c*f')|Eldiag, .., (Pe.&, P diag,...., c*F')]
= [diag,.., € **f){diagy,..[PE(e, & )P'] Hdliag, . (c ¥2)|

= [diag]sism (C_]/zf ')]'[diag]sism (PRI P')]'[diag]sism (C_]/zf ')]’
= diag,_, (C_]‘f PR P'f ) :

O modelo transformado (5.5.5) tem matriz de cowaigs do termo de erro dada por:

V(e?)=v(c'v)+v(u@)+v(e®)

L, _ (5.5.6)
=co,B"+0°l , +diag,

(PR ,PT).

ism

Seja entdce® &® a soma dos quadrados dos residuos obtidos nasségrelez?
sobre H? pelo método dos minimos quadrados ordinarios. irpdestes residuos,

obtém-se o seguinte estimador ndo enviesadg’delado por:

g, zw{ém'@‘z’ —tr[PH(Z)diagKism(c‘Lf’PRiP’f )]—52[m—r(H ‘2))]}, (5.5.7)
H 2

ondeP,, =1,-H “{H @H <2>j H® e G2 é dado por (5.5.4).

Lema 5.1 O estimadorg’ é um estimador ndo enviesadoaje

Demonstragéo: A demonstracdo do ndo enviesamendj éebaseada nas propriedades

dos residuos dos minimos quadrados. Antes de seavpara essa demonstracao,

note-se queP_, € uma matriz simétricéa idempotent® e ortogonal aos regressores,

> Decidiu-se usar a particular matriz inversa gdiza@a de Moore-Penrose e (HO'H®) H®' e
emH(Z)(H(Z)’H(Z))_H(Z)’_

%5 Basta notar que no caso da matriz inversa geradalide Moore-Penrose, Befor a matriz inversa
generalizada dA, entdo(B~)' = (B")~ (Peterson e Pederson, 2008).

° Basta notar que no caso da matriz inversa genadalide Moore-Penrose, Befor a matriz inversa
generalizada da, entdoBAB=B (Peterson e Pederson, 2008).
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P.oH?=0,, se H?H® for regular. Para além disso verifica-se que

mp

tr(PH(z)):m—r(H(Z)):

tr(PH<2)):tr|:| m>_ H(Z)(H(Z) H(Z)j H(2) }
:tr(l )_t{H(2)(H(2)'H(2)j_H(2)l

= m—t{H @1 ‘”(H @ Hy (2))1 _

Notando agora quei)(H® H ‘2)(H @ H (2’) € uma matriz idempotente, pelo que o seu

traco € igual a sua caracteristicajip ((H(Z’ H(Z’j é a matriz inversa generalizada de
Moore-Penrose déd® H®@ | pelo quer{H(z) H‘Z)(H‘Z’ H(Z)j }: r(H(Z) H‘Z)), entéo

demonstra-se quetr(PH(z)):m—r(H(z’H<2)j:m—r(H<2’) (Peterson e Pederson,

2008). A partir da regresséo pelo método dos misiopoadrados ordinarios dg?

sobre H®, sob o modelo (5.5.5), obtém-se o BLUE dg dado por

p= (H @ H ‘2)) H® z@ e os residuos dos minimos quadrados dados por:

8@ =@ _y@p

I I
=70 —H (2)(H @H (2)j H® 2@

= @ o= H (2)(H (2)'H (2)j_H (2)'}2(2)

=P, (HOp+e®)
— 2 2
- PH(Z)H( )B + PH(Z)e( )

— (2)
- PH ) e .

O valor esperado da soma dos quadrados dos resdiaa por:
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E[(é(z))'é(z)] = E(e<2)) PP, e ]
=E (e(z) ) P,xe?

E{tr (e(z) ) P €e?]

EPP., e<2)( @ )

|
tr{ P, E[e?® (e(z) )
{p

-

t

r\) H'—JH'—"W—‘

tr ot diag]_|<m(c‘1f PR, P'f )]}
=cotr (P (Z)B‘l)+ oir (P o | [PH(Z)dlag]_Km(c PR, Pf)]

O-Ztr(l:)H“)B )+U [m (H (2))]+tr[PH(2)dlag]sism(C f PRiP'f)]'

(2) [CO’ B +

Com base no resultado anterior e relembrando E{u’iaz):az, verifica-se facilmente

que &° € um estimador ndo enviesadoafe

E(67)= W{E( &® 'é‘2>)—tr [P, o diag,...(cFPRP'f |- E(37m-r(H® )]}

1

) Cx—tr(m{wftf (P,B )+ c?[m-r(H®)+tr[P, . diag.., cFPRPT)|-
H@
_tr[PH (2>diagjsism(c‘lf PR, P'f )] . [m— r(H ) )]}

=0°. |

u

A semelhanca do que se verifica no estimador (b.5qie € um estimador
assimptoticamente consistente, também se admite aquestimador (5.5.7) seja
consistente quandm- o, tendo em conta os resultados apresentados nadeese

doutoramento de Yu (1993, p. 117), e assumindowsdts condicdes de regularidade
para o modelo proposto (5.2.5).

Uma vez que os estimadorgs e &> podem assumir valores negativos, entdo trunca-se

estes estimadores a zero sempre que eles assuvail@nes negativos, obtendo-se:
5% =max0;5?}, (5.5.8)
57 = max0; 57} (5.5.9)

Os estimadores truncadad’ e &> j4 ndo sdo centrados, mas continuardo a ser

consistentes quando- .
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Por dltimo, é de salientar que o EBLUP espacioteaip®.4.1) é um estimador nao
enviesado no modelo pelo facto & e 67 serem fungdes impares gne invariantes a
translacbes, ou seja, os estimadores das compendatesaridncia ndo se alteram
quandoy passa ay-ou ay-Xh, OhdOP,0y (de acordo com os resultados gerais de

Kackar e Harville (1984)).

5.6 APROXIMACAO ANALITICA DO EQMP DO EBLUP

ESPACIOTEMPORAL

Uma medida de variabilidade associada ao EBL@tP,,é dada pelo seu EQMP. Tal

como foi apresentado na sec¢do 3.2.5, sob condigéensormalidade dos efeitos
aleatdrios e dos erros da sondagem, essa mediaridbilidade pode ser decomposta
em trés componentes (com base nos trabalhos deaKadRarville (1984) e utilizando
os resultados gerais de Henderson (1975)):

2

EQMAG, ()] = gy, (v) + 0, (w) + E[8. (§)- 8, (v)] (5.6.1)

ondeE representa o valor esperado relativo ao modeh5p.Utilizando os referidos
resultados gerais de Henderson (1975), as duasarmnies do EQMP do BLUP
podem ser analiticamente avaliadas a partir deesgpes “fechadas” sem que se
verifigue a normalidade dos erros do modelo. Bag@nas que os erros do modelo

estejam simetricamente distribuidos. A primeira gonente,d,, (\p) gue representa a

incerteza devida a estimacao dos efeitos aleatéréode ordenn)(l), é dada por:
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glit (\Il) = m:t (G - GZ’V _1ZG )T1it

2p-1
=[m; m;n][g”B " }{ }
mTxm 2it

2p -1
~[m: m;n]{”“B O }{ } Z7Gm,

O Txm
=myo2B?m, +m},o (ImDF) m,, — (5.6.2)

1i%u
[mllauB_l(I D lT)+ rn'2it0-2(I m D l_‘)]\/_lZGrnit
2

1-p°

0.2

2gmy, +—7— ~ (0% 01, + 0%, V'ZGm,

=0.¢ + _(UUZQi Ul +0-2§it)'v_1(0-5gi U1, +0'2§it)’

onde g :{c“,} é ai-ésima linha da matriB8™ e {, é um vector linha de dimensé&o
1xmT comm blocos, no qual cada bloco € formado por um vdotba T-dimensional,
sendo d-ésimo bloco formado petaésima linha da matrif’, y,, e os restantes blocos

por vectores nulo$),;, i,i'=1, ...,m. Por sua vez, a segunda componeggﬁ(\y), que

mede a incerteza devida a estimacao dos efeitos & de ordem(m'l), é dada por:

g, (w) =k, -x'vzGm, ) (xv lx)l( -X'V'ZGm, )
=k, -x'vzGm, ) (x'vix)* x

g’B* 0 m,
X V—l[l D 1 mT] , mxmT 1
mem ol m or m2it

= (k, -x'vzem, ) (x'vx) { -xv o8 (1, 01,) 04,0 r][:]‘n }
2it

=k, -xvzem, ) (xvix )k, -xv2[o2B (1, 01, )m, +0?(1, O D)m,, ]
= [xit - X'V‘l(ofgi 01, +o%, )] ( ‘1X)_l[xit - X'V‘l(ofgi 01, +0%, )]
(5.6.3)
Como ja foi referido no contexto do modelo lineaistan geral, a Ultima parcela do
membro direito da expressao (5.6.1) ndo pode salitisamente avaliada de forma
exacta, sendo por este motivo necesséria uma apao#d. Uma vez que o modelo

proposto é um caso particular do modelo lineararimtgitudinal Gaussiano e envolve

a estimacdo de componentes de variancia pelo m&N@/A, entdo propde utilizar-
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se uma aproximacao baseada em desenvolvimento®mende Taylor proposta por
Prasad e Rao (1990) para o caso geral:

Elg, (7)- 8 ()] =tlL, (Vi) (V)] = 0 ). (5.6.4)

ob; (w)

P b, (w)=m,Gz'V?, V(y) é dada por (5.2.6) ¥(y) é a matriz
A4

ondel, (v)=

de covaridncias assimptéticas o@. Apesar da aproximacdo (5.6.4) parecer

relativamente simples, na verdade a obtengédo deeMprasséo pards; (\u) no ambito

do modelo proposto envolve alguns desafios, nonmeadiz na obtencéo d?(\i;)

Tem-se entdo qud) (y)= (ajg{ 01, +02§;t)\/‘1, pelo quel, (\|1):[ab“2 ﬂ”zj
0o° d0;
uma matriz por blocos de ordemrdT, onde:
Gb' _ o v\ ,a OV
; _Clt ' (0-5GiD1T+0-2git laa_zvl
=GV - (o3 D1 + oG V1,00V
-k - (o 01, 4o V2, 0 (5.6.5)
e
e Y LR AT
= o1 vi-(o% 01 +o Nz Z v
=g o1 -(o% 01, +o%g v 1z B Z v (5.6.6)

Se se definirA, (\y) Ly (\|1)V(\|1)L}t (\y):{akl}, entdo esta é uma matriz 2x2 simétrica

com elementos dados por:

a, =l - (o2 01 + o, V21, DOV AW g, - (0% D2 + 0% V1, O]
= [git -\, 0 F)V_l(UUGi 01, +o git )] V_l[git -\, U F)V (ngi Ul +o Cit )]
(5.6.7)
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a, =l 01, - (0% 01, + 0% v (z,B 2 v Avv
<[ 01, (0% 01, + o V22,872,
=l 01, - (2,82 Vo, 01, +0%, )| V*? (5.6.8)
X [Gi 01 - (Z1B_1Z'1)V_l(0ﬁ€i 01, + UZCit )]

a, =2, =[¢, - (0% 01, + oG V1, D)V v
<l 01 -0k 01, v o vz B2
=k, -, 00V (0% 01, +o%, )| 'V (5.6.9)
x|e, 01, - (2,872, v oz, D1, +0%, ).

A avaliacdo dos elementos da matriz de covaridrasasnptética dep de dimens&o
2x2, formada pelos estimadores centrados das campende varianciaz? e g, tem

que ser efectuada com o apoio de um lema sobralia@do da covariancia entre duas

formas quadréticas de variaveis normalmente digttds (Jiang, 2007, p. 238):

Lema: Se y ~ N(u,€), entdoCody'N,y;y'N,y) = 2tr(NONQ) + 40'N, QN , onde

N, e N, s&o duas matrizes simétricas.

Para que este lema seja passivel de ser aplicadestimadore$’ e §°, € necessario

que eles sejam apresentados como formas quadrateagaridveis normalmente

distribuidas.

Lema 5.3 Os estimadoreg® e g; podem ser apresentados, respectivamente, atavés

das seguintes formas quadraticas
g’ =kadCa+k,, (5.6.10)
g’ =kaC,a+kacCa+k;, (5.6.11)

ondea=Z,v+u,+g~N(0;V), C, e C, sdo matrizes simétricasle, k,, k;, k, e k;

Sao constantes
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Demonstracdo: Comece por notar-se que os errosodelon(5.2.5) representam uma

variavel normalmente distribuideg=2,v+u, +&¢~ N(0;V), onde V €& dada por
(5.2.6). Note-se, também, que as partes aleat@iiss estimadoress® e g° se

encontram nas componentes dadas pela soma dosadosadios residuos obtidos na
regressdo, sendo essas componentes apresentadas faonas quadraticas. As
restantes componentes desses estimadores sao ntesistpelo que podem ser

menosprezadas nesta demonstracao.

Em primeiro lugar vai reescrever-se o estimaddrcomo uma forma quadratica de

variavel aleatéria normalmente distribuida. Tenagartir de (5.5.4) que:

G2 = [é(l’ 8 —tr ﬂdiagm(l ;-D)-H “’(H W'y <1>j_ HE }[diag@sm(PRi P)]H

tr-)-ele

=89 39 +k,
onde k = [m(T-2)-r(HO) e

k, = —tr{diag]sism(l . -D)-H “{H W @j_ H (”'}[diagmsm(PRi P)]}[m(T -9)-r(He)

sdo constantes. A soma dos quadrados dos residtios?, pode ser apresentada

como:

2030 = a0 (2(1) _H (1)[5)

—a® {2(1) “H “’(H O H (1)) HO z“’}

=a® '{P - H (1)(H (1)'H (1))_H (1)’}2(1)}

— A@ ' 1 1
I
- e(l) [P a H (DB + P @ e(l)]

a0’ @
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I - I
uma vez queP,, =1 —H‘”(H(l) H‘l’j H® ¢é uma matriz simétrica, idempotente e

ortogonal aos regressoreB, ,H® =0, se HO'HO for regular. Notando-se agora
que e® =col__ [(I; -D)P(u, +¢)] e H® =col__[(I; ~-D)PX,], e definindo-se
C® =diag._,[(I; -D)P]. tem-se que
e® =diag,_.[(I; -D)Pcol..,.(u, +&)=C®(u, +¢) e

H® = diagy.,[(I+ - D)Pleok.n(X;) = C¥X, pelo que:

00 — A0 1
e() e() _e() PH(l)e()

= (u, +¢) C® |1, -H <1>(H o'y <1>j_H (ch(l) (u, +¢)

=(u, +g) CO |1, —C“’X(X'C(l) C(l)Xj X'c }c@(u2 +g).

Relembrando-se  ainda  que (IT —D)f :(IT —D)PlT =04, tem-se que
CO(u, +¢)=C®(Z,v+u, +¢) porque C¥Z,v =diag__[(I; ~D)PL|v=0,,. pelo

que &% &é® pode ser apresentada como a seguinte forma giadé variavel

aleatoria normalmente distribuida:
&®'8® = (u, +¢) C¥ {I - —C(l)X(X'C(l) c<1>x) X'c® }cﬂ) (u, +¢)

=(z,v+u,+g)C¥ P e C<1>x(x'c<1> c@xj X'co }c@ (z,v+u,+e)

:alcla,
ondea=Z,v+u,+e~N(0V) e C,=C® {lm—dnx(x'c‘”c“)xj X'c® }c@ é

uma matriz simétrica, porque,,, :ImT—C‘l)X(X C‘l)C(l)Xj X C® é uma matriz

simétrica. Mostrou-se, portanto, que o estimadbérpode ser apresentado como uma

forma quadratica de variavel aleatéria normalmeigtibuida:
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g’ =kaCa+k,.

Passa-se agora para a demonstragdo de como odestidifapode ser reescrito como

uma forma quadratica de varidvel aleatoria normatendistribuida. Tem-se a partir de
(5.5.7) que:

~

% = X Pl()B‘l {é(z) 2@ —tr[PH(z,diagEism(c‘lf PR,P'f )]—52[m— r(H @ )]}
( 2 )
= [c xtr (PH (2) B‘l)]_lé(z) 2@ _r [PH wdiag ., (C‘Lf PR,P'f )] x [c xtr (PH . B‘l)]_l -
- (kaca+k, )[m -r (H @ )] x [c xtr (PH © B‘l)]_1

— 1 a2 a@ '
=k,e'” e +k,aCa+k,,

A S ) A o v TS L

k, = {— K, [m - r(H @ )] —tr [PH wdiad., (C_]‘f PR,P'f )] }[c xtr (PH(Z) B‘l)]_1 sdo constantes.

Notando-se agora que (é(z) )'é(z’ = (e(z) )'PH@e(z), H® =col__.[c*PX,) e
e? = diag,.., (¢ f v +col, (¥ Pu, )+ col.(c¥*Pg), e  definindo-se

c® = diagEism(c‘]/zf ’P), tem-se que:
H® = diag,,.,,(c % P)col....(X,) = C?X
e

e(Z) = diag]sism (C_]/zf 'P)diag]sism (1T )V + diag]sism (C_]/zf 'P)COI]SiSm(u 2 ) +
+diag,_, (c'“/zf 'P)Coljsism(si )
=CPZ,v+CPu, +CP¢

=C®(Z,v+u, +g).

Pode, finalmente, mostrar-se q@’ & pode ser apresentada como uma forma

quadratica de variavel aleatdria normalmente Bisida:
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A2 'A@) — @ @

=(zy+u,+£)C? |1, -H (2)(H @H <2>j H® }C@) (Z,v+u,+e)

=(z,v+u, +£) C? |m—c<2>x(x'c<2> c<2>xj X' c® }C(Z)(Zlv+u2+a)

=aC,a,
ondea=Zv+u,+&~N(GV) e C,=C® {I . —c<2>x(x'c<2> c‘”xj x'c® }c@) é

uma matriz simétrica, porque, ., =1, —C(Z’X(X'C(Z’ C‘Z)Xj X'C® & uma matriz

simétrica. Mostrou-se, portanto, que o estimaddrpode ser apresentado como uma

forma quadratica de variavel aleatéria normalmedrggibuida:
0’ =ka@C,a+kaCa+k;. u

Voltando & expresséo (5.6.4), se se defidir V(y)={d, }, entdo esta é uma matriz

2x2 simétrica com elementos dados por:

d,, =V(F?)=CovkaCa+k,;kaCa+k,)=
=CoVka'C,a;ka'C,a)=
=k*Cofa'C,a;aC,a)=
= 2k12tr (ClVClV) , (5612)

d,, =V(5UZ) =CokaC,a+kaCa+k;kaC,a+kaCa+k)=
=Covk,a'C,a+k,aC,a kaC,a+k,aC,a)=
= k2Coa'C,a;a'C,a) + 2k.k,Coa’C,a;a'C,a) + k2Coa'C,a;a'C,a) =
= 2k2tr (C,VC,V) + 4k k,tr (C,VC,V ) + 2k2tr(C,VC V) (5.6.13)

d,, =d,, =CoV5?;52) = Cofk@Cpa+k,;kaC,a+kaCatk)=
=CoMkaC,ak.aC,a+k,aC,a)=
=k k,CoMa'C,a;a'C,a)+kk,Cofa'C,a;a'C,a)=
= 2k k,tr (C,VC,V )+ 2k k,tr(C,vC V). (5.6.14)
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Portanto, combinando as expressdes (5.6.2)-(5.@B)¢m-se uma aproximacao
analitica de segunda ordem para o EQMP do EBLU&cestpmporal, dada por:

EQMAR, ()] = 0u (w)+ 0au () + s (). (5.6.15)

De acordo com os resultados de Prasad e Rao (1890krmos desprezados na
aproximacado (5.6.15) sdo de ordel(m‘l), param- oo, desde que se verifiguem as
seguintes condicbes gerais de regularidade:oé elementos deX e Z séo

uniformemente limitados, tal quX'V X :[O(m)] (i) m e T sé&o finitos; i) os

P"P;
elementos d& e R sdo uniformemente limitados e diferenciaveis elacé® ay ; e

(iv) w, =y'C,y é um estimador de/, centrado e invariante a translacGes, ofide

tem a formaC, = diagEism[O(m‘l)]TXT + [O(m‘z)]memT, f=1, 2.

Tendo em conta os resultados apresentados em Peagab (1990), tem-se que
E[0, (#)]= 0 (W)~ 9a (W), [0, (#)]= 02 () @ E[gs (¥)]= ga(w), sendo os

termos desprezados nestas aproximagoes tambéndeta oﬂm‘l). Propde-se, entdo, o
seguinte estimador analitico do EQMP do EBLUP aspammporal, com correccdo de

enviesamento até a ordem(m‘l):

eqmp[6, (9] = g (9) + e () + 205 (9). (5.6.16)

5.7 APROXIMACAO BOOTSTRAP DO EQMP DO EBLUP
ESPACIOTEMPORAL

Como foi referido varias vezes anteriormente, aeiest parcela da expressao (5.6.1),
0., que representa a variabilidade adicional presenteEBLUP espaciotemporal
devida a estimacdo das componentes de variancia, pdtde ser calculada
analiticamente de forma exacta, sendo necessarizautaproximacdes. Neste
subcapitulo propbe-se uma metodolog@otstrap para obter essa aproximacdo. A
metodologia aqui proposta é baseada nos trabath8sitdr e Lahiri (2003) ao nivel da
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utilizagdo de um meétodbootstraprobusto (Wu, 1986) no contexto de estimacdo em
pequenos dominios com populagdes finitas. Assunmueoa estimacéo é assistida pelo
modelo espaciotemporal de nivel area (5.2.5), gtéedisponivel um conjunto de dados

iniciais provenientes de uma amostra aleatéria, apieomponentes de variancia séo
estimadas pelo método dos momentos apresentadaboapstulo 5.5, e quee p sao

conhecidos, propde-se 0 seguinte procedimientdstrap

1. Calcular as estimativas das componentes de vazifeto método dos momentos,

G2 e 6%, com base nos dados iniciaig, e ajustar o modelo (5.2.5), de forma a

determinar as estimativas dos efeitos figosp(y; §) , com § = (&f, &2) .

~

2. Calcular estimativas EBLUP espaciotemporais &e 6, :éit(y;\i;), e os dois

primeiros termos do seu EQMB,, () e g,, (V).

3. Gerarm copias independentes da variaug) comu; ~ N(O; G2l m). Com base nestes

valores, gerar o vector aleatono = (I _— ¢W)'lu1 , admitindogconhecido.

4. GerarmT copias independentes da variage] com g’ ~ N(O; Gl mT), independentes

de u; . Com base nestes valores, gerar o vector aleaigriadmitindop conhecido.

5. GerarmT copias independentes da variage) come ~ N(O; R), independentes de
u, eg .

6. Construir o conjunto de dadbsotstrapy” = Xp+2Zv +¢", ondev’ = [v* u } .

7. Calcular estimativabootstrapdas componentes de varianci#, e §°°, com base

nos dadodootstrap y', e ajustar o modelo (5.2.5) de forma a obter imastvas

bootstrapdos efeitos fixo$™ = ﬁ(y;\p*), comy = (éﬁ 52*)

8. Calcular estimativadpootstrap do EBLUP espaciotemporal, bem como das duas

primeiras componentes do seu EQMP, utilizando dsnativas bootstrap das

componentes de varianci, :
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g =80 =xb +(07g 01 + o2 0 [l -x),

pe
1-p

9 = O (y;ﬁ*;ﬁ’*): [X“ - X'(A *)_l(Aﬁ*Gi 01, +67¢, )][X'(A *)_lx}_l

><[xit - X'(A *)_1(5f*<;i 01, +6%¢, )} :

g;t = g;t (y;ﬁ*;\ﬁ*)= &sz*cii + - (aﬁ*gi 01, +&2*§it )’(v*)_l(aﬁ*gi 01, +0A—2*§it)'

2

9. Repetir as etapas 3)-B)vezes. Defina—séﬁ*(b) e 6%® como estimativabootstrap

dos parametros de varidncia obtidas na&ésima réplica bootstrap
g :(0“2*(b), 0“2*“’)); e p®, 60 g e g?) como estimativasootstrapde B,

u it

6., 0, €9, ., respectivamente, obtidas In@sima réplicdbootstrap b=1, ...,B.

10. Calcular uma estimativéootstrap de ¢;,, usando a seguinte aproximagdo de

Monte Carlo:g;, = B‘lzB: (é;(b) -6, )2 :
b=1

Uma vez obtidas as estimativiasotstrap g, , € considerando qug,, ({) + d,; (W) é

um estimador enviesado dg, (v) +0,, (v) (Prasad e Rao, 1990), entdo propde-se o

seguinte estimaddyootstrapdo EQMP do EBLUP espaciotemporal com correccao de

enviesamento:

-~ B * * *
eqm&[en (\m] = 204 (9) + 00 ()] - B> [0, + 9] + 0. (5.7.1)
b=1

5.8 APROXIMACAO JACKKNIFE DO EQMP DO EBLUP

ESPACIOTEMPORAL

A semelhanca do que foi feito no Ambito do model&Rdo-Yu, nesta seccdo é proposta
uma metodologia alternativa que permite obter um@xamacdo do estimador do

EQMP do EBLUP espaciotemporal através de um proteato jackknife ponderado.
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Tal como foi referido na seccdo 4.3.7, a metodalogroposta para determinar

estimativas para a parcety, € baseada no trabalho geral de Jieingl. (2002) e nos

desenvolvimentos em série de Taylor de Chen e iL@ti08). Importa aqui referir que
se decidiu introduzir a metodologjackkife no ambito do modelo espaciotemporal
(5.2.5) proposto, apesar de se admitir neste ma@delasténcia de associacao (espacial)
entre os pequenos dominios, ndo s6 como mais untadohggia alternativa de
estimacdo do EQMP, mas sobretudo como forma dartestdesempenho desta
metodologia em situacdes de dependéncia espaciak efominios (ou entre
observacoes).

Considerando-se o modelo (5.2.5) e a estimacacaaponentes de variancia pelo
método dos momentos, e admitindo-se conhecidos asdmetros de dependéncia
espacial e correlagdo temporal, uma aproximggédknifeponderada para o estimador
do EQMP do EBLUP espaciotemporal € dada por:

eamp 8, ()] = Gy (§)+ Gan (9) ~ S () 00050 () + tr A, (9 ()] +

el @ Xy - i) (w)own(\a)}, N

onde gy, (\u) é dado por (5.6.2)g.; (\y) é dado por (5.6.3)l-;, (\u) € uma matriz com

elementos dados por (5.6.5) e (5.6.6)Ag—:(\|1) € uma matriz 2 simétrica com

I

elementos (5.6.7)-(5.6.9). Para além dis@gm(w):(gi”; ,giﬂ;j é o gradiente de

Oy (\p) emo? e g2, o qual é um vector de dimens&dZom elementos:

e A CCTE R
+(o%, 01, +0%, )V a;/ Vi{oze, 01, +0%, )~ (0%, 01, +0%, )V,
- 1_1p2 ~26 Vo, 01, +0%, )+
+(0%, 01, +0%, ) V{1, 0TV oz, 01, +0%,)
=i +[(Ufgi 01, +0%, )V, 0r)-22, }V‘l(afgi 01, +0%,) (5.8.2)
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g%ﬂé =6 - (6 01,) V¥ {ols 01, + 0%, )+

ov
00;

= Gii _Z(Qi O 1T),V_l(aL12€i Ol +02§it)+

+(Uj€i 01, +0—2€it ),V_1 V_l(afgi 01, +0—2git)_(0-j€i 01, +0-2€it ),V_l(gi O 1T)

+ (0'59 01, + chit ),V_l(le_lzll)V_l(UEGi 0l + UZCit)

=¢ + [(ajgi 01, +0%, ) Vi(z,872))- 2, 01, )'}V‘l(afgi 01, +0%,).(5.8.3)

Por ultimo, @Nlt(\f;)=2wet(\f;_e—\f;) é um estimadorjackknife ponderado do
e=1

U

m
enviesamento day, e GW“(\IJ):ZWH(\I;_E—ﬁ;)(\f;_e—ﬁl) é um estimadojackknife
e=1
ponderado da matriz de covariancias yle ambos corrigidos até a ordeoﬁm‘l), e
onde y_, € o estimador day depois de eliminar a§ observagdes referentes @o

ésimo pequeno dominio &, sdo ponderadores que devem satisfazer a seguinte

condiggow,, =1+o(m™).

Existem diferentes possibilidades de escolha doslgradoresw,,, podendo-se, por

exemplo, utilizar duas possibilidades usadas p@nGh Lahiri (2008) no contexto do

_ m T -1

modelo de Fay-Herriotw,, -m-t e WZetzl—x;{ZZXitx{tj X4 - Naturalmente
m i=1 t=1

gue o uso de diferentes ponderadores resulta esrediés estimadorgackknife do

EQMP do EBLUP espaciotemporal.

Finalmente, note-se que apesar de se ter assummdoralidade dos erros do modelo
(5.2.5) aguando da sua especificacdo, esta hipétedei indispensavel para derivar
uma aproximacédo analitica do estimador do EQMP BIoUP, corrigida até a segunda
ordem quandon- c. Porém, nédo foi necessario assumir a hipoteseanatidade dos

erros na obtencdo do BLUP espaciotemporal nem risagéo das componentes de
variancia, tal como ndo é fundamental admiti-la poscedimentos de estimagdo do

EQMP do EBLUP espaciotemporal por métodos de retagesn. Basta apenas, em
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alguns desses casos, que o0s erros do modelo (5eBtgjJam simetricamente
distribuidos.

5.9 CASO PARTICULAR DO MODELO

Tal como foi referido no subcapitulo 5.2, o mode$pacial de Salvati (4.5.4) pode ser
considerado um caso particular do modelo espacpesthproposto (5.2.5), quando se
consideraT=1, p=0 e ¢®=0. Salvati (2004), bem como Singét al (2005),
propuseram que a estimacdo da componente de varidoanodelo espacial (4.5.4)
seja efectuada através de um dos métodos de vdhasiga. Contudo, no ambito deste
trabalho pretende estimar-se as componentes dénvexiatravés de um método que
ndo exija a verificagcdo da hipotese da normaliddaie erros do modelo de estimacao

em dominios. Desta forma, neste subcapitulo prepd@na extensdo do método Il de
Henderson (1953) para a estimagéo da componemtardacia, o>, no contexto do

modelo espacial (4.5.4), com erros associados iedp@&nte através de um processo
SAR, V., e erros da sondagem independentgs, Considere-se, por facilidade de

exposicao, que =1 .

A semelhanca da metodologia proposta no subcagftGloo estimador proposto para a
componente de variancia € baseado nos residuosnderegressao efectuada pelo

método dos minimos quadrados ordinarios sobre elodd.5.4) transformado. Assim,
transforma-sey em z% =(1, -@W)y de forma a quai® =(I,,-@N)v tenha média
nula e varianciag?l . Pré-multiplicando o modelo (4.5.4) pfir, —@W), obtém-se o

seguinte modelo transformado:
z9 =HYB +e®, (5.9.1)

ondeH® = (I, -oW)X ee® =u+(1,, -~ @V )e. Note-se queE[e®)=0 e que:
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V(e®) = E{ju+ (1, - gw)ellu+ (1, - )] |
= Euu'+ua’(lm—¢W)'+(Im—WV)8U+(|m‘WV)88'(|m‘WV)']
= E(uu’)+ (1, - @V )Eee )1, - )
=2 +(1, —aV)R(l,, - W) .

%)

Faca-se agora a regressao 718 sobre HW pelo método dos minimos quadrados

ordinarios e defina-sé® &€* como a soma dos quadrados dos residuos obtidea nes

regressdo. A partir destes residuos, obtém-seuinse@stimador ndo enviesado dg,

dado por:

., 1

G2 = m{ 80 g0 —tr[PHm (. -aV)R(l —¢w)']}, (5.9.2)

I - I
onde P, =1, —H“’(H(l) H(l)j H® . A demonstracdo do ndo enviesamentodgdeé

baseada nas propriedades dos residuos dos mininamsados, pelo que é muito

semelhante a demonstracdo do ndo enviesamentdicads (5.5.4). Notando-se que

tr(PHm):m— H®) e quea®=p

€Y , entdo o valor esperado da soma dos

quadrados dos residuos € dada por:

eleo)ee] =eleee,m,er]

nY 1
tr|(e®) P we?]
— ) (Lo Y
=tr EPH(l)e“(e”)

{
= tr{ P E[e(l) ()
{

—_—r— S ——

HO

Pl + (1, - awIR(, - ) ]
=tr (0?2 PH(D)HY[PH(D (I -o)R(, _¢W)]
- oilm-r(1® ) +tfp,. (1, - W)R(, - )]

tr

Com base no resultado anterior, facilmente se igarilue G € um estimador n&o

enviesado deg’. Pelo facto ded’ poder assumir valores negativos, entdo faz-se a

truncagem a zero desse estimador sempre que elemassalores negativos:
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G2 = ma>{0; Ej}. Tal como foi referido anteriormente, o estimattancadod? ja ndo

€ centrado, mas continuara a ser assimptoticansensistente quanda - co.

Note-se que a utilizacdo de um estimador pelo neétlmd momentos da componentes
de variancia nao tem qualquer influéncia sobrepmessdo do BLUP espacial, nem do
seu EQMP (expressodes (4.5.7)-(4.5.10)). Contudestmativas obtidas pelo EBLUP
espacial (4.5.11) séo influenciadas pelo métodoesiemacdo da componente de
variancia, bem como as estimativas do EQMP do EBladpacial, particularmente
resultante de uma diferente variabilidade devida&séimacdo da componente de
variancia, avaliada através da conhecida pargelgt.5.13). Neste contexto, propde-se
0 seguinte estimador analitico do EQMP do EBLUPaesh com correccdo de

enviesamento:
eqm’{é’i(&j)] =0,(07) + 9,(67) +294(57) (5.9.3)

onde g, (o) é dado por (4.5.9)g,,(07) € dado por (4.5.10) @, (Jj) ¢ dado por

(4.5.13). Apesar das expressoes gi§o’) e de g, (o’) ndo serem afectadas pelo

método de estimagdo da componente de varidncigéogmo entanto, apresenté-las de
forma mais detalhada. Assim, as variabilidades ddevia estimacdo dos efeitos

aleatdrios e dos efeitos fixos, sdo dadas, resf@atinte, por:

o8 (Jf) = m{{afB’l - JjB’1V’10'jB‘1}mi
=m/g’B™m, -m;o/BV 'g’B™m,
— 2.0 2.0 -1 _.2
=og,gm, -o.gV oy

=0/¢, —05V o, (5.9.4)
62} -o2xv e m Jw ) o)
=[x, - a2xv g [ v ix ) x, - opxv g (5.9.5)

onde ¢; :{c“,} é ai-ésima linha da matriB™. Por (ltimo, a variabilidadéevida a

estimacdo da componente de variancia é dada por:
O3 (Ui)ztr[Li(UEN(UE)L;(UL?)V(OA-E)] ; (5.9.6)
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ondeV( ) € dada por (4.5.5),

LA
.Y,

o0,
=gV -gigv BTV

=g -aigvBN

e a variancia assimptética de’ é dada porV(&f)ZZkftr(CNClV), na qual

=gV -gigvt v

k=m-rH®)]", V=R+0’B* e c,=C® {I . —c‘”x(x'c‘” c<1>x) X'c® }c@

com CY :(Im—qNV). Tal como foi apresentado no subcapitulo 5.6, @iagéo da

variancia assimptoética de um estimador da compendatvariancia foi baseada no
lema sobre avaliagdo da covariancia entre duasafrguadraticas de variaveis
normalmente distribuidas. Notando-se que o estimél®.2) pode ser apresentado

~ A A -1
como a2 =ke" &¥ +k,, onde k, = [m— r(H ® )] e

xk,, e notando-se que a soma dos quadrados dos

k, = tr[PHu) ¢N)R(|m—¢N)'

residuos pode ser apresentada como uma forma tjoadra

é(l)'é(l) - e(l)' PH o e(l)
= [u + (I m _(NV)S]’ PHu)[U + (I m _(AN)S]
=[(, —ew)v+e)] P,u [0, W)y +e)

=(v+ 8)'C(l)[| n—H (l)(H o'H (l)j_ H “’}Cm (v+e)

= a’C(l)[l - c<1>x(x'c<1>'c<1>xj_x'c@'}cma' ,

onde a=v+e~N(O;V) e C®=(I_,—@W), entdio a variancia assimptética def

obtém-se de imediato a partir do referido lema.
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6. ESTIMACAO COM RESTRICOES

6.1 INTRODUCAO

Tal como tem sido referido nos capitulos anterjaiesstimacao em pequenos dominios
€ um procedimento utilizado para produzir estinggticom precisdo adequada para
pequenas areas geograficas ou subpopulacbes, detamipor pequenos dominios.
Contudo, quando se trabalha com estatisticas igfictaoutros dados publicados, exige-
se normalmente que as estimativas produzidas pam@eterminado nivel de agregacao
coincidam com o resultado do agrupamento das dstasaproduzidas para niveis de
agregacao inferiores (pequenos dominios). Por elkengxige-se que a estimativa
directa do parametro de interesse para toda a@gfukeja igual a soma ponderada das
estimativas indirectas desse parametro de interessepequenos dominios que
constituem essa populacdo de interesse. Quando cesisisténcia interna dos
estimadores ndo se verifica, € necessario que asdufores de estatisticas oficiais
procedam a uma calibracdo das estimativas parapeguominios de forma a torna-
las coerentes com as estimativas produzidas paraiveh de agregacao superior, as
quais sdo normalmente mais precisas, pelo factedsan produzidas com base numa

maior dimensao amostral.

Esta calibracdo assume também um papel muito iemgertno quadro de uma
abordagem de estimacao do tipodel-base@u model-assistedoois € conveniente que
0os estimadores dos parametros de interesse ineomponecanismos que possam
assegurar alguma proteccao contra possiveis falnasds especificagbes dos modelos
gue os suportam. Esses mecanismos poderdo coaligmima robustez ao estimador
ajustado,i.e., poderdo reduzir o seu enviesamento e o0 seu E@Ehdo alguns dos

pressupostos do modelo subjacente ndo se verifidamerdade, a grande vantagem da
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garantia da consisténcia interna dos estimadoresgenguando o modelo postulado
falha, podendo este procedimento assegurar quem s@duzidas estimativas
adequadas para um determinado nivel de agregagéoufo lado, quando o modelo
postulado se verifica aproximadamente, espera-s@garantia da consisténcia interna

nao deva produzir alteragdes significativas namesivas.

Na primeira parte deste capitulo é efectuada uwmisde bibliografica sobre a garantia
da consisténcia interna dos estimadores no contdatoestimacdo em pequenos
dominios (subcapitulo 6.2). Apesar de este probkssnanais conhecido e estudado no
contexto das séries cronologicas econdémicas, nét@uhb qual as estimativas mensais
ou trimestrais de um determinado parametro devamajsstadas de forma a serem
consistentes com as respectivas estimativas ammisalmente mais precisas, ele ndo
sera estudado no ambito desta tese. Este assutgseoencontrado, por exemplo, nos
trabalhos de Hillmer e Trabelsi (1987) e de CheletDagum (1994). Na segunda parte
deste capitula,e., no subcapitulo 6.3, € introduzido um modelodmmisto geral com
restricbes para estimacdo em dominios, no ambitqudb € deduzido o EBLUP com
restricoes. No final deste subcapitulo, sdo pr@sosiuas metodologias gerais de
estimacdo do EQMP do EBLUP com restricbes baseaslas métodos por
reamostragem, validas para qualquer método de asiondos parametros de interesse
em niveis mais agregados. Este capitulo terminaaapresentacdo de um modelo de
estimacdo em dominios com restricoes, utilizandimsl@spaciais e cronoldgicos. Este

ualtimo trabalho é apresentado no subcapitulo 6.4.

6.2 TRABALHOS PREVIOS

Os principais trabalhos sobre a garantia da c@mgist interna dos estimadores, no
contexto da estimagdo em pequenos dominios, baseiama introducdo de restricdes
na estimacdo. Uma vez que geralmente se pretendeagsoma ponderada das
estimativas combinadas em pequenos dominios, gsepéem ter sido obtidas através
da metodologia EBLUP apresentada no subcapitulp $fa igual & respectiva

estimativa (directa ou indirecta) obtida para urehde agregacdo mais elevado (para

simplificacédo, admita-se a populacao total), etatesejavel que os estimadores para
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pequenos dominiosﬁi , satisfacam a seguinte restricdo (Wahgl, 2008):

m m

Ywb =Y ay, (6.2.1)

i=1 i=1

m
ondey, é um estimadadesign-basede 8 e w sdo pesos amostrais tais qua), y, é
i=1

um estimador consistente no desenho do total (odiangopulacional. Tém sido

propostos na literatura varios procedimentos quenipem construir estimadores que
satisfazem a restricdo (6.2.1). De forma a revguredl desses procedimentos mais
utilizados no contexto de modelos de nivel areasidere-se o conhecido modelo de

Fay-Herriot (Fay e Herriot, 1979) apresentado nbcapitulo 4.2. Tal como foi
apresentado nesse subcapitulo, considere-seéque::-@i representam o BLUP e o
EBLUP ded,, respectivamente.
Pfeffermann e Barnard (1991) propuseram a mod#icalps preditores dos parametros
desse modelo, considerando uma restricdo do tEm),(x;[Hui):Zw,yi. O

i=1

i=1

respectivo estimador dos parametros de interesseesiricoes é dado por:
b =6 o] leoiid) Sry, - St | 622
j=1 i=1

onde 6=,  Codd.d)=ayal +Dwl-n)a-ykvEk e
= =1
v(6)=3 wcodg: 6).
=

Isaki et al. (2000) impuseram uma restricdo através de um gioeato que,

aproximadamente, produz os melhores preditores nit@¢ quantidades né&o
m

correlacionadas corE @y, . Segundo Wanagt al. (2008), o estimador dos parametros
i=1

de interesse com restricbes proposto por aqueteseaipode ser apresentado como:
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gt =9 {iwfv (v, )T-w. Iy, )-(iwj Y, -iw.é) (6.2.3)

onded=>" @ eV(y,) é um estimador d¥(y,)= o + 07, .

i=1
No trabalho de Wangt al. (2008), no qual foi observado que os estimadd@es2) e
(6.2.3) tém a forma geral:

r=d+a/Say -Sud), 624
j= i=

onde Zcqai =1, foi também deduzido o “melhor” preditor linearon&nviesado
i=1

(BLUP) de 8 que satisfaz a restricdo (6.2.1). Esse predittad® por:
éR=é+a{ijy,——Za}.éj, (6.2.5)

m -1
onde & :(Z(bi‘lwfj W e ¢ € uma funcdo das componentes de variancia.
i=1

Considerandoqﬁi:a),[CO\/(éA?i;é)]_1 e qﬁi:N(yi)]_l obtém-se, respectivamente, 0s

estimadores (6.2.2) e (6.2.3), pelo que se veyifleata forma, que sdo BLUP.

No contexto de modelos de estimagcdo em pequenoénidsnde nivel unidade tém
também sido propostos procedimentos semelhanteacana apresentados. Battese
al. (1988) foram pioneiros na introducdo de restg¢cde ambito do seu conhecido
modelo de nivel unidade, de forma a garantir qggenaa ponderada das estimativas de
colheitas médias para pequenas areas geografisss ifgual a estimativa da colheita
total para uma area geografica mais ampla. Co&lB60) propds uma metodologia
geral que permite a introducao de restricdes niaasiio sob modelos espaciotemporais
de nivel unidade. Mais recentemente, Ugattal (2009) sistematizaram a metodologia
de introducao de restricdes sob o modelo de Bagtieak (1988), e apresentaram um
trabalho inovador ao nivel da estimacdo do EQM BoUEP com restricbes, admitindo

que as estimativas para niveis mais agregados [#ia® através de um estimador
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sintético pela regressado. Por sua vez, PfefferneaBurk (1990) e Pfeffermann e Tiller
(2006) impuseram restricbes do tipo (6.2.1) em nuzdstate spaceaplicados a
estimacdo de precos da habitacdo e a estimacdoaxts tde desemprego,

respectivamente.

6.3 MODELO COM RESTRICOES

6.3.1 Especificacdo do modelo com restricoes

Considere-se um problema de estimagdo em pequamfids no quadro de um
modelo linear misto geral, tal como o modelo apr&sio no subcapitulo 3.2:

y=XB+2Zv+g, (6.3.1)

ondey € um vectomx1 de observagOes da variavel dependeite,col,<j<,(x';) €

uma matrizmxp de observacdes de variaveis independentesxtom (xu, ...,xl-p), B

€ um vectopx1 de efeitos fixosZ = I,,,, v € um vectomx1 de efeitos aleatériosseé
um vectomx1 de variaveis residuais, 0s quais sao indepenuente distribuidos com
v~ N(0;G) e~ N(0;R). A matriz de covariancias deé dada poV =ZGZ' +R.
Recorde-se que a estimacdo de um parametro deessgergeral num dominig
0,=k';p+m'v, é efectuada com base no seguinte BLUE @&
B=XVv1x)"1x'v-ly, e no seguinte BLUP de, ¥ = 6Z'V-!(y — XB). Com o
objectivo de introduzir restricdes na estimacadamdoe em vista a garantia da

consisténcia interna, € conveniente apresentardeim@6.3.1) como:
y=X%+¢, (6.3.2)

onde X° = [X Z] e § = [B’ v']". Assumindo que as componentes de variancia s&o
conhecidas, entdo o preditor dos minimos quadrgdasralizados dé é dado por
(Henderson, 1975):

_[&xvix)ix'v-ly

- ~ A vorg1
= (XO0v-1x9)-1x0y-1y = 6zv-1(y - XB) | (6.3.3)
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Pfeffermann (1984) mostrou que a matriz de cover@ndos erros de predicao fe

sob o modelo (6.3.2§, — &, é dada por:
VE-§=E[((-8) (-8 ]=x"v1Xx)1=c. (6.3.4)

Posteriormente, McLean e Sanders (1988) mostrateragnatriz de covariancias dos
erros de predicao pode igualmente ser apresentaala c

XR1x X'R1Z ]' [C11 C'u]
C = , = , 6.3.5

XR1x ZR1Z+G1 Cz1 Cy ( )
Onde Cll = (X'V_IX)_I, C21 = _GZ 'V_IXCH e sz = (Z'R_IZ + G_l)_l -
C, X'V 1ZG.

A abordagem de garantia da consisténcia intern@euwai propor passa por considerar,
a semelhanca das abordagens apresentadas antat@rnae existéncia de &reas

geograficas ou subpopulacbes de maior dimensaagpegam os pequenos dominios
de interesse, para as quais se dispbe de estimativa precisdo adequada. As
estimativas dos parametros de interesse ao nivedgi@ podem ser obtidas de forma
directa ou indirecta, sendo frequentemente utibgzads estimadores de Horvitz-

Thompson, directo pés-estratificado e sintéticapelgressido. E importante observar
que as restricdes devem reportar-se a um nivegidgacao para o qual se disponham
de estimadores com um bom nivel de precisdo. Sé naso é possivel ter a garantia
que as modificacbes impostas aos estimadores s@esdgias e que ndo interferem com

as flutuacdes aleatorias dos dados.

Para tornar a leitura mais simples neste capittdosidere-se a seguinte notacao:
representa, tal como anteriormente, os pequenosndmni=1, ..., m, a representa
areas geograficas mais vastas denominadas poesegil, ..., A. De forma genérica
propde utilizar-se o termo “regido” para referiraipopulacdo que agrega um conjunto
de pequenos dominios, independentemente na suazgttepresentando-se po(a)

O numero total de pequenos dominios contidos naidoe@. Finalmente,

Yicqa representa a soma sobre todos os pequenos dompéniescentes a regi@o

Assume-se, também, que o parametro de interesseaémédia, exigindo-se que a
média ponderada das estimativas produzidas papamqseenos dominios de uma dada

regido seja igual a estimativa do referido parédmdt interesse nessa regido. Neste
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sentido, os estimadores/preditores dos efeitos fxxaleatorios do modelo devem ser
modificados pelo seguinte conjunto de restri¢cdes:

Yicawibf=0,, a=1,.,4A (6.3.6)

ondew; s&o ponderadores tal ghg., w; = 1, 8, € um estimador da média na regi&o
e OF = k';BR + m';o% é um estimador combinado modificado da médiai-ésimo
pequeno dominio, seng®® o vector dos estimadores modificados dos efeitas fe
R o vector dos preditores modificados dos efeitestalios. Apesar da escolha dos
ponderadoresv; ser arbitraria, admite-se que é dada pelo racie em nUmero de

observacgdes incluidas n@simo pequeno dominio e 0 nimero de observacokesdas

na a-ésima regiaow; =%. Pretende-se, portanto, substituir o pred§opor &f =

[BR' ¥R, através da resolugdo do seguinte problema denizia¢o:

ming (y — X°8) 'V 1 (y — X°¢) (6.3.7)
s.a. Q§=q.

Note-se que o conjunto derestricdes (6.3.6) pode ser apresentado de foomaacta

como.

€ =gq, (6.3.8)

onde q = coli<aza(8a ), Q = [X" Q] X" = coli<a<a (8 ¥X),
szCOllsasA(sla lp), ¥ = diaglsism(wi)a e8’a = (5a1; ---laam) com 5ai:1 se oi-
ésimo dominio pertence @&ésima regido &5,,=0 em caso contrario. Note-se que

(slanXﬁ + S'a‘Pv = Ziea (OF x'iﬂ + Ziea wW; V;.

A resolucao do problema (6.3.7) é semelhante dug®m do conhecido problema da
econometria classica de estimacdo dos parametrasmderegressao sob restricbes
lineares (Greene, 2003). A solucédo do problemadé gar:

& =&+ A(q - Q%) (6.3.9)

onded = CQ'(QCQ’)™t com € = (X*V~1X%~1. Os preditores modificados (6.3.9)
verificam naturalmente as restricdes (6.3.8), uemqueQ&® = Q[ + A(q — Q¥)] =
Q¢ +QCQ'(QCQ) (g - Q%) =q.
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Demonstracdo: Considere-se a seguinte funcéo Lgemaa:

L 2) =y — X°8) 'V 1(y — X°8) + 22'(Q¢ — q),

e igualando-se a matrizes nulas as suas derivadasdem & e ad, tem-se

oL _ 0ry— 0 11—
a_f_ =2X°'V 1(y—X E)+2QA—0@{XOIV—lx0€+QlA=XoIV—1yl
G=205-9=0 € =a

O resultado anterior pode ser reescrito utilizamadrizes por blocos,

X"’Vq‘lx" %’] [i] _ [X"’\;*Y] o [j] = g1 [X"’\é‘l}’]’
B

e calculando-se a matriz inversa Re(veja-se, por exemplo, em Greene (2003) a

metodologia de célculo da matriz inversa de umaimpbr blocos),

g1 [CU—@Q'(@ce)™ec] cQ'(eee)™
(eceH'ec —-(QceH I

ondeC = (X?'V-1x%)~1 tem-se finalmente que:

§R = CX"V~ly — €Q'(QCQN'QCX"V~ly + €Q'(QCQ)q
§-CQ'(QCQN'QE+CQ'(QCQH)'q = +CQ'(QCQ) " (q - Q%)
=&+ A(q - Q%)

comA = €Q'(QcQ"H . [

Note-se, também, que as expressbes (6.3.8) e )(6p®&m ser genericamente
aplicadas, independentemente do estimador utilizadaivel da regido (naturalmente
com as correspondentes expressfes @agag). Contudo, € necessario conhecer-se a
forma especifica do estimador utilizado ao nivelrdgido, de forma a derivar as

respectivas expressoes particulares do enviesare@@wariancia do preditor (6.3.9).
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Lema 6.1 O valor esperado no modelo do erro de predi@é’é— E) € dado por:

E(ER —§) = A(q, — XRB), (6.3.10)

ondeq, = E(q).

Demonstracéo:
EGF -8 =E[+A(@-Q§)—§1=EE—§ +AE(q- Q%) =

=0+ AE(q) — A[X® Q,]E(§) = Aq, — AXR B .

Note-se queE(E) = [g] sob o modelo (6.3.1) e se denomirgu= E(q) pelo facto de

depender do estimador utilizado ao nivel da regiéo. [ ]

Coroléario 6.1.1: Quando é utilizado o estimador directo ao niveregifo,8%", entéo

0 enviesamento no modelo do pred§8ré dado por:

E("-¢&) = A(YX - X®)B.

Demonstracdo: O estimador direala média naa-ésima regido, sob um plano de
sondagem genérico com dimensdes populacionaisaofiiobs desconhecidas, é dado

por:
Hgir = Zjesa 7Tj_lyj/zjesa it = fa/Nas

onder; € a probabilidade de inclusao jeésima observacag, j=1, ..., N. Notando-se

gue o estimadot, pode ser apresentado como:
Py _ -1 _ A _ 5 A
Tq = Diea Zjegai T "y = Yicatai = Xiea Nib;

e que do ponto de vista do modei{f;) = E(x' ;B +v; + &) = x';8, E(N;) =
E(Zjesai T[j_l) = Zjesai 7Tj_1 =m; € E(Na) = E(Zjesa T[j_l) = Zjesa 7Tj_1 =Ty, uma

vez que as probabilidades de inclusdo séo constaaste contexto, entao:

E(égir) = Ziea TT; (x’iﬁ)/ﬂa = niaalanxﬁ )

ESTIMAGAO cOM RESTRIGOES | 175



onde Il =diag,<i<n,(m;). Tem-se, entdo, que E(q) =YXB, onde
Y = colycgeu (ni&an), pelo que de imediato se verifica quB(&f—¢§)=

A(YXB - XR ). n

Observacdo: O enviesamento do pred&®rquando é utilizado o estimador directo

pode ser negligenciavel. Note-se que:

1
YX - XR = CollsasA (ﬂ_slal-[)X - COllSaSA(slanX) =
a

= coli<g<a {S'adiag1sisn (Z_; - wi)}X '

. n; T IVi
pelo que a diferenca entte = —e—==
a

Tq a

tendera a ser proxima de zero. No caso

. L . . I = N
particular de uma sondagem aleatéria simples s@sigiio tem-se qub; = n;— e

N, =n, % pelo que se verifica de imediato qupreditoré® é centrado no modelo. E,

ainda, de salientar que sendo arbitraria a esclilbaesos;, ela pode ser efectuada de
forma a tornar greditor &R centrado no modelo num contexto de um qualqueoout

plano de sondagem, caso seja conveniente.

Corolario 6.1.2 O preditor &% é centrado no modelo quando é utilizado o estimado

sintético pela regressao ao nivel da regido.

Demonstracdo: O estimador sintético pela regredaduédia na-ésima regido é dado
por 85k =x',B, onde x'y =Y, w;x'; =8, ¥PX. Tem-se entdo queE(q) =
E(XR B) = X® B, pelo que é garantido de imediato 0 ndo enviesanaet® uma vez
queE(ER - §) = 0. n
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Lema 6.2 Quando é utilizado um estimador directo ao nivekelgido e admitindo-s

D

que o preditoréR é centrado no modelo, entdo a covariancia no model erro de

predicdo(¢R — &) é dada por:
V(R —§)=C+MA' + AM' + ANA', (6.3.11)

ondeM = C,(YX — X®)' comC, = [C';; C';1]'eN = (YX—-X*)BB'(YX -
XR) + (YV — Q,6Z)Y — (YX—X®)Cy, X®' — Y(ZG + XC',1)Q', — (XRCyy +
Q,C:)X'Y' +Q,6Z'(I - V7'XC,, X)V'ZGQ',.

Demonstracao:

Antes de se avancar para o céalculo da covariarncraatelo do erro de predicao &eé
necessario observar que o BLUE e, e o BLUP dev, ¥, podem ser reescritos

como:

B=XV1xX)"1x'v-ly
=XV IX)TIX'VI(XB + Zv + &)
=XV IX)TIX'VIXg + XV IX)TIX'V'1izy + X'V 1X)"1X'Vle
=B+C X'V 1Zv +C;;X'V1g,

v=GZV(y-XB)
=GZIVIXB+Zv+¢e)—GZVX(B+C, X'V 1Zv + C;; X'V 1)
=GZV 1Zv+GZV1le - GZ'V1XC; X'V 1Zv - GZ'V1XC, X'V 1e
=(GZV1Z-GZVIXC XV 1D+ (6ZV1-GZVIXC X'V e

A covariancia no modelo do erro de predicdoédé dada por uma soma de quatro

parcelas:
V(E*-§)=E[(§" -5 -¢)]=E{[§+A(@- Q&) —¢][§ +A(a—- Q%) - ¢])}

=E{[(-8) +A@q-0D)][(E-¢&) +A4@-ed)]}
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=E|E-6)(E-8) +(E-9)(a-0F)a +4(q-QF)E -9 +
A(q- @¥)(a-Q¢) 4]

—E[E-9)E-9)]+E|(E-£)(a—0F)a]+F|a-
QH)(E-8) 1+ E[a(@-0D)(a-0E) A | =0+ 8+ 85+,

A primeira parcela da covariancia no modelo do de@redicdo dé € a covariancia

do erro de previsao desob o modelo sem restricbes, dada por (6.3.4),Jego C.

A segunda parcela da covariancia no modelo doderfmredicdo dé é dada por:

& =E|E-¢)(a-0F)a|= E{[’g:ﬂ (q-X"B- Qu’ﬁ)’}A’
_([B-B)a—-X"B-@.)
_E{ (’ﬁ—v)(Z—XRE—QUﬁ)' }A

Em seguida ira calcular-se separadamente o vgberaso de cada um dos dois blocos
da matriz. Para tal vai utilizar-se a formulagéieraktiva do BLUES e do BLUPY,
bem como os resultados obtidos na demonstracamaado 6.1.1 para notar que, do

ponto de vista do modelo, se tgn= Y(XB + Zv + &).
E[((B-B)(qa—-X"B-Q,0)]=

=FE{[B+C1 X'V 1Zv + C, X'V le - Bl[YXB +YZv + Ye — X B
— XRC; X'V 1Zv — XRC1 X'V e - Q,(GZ'V~1Z — GZ'VIXC, X'V 1Z)v
—Q,(GZV 1 —6Z'V1XC X'V D]}

= E{[C;1X'V™1Zv + C;; X'V 1e][(YX — XR)pB
+ (YZ - XRC, X'V 1Z - Q,6ZVZ + Q,GZ'V1XC,, X'V 1Z)v
+ (Y — XRC 1 X'V1-Q,6ZV1+ Q,6Z'V1XC; X'V De]'}

= E[C; X'V 1ZuB' (YX — XR)'] + E[C.1 X'V 1Zvv' (YZ — XRC, X'V71Z —
Q,GZV1Z+ Q,6Z'V1XC,X'V1Z)] + E[C;1 X'V 1Zve' (Y — XRC X'V —
Q,GZV 1+ Q,6ZVIXC X'V )]+ E[C, X'V e (YX — XR)'] +
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E[C,1 X'V 1lev' (YZ — XRC, X'V Z - Q,6Z'V™1Z + Q,6ZVIXC, X'V 1Z)] +
E[C,, X'V leg' (Y — XRC 1, X'V 1 - Q,6ZV 1 +Q,6Z'V-1XC,, X'V 1)]

E recordando que os erros do modele,, satisfazenE (v) = 0, E(e) = 0, E(vv’) =

G, E(ee’) =ReE(ve") =0,equeV = ZGZ' + R, tem-se que:
E[(B-B)(a-X"B-Q,0)]=

=CX'V1Z6(YZ — X*C,X'V1Z - Q,6ZVZ + Q,6ZV~1XC,,X'V1Z) +
C, X'V IR(Y — XRC\;X'V1 - Q,6ZV1 +Q,6Z'V1XC,, X'V

= C, X'V 1ZGZ'Y' — C, X'V 1ZGZ'V-1XC, XR — € X'V 1ZGZ'V1ZGQ), +
C X' V1Z6Z'V-1XC,X'V'1ZGQ, + C,; X'V IRY' —
C, X'VIRV-1XC,, XR — C,,X'VIRV-1ZGQ, +
C,1X'V'IRV-1XC,, X'V 1ZGQ,

= C, X'V Y(ZGZ' + R)Y' — C, X'V Y(ZGZ' + RV 1XC, XR' — €, X'V 1(ZGZ' +
RV-1Z6Q, + C,;X'V'Y(ZGZ' + R)V"1XC, X'V "1ZGQ,

=C XY — C X'V 1XC, XR' — €, X'V1ZGQ), + C,, X'V 1XC,, X'V 1ZGQ,
=C, X'Y' — €, C{1Cy XR — €, X'V71ZGQ, + €., C1iC, X'V 1ZGQ,

= C XY — C;, X — €, X'V'1ZGQ, + €., X'V 1ZGQ),

= Cy, (YX — XR)".

Seguindo o mesmo raciocinio, tem-se que:

E[@-v)(q - X*B - Q,0)] =

=E{[(GZV~'Z - GZV~1XC, X'V 1Z - Dv
+(GZV™1-GZVIXC X'V D] [(YX — XR)B
+ (YZ — XRC,X'V1Z - Q,6Z'V1Z + Q,GZV1XC,, X'V 1Z)v
+ (Y — XRC 1 X'V1-Q,6ZV1+ Q,6Z'V1XC; X'V De]'}
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=E[(GZ'V™1Z - GZ'V™1XC,X'V71Z — DuB'(YX — X?)"]
+E[(GZVZ - GZ'V1XC, X'V 1Z — Dvv'(YZ — XRC,, X'V71Z
-Q,6Z'V1Z+Q,6ZV1XC; X'V 12)']
+E[(GZ'VZ - GZV~1XC,; X'V 1Z — Dve' (Y — XRC1 X'V 1 - Q,6Z'V1
+ Q,GZVIXC X'V )]+ E[(GZV™1 - GZ'V1XC X'V DB (YX — XR)']
+E[(GZV™!-GZ'V1XC, X'V V)ev' (YZ — XRC, X'V 1Z - Q,6ZVZ
+Q,GZ'V1XC,; X'V12)']
+E[(GZV1—-GZV1XC, X'V Dee' (Y — XRC1 X'V 1-Q,6Z'V!
+ Q,GZ'V1XC X'V )]

=(GZV~1Z-GZ'V1XC,X'V1Z
- DG(YZ — XRC,X'V1Z-Q,6ZV1Z+ Q,6Z'V-1XC,, X'V~ 1Z)
+(GZV1-GZV1XC X'V HR(Y — XRC, X'V 1 - Q,6Z'V1
+ Q,GZ'V1XC X'Vl

=GZV1ZGZ'Y — GZV1ZGZ'V1XC X} — 6ZV1ZGZ'V 1ZGQ,
+GZV1ZGZ'V'1XC,X'V'1Z6Q, — GZ'V1XC, X'V 1ZG6Z'Y’
+GZ'VIXC, X'V 1ZGZ'V1XC XR' + GZ'V1XC, X'V 1ZGZ'V1ZGQ),
— GZ'V1XC, X'V 1ZGZ'V1XC,, X'V 1ZGQ,, — GZ'Y' + GZ'V 1XC X'
+GZ'V1Z26Q, — GZ'V™1XC,, X'V'1ZGQ,, + GZ'V IRY'
— GZ'V1RV-1XC,,XR' — GZ'V IRV 1ZGQ, + GZ'V' IRV 1XC,, X'V 1ZGQ),
— GZ'V1XC, X'V IRY' + 6GZ'V-1XC,, X'V IRV-1XC , X*'
+ GZ'V~1XC;X'V'IRV™1ZGQ, — GZ'V~1XC, X'V'IRV1XC,, X'V 1ZGQ,

= GZ'V'Y(ZGZ' + R)Y' — GZVY(ZGZ' + R)V 1XxC, X*'
—GZVYZGZ + R)V'ZGQ, + GZV~1(ZGZ + R)V1XC,, X'V 1ZGQ,
—GZV1XC, X'V'Y(ZGZ' + R)Y'
+GZ'V1XC, X'V Y(ZGZ' + R)V 1XC,, XF'
+ GZ'V-1XC,X'V'Y(ZGZ' + R)V~'ZGQ,
—GZV1XC,X'V'Y(ZGZ' + R)V™1XC, X'V 1ZGQ, — GZ'Y’
+GZ'V1XC, XR' + GZ'V'1ZGQ, — GZ'V 1XC, X'V 1ZGQ,
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=GZ'Y' - GZ'V1XC,,X?' — GZV~1ZGQ, + GZV~1XC,,X'V1ZGQ,
— GZ'VIXC, X'Y' 4+ GZ'V1XCy, X'V 1XC, XR + GZ'V1XC, X'V 1ZGQ),
— GZ'V1XCy, X'V1XC, X'V 1ZGQ, — GZ'Y' + GZ'V1XC,, X?'
+ GZ'V'1Z6Q, — GZ'V-1XC,, X'V 1ZGQ,

= GZ'V'1XC,, X'V 1ZGQ, — GZV~1XC,,X'Y' + GZV~1XC,,C{iC XF
- GZ'V71XC,C1iC, 1 X'V1ZGQ,

=GZ'V1XC,,X'V1ZGQ, — GZV1XC, X'Y + GZV~1XC, X*'
- GZ'V1XC,X'V71ZGQ,

=—GZ'V71XC (YX — XR)'.

Portanto,
. :E{ (B-B)(a—X*B-Q,0) }A, _ C11 (YX — XR)’ o
g @ -v)(q—X*B - Q,0) —GZ'V1XCy, (YX — XR)'
—[ Cis ](YX —XRyA' = [C“] (YX — XR)'A’
~ |-6z'v-1Xxcy, R (%)

= MA’,

ondeM = C.,(YX— X®) comC, =[C'y; C',1]". A terceira parcela da covariancia

em estudo é a transposta da segunda parcela,ymsjq ¢ AM'.

Por ultimo, a quarta parcela dessa covariancialé gar:
¢, =E[A(q—QE)(q— 0F)'A| = AE|(q - 0F)(q - Q)4 .
E utilizando os resultados obtidos no calculdgerelativamente g — Q&, tem-se que:

+ = AE{[(YX — X*)B
+ (YZ — XRC, X'V Z - Q,6Z'VZ + Q,GZ'V1XC,, X'V 1Z)v
+ (Y = XRC X'V - Q,6ZV 1+ Q,6Z'VIXC X'V De][(YX — XF)B
+ (YZ - XRC,X'V1Z - Q,6Z'VZ +Q,GZV1XC,, X'V 1Z)v
+ (Y — XRC;X'V1-Q,6Z'V 1+ Q,6Z'V1XC X'V D)e]'}A
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= A{E[(YX — X")BB'(YX — X*)']
+ E[(YX — X®)Bv'(YZ — XRC,X'V™1Z - Q,6ZV~1Z
+Q,GZ'V™1XC,, X'V1Z)']
+ E[(YX — X®)Be' (Y — XRC, X'V 1 - Q,6ZV! +Q,6Z'V1XC,, X'V 1)]
+ E[(YZ — XRC,X'V1Z - Q,6Z'V™1Z + Q,GZ'V1XC X'V 1Z2)vB'(YX
— XR®)
+ E[(YZ — XRC,X'V1Z - Q,6Z'V71Z + Q,GZ'V1XC X'V 12)vv'(YZ
— XRC,X'V1Z-Q,6Z'V1Z + Q,6ZV~1XC, X'V 1Z)']
+ E[(YZ — XRC,X'V1Z - Q,6Z'V"1Z + Q,GZ'V1XC X'V 1Z)ve' (Y
— XRC 1 X'V1-Q,6ZV1+ Q,6Z'V1XC X'V )]
+ E[(Y — XRC;X'V1-Q,6ZV 1 +Q,6ZVIXC; X'V DB (YX — XR)']
+ E[(Y — XRC;X'V1-Q,6ZV 1+ Q,6ZVIXC, X'V Dev'(YZ
— XRC,X'V1Z-Q,6Z'V1Z + Q,6ZV~1XC, X'V 1Z)']
+E[(Y — XRC;X'V1-Q,6ZV ! +Q,6Z'V1XC,; X'V Ve (Y
— XRC ;1 X'V1-Q,6Z'V1+Q,6Z'VIXC X'V 1) ]3A

= A[(YX — X®)BB'(YX — XR)'
+(YZ - XRC,X'V'1Z-Q,6ZV1Z+Q,6ZV1XC X'V 12)G(YZ
— XRC,X'V1Z-Q,6Z'V1Z +Q,6ZV~1XC, X'V 1Z)
+ (Y — XRC 1 X'V - Q,6ZV 1+ Q,6Z'VIXC; X'V DR(Y — XRC X'V
—Q,6ZV1+Q,6ZV-1XCc X'V 1)lA
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= A[(YX — X®)BB'(YX — XR)' + YZGZ'Y' — YZGZ'V~1XCy, X*'
—YZGZ'V1ZGQ', + YZGZ'V 1XC, X'V 1ZGQ', — XRC,; X'V 1ZGZ'Y'
+ XRC,, X'V 1ZGZ'V1XCy, XR' + XRC, X'V 1ZGZ'V-1ZGQ',

— XRC;,X'V71Z6Z'V-1XC, X'V1Z6Q', — Q,GZ'V1ZGZ'Y’
+Q,6ZV1ZGZ'V-1XC,, XR' + Q,6ZV1ZGZ'V1ZGQ',

- Q,6ZV1ZGZ'V'1XC,,X'V'1ZGQ', + Q,GZ'V 1XC,, X'V 1ZGZ'Y'
—Q,GZV1XC, X'V 1ZGZ'V-1XC, X*'

- Q,6ZV1XC,X'V126Z'V1ZGQ',
+Q,6Z'V1XC, X'V 1ZGZ'V-1XC, X'V 1ZGQ', + YRY' — YRV1XC,, X*'
—YRV~1ZGQ', + YRV 1XC,,X'V'1ZGQ', — XRC; X'V IRY’

+ XRCy, X'V IRV-1XC,, X?' + XRC,, X'V IRV-1ZGQ',

— XRC,;X'VIRV-1XC, X'V 1ZGQ', — Q,GZ'V IRY’
+Q,GZ'V'IRV-1XxC,,X*' + Q,6Z'V IRV-1ZGQ',

- Q,GZ'V'IRV-1XC,,X'V"1ZGQ', + Q,GZ'V~1XC, X'V 1RY’

- Q,GZ'V-1XC, X'V IRV-1XC,, X*? — Q,6Z'V 1XC,,X'VIRV-1ZGQ',
+Q,GZ'V™1XC,, X'V IRV 1XC,, X'V 1ZGQ',| A’

= A[(YX — X®)BB'(YX — XR)' + Y(ZGZ' + R)Y — Y(ZGZ' + R)V1XCy X¥'
-~ Y(ZGZ' + R)V-'ZGQ', + Y(ZGZ' + R)V-1XC,,X'V1ZGQ',
— XRC,X'V'Y(ZGZ' + R)Y' + XRC,, X'V 1(ZGZ' + R)V~1XC,, X*'
+ XRC,X'V™Y(ZGZ' + R)V'1ZGQ',
— XRC,X'VY(ZGZ' + R)V™1XC,X'V1ZGQ', — Q,GZ'V Y (ZGZ' + R)Y’
+Q,6ZVY(ZGZ' + R)V1XC,;, X*' + Q,6ZV™1(ZGZ' + R)V'1ZGQ',
- Q,GZ'V-Y(ZGZ' + R)V-1XC,X'V-1ZGQ',
+Q,GZ'V1XC,X'V'Y(ZGZ' + R)Y’
—Q,6Z'V1XC,,X'V1(ZGZ' + R)V 1XC,, X*'
- Q,GZ'V1XC, X'V'Y(ZGZ' + R)V1ZGQ',
+Q,GZ'V 1XC,X'V'1(ZGZ' + R)V™1XC,, X'V 1ZGQ',|A’

ESTIMAGAO cOM RESTRIGOES | 183



= A[(YX — X®)BB'(YX — XR)' + YVY' — YXCy, X*' - YZGQ',
+YXC,X'V1ZGQ', — XRC,, X'Y' + XRC, X'V71XCy, XF'
+ XRC,X'V™1Z6Q', — XRC,, X'V1XC,X'V™1Z6Q', — Q,GZ"Y’
+Q,6ZV1xC, X* +Q,6Z2'V1Z6Q', — Q,GZ'V1XC,,X'V'1ZGQ',
+Q,6Z'V1XC,X'Y — Q,6Z'V 1XCy, X'V71XC, X*'
- Q,GZ'V™1XC,X'V'1ZGQ', + Q,GZ'V~1XC,, X'V 1XC,,X'V'1ZGQ', |4’

= A[(YX — X®)BB'(YX — XR)' + YVY' — YXCy, X*' — YZGQ',
+YXC,X'V1ZGQ', — XRC,, X'Y' + XRCy,C71C, XR + XRC,X'VT1ZGQ',
— X®¢,,C1C,X'V1ZGQ', — Q,GZY' + Q,GZ'V1XC,, X*
+Q,6Z'V1Z2G6Q', — Q,GZ'V 1XC,; X'V 1ZGQ', + Q,GZ'V 1XC,, X'Y'
- Q,6Z'V~1XC,,C71C, XR — Q,6Z'V~1XC,, X'V 1ZGQ',
+Q,6Z'V-1XC,,C{1C, X'V 1ZGQ' A’

= A[(YX — X®)BB'(YX — XR)' + YVY' — YXCy, X*' - YZGQ',
+YXC,X'V1ZGQ', — XRC,, X'Y' + XRC, XR' — Q,6ZY' + Q,GZV1ZGQ',
—Q,GZ'V1XC,X'V1ZGQ', + Q,GZ'V 1XC,, X'Y']|A’

= A[(YX — X®)BB'(YX — XR)' + YVY' — YXCy, X®' — YZGQ', — YXC';,Q',,
— XRC, X'Y' + XRCy, XR - Q,GZY' + Q,GZ'V1ZGQ',
- Q,GZ'V™1XC,X'V'1ZGQ', — Q,C,, X'Y']A’

= A[(YX — X®)BB' (YX — XB)' + (YV — Q,GZNY — (YX—XR)Cy, XX’
-Y(ZG + XC',))Q', — (XRCyy + Q,C, )XY’
+ Q,GZ'(I - V‘1XC11X')V‘1ZGQ’U]A’

= ANA’ ,
onde

N = (YX — X®)BB'(YX — XR) + (YV — Q,GZ)Y' — (YX—X®)C,, XR' —
Y(ZG + XC',))Q', — (X®Cyy + Q,C)X'Y' + Q,6GZ'(I -V 1XC,, X)VZGQ',,.

Somando as express@gs {,, {5 e{,, tem-se finalmente que:
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V(ER—-§)=C+MA + AM' + ANA'. n

Lema 6.3 Quando é utilizado um estimador sintético pela esgéo ao nivel da

regido, entdo a covariancia no modelo do erro deddxpéio(?" — E) € dada por:
V(" —¢§)=C+ANA, (6.3.12)

ondeN = Q,GZ'(I - V~1XC,, X))V 1ZGQ',.

Demonstracdo: A demonstracédo deste lema é aprdaadaforma resumida pelo facto
de ser semelhante & do lema 6.2, sendo apenasntifes estimador utilizado para
estimacdo ao nivel das regides. Assim, tem-se q@etorq, utilizado nas parcelds,,

{5 e{, da variancia no modelo do erro de predicad,deagora dado por:
q = X®B = XRB + XRC,, X'V 1Zv + XRC, X'V le.
Desta forma, a expressé(p — Q?) simplifica-se para:
q- Q% =X"B - X"B-Q,v =

= (—Q,6ZV1Z +Q,6ZVXC, XV 1D)v+ (—Q,GZV~! +
Q,GZ'V1XC,, X'V De .

Como consequéncia tem-se dye= {3 = 0 e que
{,=AQ,GZ'(I -V~ 1XC,, X))V 1ZGQ',A' = ANA’ .

De forma sintética, mostrou-se que a covarianciamumlelo do erro de predicédo
(&% — &) quando é utilizado um estimador sintético pelagegfo ao nivel da regido

simplifica-se para:
V(§R—§)=C+ANA'.

Observacdo: Um resultado equivalente ao do lemad& o caso de modelos de nivel
unidade pode ser encontrado em Ugartal. (2009).
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6.3.2 O BLUP com restricbes

6.3.2.1 Modelo geral conA restricdes

O preditor da média neésimo pequeno dominio modificado pefaestricdes €, entéo,

dado por:
6F =K' B* +m' " = I';§" = (6.3.13)
=U;§+1:€Q'(QCQ) (g - Q%)

& clo]@cera-ed

=6, + [k m']
[Cy, XF e C'21Qy

= 6, + [k'; m';] ,
‘ X + €00,

] (QcQ"H(q - Q%)

=0; + (k'iC11XR e k';,C';,Q;, + m';Cy X "+ m'iszQv')(QCQ')_l(q - Qg)

ondel’; = [k'; m';]. O preditor (6.3.13) satisfaz a exigéncia da gaata consisténcia
interna, isto é, a agregacao das estimativas pidaiipara os pequenos dominios de
uma dada regido com base neste preditor igualiraagisa do parametro de interesse
nessa regido. E, ainda, de notar que o predit@&1@®. é dado pela soma de duas
parcelas. Uma dessas parcelas € o preditor sengdest A outra parcela, que pode ser
entendida como um factor de correc¢éo, é definbsaocuma proporgéo das diferencas
entre as estimativas do parametro de interessévabde uma dada regido e a média
ponderada das estimativas produzidas para os pegj@geminios dessa regido. Desta
forma, quando se assume a existénciaAdestricdes, esse factor de correccdo do
preditor associado a um dominio particular, pode sa ter em conta os erros de

predicdo da regido em que esta contido, mas tardeémtras regides.

Note-se, ainda, que o preditor (6.3.13) também gedelado por:
of =1':§+1:€Q'(QCQY " (q—-0QF) =

= [kt m)|

Q™D

| +via(a-e?)

186 | ESTIMAGAO COM RESTRIGOES



=k'\B+m'v+1A(q - QF)
= k'iﬁ + m’l-GZ'V_l(y - Xﬁ) + l,lA(q - QE)

=k'B+b'(y—XB)+1';A(q— Q%) .

Lema 6.4:0 preditord® é o BLUP que satisfaz as restrigbes (6.3.6).

Demonstracdo: Notando-se que:
QF = X" B+ Qu¥ = colicaes(8' WX B) + colicoen (8'a ¥D) =

= COllsasA(Ziea w; x,iﬁ + Ziea w; ﬁi) = COllSasA(ga) = t:)

€ o vector dos BLUP dos parametros de interessdvab da regidaod,, a =1, ..., 4,
sob 0 modelo (6.3.1), ou seja, sob 0 modelo setrig@ss. Notando-se também que a
covariancia entre os BLUP dos parametros de irgeras nivel do pequeno dominio,

g;, e ao nivel da regiaé,, é dada por:
Cov(8;;8) = E[(6; - 6;)(0 — )] = E[(1':§ - I':§)(QF — @¢)']
=E[l,(E-9)(E -9 e]
=VE[E-§(E-9) e =1:CQ.

Observando-se, ainda, que covariancia do erro eligito dos parametros de interesse

ao nivel da regiad],, é dado por:
v(0) = E[(6 - 0)(6 - 0)] = E[(@¢ - @)(Q - @¢)']
=E[e-8)(E-¢)e]
= QE[((-§)(3-¢)]e' = ecq'.
Verifica-se, entdo, que:

Of = 1,5+ 1,€Q'(QCQ) (g — Q¥) =
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=8, +Cov(6;0) x[V(®)] x(q-0).

Para verificar quéd®, dado pela expressdo (6.3.13), € o BLUPAdebasta apenas

confirmar que verifica a condicdo (6.2.5) devid&anget al (2008). Considerando-se
que @; = w;[Cov(8;; @)]_1, notando-se qud, = Y., w; #; e generalizando-se o
resultado de Wanet al. (2008) para um caso cofrestricdes como o que tem vindo a

ser apresentado, tem-se:
& = o7 w; [colizazn(Tica 07 w?)]
= Cov(0;; ©){coly<p<a[Yicq wiCov(Bi; @)]}_1
= Cov(; 0)[V(®)] .

Os dois ultimos resultados provam o lema 6.4. [

6.3.2.2 Modelo geral com uma restricao

Quando se considera apenas uma Uunica restricAoroutesgo de estimacdo (por
exemplo, quando se pretende que a soma ponderadssiilmativas combinadas para

pequenos dominio8f, iguale a respectiva estimativa obtida para a laggo totalp),
nwbf =0, (6.3.14)

ondew; s@o ponderadores tal qi&t; w; = 1, entdo o estimador da média irésimo

pequeno dominio modificado pela restricdo €, emtado por:
of =U§+1:cQ'(QcQ)"(q- %) (6.3.15)

=g, +iema|er 2[X)] cecer (- x0 B - 0,0)
21 C211Qy
=0; +[xC 1L, wixy) + x'iC5 (B wi1y) + mCo BT, wix;) +
m';Cy (X2 0 1) [(EE 0x'1)C (B2 wixy) +
iz 0 X' )C'5 (it wi1y) + XL wi1')Co (UL wix;) +
Qi wi1',)C0 (X ‘Uilm)]_l(g — Y wix'; ﬁ - it wiﬁi)-
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Note-se que, neste caso particular, se ®mp=1, (1xm), g =6 (1x1), X% =
ymowix'; (1xp), @, =¥™ w1, (mxm) e ® =4 (1x1). Relembre-se, ainda, que
k', = x';, m'; é ai-ésima linha dd,, e C = (X°'V-1X%)~1. E, ainda, de notar que o
preditor (6.3.15) é dado pela soma de duas parddlaa dessas parcelas é o preditor
sem restricdes. A outra parcela é definida como propor¢cdo da diferenca entre a
estimativa do parametro de interesse ao nivel dedada regido e a média ponderada

das estimativas produzidas para os pequenos dawiessa regiao.

Naturalmente que o estimador (6.3.15) é igualmeBit€JP uma vez que pode

igualmente ser apresentado na seguinte forma:
6R =8, + Cov(8;0) x V()] x (6 - 8),
onde, como foi visto acima:
Cov(6;0)=1,CQ =
=x'1C R wix) + X' C o B wily) +
+m’;Co; (B2, wix;) + m';Co (UL wily,)
e
v(6) =QcCQ =
= CR0x )C1CR wixy) + Bk 0;x')C 5 (B w;1,,) +

+(XR 0;17)C Bl wixy) + B, w;17,)Co B, wilyy,) .

6.3.3 O EBLUP com restricbes

A derivacdo do preditor (6.3.13) assume que as oaemies de variancia Ssao
conhecidas. Contudo, tal como foi referido antememte, esta situacdo raramente
acontece quando se trabalha com problemas reata B@ma, é necessario substituir
os parametros de variancia desconhecidos pelagctess estimativas, obtendo-se

desta forma o preditor empirico (EBLUP) do paramdeg interesse:
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é\lR = k'l-BR + m’iﬁR = l,l'?R = (6316)

=0; + (k'iCnXR "+ k5C1Q, +m €y XR T+ m,iczsz')(QEQ,)_l(q - Qg)

6.3.4 O EQMP do BLUP com restricoes

Tal como foi referido na seccédo 3.2.5, 0 EQMP deRIP avalia a variabilidade
devida & estimac&o dos efeitos aleatdrios e ditsefexos. A semelhanca do caso sem
restricdes, para se deduzir o EQMP do BLUP contigésts é conveniente exprimir o
BLUP em funcao do respectivo melhor preditor (BP).

Lema 6.5:0 BLUP (6.3.13) pode ser escrito coffo = 6% + f';(B — B), onded? é o
melhor preditor modificado pelas restricbes@lee f'; = d’'; + l';A(Q,Z'V~1X — X%).

Demonstrag&o:

GR = IR + OF — §F =
= U, E+U;A(q — QF) + U'E + I'A(q — Q8) — I'§ — U;A(q — QF)
=l (-8 +1U:E+1A[(q— Q%) +(q— Q%) —(q—Q%)] .

Desenvolvendo, em primeiro lugar, as duas primgeaselas da expressao anterior,

obtém-se o BLUP d&; do caso sem restri¢cdes:
UVi(E-8)+1&=[kym'] [g :f + [k, m';] [5] -
=k'\(B-B)+m' (¥ -v) +k'p+m'y

=k'y(B—B)+m'GZ'V " (y— XB) - m',GZ'V " (y - XP) + k'
+m';GZ'V1(y — XB).

E definindob’; = m';,GZ'V-' ed'; = k'; — b'; X, tem-se:
U'(E-&)+1¢=

=k';(B-B)+b;y—b'XB—-b'y+b XB+ k'B+b(y—XpB)
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=k'y(B-B)-b'X(B—B)+ k' +b'i(y - XP)

=k'B+b(y—XB)+ (k';—b'X)(B—B)

= k'B+b'i(y—XB)+d'i(B - B).

que é o BLUP de;, conforme apresentado em Rao (2003, p. 98). Notang

q—Q¢=q—[X?Q,] [ﬁ] =q—XXB—-Q,v e quev =GZV~i(y—XB), tem-se

que:

U':A[(q— Q%) + (g — Q&) — (g — Q9)]
=UAlq—X*B - Q,GZV ' (y —XB) — (g — Q&) + (g — QF)]

=U'Alq— XRB — Q,GZ'V''y + Q,GZ'V XB — q + X%
+Qu,GZ'V ' (y - XB) + (g — Q¥)]

= U';A[-X*(B - B) + Q,GZ'V'X(B - B) + (q — Q%)
=1'A(q - Q%) + I'A(Q,GZ'V'X — X)(B - B).
Somando as duas expressoes, tem-se finalmenteBjudm (6.3.13) € dado por:

OR=k'B+b;(y—XB) +d(B-B)+1A(q— Q¥
+U,A(Q,GZ' VX - X®)(B - B)

=k'B+b(y—XB)+UA(q— Q&) + [d'; + I';A(Q,GZ'V X — X®)](B - B)
=6Ff +f:(B—-B)

ondedR = k"B + b';(y — XB) + ';A(q — Q¥) é o melhor preditor modificado pelas
restricbes d@; = k", +m'vef';=d'; + l';A(Q,GZ'V1X — XR). [

O EQMP do BLUP com restricbes pode ser, entdo, zlédicom base nos resultados

do Lema 6.5. Notando qu{f’;(B — B)] = f:E(B — B) = 0, tem-se que:

EQMP(BF) = EQMP[GR + f';(B — B)]
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= EQMP(68) + V[f'i(B — B)] + 2Cov|0F; f':(B — B)]- (6.3.17)

Seguidamente ir4 calcular-se separadamente cadalestes termos. Antes de se
calcular EQMP(6F) = E[(6F — 6,)(6F — 6,)'], a qual é a primeira parcela da

expressao (6.3.17), vai reescrevefge- 6; como:

0f — 0, =k'B+Db'\(y—XB) +1':A(q - Q§) —~k'f—m'w =
=b';(Zv+¢e) +U';A(q — XRB — Q,v) —m';v
=b';(Zv + &) + l';Aq — ';,AXRB — l';AQ,v — m';v
=b';(Zv+¢e) +U';Aq — U';AXRB — I';,AQ,GZ'V 1 (y — XB) —m';v
=b';(Zv+¢&) - l';AQ,GZ'V ' (Zv + &) + ';A(q — XRB) —m';v
=(b'; - lU;AQ,GZV ) Zv + &) —m'v + I';A(q — XEB)
=c1;(Zv+e)—m'v+cy,

onde ¢'y; = b’; —l';AQ,GZ'V™! e ¢',; =U';A(q — X®B) s&o constantes. Tem-se,

entao, que:
EQMP(0F) = E[(6F - 6,)(6F - 6,)'] =
= E{[c'1i(Zv+ &) —m'w + ¢';][c'1;(Zv + &) —m'v + 5]}

=c'E[(Zv + &)(Zv + €)']c,; — ¢'1,E[(Zv + )v'Im;
+ ' E[(Zv + €)]cy; — m';E[v(Zv + €)]cy; + m'E[vv'Im;

—m'E[v]cy; + ¢’y E[(Zv + €)']cy; — ¢ E[V'Im; + ¢'55¢5;

E recordando novamente que o0s vectores aleatdriese satisfazemE(v) = 0,
E(e)=0, E(w') =G, E(¢)=R e E(ve)=0, e queV=ZGZ' +R e b'; =

m',GZ'V™1, tem-se:
EQMP(6F) = E[(6F —6,)(8F — 0,)'] =
= c'LE[ZvV'Z' + Zve' + ev'Z' + €€’ cy; — ¢’ E[Zvv’ + ev'Im;

—m'E[vv'Z' + ve'lcy; + m';Gm; + ¢'5;cy;
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= Clli(ZGZ’ + R)Cll' - ClliZGml' - m,iGZ’C:U' + m'iGml- + Clziczi

= (b’i - l’iAQvGZ,V_l)V(b’i - l’iAQvGZ,V_l),
- (b’i - l'iAQvGZ'V_l)ZGmi - m'iGZ'(b'i - l’l‘AQUGZ’V_l)’

+ m'iGmi + CIZiCZi

= b' Vb, — I';AQ,GZ'V-'Vb, — b' VV-ZGQ',A'l,
+1,AQ,GZ'V-VV~ZGQ',A'l, — b, Z6Gm; + I';AQ,GZ'V-'ZGm,
- m'l-GZ'bl- + m'iGZ'V_llGQ'UA'll- + m'iGmi + ClZiCZi

= b';Vb, — I';AQ,GZ'b, — b';,ZGQ',A'l; + I';AQ,GZ'V~ZGQ' , Al
- b'l-ZGmi + l'l-AQUGZ'V_llel- - m'iGZ'bi + m'l-GZ'V_1ZGQ'UA'll-

+ m'l-Gml- + Clziczi

= m'l-GZ’V_lVV_llei - l’iAQUGZ,V_lszi - m'l-GZ'V_1ZGQ'UA'li
+1,AQ,6Z'V-1ZGQ' ,A'l, — m';GZ'V-Z6m; + I';AQ,GZ'V-'ZGm,
- m'l-GZ'V_llel- + m'iGZ'V_1ZGQ'UA'll- + m'iGml- + CIZiCZi

= l’l‘AQUGZ,V_:lZGQ’UA,li - m'l-GZ'V_1ZGml- + m'iGmi + CIZiCZi

= m' (G — GZ'V'Z6)m, + I';AQ,GZ'V-1ZGQ' , A'l,
+1U';A(q — X*B)(q — XEB)'A'l;

=g.) + l’iAQUGZ’V‘lzGQ'vA’li +U';A(q — XRB)(q — XRB)'A'l;
uma vez ques; (P) = m';(G — 6Z'V-'ZG)m;, tal como definido em (3.2.11).
A segunda parcela da expressao (6.3.17) é dada por:
vif'(B-B)]=E{lf:(B-B)-o][f:(B-B)-0]'}
=fE[(B-B)B~-B)Ifi=FV(Bfi=

= [d'; + I';A(Q,GZ'V-1X — X®)|(X'V-1X)"1[d',
+1,4(Q,GZ'V1X — X®)]'
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= d’i(X’V—lx)—l di + d’i(X’V_1X)_1(QvGZ’V_1X _XR)IA/li
+U;A(Q,GZ'VIX — X®(X'V1X)1d,;
+1;A(Q,GZ'V-IX — XR)(X'V-1X)"1(Q,6Z'V~X — XR)'A'l,

= &) + d';(XVIX)7H(Q,GZ'V X — XR)' AL,
+1A(Q,GZ'V1X — XR)(X'V-1X)~1d,
+UA(Q,6Z'VIX — X (X'VTIX) T (Q,6Z'V X — XRY A'L,,

uma vez quey;(P) = d';(X'V-1X)"1 d;, tal como definido em (3.2.12).

Notando-se que o melhor preditor é ndo envieSgicCulloch e Searle, 2001), tem-se

que a terceira parcela da expressao (6.3.17) émada
cov|6F, f'i(B— B)] = E{(6F — 6F)[f':(B—B) —0]'} =

=E{[K'B+b:(y—XB)+1U;A(q— Q&) —k';B—m'v—1U;A(q — QOI(B
-B)'fi}

=E{[b';(Zv+ &) + I';A(q — X*B — Q,v) —m' v —U';A(q — X*B — Q,)](B
- B)'fi}

= E{[b";(Zv + &) — I';AQ,GZ'V *(y — XB) —m';v + I';AQ,v](B — B)'f:}
= E{[(b'; - U';AQ,GZ'V ") (Zv + &) — (m'; — I';AQ,)v](B — B)'f:}
= E{[c'1;(Zv + &) — c'3,v1(B — B)'f:}

onde ¢’;; = b'; — l';AQ,GZ'V™! e c¢';; =m', — l';AQ,. Note-se, também, que a

expressaqp — B)'f; pode ser reescrita como:
B-B)fi=IXV'X) XV y—BIfi =
= [(XVIX)T'XV I (XB+ Zv + &) - BI'f; =

=[B+ XV X)XV ' (Zv+e) - BI'f; =

" No ambito da predic&o, o ndo enviesamento significe o valor esperado do preditor é igual ao valor

esperado da variavel aleatoria objecto de predicao.
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=Zv+ &) [XV X)XV 'f;
= (Zv+ &)'h;
ondeh; = [(X'V1X)"1X'V~1]'f; é constante. Portanto,
Cov[6F; (B — B)| = E{[c'1;(Zv + &) — ¢'3;v](Zv + &)'h;} =
=c';E[(Zv + &)(Zv + &)']|h; — ¢'5;E[v(Zv + £)']h;

= ¢',E(ZvW'Z' + Zveg' + €v'Z' + €€')h;
—c'5,E(W'Z’ +ve)h,

_ ¢',(ZGZ' + R)h; — ¢'5,(GZ')h,;
= (c'yV — ¢'5,GZ")h;

=[(b'; = I';AQ,GZ'V™)V — (m'; — I';AQ,)GZ'] h;
— [b'V — U;AQ,GZ'V-V — m',GZ’ + I';AQ,GZ'|h;
— [m';GZ'V-V — m';GZ']h,

=0.

Demonstrou-se assim, que a semelhanca do queieavpara o caso da predicdo em
modelos lineares mistos sem restricbes (conformesaptado no subcapitulo 3.2), o

EQMP do BLUP com restrices é também dado pela sientluas componentes:
EQMP(8]) = EQMP(6f) + V[f'i(B - B)] = &l () + &5:(¥),  (6.3.18)
onde

g (P) = gu(P) + ' AQ,GZ'VT'ZGQ' A'l; + I';A(q — X*B)(q — X"B)'A'l; (6.3.19)

i) = &) +d X'V 1X)"1(Q,GZ'V X — X?)'A'l; +1';A(Q,GZ'V'X —
XRB)X'V1X)"ld; + U;A(Q,6Z'V-1X — XR)(X'V1X)"1(Q,GZ'V™1X — XF)'A'l;

(6.3.20)
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Verifica-se, entdo, que cada uma destas componelteEQMP do BLUP com
restricdes € igual a respectiva componente do EQ&BLUP sem restricdes, mais um

acréscimo devido a variabilidade gerada pela inigdd das restricbes na estimacao.

6.3.5 O EQMP do EBLUP com restricOes

Uma medida da incerteza associada ao EBLUP comictest, %, é dada pelo seu
EQMP. Kackar e Harville (1984) mostraram que o EQHNI® EBLUP pode ser
decomposto na soma de trés componentes, tal coraseapado na expressao (3.2.8).

No caso do EBLUP com restri¢cOes, o seu EQMP tosegainte forma:
EQMP(BR) = E(GR — 0,)" + E(OF — 6F)” + 2E[(6F — 6,)(6F - 6F)], (6.3.21)

ondef? = 6f(y; B, ) € o BLUP com restricdes dg e 8% = 6% (y; B,1) é 0o EBLUP

com restricoes de,.

Sob condi¢cdes de normalidade dos efeitos aleat@ia®s erros da sondagem no
modelo linear misto sem restricbes, e assumindoagusomponentes de variancia séo
fungBes impares e invariantes a translagdes, entator esperado do produto cruzado,
E[(6; — 6,)(8; — 6;)], é nulo (veja-se, por exemplo, Kackar e Harvillgg4), Harville
(1985) e Rao (2003)). Contudo, no ambito do modielar misto com restricdes, o
valor esperado do produto cruzadd(8% — 6,)(8F — 6F)], pode n&o ser nulo, nem

negligenciavel. Para além disso, esse termo do EQ@viEte intratavel.

Tal como foi referido anteriormente, também nadoaéefa facil a estimacdo da
variabilidade presente no EBLUP resultante da est#im das componentes de
variancia, (A% — 67)°. Naturalmente que esta tarefa se complica ainds ma

contexto da estimacdo com restricdes. Nestas digglicera certamente muito dificil

(ou mesmo impossivel) obter uma aproximacédo acaljfara o EQMP do EBLUP

modificado pela introducao de restrigdes.

Dada a complexidade subjacente a estimacdo daditliaas componentes do EQMP
segundo a decomposicao (6.3.21), propOe-se aaghitzx de outra decomposicdo do
EQMP do EBLUP, utilizada, por exemplo, em Jiatal. (2002) e em Pfeffermann e
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Tiller (2005). No caso do EBLUP modificado pelaraatucdo de restricbes, essa
decomposicdo do EQMP toma a seguinte forma:

EQMP(BF) = E(6F — 6,)" + E(8R — 6F)" + 2E[(6F — 6,)(8F — 8F)], (6.3.22)

ondeff = E(6;]|y; B,3) € o melhor preditor com restricdes (ou BP conriggsis) de
6; e 8F = E(6;|y; B, ) é o melhor preditor empirico com restricdes (olLBB com

restricbes) dé@;. Mas, neste caso tem-se que (Pfeffermann e T2045):
E[(8% - 0,)(0F - 65)] = E,{E[(97 - 6,)(6F —~ 6F)] Iy} =0, (6.3.29)

uma vez qugdf — %) é uma quantidade fixa quando condicionadaypae 67 =
E(0;]y), tal como apresentado em (3.2.3). Para além dispomeira componente de
(6.3.22), E(éﬁ—ei)z, que mede a variabilidade devida a estimacdo deiso®
aleatorios no modelo linear misto com restricbeda@a pela expressao (6.3.19). Por
outras palavras, pode afirmar-se que esta commreetle o EQMP do EBLUP

quando os hiper-parametros do modéles [° '], sdo conhecidos. Por sua vez, a

segunda componente de (6.3.2209{? — 55)2, gue quantifica a variabilidade adicional
do EQMP devido a estimacéo desses hiper-parampame;e intratavel. Desta forma, a

decomposicao (6.3.22) pode entéo ser reescrita:como
~ PN < py 2
EQMP(6F) = &) + E(6F — 6F)". (6.3.24)

Também neste caso, sera certamente muito difigiinfesmo impossivel) obter uma

aproximacao analitica para o EQMP do EBLUP conrigésts, devido a dificuldade

. < . ~ PN 2 ~ - ~ ,

inerente a estimacéao cﬁef — HL-R) , pelo que se propde a utilizagdo de métodos por
reamostragem. Para além disso, os métodos por st@agem sdo robustos a violacdo

da normalidade dos erros da sondagem e dos ef#ai®rios do modelo.

6.3.6 Aproximacao bootstrap do EQMP do EBLUP com

restricoes

Em primeiro lugar, propde-se um métdatmtstraprobusto (Wu, 1986) no contexto de

populacées finitas. A semelhanca do que foi feito Pfeffermann e Tiller (2001), a
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versdo do métodbootstrapaqui proposto é baseada na decomposicdo do estimad
jackknife proposto por Jianget al. (2002). PropGe-se que a estimacdo das duas

componentes de (6.3.24) seja efectuada segundpumseprocedimentbootstrap

1. Calcular as estimativas das componentes de vaaioeto método dos momentos,
¥, com base nos dados iniciays,e ajustar o modelo (6.3.1) de forma a determinar

as estimativas dos efeitos fixos e dos efeitodéies sem restricdes, = [B' ¥']'.

2. Determinar as estimativas dos efeitos fixos e deisos aleatérios com restricdes,

gR — [ﬁRr ﬁR,]’ onde ER — IA?R(}’JT’) ei)R — ﬁR()’:{i’)-

3. Calcular as estimativas EBLUP do parametro deeste com restricoegf (¢F),

e do primeiro termo do EQMRY;(27), ondeé® = [BR’ oR']..
4. Gerar o vector aleatorio’, comv* ~ N(0; G).
5. Gerar o vector aleatorief, come* ~ N(0; R), independente de'".
6. Construir o conjunto de dadbsotstrapy* = X + Zv* + &*.

7. Calcular estimativadootstrapdas componentes de variana,, com base nos

dadosbootstrap y ', e ajustar o modelo (6.3.1) de forma a obter &isnasvas

bootstrapdos efeitos fixos e dos efeitos aleatorios setnigées,&* = [B* v™*]".

8. Determinar as estimativas dos efeitos fixos e deisos aleatoérios com restri¢des,
E—R* — [Z\;R*y i)\R* /] onde BR* — BR*(y*'{l)*) eﬁR* — ﬁR*(}’*;{I)*)

9. Calcular estimativabootstrapdo EBLUP com restricbes e do primeiro termo do

seu EQMP, com base nos dadm®tstrap y*, e utilizando estimativalsootstrap

das componentes de varianajg; 7 (§%) = 1';[§* + A(q — Q&*)] e &5 (8%*).

10. Repetir as etapas 4)-9)B vezes. Defina-se, por conveniéncia,
§® = [p® P*®]" como o vector das estimativésootstrap dos hiper-
parametros obtidas rizésima réplicebootstrap e 87 (8*®) como a estimativa

bootstrapdo EBLUP com restricbes d& obtida nab-ésima réplicabootstrap
b=1,..,B.
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. . PS <p\2 .
11. Calcular uma estimativdootstrap de M,; = E(f — 6F)", usando a seguinte

aproximacéo de Monte Carlo:
Mg =B ¥5,[6F(8"®) - 6F (B)]". (6.3.25)

Uma vez obtida esta estimatib@otstrap propde-se 0 seguinte estimadmotstrap
com correcc¢éo de enviesamento para o EQMP do ERlddPrestri¢cdes:

eqmp®(6F) = g8(8) — B~1XE_,[&5(8*®) — &&(8)] + ME.  (6.3.26)

Note-se que é necessario fazer uma correc¢cdo desamento, porqug‘fi(ﬁ) € um

estimador enviesado ¢&,;(8).

6.3.7 Aproximacao jackknife do EQMP do EBLUP com

restricoes

Uma abordagem alternativa para a estimacdo do EQMEBLUP com restricoes
consiste no uso de um procedimejaokknife baseado nos trabalhos de Jiatgl.
(2002). Os passos para a estimacdo das duas comg®rme (6.3.24), segundo este

procedimentgackknife sdo os seguintes:

1. Calcular as estimativas das componentes de vaaioetd método dos momentos,
YP_,, depois de eliminada eésima observacéfy,,x’,) do conjunto de dados

iniciais, {(y;, x';); i = 1, ..., m}.

2. Ajustar o modelo (6.3.1) de forma a determinar sismativas dos efeitos fixos e
dos efeitos aleat6rios sem restricigs, = [8'_. 9'_.]', depois de eliminada &

ésima observacag,, x'.) do conjunto de dados iniciaigy;, x';);i = 1, ..., m}.
3. Determinar as estimativas dos efeitos fixos conrigges,BX, = B (y_., P_.).

4. Calcular as estimativas EBLUP do parametro deesta com restric6e&f (8_,),

e do primeiro termo do EQMR%;(8_,), onded_, = [B'_. ¥'_.]"
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5. Repetir as etapas 1)-#) vezes, de forma a obter estimativas pardf(8_,) e

paragh(8_.),e =1,..,m,

6. Calcular uma estimativgackknife de M,; = E(8F — 5{‘)2, usando o seguinte

estimador:
M), ="ty [0R(B_.) — B8R (3)]". (6.3.27)

Uma vez obtidas esta estimatjaakknife propde-se a utilizacdo do seguinte estimador

jackknifecom correccéo de enviesamento para o EQMP do ERlddPrestricdes:

eqmp’ (BF) = g8(8) - =3, [&h(8-.) - &%(8)] + M),  (6.3.28)

m

onde g&.(8) é dado por (6.3.19). De acordo com os resultadosisgde Jianget al.

(2002), o estimador (6.3.28) é aproximadamenteen&@esado até a segunda ordem.

6.4 MODELO COM RESTRICOES COM DADOS ESPACIAIS E
CRONOLOGICOS

Este subcapitulo € dedicado a apresentacdo de welonde estimacdo em pequenos
dominios com dados espaciais e cronoldgicos, cersido restricdes na estimacao, de
forma a garantir a consisténcia interna das edtiagt Decidiu apresentar-se este
modelo de forma resumida, pelo facto de constituina extensdo do trabalho

desenvolvido no capitulo quinto, adicionado danestfio com restricdes apresentado

no subcapitulo 6.3.

Considere-se 0 modelo de estimagdo em pequenosidsnadbm erros correlacionados

espacialmente e temporalmente, especificado napithto 5.2, dado por:

y=Xpt+tZv+te, (6.4.1)

ondez=[z, 1.,]|, Z,=1,01, ev=[v' u,],e noqual se assume que os termos

de errov =(I,, - @V )™ u,, U, e &€ sdo mutuamente independentes. Assume-se também
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que u, ~N(0;021,), u, ~ N[00, 0T) e £~ N(0;R), ondeT ={y, .} é uma matriz
TxT com elementosy, = o /fl-p?), 1, =1, .., T e R=diag._,(R,) com

R, =diag, (o*if). Relembre-se ainda que a matriz de covariancias édedada por
G =diag,,.,(G,), onde G, =E(w')=0?B™ e G, =E(u,u,)=0%,0T, e que a

matriz de covariancias dgg é dada porV =R+Z,0°B7'Z;+0°l 0T, onde
B=(1n—oW) (I, -gw).

Admita-se agora que no ambito deste modelo é defimm conjunto dé restricbes em
cada periodo de tempo, exigindo-se que a médiagpata das estimativas indirectas
(baseadas no modelo) produzidas para os pequendsids de uma dada regido seja
igual a estimativa directa do parametro de interesssa regido. AST restricdes sdo
definidas como:

Q¢ =q, (6.4.2)

onde q = coly<qepn<esr Var) (ATX1), &= [B' V] [(p+m+mT)x1] e Q = [X? Q,]

(ATxp), ¥, = diagi<icmast<r (@it) (MTxmT) onde Wi = 5, €

814t = coliciema<est (81qic ) (MTX1), onded, ;=1 se oi-ésimo dominio referente ao

periodot pertence @-ésima regido associada ao perib@as, ,;;=0 em caso contrario.

_____

[(m+mT)x(m+mT)] onde W, = diag,cizm(@;) (MxmM) com @; ==L, e &g =

COlosks1(5kat) [((MtmT)x 1] ondedy,; = colicicm (8pqi ) (MX1), NO qualdy,;=1 se o

i-ésimo dominio pertenceagésima regiao é,,,=0 em caso contrario.

O estimador BLUP espaciotemporal com restricbesméaia noi-ésimo pequeno

dominio no periodd, € dado por:
6f = x'yB + (0i¢' ,®1' + 0%, )V (y— XB) (6.4.3)

+(x'l-tC11XR "+ x'1tC'21Qy + m'; Cp, XR "+ m’itczzQu’)(QCQ’)_l(q - QE)
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ondeg :{C”.} é ai-ésima linha da matriB™; §, € um vector linha de dimensdom¥
comm blocos, no qual cada bloco é formado por um vdatba T-dimensional, sendo

0 i-ésimo bloco formado pekaésima linha da matrif”, vy,, e os restantes blocos por
vectores nulo,;, i,i’'=1, ...,m; C;; = (X'V1X)™1; C,; = -GZ'V™1XCy;, e Cy, =
(ZR'Z+G 1) 1-C,X'V1ZG. O estimador EBLUP espaciotemporal com
restricdes do parametro de interes#g, obtém-se quando se substitui em (6.4.3) os

parametros de variancia desconhecidos pelas resggeestimativas, dadas por (5.5.4) e
por (5.5.7).

A medicao da incerteza do EBLUP espaciotemporal mEstricdes deve ser efectuada
através da utilizagdo de uma aproximacgdo por re@agesn do EQMP (metodologias
bootstrapou jackknifeapresentadas nas seccdes 6.3.6 ou 6.3.7, respeetite). Se se
decidir utilizar uma metodologiaootstrap entdo um estimaddwootstrapdo EQMP do

EBLUP espaciotemporal com restricbes é dado por:
eqmp®(85}) = 91:t(8) — B~ Xh-1[95::(8"®) — 95 (8)] + M3, (6.4.4)

onde £5it(8) = £1,:(8) + l’itAQvGZ'V_lzGQ’UA’lit +1U';:A(q — X*B)(q -

XRBYA'ly,, M5, = B Y5_,[0R(8®) — 9{%(3)]2 e g.i:(8) é dada por (5.6.2).
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/. ESTUDO EMPIRICO — ESTIMACAO EM
PEQUENOS DOMINIOS DO PRECO MEDIO DE

TRANSACCAO DA HABITACAO

7.1 INTRODUCAO

Relembre-se que o ultimo grande objectivo desta tamsiste na avaliacdo, por

simulag&o de Monte Carlo, da qualidade:

a) dos estimadores propostos para estimar o precoonaédiransaccdo da habitacao,
relativamente a diversos outros estimadores dseetoindirectos habitualmente

utilizados na estimacao desse tipo de parametrogatesse em pequenos dominios;

b) dos estimadores do EQMP propostos, utilizados @aaiar a incerteza dos

estimadores combinados dos parametros de intesesseestricoes.

A avaliacdo da qualidade desses estimadores éuafiectatravés da realizacdo de

estudos empiricos por simulacdo de diferentes ewdar

a) é efectuado um estudo por simulacdo do tghesign-basedpara avaliar o
desempenho dos estimadores dos parametros dess#erEste tipo de estudo
empirico € baseado numa pseudo-populacédo finita)(jerada a partir de uma
amostra aleatéria de dados reais, sendo avaligdal@ade dos estimadores atraves
de um conjunto de medidas de enviesamento, despre@ de eficiéncia num
contexto de uma populagédo real e de um método desteagem realista. Neste
estudo por simulacéo, a avaliacdo das proprieddaegstimadores € efectuada sob

uma perspectiva de amostragem repetida, sendotiasattgas obtidas em cada
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amostra extraida da pseudo-populacdo comparadassogspectivos parametros de
interesse dessa pseudo-populagéo.

b) é efectuado um estudo por simulacéo do miyalel-baseghara avaliar o desempenho
dos estimadores do EQMP dos estimadores combirthdoparametros de interesse
sem restricbes. Este tipo de estudo empirico é adasenum modelo de
superpopulagéo utilizado para gerar uma populagéfcial, sendo igualmente
avaliada a qualidade dos estimadores através dmnunto de medidas de precisao
e de enviesamento. Neste caso, a avaliacdo dasiegiages dos estimadores é
efectuada pela comparacdo das estimativas do EQMidas em cada conjunto de
dados gerado pelo modelo de superpopulacdo posiulemn as respectivas
aproximacdes aos verdadeiros valores do EQMP dadJEBcalculadas com base

num elevado conjunto de dados gerados por essdanode

Dada a necessidade de se efectuarem estudos @wspindependentes para se
alcancarem 0s objectivos propostos, € convenievelar-se e justificar-se a ordem
pela qual esses estudos vao ser apresentadosndefse desta forma a estrutura deste

capitulo.

O primeiro estudo empirico, apresentado no suhdapit2, € um estudo por simulagcéo
do tipodesign-basegbara avaliar o desempenho dos estimadores preposta estimar
o0 preco médio de transaccdo da habitacdo (EBLURceEdpmporal sem e com
restricbes), relativamente a diversos outros esimes directos e indirectos
habitualmente utilizados na estimagdo desse tipopa@@metros de interesse em
pequenos dominios. O estimador EBLUP espacioterhgorassistido pelo modelo
proposto no quinto capitulo, enquanto o estimadBLUE espaciotemporal com
restricbes foi deduzido no sexto capitulo. Uma gee os principais objectivos desta
investigacao consistem em propor estimadores d@snesros de interesse, alternativos
aos estimadores tradicionais, e em introduzir igl&s na estimacdo, entdo parece
natural que a avaliagdo do desempenho dos estissagoopostos seja feita antes da

avaliacdo das medidas da incerteza associadassaresss estimadores.

Uma vez avaliado o mérito relativo dos estimadgmegostos para estimar o preco
médio de transaccdo da habitacdo, do ponto dedasséanostragem repetida, € altura de
se avaliar o mérito relativo de estimadomesdel-basedlo EQMP dos EBLUP. Assim,
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dedica-se o subcapitulo 7.3 a apresentacdo degumdse estudo, por simulacao do tipo
model-based para avaliar o desempenho dos estimadores poxpakt EQMP de

estimadores combinados sem restricdes. Este estupivico divide-se em duas partes.

Na primeira parte, é avaliado o desempenho dosnadtires por reamostragem
(jackknife e bootstrap) do EQMP do EBLUP temporal, face ao estimador iical
desse EQPM, no contexto do modelo seccional e k¥gico de Rao-Yu. Esses
estimadores por reamostragem foram propostos ngdes4.3.6 e 4.3.7. Decidiu-se
que esta seria a primeira parte do estudo emrgar apresentado por trés razdes. Em
primeiro lugar, porque se estd a trabalhar no @amid& um modelo conhecido na
literatura (modelo de Rao-Yu). Em segundo lugarfqpe se estd a avaliar o
desempenho de duas novas metodologias por reag@sti@ara medicdo da incerteza
associada ao EBLUP temporal, face a uma metodolegiabelecida na literatura
(metodologia delta apresentada por Rao e Yu, 18ghr ultimo, porque a verificacdo
da adequacéao e qualidade de metodologias por réag@s para medicdo da incerteza
associada aos EBLUP, como alternativa a um estimddiba baseado em longos
desenvolvimentos analiticos, poder constituir uitexraativa promissora no contexto de
modelos longitudinais de estimacdo em pequenos miosnimais complexd$ no
ambito dos quais € geralmente impossivel deduzér anoximacao analitica do EQMP
do EBLUP. Esta primeira parte do estudo empirico tighm model-basedsera

apresentada na seccao 7.3.2.

Na segunda parte daquele estudo empirico, € avaliattsempenho dos estimadores
propostos (analiticojackknife e bootstrap para medicdo da incerteza associada ao
EBLUP espaciotemporal sem restricbes. Este é altratapresentado na seccéo 7.3.3.
A avaliacdo do desempenho dos estimadores por staagem do EQMP do EBLUP

espaciotemporal com restricbes nao fez parte destolms deste trabalho.

Por dltimo, no subcapitulo 7.4 sdo apresentadasstiiativas do preco meédio de
transaccdo da habitacdo para diferentes niveigmgacio geogréafica, bem como as

respectivas medidas de preciséo.

As tarefas de manipulacdo de dados e de calculmfaralizadas no programa

estatistico SAS, versoes 9.1 e 8.0. Estas versfgesSAIS estavam instaladas,

*8 O modelo espaciotemporal com restricdes, propussubcapitulo 6.4, é um destes casos.

ESTUDO EMPIRICO — ESTIMAGAO EM PEQUENOS DOMINIOS DO PREGO MEDIO DE TRANSACGAO DA HABITAGAO | 205



respectivamente, em dois computadores com as s$eguiaracteristicas: processador
Intel Core 2 Duo CPU T7300e 2,00Gigahertz 2 Gigabytesde meméria RAM, disco
rigido de 150Gigabytese sistema operativdicrosoft Windows XP Professionas
processadolntel Pentium 4de 1,80Gigahertz 224Megabytesie memaoria RAM, disco
rigido de 18,85igabytese sistema operatividicrosoft Windows XP Professional.

7.2 AVALIACAO DO DESEMPENHO DOS ESTIMADORES
PROPOSTOS PARA ESTIMAR O PRECO MEDIO DE

TRANSACCAO DA HABITACAO

7.2.1 Introducéo

O objectivo deste subcapitulo consiste, portara@presentacdo do estudo empirico do
tipo design-based baseado numa simulacdo de Monte Carlo sobre weadp-
populacdo. Este estudo tem como objectivo a aalidg desempenho dos estimadores
propostos para estimar o preco médio de transaaz@ohabitacdo (EBLUP
espaciotemporal sem e com restricbes), relativaanantliversos outros estimadores
directos e indirectos habitualmente utilizados stamecao desse tipo de parametros de
interesse em pequenos dominios. Neste estudo emais propriedades estatisticas dos
estimadores pontuais sado avaliadas do ponto da design-basedndo existindo
qualquer dependéncia das hip6teses dos modelagguiiss.

Uma vez que este estudo empirico constitui um Ogectos principais deste trabalho, e
pelo facto deste subcapitulo ser extenso, decigiesantar-se aqui a sua estrutura.
Assim, na seccdo 7.2.2 sdo apresentados os irapuére forneceram os dados para
este estudo e descritas algumas tarefas de préapagagxploracdo de dados. A seccao
7.2.3 é dedicada a apresentacdo do desenho do estydrico do tipalesign-basea a

seccao 7.2.4 a apresentacdo das expressdes tagdesés utilizados neste estudo. O
diagndstico dos modelos que assistem a estimag@fecéuado na seccdo 7.2.5. Na
secgcdo 7.2.6 encontram-se as medidas utilizadas gaaliar as propriedades dos
estimadores. Finalmente, na seccdo 7.2.7 séo apades, analisados e discutidos os

resultados obtidos no referido estudo empiricospoulacéo de Monte Carlo.
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7.2.2 Inquéritos e preparacao de dados

7.2.2.1 Inquérito aos Precos Médios de Transaccaa hlabitacéo

O Inquérito aos Precos Médios de Transaccédo natdddbi (IPTH) (anexo 1) era um
inquérito da responsabilidade do INE, realizadmestralmente a uma amostra de
empresas de mediacao imobiliaria, doravante dedignapenas por empresas, sediadas
em Portugal continental. A informacéo recolhidaamobito deste inquérito referia-se
exclusivamente a transaccdes de habitacbes (ammt@si ou moradias
independent&®) e de terrenos, destinados & habitacéo. As visiéeeolhidas em cada

uma das rubricas eram as seguintes:

» |dentificacdo da empresa: concelho, nimero de ift=@ao de pessoa colectiva,

identificacdo dos estabelecimentos;

» Registo de transaccdes de terrenos para constaedoabitacdo: localizacdo —
concelho/freguesia, terreno com alvara de loteanrestido de viabilidade, registo
respeitante a contrato-promessa de compra e veirda, total de construcao
autorizada e da qual mais de 70% é destinada &éababj nimero de fogos que se

previa construir para apartamentos e/ou morad@sy da transaccéao;

» Registo de transaccdes de habitagOes: localizac&oneelho/freguesia, registo
respeitante contrato-promessa de compra e vendadanconclusdo da obra de

construcdo ou reconstrucdo do edificio, ared'(itiblor da transaccao, natureza do

%9 Segundo o INE, um apartamento é uma unidade gensato inserida num edificio de construcéo
permanente, com mais de um fogo, cuja entradaipahda para uma escada, corredor ou patio (INE,
2001b).

% Segundo o INE, uma moradia independente é umcigdifolado, geminado ou em fila a que

corresponde apenas uma unidade de alojamentodamitiuja entrada principal da, geralmente, pa@ um
rua, patio ou para um terreno circundante do edifiblE, 200D).

®1 Segundo o INE, a 4rea util é a soma das areasdds bs compartimentos da habitac&o, incluindo
vestibulos, circulacBes interiores, instalacfesit&das, arrumos, outros compartimentos de funcéo
similar e armarios nas paredes, e mede-se pelmgteoi interior das paredes que limitam o fogo,

descontando encalgos até 30 centimetros, parddesiias, divisorias e condutas (INE, 261
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alojamento (apartamento, moradia independente)lotife®* do apartamento ou da
moradia independente, fase da obra (em projectmiostrucdo, pronto a habitar).

O IPTH era um inquérito longitudinal com rotatiaealizado trimestralmente por
amostragem aleatéria por conglomerados, as empresdsadas em Portugal
continental. A populacdo era constituida por taamempresas sediadas em Portugal
continental que transaccionavam prédios urbanoslose empresa a unidade estatistica
de inquiricdo. A base de sondagem existente enaaida por 4.671 empresas. A recolha
de informacéao referente a este inquérito era fit@vées de suporte informatico, tendo
sido concebida uma aplicacao para ser instaladampeesas inquiridas. Contudo, para
as empresas que ndo pretendessem responder ateag@porte informatico, existia a

possibilidade de responderem por via postal.

Para efeitos de seleccdo da amostra, a populac@mpeesas foi estratificada pelo
cruzamento das seguintes variaveisior de volume de negdcfds NUTSIIP e
concelho(apenas para as areas metropolitanas de LisboaPentb). A descricdo dos
escalbes definidos pelas variaveis de estratifcag@contra-se no apéndice 1. A
estratificacdo da populacdo resultante do cruzameas trés variaveis anteriores
produziu 477 estratos, dos quais foi seleccionada amostra aleatéria simples de
empresas (unidades primarias), sendo observadas &xdtransac¢fes de habitagbes e
de terrenos, destinados a habitacdo (unidades d&tas), realizadas por cada uma
dessas empresas. Porém, alguns estratos foranridoguide forma exaustiva. Os
estratos inquiridos exaustivamente foram os cafaattos por um escalao de valor de
volume de negdcios superior ou igual a sete. Coegel@ntdo, no que se refere ao plano
de sondagem, que o IPTH correspondia a um inquiénitgitudinal com rotacéo, no
qual foi utilizada uma amostragem aleatoria por gtmmerados previamente

estratificados, em cada vaga.

%2 Segundo o INE, a tipologia dos fogos (T0, T1, T2, ...) corresponde a classificacdo do fogo segund
0 numero de quartos de dormir (INE, 281

% Uma exposicédo detalhada sobre inquéritos repetidaempo pode ser encontrada, por exemplo, em
Binder (1998).

%4 Nao existiam empresas de mediacdo imobilidrizasiedi em Portugal continental com valor de volume
de negécios superior ao definido no nono escalao.

% A variavel de localizacdo do imével transaccionadonivel de NUTSIII é obtida a partir da sua

localizacdo ao nivel deoncelho
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O facto da estratificacdo utilizada no IPTH ser todina (477 estratos) numa
populacdo com 4.671 unidades estatisticas, levajuea muitos estratos tivessem
dimensao populacional nula ou muito peqi&n&sta situacdo, associada & existéncia
de nao respostas, conduziu a um elevado nimerstdgos com dimenséo amostfal
nula. No apéndice 2 sédo apresentadas as dimengpeala@onal e amostrais e as taxas
de sondagem em cada estrato, ao longo dos setestirg®. De forma resumida, na
tabela 7.2.1 é apresentada a dimensdo amostraleeaidades primarias e de unidades

secundarias, em cada trimestre.

Tabela 7.2.1: NUmero de estratos com dimensao sahadb nula e dimensdao amostral real de

unidades primarias e de unidades secundarias;ipestre

N.° de estratos : " . -
Dimensao amostral de Dimensao amostral de

Trimestre com dimensao : o : L
~ unidades primarias unidades secundarias
amostral ndo nula
1 121 486 2.548
2 123 498 2.367
3 122 478 2.226
4 115 414 1.681
5 120 441 1.699
6 122 424 1.739
7 122 467 1.954

Uma vez que se esta a trabalhar com dados recslatdavés de um plano de sondagem
que levanta algumas dificuldades ao nivel da esmaos parametros de interesse em
pequenos dominios, o qual é da responsabilidad&Bpe que o tratamento de néo
respostas ndo cabe no ambito deste trabalho, mwssd a uma redefinicdo da
estratificacdo da populacéo-alvo. Desta forma, tees@ que a populacdo de empresas
foi estratificada pelo cruzamento das seguintegwais: NUTSIII e concelho(apenas
para as areas metropolitanas de Lisboa e do Ptetm)o resultado em 51 estratos. Esta
redefinicdo usada no ambito deste trabalho, dedanevitar a existéncia de estratos
com dimensdo amostral nula, é independente dogmabtjue se pretende resolver, ou
seja, da producédo de estimativas com precisdcasekio preco médio de transaccao

da habitacdo em pequenos dominios.

A utilizacdo de apenas duas variaveis de estiat#ic, no ambito deste estudo

% Existiam 243 estratos com uma dimensdo populakiama, o que corresponde a 51% do total de
estratos definidos no plano de sondagem do IPTH.

6756 151 estratos apresentavam dimens&o amostralifgiem pelo menos uma vaga do IPTH.
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empirico, justifica-se pelo facto da utilizagdo elevado nimero de estratos existente
no verdadeiro plano de sondagem do IPTH, condugmarande nimero de estratos
sem nenhumas unidades estatisticas primarias pent&s a amostra. Por esta razéo, e
pelo facto de ndo se pretender fazer inferénciatista ao nivel de cada estrato
definido pelo plano de sondagem adoptado no IP®&d, mvia nenhum motivo que
conduzisse a utilizacdo de uma estratificacdo id@. Convém, ainda, notar que o
objectivo definido no inicio deste estudo asserdaamaliacdo das qualidades dos
estimadores propostos para estimar o preco médimadsaccdo da habitacdo ao nivel
de NUTSIII, dominios estes que apesar de coinerdoem 23 dos 51 estratos definidos
pelo plano de sondagem utilizado na simulacdo, mpodenter unidades secundérias
com diferentes probabilidades de inclusdo. Estegito resulta do facto dos dominios
serem cruzados com o0s estratos, ou seja, devidactm de empresas sediadas num
particular estrato (NUTSIII), poderem efectuar saetcdes em diferentes dominios de
interesse (NUTSIII).

Neste estudo empirico, foram utilizados os dadosultantes deste inquérito
correspondentes aos registos de transaccOes dmddasi nas varidveigalor da

transaccaoarea util e concelho Desta forma, foram consideradas todas as trabsscg
de habitacdes independentemente da sua naturpakgta, fase da obra ou ano de

conclusao da obra de construcéo ou reconstrucaditioio.

7.2.2.2 Inquérito aos Precos de Avaliagcdo Bancarme Habitacao

O Inquérito aos Precos de Avaliacdo Bancaria natatg#n® (IABH) (vide um excerto
no anexo 2) € um inquérito postal, também da resgimidade do INE, realizado
mensalmente, de forma exaustiva, ao universo dieuigdes bancérias que intervém no
mercado de crédito & habitacdo em Portugal coriheBste inquérito tem como
unidades estatisticas de inquiricdo as instituicbaacarias. Para cada unidade
estatistica de inquiricdo sdo observados todosoganeentos avaliados no ambito dos
processos de analise para concessao de créditwtacia. A informacéo recolhida por
este inquérito reporta-se ao conjunto de avaliagdalizadas em Portugal continental,
independentemente de ter havido, ou néo, lugar@vagio do crédito, ou do destino

gue posteriormente vai ser dado a habitacao.

% Actualmente denominado por Inquérito a Avaliacam@ria na Habitacao.
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No ambito do IABH, é recolhida informacéo sobreda@mgerais da avaliagéo, valor da
avaliacao, caracterizacdo da habitacdo (natunpoéogia, ano de conclusao da obra de

construcdo ou reconstrucao do edificio, area)c&ilacao (concelho).

Actualmente, o INE publica trimestralmente os vesomédios de avaliacdo bancaria da
habitagdo ao nivel de Portugal continental, NUT8IUTSIII, concelhos das areas
metropolitanas de Lisboa e do Porto, e de zonamna# dos concelhos de Lisboa e do
Porto. O INE também publica os valores médios dd¢iagdo bancaria da habitacao por
natureza dos alojamentos ao nivel de Portugal reamt@al, NUTSII, NUTSIII e
concelhos das areas metropolitanas. O INE publicdaacom a mesma periodicidade,
os valores médios de avaliacdo bancaria por natweeipologia dos alojamentos, ao

nivel de Portugal continental, NUTSII e areas npeilitanas de Lisboa e do Porto.

Neste estudo empirico, foram utilizados os dadssltantes do IABH correspondentes
as variaveisvalor da avaliacdp area e concelho Também neste caso, foram
consideradas todas as avaliagbes de habitacOegemdEntemente da sua natureza,

tipologia ou ano de concluséo da obra de constrag&econstrucdo do edificio.

7.2.2.3 Dados

No ambito da aplicacéo pratica foram utilizadosasdackais obtidos através do IPTH
realizado nos quatro trimestres de 2002 e nos pr@seiros trimestres de 2003, e
através do IABH realizado no ultimo trimestre d@20nos quatro trimestres de 2002 e
nos trés primeiros trimestres de 2003. Foi com basstes dados de painel
disponibilizados pela Direccdo Regional do Norteldg, que se realizou este estudo.
N&o é possivel apresentar nenhum excerto desses padjue se encontram protegidos
pelo segredo estatistico, nos termos do n.° 2tilgoak.° da Lei de Bases do Sistema
Estatistico Nacional (Lei n.° 6/89 de 15 de Allysembleia da Republica, 1989).

Os parametros de interesse neste estudo sédo orpgstjo de transaccéo da habitacao,
por metro quadrado, em cada NUTSIII. Estes par@amete interesse serdo estimados,
de forma directa ou indirecta, através dos dadoalhiglos pelo IPTH. Por sua vez, a

Unica variavel auxiliar utilizada nos modelos deénescdo em dominios de nivel area é

%9 Segundo o INE, as zonas urbanas sdo formadasnpeonjunto de freguesias de um dado concelho
(INE, 1998).
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o preco médio de avaliacdo bancéria da habitagéente & mesma unidade. Os dados
utilizados para calcular esse preco médio sdohigtos pelo IABH.

No ambito dos modelos espaciais de estimacdo emind®n a matriz de pesos
espaciais utilizada foi formada com base em dadderentes a vizinhanca por

adjacéncia das NUTSIII de Portugal continéfitaA estrutura de vizinhanca foi

definida da seguinte formay, =1, se a fronteira da NUTSlilpartilha pelo menos um
ponto comum com a fronteira da NUTS]llle w; =0 em caso contraria,j=1, ..., 28.
Com base nesta estrutura, definiu-se uma matripedes espaciais\v :{W”} com

pesos estandardizados por linhas da fom’]ﬂa: W, /Wi, . Apesar desta escolha levar a

que a matrizW ndo seja simétrica, ela garante a consisténcaniat A matrizW
encontra-se no apéndice 3. Este tipo de matrizedespfoi utilizado por Singat al
(2005), Petrucci e Salvati (20842004, 2006), Chandrat al. (2007, 200D), Pratesi
e Salvati (2004, 2005, 2008), entre outros, no exdot da estimagcdo em pequenos

dominios.

7.2.2.4 Trabalho preliminar

Antes da aplicacdo dos estimadores apresentadoseogdo 7.2.4, aos dados
provenientes do IPTH e do IABH, foi efectuado algtnabalho de preparacdo dos
dados, que consistiu na extraccdmddiers’’. Neste trabalho de extraccéoalgliers
foram excluidos separadamenteoasliers presentes nos dados provenientes do IPTH e
nos dados provenientes do IABH. Em ambos os camwosprimeiro lugar foram
excluidos outliers presentes nos valores das areas de cada habé&ag@osegundo
lugar foram excluidos osutliers presentes nos pre¢cos de transacc¢do/avaliagdo por
metro quadrado da habitacéo.

No que se refere a extraccdo dmgtliers presentes nos valores das areas, foram
considerado®utliers os registos com areas inferiores ao limite inferon superiores

ao limite superior, definido para cada uma dasldgias dos fogos. Para cada uma

0 mapa das NUTSIII de Portugal continental podeegeontrado no anexo 3.
" Outlier traduz-se para portugués por valor aberrante.aNese, decidiu utilizar-se o termo em lingua

inglesa, por assim ser sugerido no Glossario Btatilnglés-Portugués da SPE e ABE (2007).
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dessas tipologias, o limite inferior foi fixado com area minima aceitavel definida
pelo INE. Depois de extraidos os registos consiterautliers na aba esquerda da
distribuicdo dos valores das areas das habitagdesjte superior foi fixado para cada

uma das tipologias através da seguinte expres®de,3(Q,-Q,), onde Q, e Q,

representam os primeiro e terceiro quartis dassadea habita¢cBes, respectivamente
(videapéndice 4).

Quanto a extraccao damitliers presentes nos precos de transaccao e nos precos de
avaliacdo bancaria das habitacdes por metro quadfachm também considerados
outliers os registos com precos por metro quadrado inEsi@o limite inferior, ou
superiores ao limite superior, definido para cade was tipologias dos fogos. Para
cada uma dessas tipologias, o limite inferior folado como o preco por metro
quadrado minimo aceitavel tido como referéncia peB, actualizado anualmente de
acordo com o aumento dos precos meédios de avaly@maria da habitacdo. Depois

de extraidos os registos consideradafliers na aba esquerda das distribuicbes dos
precos de transaccao e de avaliacdo bancaria gor queadrado, o limite superior foi

fixado para cada uma das tipologias através dairgegaxpressdoQ, +6(Q, - Q,)

(vide apéndice 4). Foi-se menos exigente na identifcagoutliers na aba direita das
distribuicbes dos precos de transaccédo e de a&alibgncaria do que na distribuicéo
das areas das habitacdes, porque nas distribudedesecos osutliers podem ser mais
severos uma vez que dependem das condi¢cdes dedmeocque torna a amplitude de

precos aceitavel muito grande.

O limite inferior do preco médio de transaccao metro quadrado € sempre inferior ao
limite inferior do preco médio de avaliacdo baredor metro quadrado para todas as
tipologias, pelo facto de se observar em Portugaltimental uma sobreavaliacao
bancéaria do preco das habitacbes por metro quadrpda ser possivel aos
compradores contrairem um maior montante de créxbtéor esse o caso. Em Portugal,
0 montante maximo de crédito que um comprador jgodé&air para a compra de uma
habitacdo depende, em geral, da idade do compradoduracdo do contrato de
empréstimo a habitacdo, da modalidade do crédido, walor da avaliagdo bancaria da
habitacdo, quando este valor é inferior ou igualvator da escritura publica de
aquisicado. Note-se que estas condicfes podem gmerenas alteracdes consoante a

instituicdo bancaria a que o comprador recorrea paybtencéo de crédito.
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7.2.2.5 Analise exploratoria de dados

Todos os modelos de estimacdo em dominios apressntaa revisdo bibliografica
deste estudo, 0s quais sdo casos particulares delanbnear misto, poderdo ser
utilizados para modelar os dados sobre precosamsaccdo da habitagcdo. Contudo,
alguns desses modelos irdo permitir estimar o pne&dio de transaccédo da habitacédo
com melhores niveis de precisdo do que outrostiEgds eventualmente, até melhores
modelos do ponto de vista da qualidade da estimdgagrarametros de interesse do
gue os modelos que foram revistos no quarto capilesta forma, foi realizada uma
analise exploratoria de dados antes de se ter\d@s&n 0 quinto capitulo, no qual é
proposto um novo modelo de estimacdo em pequemBds, tendo como objectivo a

estimacao do preco médio de transac¢do da habikagdwortugal.

Assim, nesta subseccdo € apresentada uma angfisragdria dos dados amostrais
disponiveis, com base no plano de sondagem quetawpestimacao dos parametros de
interesse, tendo em consideracdo as recomendaedéstell et al. (2000) para a
modelacdo de um determinado fendmeno através deaoelo linear misto. Segundo
estes autores, a modelacdo de um fenémeno atrawén dhodelo linear misto deve ser

feita em quatro etapas, designadamente:
1. Modelacgéo da estrutura média, atraves da espea@é@bados efeitos fixos;

2. Modelacdo dos efeitos aleatdrios, através da de@®éo da estrutura de

covariancias;
3. Ajustamento do modelo, tendo em consideracao sssdlga de covariancias;
4. Realizacao de inferéncias estatisticas baseadasswitados da etapa anterior.

Esta analise exploratéria teve como objectivo atifieacdo de factores que possam ter
um papel explicativo no comportamento médio da avali de interesse e a
caracterizacdo da estrutura de covariancias suti@e® quadro de dados. Por outras
palavras, esta analise teve como objectivo ideatifios tracos principais que um
modelo de estimacdo em pequenos dominios dewdetésrma a assistir a estimacao do
preco médio de transac¢do da habitacdo em Portuagal os melhores niveis de

precisao possiveis.
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A identificacdo de factores que possam ter um pageicativo no comportamento da

variavel de interesse consiste em especificarratest dos efeitos fixos mais adequada
ao quadro de dados. Por sua vez, a modelacao rdéusstde covariancias subjacente
ao quadro de dados consiste em estudar a existEnaiatocorrelacdo temporal entre as
observacbes referentes a um dominio particular BIU)T a associacdo espacial entre
as observacoes referentes a um determinado pet@tiEmpo, bem como a existéncia
de heterogeneidade nas variancias das observagldgsas a diferentes periodos de

tempo.

Com o objectivo de se diagnosticar possiveis ebpagbes para a componente fixa e
aleatdria dos modelos de efeitos mistos, uma agemdrequentemente recomendada
na literatura (Verbeke e Molenbergs, 2000) é aisgguem primeiro lugar, ajustar

modelos de regressao linear ao conjunto de dadpsrdivel tendo em conta todas as
variaveis explicativas, e em seguida, analisaregpactivos residuos como forma de
identificar possiveis especificacfes para os efateatorios. Nas referidas regressdes
lineares com termo independente, efectuadas not@mbste estudo, foi considerada
como variavel dependente as estimativas directgsedm medio de transaccdo em cada
“dominio-periodo de tempo”, e como variavel auxil@a preco médio de avaliacao

bancéria da habitacao referente & mesma unidade.

A. Seleccao dos efeitos fixos

A primeira andlise de dados consiste, portanto, ajustar 0 seguinte modelo de
regressdo linear simples pelo método dos minimasirgdos ordinarios, o qual pode
descrever a relacao existente entre o preco médicadsaccéo da habitacdo e o preco

meédio de avaliacdo bancaria da habitacao:
Yi =B+ BiXe + Es (7.2.1)
ondes, ~iid(0;0?),i=1, ..., 28t=1, ..., 7

O coeficiente de determinacdo da regressédo é apadamente igual a 0,65, o qual
indica uma boa capacidade explicativa da variawelliar. O teste ao poder explicativo

dos efeitos fixos € baseado nos seguintes ensaidsiptteses:H,: 3, =0 contra

H,:B. #0, k=0, 1. Em ambos os ensaios (p&r® e parak=1) a hipdtese nula é
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rejeitada, pelo que se conclui que os dados fomagea evidéncia clara a existéncia

daqueles dois efeitos fixos (tabela 7.2.2).

Tabela 7.2.2: Teste a significancia estatisticaedieisos fixos do modelo (7.2.1)

Efeito al tobs p
5o 194 -3,386 0,0008
i 194 19,052 0,0001

A natureza longitudinal do quadro de dados em espambe sugerir que a relacao
existente entre a variavel de interesse e a vam&pdicativa seja descrita através de um

modelo que apresenta diferentes declives paraedifes periodos de tempo:
Yie = Boe + BuXie * Es (7.2.2)
ondeg, ~iid (0;02), i=1, ..., 28t=1, ..., 7

Sendo desejavel o ajustamento do modelo mais pamgdso aos dados disponiveis,
entdo deve testar-se a igualdade nos termos indep&s e dos declives para os sete
periodos de tempo. Os ensaios de hipbteses sdumectieamente, 0s seguintes:
Ho: B =...= B; contraH, : LB, # B, .t,t'=1..,7, k=0, 1. O testd a igualdade dos
termos independentes do modelo, cujos resultadmsagéesentados na tabela 7.2.3,
indica que existe uma forte evidéncia estatistiado(0=0,9395) para ndo se rejeitar a

hipotese nula. Da mesma forma, o tdsta igualdade dos parametrgs , t=1, ..., 7,

conduz a néo rejeicdo da hipotese nula (vgdd;9323), pelo que se conclui pela
igualdade dos declives para os sete periodos deotdbesta forma, um modelo com
termo independente e declive comum para os vaeo®@os de tempo de