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Resumo

Este estudo incide na diversidade de raciocinios mateméticos presentes nos
alunos de uma turma de 5° ano — da qual sou professora — na realizagdo de actividades
de investigacéo.

Pretendendo evidenciar e explicar a pluralidade dos raciocinios matemaéticos,
formularam-se as questdes de investigacdo: (i) Que formas diferenciadas de raciocinio
matematico apresentam o0s alunos e quais as razdes que os podem conduzir a
determinado raciocinio? (ii) De que modo os raciocinios dos alunos lhes permitem
chegar a resultados, com ou sem recurso aos conteldos matematicos tratados nas aulas?
(iii) Como é que os alunos compreendem as situacGes propostas e de que modo essa
apropriacdo evolui com o decorrer da pratica neste tipo de actividades?

O quadro teorico apresenta conceitos e perspectivas que caracterizam a natureza
e o papel das actividades de investigacdo na educacdo matematica e analisa a nocao de
raciocinio matematico e os seus processos fundamentais.

Adoptou-se uma abordagem qualitativa, com o design de estudo de caso. A
recolha de dados incluiu a observacdo participante, entrevistas aos alunos, notas de
campo e documentos produzidos pelos alunos.

Os alunos apresentam formas diferenciadas de raciocinio, que evidenciam o0s
seguintes processos: concretizacdo de dados; registo e organizagdo de dados; procura de
regularidades; formulacdo e justificacdo de conjecturas;, teste e validacdo,
particularizacdo/clarificacdo e generalizacdo. A diversidade foi uma evidéncia do
estudo: alguns alunos revelam facilidade e persisténcia na formulacdo, teste e
confirmacdo ou refutacdo de conjecturas, com tendéncia para as formalizarem
algebricamente; outros limitam-se a formulacdo, evidenciando maior necessidade de
manipulacdo e de experimentacdo, nem sempre conseguindo generalizar. Foi saliente a
importancia do uso de vérias representacdes na articulacdo dos raciocinios dos alunos.

Durante o estudo, os alunos evoluiram em muitos aspectos: crescente
envolvimento, entusiasmo e empenho na execucdo das tarefas, auto-confianca,
criatividade, autonomia, curiosidade, persisténcia, mobilizacdo de conhecimentos
matematicos e capacidade de comunicacéo.

Palavras-chave: actividades de investigacdo, raciocinio matematico,
pensamento matematico, métodos pessoais dos alunos, representagbes matemaéticas,

estudo de caso, sala de aula.



Abstract

This study focuses on the diversity of mathematical reasoning present in students
of a 5th grade class — of which | am a teacher — in carrying out investigative activities.

Intending to highlight and explain the diversity of students’ mathematical
reasoning, the following research questions were undertaken: (i) What are the different
forms of mathematical reasoning that students present and what are the reasons that may
lead to specific reasoning? (ii) How does students’ reasoning allow them to achieve
results, with or without taking in the mathematical contents covered in classes? (iii)
How do students understand the situations proposed and how does such ownership
evolve over the course of practice in such activities?

The theoretical framework presents concepts and perspectives that set down the
nature and role of investigative activities in mathematics education and provides an
analysis of the concept of mathematical reasoning and its fundamental processes.

A qualitative research approach was adopted and the design of case study was
applied. Data collection included participant observation, interviews with students, field
notes and documents produced by students.

It was concluded that students have different ways of reasoning, highlighting the
following processes: implementing data; recording and organizing data, searching for
regularities; formulation and justification of conjectures; testing and validation of
conjectures, particularization/clarification and generalization. Diversity was an evidence
of the study: some students reveal ease and persistence in formulating, testing and
confirming or refuting conjectures, with a tendency to formalize algebraically, while
others limit themselves to the formulation of conjectures, showing a greater need for
manipulation and experimentation, not always managing to generalize. It was clear the
importance of using multiple representations in the articulation of students' reasoning.

Throughout the study, students have evolved in many ways: increasing
involvement, growing enthusiasm and commitment in performing the tasks, self-
confidence, creativity, autonomy, curiosity, persistence, mobilization of mathematical
contents and communication skills.

Keywords: investigative activities, mathematical reasoning, mathematical
thinking, students' personal methods, mathematical representations, case study,

classroom.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

1.1. Motivacdes do estudo

Interesse pedagdgico pelas formas de resolucdo dos alunos

A Matematica sempre constituiu a disciplina que mais me fascinou, ao longo da
minha vida pessoal e profissional, quer pelo prazer obtido na resolucdo de tarefas
matematicas e pelos desafios que coloca ao raciocinio, quer pela sua aplicabilidade em
situacOes praticas do dia-a-dia. Assim, considerando-a como disciplina de eleicdo, a
minha atitude face a Matematica sempre foi muito positiva, ficando indignada com o
facto de parecer que esta é geralmente entendida como um bicho-de-sete-cabecas, uma
disciplina s6 para alguns cujas capacidades sdo de nivel superior.

Na realidade, a partir da minha experiéncia profissional, posso afirmar que o0s
alunos sdo capazes de fazer Matemética com todo o entusiasmo que dai pode advir.
Além disso, apresentam raciocinios bastante eficazes e criativos. Contudo, nem sempre
Ihes sdo dadas oportunidades para o experimentar, sendo claro que a natureza e a
regularidade das tarefas é fundamental para despoletar tais sentimentos e capacidades
(Francisco & Maher, 2005; Greer, 1997; Fonseca, Brunheira & Ponte, 1999).
Relativamente a este ponto, é claro que também as praticas educativas tém evoluido, ou
pelo menos deseja-se que assim seja, até porque estas tém de acompanhar a permanente
mudanca, prépria da sociedade de informacdo, que cada vez mais nos exige maior
flexibilidade e capacidade de adaptacdo. Numa era de desenvolvimento tecnolégico e de
acelerada evolugdo do conhecimento, mais do que a resolucdo de exercicios rotineiros,
baseados na repeticdo de técnicas, ha que colocar em evidéncia ou enfatizar outras
competéncias, nomeadamente 0 pensamento autbnomo e o raciocinio matematico, a
interpretacdo de situacdes novas e a capacidade critica, a coopera¢do, 0 uso das
tecnologias e a comunicacgdo, promovendo-se, a0 maximo, o potencial de cada individuo
(Jesus, 2004; Ponte, 2005).



Com este proposito, e querendo partilhar com os alunos o meu gosto pela
Matematica, tem sido minha preocupac¢éo constante o tipo de tarefas a propor-Ihes, além
de estar bastante atenta as suas formas de resolucdo. Na verdade, considero que a
analise das diferentes formas de resolucdo dos alunos pode tornar-se uma ferramenta
bastante Gtil no processo de ensino-aprendizagem, na medida em que pode proporcionar
um maior a-vontade no dominio da Matematica e o sentido de fazer Matematica por
parte dos alunos. Estes, confrontados com um ambiente de aprendizagem favoravel, em
que tenham tempo para colocar questdes, pensar, explorar as suas ideias e exprimi-las,
certamente gque se sentirdo mais estimulados e valorizados. Ademais, ao reconhecerem
que, muitas vezes, ndo ha s6 uma via para percorrer determinado caminho e que, para
além do chegar a resposta correcta, 0s processos utilizados podem fazer desabrochar as
suas capacidades e o prazer pela descoberta, certamente acabardo por revelar,
naturalmente, as suas formas de pensar. E aqui que reside a riqueza de se poder dizer
«eu fiz de outra maneira». Contudo, importa realcar, mais uma vez, que os alunos
devem participar activamente numa pratica de sala de aula em que sejam valorizados o0s
procedimentos metacognitivos.

Além disso, a analise da diversidade de resolucdes pode facilitar a construcéo de
conexdes, a partir do relacionamento dindmico dos varios conteddos matematicos
aprendidos ou a aprender e o desenvolvimento e consolidagdo de conceitos especificos e
de ideias matematicas.

Por outro lado, também pode assumir uma importancia fundamental para o
professor, facultando-lhe indicacdes relativas as melhores ac¢des e estratégias a adoptar
com os seus alunos, tendo em conta as suas especificidades (caracteristicas individuais,
competéncias e diferentes percursos escolares). Nesta perspectiva, incentiva o professor
a uma reflexdo e analise das suas praticas para melhor as compreender e alterar, tendo
em conta o sucesso educativo dos seus alunos.

Assim, de entre o tipo de tarefas a adoptar, com o intuito de potenciarem a
exploracdo e a descoberta matematica e o recurso a uma variedade de representacdes, de
conjecturas e de métodos de resolugdo, tém especial importancia a resolugdo de
problemas e as actividades de investigacdo. Especialmente as Ultimas requerem um
grande envolvimento e criatividade por parte dos alunos, dai que sobre estas tenha
recaido a minha escolha para trabalhar com os meus alunos.

Além disso, autores destacados nesta area de investigacdo salientam que, de uma

maneira geral, a actividade de investigagdo é caracterizada por surgir de enunciados e
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objectivos pouco precisos e estruturados, envolvendo processos, como sejam, definir os
objectivos, conduzir experiéncias, formular e testar conjecturas (Ponte & Matos, 1992).
Como tal, a realizacédo de actividades de exploracao e investigacao pelos alunos torna-se
uma metodologia relevante ja que permite aos alunos o contacto com outra parte da
Matematica diferente daquela a que muitas vezes estdo habituados (memorizacao e
resolucdo repetitiva de exercicios). Assim, mais do que contribuir para uma viséo
dualista da Matemaética, em termos de certo ou errado, deve-se permitir aos alunos a
compreensdo de que ha estratégias e abordagens alternativas a muitos problemas
matematicos, contrariando-se algumas concepcOes erroneas acerca da Matematica
(Borasi, 1991; Segurado, 1997; Segurado & Ponte, 1998). Deste modo, o envolvimento
dos alunos numa verdadeira actividade matematica torna-se fundamental. Cabe ao
professor proporcionar-lhes a oportunidade de exploracdo de problemas, o
desenvolvimento de estratégias de resolucdo, a formulacéo e verificacdo de conjecturas,
a discussdo, a argumentacdo, a previsdo e a colocacdo de questbes, dando-lhes
oportunidade para raciocinar e comunicar as suas ideias (Lappan & Schram, 1989,
referidos por Menezes, 1999).

Abrantes, Ponte, Fonseca & Brunheira (1999) também apontam algumas razdes
para justificar a introducdo de actividades de natureza investigativa nas aulas e nos
curriculos de Matematica, nomeadamente, o facto de constituirem uma parte essencial
do trabalho em Matematica, estarem ligadas ao processo de producdo de conhecimento
e contribuirem para que os alunos desenvolvam uma visdo adequada desta area do

saber.

O gosto pela analise das respostas nas provas de afericéo

A minha experiéncia enquanto professora classificadora das provas de afericdo
de Matematica do 6° ano, em 2001 e 2002, e como supervisora da classificacdo das
referidas provas, em 2006 e 2007, contribuiu igualmente para reforcar o meu gosto pela
analise das respostas dos alunos. Estas provas, para além dos seus objectivos e do papel
que podem assumir como elementos reguladores das praticas educativas, constituem
fontes bastante ricas para a analise dos processos de resolucao dos alunos. Um professor
que tenha inclinacéo para este tipo de anélise, ficara cativado por algumas das respostas
dos alunos, as quais exibem aspectos extremamente interessantes, nomeadamente a

diversidade, a criatividade, a originalidade e a genuidade. Assim, a aplicacédo e a analise
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dos resultados das provas de afericdo, permite a identificacdo das dificuldades dos
alunos ao nivel das &reas tematicas e dos diferentes aspectos da competéncia
Matematica e dos tipos de erro e frequéncia dos mesmos, contribuindo para a
compreensdo de algumas das causas que poderdo explicar os resultados, com a
consequente delineacdo de estratégias que promovam uma melhoria dos mesmos. Mas,
ao mesmo tempo, pode fornecer estimulantes objectos de anélise, em particular os itens
ndo objectivos, de composic¢ao curta ou resposta restrita ou de composicdo extensa ou
ensaio, em que é pedido ao aluno para explicar a sua resposta ou raciocinio, com
recurso a palavras, esquemas ou calculos. De facto, seguir e procurar entender o
raciocinio dos alunos, tentando enquadré-lo em determinados niveis de desempenho,
torna-se uma tarefa que implica algum desafio mental, propiciando momentos de
surpresa e gosto pelo que se vislumbra na resolucdo de determinados alunos. Para o
demonstrar, passarei a apresentar alguns exemplos que foram trabalhados a partir de
documentos enviados pelo Gabinete de Avaliacdo Educacional (GAVE) em reunides
entre supervisores e classificadores das provas de aferigéo.

No item 6 da prova de afericdo de 2008, pode ler-se (figura 1):

6. Quando a mae fez anos, o Ricardo ofereceu-lhe uma
fotografia, numa moldura. A moldura, que esta representada
a seguir, é constituida por 4 cartdes rectangulares, todos
geometricamente iguais.

Qual &, em cm?, a area da fotografia que esta visivel na
moldura?

Explica como chegaste a tua resposta. Podes fazé-lo
utilizando palavras, esquemas e calculos.

Figura 1. Item 6 da prova de afericdo do 6° ano, 2008



Duas das resolugdes apresentadas séo as seguintes:

30 cm
utilizando palavras, esquemas e calculos.
A0 :d =10
10X2C = 2CC
Resposta: __JOO cm?.

Figura 2. Resolucéo de um aluno com base na comparagdo dos rectangulos que constituem os
cartdes e a moldura

Nesta resolucdo, evidencia-se que o aluno, ao dividir 20 por 2, tera
compreendido que a altura da fotografia era metade da altura da moldura. Mediante uma
estimativa ou uma medicdo com a régua, podera ter verificado que essa altura era igual
a dos dois cartBes que se encontram acima e abaixo da fotografia, o que foi reforcado
pelo 10 que registou junto da fotografia. O comprimento da fotografia é o comprimento

do cartdo (20) que também esta registado pelo aluno por baixo da fotografia.

20 cm

% 30 cm
Explica como chegaste a tua resposta. Podes fazé-lo
utilizando palavras, esquemas e calculos.

%&%%m%&c\((wmmﬁk

ﬂ)m'()u' S-J‘L&Mwm‘édw
WWWM*OW&o\m L
@Clit:»"'o» axoclomande f\pa o eclinaly de fotics
" Coma. oCulotn  prdodt do dfoo? &8> doCm.
LR SROUN

Resposta: 300 CwS cm®,

Figura 3. Resolugdo de um aluno mediante a utilizacdo de palavras



Neste caso, o aluno utilizou a verbalizacdo para explicitar o seu raciocinio.
Registou os valores das medidas do comprimento e da altura da fotografia,
respectivamente 20cm e 10cm, visto té-las comparado com as dimensdes (comprimento
e largura) dos cartdes da moldura. Referiu também que utilizou a régua para o fazer.
Sem indicar a multiplicacdo por 10, talvez por o achar desnecessario, ja que se trata de
um célculo fécil de fazer mentalmente, determinou a area da fotografia correctamente.

No item 8 da prova de aferi¢éo de 2009, pode ler-se (figura 4):

8. O AntHnio e a Maria vao comprar uma canela para o pai.

A figura seguinte mostra o dinheiro que 0 Antdnio tem.

3
Na papelaria, viram uma canela que custava 4— do dinheiro do

Antonio.

O Anténio pagou metade do prego da caneta.

Quanto pagou o Anténio?

Figura 4. Item 8 da prova de afericdo do 6° ano, 2009

Também decorrente da andlise de um documento de trabalho enviado pelo
GAVE (2009) numa reunido entre supervisores e professores classificadores, uma das

resolucdes apresentadas por um aluno foi a seguinte (figura 5):

Mostra como chegaste a tua resposta.
515 440 T AY AT Q20T 0,30 4 O,

@w(v \<'\)(' /C
@(“

a6 2 - Olpe® & O

DDA O, RGC A

Resposta: Racgoe T i

Figura 5. Resolucéo esquematica de um aluno evidenciando a nocao de fracgdo



O aluno, embora seguindo uma resolucdo mais esquematica, ndo deixou de
apresentar uma estratégia apropriada e completa de resolucdo do problema, chegando a
resposta correcta. N&o utilizou a fraccdo como operador mas revelou ter a nogdo de
fraccdo quando agrupou os 24 euros em grupos de 4, seleccionando depois os 3/4 de
cada grupo. Deste modo, chegou aos 18 euros, dos quais ndo teve dificuldade em
determinar a metade. Trata-se de uma resolucgéo igualmente eficaz, sem a utilizagdo das
operagdes com 0s racionais.

Do exposto, e do trabalho ja realizado no &mbito das provas de afericdo, pude
verificar que os alunos conseguem apresentar formas de resolucdo bem distintas e
algumas delas realmente criativas, constituindo objectos ricos para uma anélise que, na
minha opinido, pode ser tdo interessante como agradavel. Acabamos por poder partilhar
e decifrar os pensamentos ou raciocinios mais elaborados ou até aqueles mais simples,
mas igualmente conducentes a resolucdo das questdes propostas. A rigueza encontra-se

na diversidade das resolugdes, sejam elas simples ou mais rebuscadas.

A prética de sala de aula

Devo realcar que o trabalho desenvolvido nas sessbes de formacdo da acgédo
«Programa de Formagdo Continua em Matematica para Professores do 2° Ciclo do
Ensino Basico» também teve bastante influéncia na minha vontade de aperfeicoamento
das praticas lectivas, aumentando ainda mais o meu gosto pela analise dos desempenhos
dos alunos, a partir de situacdes de ensino/aprendizagem significativas, tendo em conta
as novas orientacGes curriculares. Todo o percurso feito nessa formacédo foi bastante
favorével a valorizacdo e ao desenvolvimento de novas praticas de sala de aula em
Matematica, pautando-se pelo aprofundamento do conhecimento matematico, didactico
e curricular. Em particular, foi saliente a preocupacdo constante com a elaboracdo de
tarefas que permitissem o desenvolvimento das capacidades de comunicagdo, de
raciocinio e de resolugdo de problemas.

Com base no principio de que ensinar, mais do que uma mera transmissdo de
conhecimentos, devera ser uma forma de ajudar os alunos a construirem e a
desenvolverem as suas estruturas mentais, defendo que o ensino da Matematica, em

todos o0s niveis, deverd proporcionar aos alunos experiéncias diversificadas em



contextos de aprendizagem ricos e variados, constituindo, para 0s mesmos, uma
experiéncia pessoal positiva, com significado e importancia.

A resolucdo de problemas e as actividades de investigagdo tém um papel
fundamental neste ponto, devendo ocupar uma posi¢do central no ensino e na
aprendizagem da Matematica, visto envolverem processos como experimentar,
conjecturar, matematizar, provar, generalizar e comunicar.

Relativamente a utilizacdo destas estratégias, tive oportunidade de verificar a
rica diversidade dos raciocinios dos alunos, alguns dos quais seriam dificeis de imaginar
para muitos adultos. Foi igualmente importante, nesta accdo de formacdo, o trabalho
colaborativo dos diversos docentes, permitindo a troca de experiéncias e a criagdo de
uma nova dindmica de trabalho. A interaccdo e a reflexdo entre os docentes e a
formadora tornou-se relevante na planificacdo de tarefas e no questionamento sobre as

praticas e mostrou a importancia do aprofundamento continuo das matérias a leccionar.

1.2. O problema e as questdes de investigacao

Pertinéncia actual do desenvolvimento do raciocinio matematico

Actualmente, as finalidades do ensino da Matematica englobam a interpretacédo e
a intervencdo no real, o desenvolvimento das capacidades de formular problemas, de
comunicar criticamente, de adquirir e aprofundar uma cultura cientifica, contribuindo
para uma atitude positiva face a ciéncia, e a promocdo da realizacdo pessoal. Neste
ambito, urge ultrapassar um modo de ensino tradicional, que incida apenas no calculo,
na memorizacdo de regras e no uso de fichas de trabalho e/ou exercicios rotineiros,
consistindo numa pratica meramente expositiva e de aplicacdo imediata dos assuntos
leccionados. Estas preocupac@es ndo sdo recentes. Segundo as Normas para o Curriculo
e a Avaliacdo em Matemética Escolar (NCTM, 1989/1991), o tipo de tarefas a propor
aos alunos assume um papel fundamental, devendo proporcionar experiéncias
matematicas significativas e promotoras do seu poder matematico, de modo a que saber

Matematica corresponda a fazer Matematica.



Nas Normas Profissionais para o Ensino da Matematica, publicadas pelo
NCTM (1991/1994), defende-se que os alunos, na sua aprendizagem da Matematica,
deverdo «ser capazes de formular e resolver problemas, de julgar o papel do raciocinio
matematico numa situacdo da vida real, e de comunicar matematicamente» (p. 21). Este
documento faz também referéncia ao que se considera serem boas propostas de tarefas
para os professores apresentarem aos seus alunos: as «que ndo separam 0 pensamento
matematico dos conceitos matematicos ou aptiddes, que despertam a curiosidade dos
alunos e que os convidam a especular e a prosseguir com as suas intuicdes» (NCTM,
1991/1994, p. 27). Nesta optica, nem todas as actividades sdo propicias a uma
aprendizagem activa, de exploragéo, de desenvolvimento e de discusséo e aplicacéo de
ideias. Aliés, a titulo de exemplo, pode-se acrescentar a opinidao de Ball (2002), segundo
a qual, quanto mais se quer classificar ou graduar os alunos ao nivel do aproveitamento,
mediante a utilizacdo de testes, menor é a sua motivacdo. Numa pesquisa recente da
mesma investigadora, os alunos exprimiram a sua aversdo acerca da énfase nos testes,
dizendo: «nds queremos ajudar-nos uns aos outros mas nao podemos» (p. 17); refere, no
entanto, que ndo ha ddvida que alguns professores querem encontrar tempo para que as
criancas ganhem gosto por compreender a Matematica e para que estas se sintam mais
confiantes na disciplina.

Assim, tal como diz Pdlya (1977), os professores tém de escolher entre
massacrar os alunos, ou motiva-los para o trabalho em Matematica, tornando-os
autonomos e capazes de pensar. Neste sentido, existem vérias tarefas que permitem o
desenvolvimento do pensamento matematico. Cabe, entdo, ao professor gerir o tipo de
perguntas que deve fazer, o tipo de perguntas que deve ou n&o responder e o tipo de
orientacdes que deve dar aos seus alunos.

Também Schoenfeld (1992) refere que é na sala de aula que os alunos vivem
grande parte da sua experiéncia matematica, desenvolvendo, deste modo, o significado
que ddo & Matematica. Como tal, «as aulas de Matematica devem espelhar esta imagem
da Matematica como uma actividade com sentido» (p. 340).

O Curriculo Nacional do Ensino Basico, publicado em 2001, refere
explicitamente que a competéncia matematica se desenvolve «através de uma
experiéncia matematica rica e diversificada» (DEB, Ministério da Educacdo, 2001, p.
67), devendo-se proporcionar aos alunos diversos tipos de experiéncias de
aprendizagem, nas quais se incluem as actividades de investigacdo. As actividades de

investigacdo sdo aqui explicitamente referidas da seguinte forma:



Numa actividade de investigacdo, os alunos exploram uma situacdo
aberta, procuram regularidades, fazem e testam conjecturas,
argumentam e comunicam oralmente ou por escrito as suas conclusdes.
Qualquer tema da matematica pode proporcionar ocasifes para a
realizacdo de actividades de natureza investigativa. Este tipo de
actividades também ¢ favoravel a ligagdo de matematica com outras
areas do curriculo.

(DEB, 2001, p. 68)

Ainda nas actuais orientacOes curriculares considera-se, entre outras finalidades,
que os alunos devem ter a possibilidade de desenvolver capacidades de resolucdo de
problemas, de raciocinio e de comunicacdo. Os alunos tém de ser matematicamente
competentes, revelando, além de muitas outras atitudes, a predisposicdo para raciocinar
matematicamente. Como orientacdo metodoldgica, sugere-se a utilizacdo de um
raciocinio dedutivo, mediante a justificacdo de processos de resolucdo, a confirmacao
de conjecturas e encadeamento de raciocinios e a utilizacdo de um raciocinio indutivo
em situacdes de pesquisa, de modelacdo matematica e de investigacdo. Deste modo, as
actividades de investigacdo surgem como uma metodologia com vantagens didéacticas,
quer para os alunos quer para os professores, como meio de inovacdo da sua préatica de
ensino.

O novo programa de Matematica do Ensino Basico também introduz alguns
desafios aos professores, nomeadamente a necessidade de procederem a uma mudanca
de énfase no ensino e aprendizagem da Matematica, com o objectivo primordial de
proporcionar aos alunos numerosas e variadas experiéncias que contribuam para o
desenvolvimento do seu poder matematico e para aumentar o apreco e a valorizagdo
desta disciplina. Aqui se incluem também as actividades de investigacéo.

Acerca das investigacGes matematicas, Pirie (1987) oferece uma ideia central,
baseada numa metafora ilustrativa, quando afirma: «a énfase estd em explorar uma
questdo da Matematica em todas as direccdes. O objectivo € a viagem, ndo o destino»
(p. 2).

Também Dewey (1916), um autor de referéncia, citado por Borralho (1993, p.
34), ja exaltava os raciocinios dos alunos ao afirmar: «Se todos os professores
compreendessem que a qualidade do processo mental, ndo a producdo de respostas
correctas, é a medida do desenvolvimento educativo, algo de pouco menos do que uma

revolugdo no ensino teria lugar na escolax». Trata-se, assim, de uma preocupacao que ja
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se deixava antever no inicio do século XX — a de se dar mais atencdo aos processos

mentais envolvidos nas actividades matemaéticas do que ao produto final.

O problema do estudo

Tendo em conta todas as consideragdes anteriores, o presente estudo resultou
de uma experiéncia em contexto de sala de aula, mais precisamente da observacao e da
analise da diversidade dos processos de raciocinio que os alunos revelam. De facto,
varios trabalhos de investigacdo e relatos de experiéncias de ensino mostram que é
possivel observar a existéncia de raciocinios distintos nos alunos, aquando da realizagdo
de actividades matematicas, em especial actividades de investigacdo que nédo se limitam
a aplicacdo directa de um determinado conteudo previamente ensinado. Deste modo, a
esséncia do meu estudo consiste na anélise da diversidade de raciocinios matematicos
presentes nos alunos de uma turma de 5° ano — da qual sou professora — na realizacao de

actividades de investigacdo, tendo como objectivos concretos:

= Perceber as formas de raciocinio matematico presentes em alunos do 5° ano do
Ensino Basico e como é que as mesmas sdo explicitadas no decurso de
actividades de investigacéo.

»= Averiguar a adequacdo e eficacia dos métodos «pessoais» de resolucdo de
actividades de investigacdo exibidos pelos alunos (nomeadamente os métodos

que ndo se baseiam na aplicacdo directa de contedos matematicos especificos).

Assim, o estudo tem como principais motivacdes evidenciar e explicar a pluralidade
dos raciocinios matematicos dos alunos de uma turma, durante a realizacdo de

actividades de investigagdo em sala de aula.

Focalizacdo do problema em questdes de investigacdo

Nesta linha de trabalho, as questdes especificas que norteiam a minha investigagdo

sdo as seguintes:

e Que formas diferenciadas de raciocinio matematico apresentam os alunos e

quais sdo as razdes que os podem conduzir a determinado raciocinio?
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De que modo os raciocinios dos alunos lhes permitem chegar a resultados, com
OU sem recurso aos conteudos matematicos tratados nas aulas?

Como é que os alunos compreendem as situacdes propostas (as descodificam) e
de que modo essa apropriacdo evolui com o decorrer da pratica neste tipo de

actividades?



CAPITULO II

FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1. As actividades de investigacao

2.1.1. A integracgdo das actividades de investigacdo na Mateméatica escolar

A integracdo das actividades de investigacdo na Matemaética escolar tem vindo a
ganhar terreno a partir dos anos 80/90. Neste sentido, apresenta-se aqui uma breve
evolucdo historica que evidencia a valorizacdo e recomendacao explicita das actividades
de investigacdo no ensino e na aprendizagem da Matematica.

A Matematica, desde sempre, esteve associada a actividade mental e, como
afirma Abrantes (1994), «a Matemaética escolar desfrutou quase sempre de renome
como uma disciplina do cérebro e da inteligéncia, e muitas vezes também como uma
disciplina muito importante pela sua utilidade» (p. 15). Com efeito, no inicio do século
XX, a Matematica gozava do estatuto de «disciplina mental», acentuando-se, no
entanto, o caracter elitista do seu ensino, esperando-se unicamente promover «as
capacidades intelectuais desejaveis naqueles que viessem a ocupar cargos de chefia; a
formacdo matematica para a maioria ou ndo existia ou limitava-se a aritmética
elementar» (Abrantes, 1994, p. 15-16).

Nos anos 30 e 40, ao nivel da pratica na sala de aula, também predominavam a
aritmética e as capacidades rotineiras de célculo. O professor ensinava e os alunos
reproduziam e praticavam (Niss, 1996). Deste modo, até aos anos 50, e de acordo com
as exigéncias de uma sociedade industrial, a escola deveria essencialmente proporcionar
aos alunos o desenvolvimento de competéncias aritméticas e a aquisi¢do da instrucao
necessaria e suficiente para que estes, futuramente, pudessem trabalhar nos campos, nas
fabricas e nos servicos. Pelo exposto, 0s estudantes limitavam-se a memorizar factos e
procedimentos, ndo compreendendo 0s conceitos ou as técnicas inerentes aos mesmos
(Schoenfeld, 1991).
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Na década de 50, privilegiava-se, ainda, o treino das técnicas de calculo e os
programas constituiam uma listagem de conteudos a tratar, a margem das directrizes
que estabeleciam o desenvolvimento do raciocinio, da autonomia e do espirito critico.
Em finais dos anos cinquenta, surgiu uma época de modernizacdo na Matematica,
devido ao desenvolvimento da tecnologia — «Os russos langaram o Sputnik e o0s
americanos responderam com a Matematica moderna» (Schoenfeld, 1991, p. 5). Trata-
se de uma frase que, simbolicamente, evidenciou a preocupacao dos paises do ocidente
com o atraso cientifico, resultante de pressGes de ordem politica e social. Urgia
proceder-se a modernizacdo do ensino da Matematica e das Ciéncias, recuperando-se,
assim, a desvantagem do ocidente em conhecimento cientifico. Segundo Brocardo
(2001), tendo como referéncia as ideias de Niss (1996), «a Matematica moderna,
valorizava ndo s6 a compreensdo dos conceitos e métodos da Matematica mas também
os fins utilitarios da Matematica (em inimeros contextos os individuos tém necessidade
de ordenar, classificar, estruturar, abstrair, generalizar, argumentar, provar, etc.)»
(Brocardo, 2001, p. 51-52).

Em Portugal, este movimento pretendia potenciar uma melhoria da compreenséao

ao nivel da aprendizagem da Matematica e do célculo, além de implementar mudancas
metodoldgicas em que os alunos assumissem «um papel activo e pudessem redescobrir,

por eles préprios, os conceitos» (Brocardo, 2001, p. 52).

A modernizacdo do ensino da matematica tera de ser feita ndo s6 quanto
a programas, mas também quanto a métodos de ensino. O professor
deve abandonar, tanto quanto possivel, 0 método expositivo tradicional,
em que o papel dos alunos é quase cem por cento passivo, e procurar,
pelo contrério, seguir o método activo, estabelecendo didlogo com os
alunos e estimulando a imaginacdo destes, de modo a conduzi-los,
sempre que possivel, a redescoberta.

(Sebastido e Silva, 1975, p.11)

Na década de 60, Sebastido e Silva impulsionou, uma fase experimental no
ensino da Matematica. A reforma da Matematica Moderna chegou a Portugal. Sebastido
e Silva considerou que o papel do aluno e do professor deveriam mudar ja que a
«modernizacdo» teria que ser feita «ndo sO6 quanto a programas mas também quanto a
métodos» (1964, p. 1). Alguns dos aspectos focados nessa mudanca eram: o equilibrio
entre 0 concreto e 0 abstracto, a intui¢do e a ldgica, a mecanizagdo e a compreenséo, 0
exercicio rotineiro e o problema novo, sem esquecer a importancia das relacdes da

Matematica com as outras areas do saber e da actividade humana (Guimarées, 2005). «E
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preciso combater o0 excesso de exercicios que, como um cancro, acaba por destruir o que
pode haver de mais nobre e vital no ensino», dizia, entdo, Sebastido e Silva (1978, p.
11). Nesta linha de pensamento, considerava que a resolucdo de exercicios em excesso
— «obsessdo do exercicio» — e 0 seu caracter rotineiro ndo contribuiam para «estimular o
bom senso e o0 bom gosto do aluno», «habituando o aluno a ndo pensar e destruindo nele
toda a iniciativa e toda a espontaneidade para a resolucdo de problemas novos como os
que sdo postos a cada passo pela ciéncia, pela técnica e pela vida corrente» (Silva, 1975,
p. 4).

Contudo, ndo se caminhou favoravelmente para a valorizacdo dos métodos de
ensino, sobretudo porque as acc¢des de formacéo de professores, realizadas no inicio dos
anos 70, tinham como Unico objectivo a actualizacdo cientifica no que diz respeito aos
novos temas introduzidos no programa (Porfirio, 1998).

No inicio dos anos 70, acabou por surgir 0 movimento «back to basics», quer em
Portugal quer noutros paises, principalmente nos Estados Unidos da América, como
reac¢cdo a Matematica Moderna. Entendia-se que os alunos estavam a perder aptiddes de
calculo, sem se compreender o que podiam estar a ganhar. Como tal, dava-se prioridade
ao retomar das competéncias basicas (Abrantes 1994). Deste modo, as potencialidades
de um método de ensino mais activo deixaram de ser valorizadas. No entanto, segundo
Ponte, Boavida, Gragca & Abrantes (1997), este movimento ndo teve uma influéncia
profunda em Portugal, até porque os programas da Matematica Moderna, embora com
algumas adaptacdes realizadas depois de Abril de 74, se mantiveram em vigor até a
reforma iniciada em 1989; as competéncias de calculo também sempre foram elegidas
como primordiais, inclusivamente nos exames. Em suma, pode dizer-se que «Os
programas de Matematica dos anos 70 e 80 sdo uma curiosa mistura de Matematica
formalista no estilo moderno com Matematica computacional no estilo tradicional»
(Ponte, 20034, p. 30).

Na verdade, ndo se pode afirmar que o movimento «back to basics» tenha sido
exclusivo de uma determinada época; este tipo de reac¢des surge em momentos ciclicos,
especialmente nos periodos de incerteza, em que sdo despoletadas determinadas
pressdes no sentido de se apresentarem mais resultados das aprendizagens, seja através
da realizacdo de exames nacionais ou até de provas de afericdo. E necesséario, no
entanto, mais do que a memorizacdo e a mecanizacdo do calculo e de regras para
efectuar determinados procedimentos; importa que os alunos tenham a nocéo e o

dominio do sentido do nimero. De que serve aos alunos saber efectuar os algoritmos

15



sem que tenham ideia de qual o algoritmo necessario ou que ndo saibam criticar ou
raciocinar sobre o resultado obtido?

A situagdo que se viveu no ensino (elevado insucesso na Matematica), na década
de oitenta, impulsionou, em Portugal, muitos debates e varios movimentos, sendo de
destacar: em 1980, o 1° Encontro Nacional da Sociedade Portuguesa da Matematica; em
1985, 0 1° Encontro Nacional de Professores de Matematica — Profmat; em 1986, o 2°
Profmat e a fundacdo da Associacdo de Professores de Matemética — APM; em 1988, a
organizacdo, pela APM, de um Seminario, em Vila Nova de Milfontes, onde foram
discutidos alguns dos problemas relacionados com a renovacdo do curriculo de
Matemaética.

Destes movimentos surgiram determinadas orientacOes, das quais se destaca que
as finalidades do ensino da Matematica deveriam privilegiar a valorizacdo equilibrada
dos dominios cognitivo, afectivo e social, enfatizando-se, assim, 0S processos e as
actividades matematicas. Neste sentido, as actividades a propor teriam de permitir a
exploracdo, a formulacéo de conjecturas e a prova matematica, favorecendo o raciocinio
indutivo, a comunicacdo oral e escrita, a discussdo e a reflexdo. As actividades de
investigacdo comecaram, assim, a ser referidas ainda que de uma forma implicita.

Concluiu-se, também, que o ensino da Matematica se regulava por um dominio
quase absoluto dos objectivos cognitivos de niveis mais baixos (memorizagdo de factos,
algoritmos e técnicas de resolucdo de tipos pré-estabelecidos de exercicios...) (APM,
1988). Além disso, a Matematica escolar ndo proporcionava o desenvolvimento dos
processos e estratégias de raciocinio, nem as capacidades de pesquisa, cooperacdo,
comunicacdo, discussdo, investigacdo ou producéo, estando as actividades desprovidas
de qualquer contexto.

Paulo Abrantes exerceu uma grande influéncia nestas propostas curriculares
quando desenvolveu, com uma equipa de professores e de investigadores, o curriculo
experimental conhecido por MAT789, informado por uma viséo sobre a aprendizagem
da Matematica (construtiva), pelos métodos de ensino (alunos como participantes
activos no processo de aprendizagem), pelas orientacbes globais do curriculo
(considerar ndo s6 aspectos de natureza cognitiva como também de natureza afectiva e
social.) e pelos temas transversais a valorizar (resolucdo de problemas, aplicaces da
matematica e utilizagdo das novas tecnologias).

Quando coordenou o projecto Matematica Para Todos — InvestigacGes na Sala

de Aula, que se desenvolveu no Centro de Investigagédo em Educacéo da FCUL, durante
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cinco anos (de 1995 a 1999), promoveu a construcdo e experimentacdo de tarefas de
natureza investigativa. A propdésito deste projecto, num artigo subjacente a conferéncia
apresentada no ProfMat de 1999, intitulada «As actividades de investigagao, o professor
e a aula de Matematica», Fonseca, Brunheira & Ponte concluem (1999):

A realizagdo de trabalho de cunho investigativo constitui uma
experiéncia tdo fundamental para a aprendizagem matematica do aluno
como para o desenvolvimento profissional do professor. Continuar a
procurar respostas para essas questbes, na formacdo inicial, com
professores em servico, junto de alunos dos diversos niveis de ensino,
constitui  um desafio extremamente aliciante - e extremamente
importante - para toda a comunidade de educacdo matematica
portuguesa (p. 15-16).

Ainda na década de 80, varios documentos de orientacdo curricular revelaram
um sentimento de preocupacdo com 0 ensino e a aprendizagem da Matematica nesta
época, em que «tudo estava desactualizado, enquistado, obsoleto. Tudo era francamente
desmotivador, &rido e pobre e exigia mudancas de toda a sorte» (Carreira, 2007, p. 3).
Entre esses documentos podem destacar-se: Agenda para a Accéo, do National Council
of Teachers of Mathematics (NCTM, 1980); Relatério de Cockcroft (1982); Renovacgéo
do Curriculo de Matematica (APM, 1988); Normas para o Curriculo e Avaliacdo em
Matematica Escolar (NCTM, 1989), os quais davam uma importancia central a
resolucéo de problemas — problem solving — e ao desenvolvimento de capacidades e de
atitudes.

Quando se aborda a resolucdo de problemas no ensino da Matematica ndo se
pode deixar de falar de George Pélya (1967), considerado «o pai» desta grande corrente,
dado que contribuiu para a énfase que lhe foi atribuida. Pdlya defendia que o
conhecimento acerca de qualquer matéria inclui a informacdo e o savoir-faire e, em
Matematica, este savoir-faire é «a capacidade para resolver problemas — ndo problemas
meramente rotineiros mas problemas que requerem algum grau de independéncia,
julgamento, originalidade, criatividade» (Polya, 1967, p. x). Dada a sua centralidade e
forte relacdo com a actividade de investigacdo, a resolucdo de problemas sera
desenvolvida posteriormente num outro ponto deste trabalho.

Carreira (2007), ao estabelecer um contraponto entre os 3 primeiros numeros (de
1987) e os 3 ultimos numeros (de 2006) da revista Educacéo e Matematica, editada pela
APM, comenta o desajustamento cada vez maior entre a Matematica escolar e as

exigéncias sociais da época entdo em curso:
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A viragem deveria dar lugar a mudangas expressivas e passaria por
novas orientacfes para a Matematica escolar: um papel mais activo dos
alunos, objectivos mais amplos para a Matemética na escola, uma
alteracdo do tipo de actividades na sala de aula, a importancia do
recurso as tecnologias nomeadamente aos computadores, uma maior
énfase na resolucdo de problemas, nas aplicacdes e nas relacbes da
Matematica com as outras disciplinas escolares

(Carreira, 2007, p. 4).

Referindo-se ao relatério Mathematics Counts (Cockcroft, 1982), elaborado por
uma comissao oficial inglesa (Committee of Inquiry into the Teaching of Mathematics
in School), Abrantes (1994) fazia notar que este documento «sublinha a necessidade de
se proporcionar aos alunos uma variedade de formas de trabalho, afirmando no
paragrafo 243 (uma das suas passagens mais citadas) que o ensino da Matematica em
todos os niveis deve incluir: exposicdo pelo professor; discussdao dos alunos com os
colegas e com o professor; trabalho pratico apropriado, praticas de rotinas e
competéncias fundamentais; resolu¢cdo de problemas, incluindo aplicacdo da
Matematica a situacGes da vida real, e trabalho de investigacdo» (p. 22).

A brochura Renovacdo do Curriculo de Matematica (APM, 1988) (ja referida
anteriormente), resultante das intensas reflexdes do seminario de Vila Nova de
Milfontes organizado pela APM, em 1988, deixou transparecer duas ideias
fundamentais: a necessidade de os alunos experimentarem Matematica e 0 uso das
novas tecnologias na concretizacdo dessas experiéncias. A este respeito, Jodo Pedro da
Ponte (2003a), no artigo apresentado na Conferéncia sobre «O Ensino da Matematica:
Situacdo e Perspectivas», realizada em Lisboa, em 2002, resume as seguintes
orientacdes emanadas do Seminario de Milfontes: i) valorizar objectivos curriculares
relativos as capacidades de resolver problemas e de raciocinar matematicamente,
acompanhadas de uma atitude positiva face a Matematica; ii) tornar prioritérias, na sala
de aula, tarefas que envolvam resolucdo de problemas, exploracdes matematicas,
raciocinio e comunicacdo; iii) olhar para o programa, bem como para 0S manuais
escolares, como um instrumento auxiliador do trabalho do professor e ndo como um
conjunto de prescri¢fes a seguir de modo cego e incondicional.

Também Fonseca (2000), referindo-se ao documento Renovacdo do Curriculo
de Matematica (APM, 1988), afirmou que o mesmo «enfatiza a exploracdo de uma
situacdo desconhecida quando se realizam actividades de natureza exploratoria (...) e

que [nesse documento] as actividades de exploracéo e de descoberta surgem no contexto
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da resolucdo de problemas» (p. 15), além de que a palavra explorar, no documento ja
mencionado é entendida como «entrar em terreno desconhecido, recolher dados,
detectar diferencas, ser sensivel as repeticdes e as analogias, reconhecer regularidades e
padrdes (...) investigar, procurar encontrar, procurar descobrir» (p. 59).

A partir da aprovacdo da Lei de Bases do Sistema Educativo, em 1986, a
reorganiza¢do curricular tomou novos rumos; as metodologias e as estratégias
apontavam para que o aluno fosse o agente responsavel pela construcdo do seu
conhecimento. Desta forma, e a partir da resolucdo de problemas, o aluno tornava-se um
matematico, dotado da curiosidade e do trabalho mental que Ihe s&o inerentes.

Assim, o principal objectivo da Matematica era conduzir o aluno a desenvolver o
seu proprio poder matematico, tal como se pode verificar no seguinte excerto das
Normas para o Curriculo e Avaliacdo em Matematica Escolar (NCTM, 1989/1991, p.
5-6):

Os objectivos educacionais para os alunos devem reflectir a importancia
da alfabetizagdo matematica. Com este fim (...) os objectivos gerais
para todos os alunos [séo]:

a) que aprendam a dar valor a matematica,

b) que adquiram confianca na sua capacidade de fazer matematica,

C) que se tornem aptos a resolver problemas matematicos,

d) que aprendam a comunicar matematicamente,

e) que aprendam a raciocinar matematicamente.

Sobre o poder matematico é afirmado o seguinte:

Este termo refere-se as capacidades de um individuo para explorar,
conjecturar e raciocinar logicamente, bem como a sua aptiddo para usar
uma variedade de métodos matematicos para resolver problemas nao
rotineiros. Esta nocdo é baseada no reconhecimento de que a
matematica é mais do que uma coleccdo de conceitos e capacidades a
adquirir; ela inclui métodos de investigacdo e de raciocinio, meios de
comunicagéo e nogoes de contexto.

(NCTM, 1989/1991, p. 6)

Segundo Guimaraes (2005), o poder matematico significa uma aptiddo
matematica ampla que envolve «capacidades matematicas variadas (...) que incluem: a
resolucdo e a formulacdo de problemas, o raciocinio légico e a comunicagdo em
Matematica, a capacidade de explorar situagdes e de identificar regularidades, a

capacidade de formular e de testar conjecturas (...)» (p. 149).
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Tornou-se necessario que todas estas tendéncias de orientacdo e renovagéo
curricular fossem consideradas no ensino e na aprendizagem da Matematica, 0 que
efectivamente veio a acontecer, pois, segundo Brocardo (2001), «é sobretudo nos anos
90, que se procura dar énfase a concretizacdo da linha de accdo delineada nas duas
décadas anteriores» (p. 59). Deste modo, «os professores sdo 0s principais protagonistas
na mudanca dos processos pelos quais a Matemética é ensinada e aprendida nas
escolas» (NCTM, 1994, p. 2). Cabe, assim, ao professor participar activamente na
elaboracdo do curriculo, delineando objectivos, metodologias e estratégias, e
reformulando-os em funcéo da sua reflexdo sobre a préatica (Ponte et al., 1998).

Ainda nos anos 90, e na sequéncia das novas correntes que se afirmaram,
surgiram novos programas de Matemética (em 1991/1992 para 0 ensino basico e em
1993/1994 para o ensino secundario), nos quais se enfatizou o ensino da Geometria, das
Probabilidades e da Estatistica. Além disso, atenuou-se a formalizacdo na abordagem
dos conceitos, dando-se importancia a «ligacdo com o real» e recomendando-se «novas
metodologias», incluindo o trabalho de grupo, o uso de calculadoras e computadores e 0
recurso a Historia da Matematica. Segundo as orientacdes curriculares difundidas pelo
Ministério de Educacdo, e em vigor desde 1998, as finalidades da Matematica
englobavam a interpretacdo e a intervengéo no real, o desenvolvimento das capacidades
de formular problemas, de comunicar criticamente, de adquirir e aprofundar uma cultura
cientifica, contribuindo para uma atitude positiva face a ciéncia e que promovesse a
realizacdo pessoal. Como orientacdo metodologica, sugeria-se a utilizacdo de um
raciocinio dedutivo, mediante a justificacdo de processos de resolucdo, da confirmacao
de conjecturas e encadeamento de raciocinios e a utilizacdo de um raciocinio indutivo
em situacOes de pesquisa, de modelacdo matematica e de investigacao.

Comecam, assim, a surgir indicios ou alusdes as actividades de investigacao
como uma metodologia com vantagens curriculares, quer para 0s alunos,
proporcionando aos mesmos a aquisicdo de objectivos e competéncias pretendidos, quer
para os professores, como meio de inovagdo na sua pratica de ensino.

Também, em 2001, foi publicado em Portugal, o Curriculo Nacional do Ensino
Basico, resultante do movimento inicialmente chamado Reflexdo Participada sobre os
Curriculos e depois Gestéo Flexivel do Curriculo. A tonica do ensino passou a centrar-
se no desenvolvimento de competéncias e experiéncias de aprendizagem, que mais do
que requererem a aprendizagem de contetdos, permitiam o desenvolvimento de

atitudes, valores e capacidades associadas, que possibilitavam aos alunos a mobilizagéo
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desses mesmos contetdos em situacdes concretas. Duas das finalidades apontadas para
0 ensino da Matemaética foram:

e proporcionar aos alunos um contacto com as ideias e métodos
fundamentais da matematica, que lhes permita apreciar o seu valor
e a sua natureza

e desenvolver a capacidade e confianca pessoal no uso da
matematica para analisar e resolver situacbes problematicas, para
raciocinar e comunicar

(DEB, 2001, p. 58)

Estas finalidades colocaram em destaque dois aspectos relacionados entre si: 0
conhecimento do valor cultural da matematica, adquirido a partir do contacto com ela e
0 seu caracter utilitario, ja que poderia servir de utensilio para resolver problemas, para
raciocinar e para comunicar, desde que os alunos sentissem predisposi¢cdo e motivagédo
para o fazer.

Este documento referiu, ainda, explicitamente que a competéncia matematica se
desenvolve «através de uma experiéncia matemaética rica e diversificada» (p. 67),
devendo-se proporcionar aos alunos diversos tipos de experiéncias de aprendizagem,
nomeadamente experiéncias de aprendizagem adequadas e significativas, nas quais se
incluem as actividades de investigacdo. As actividades de investigacdo foram
explicitamente referidas da seguinte forma:

Numa actividade de investigacdo, os alunos exploram uma situacao
aberta, procuram regularidades, fazem e testam conjecturas,
argumentam e comunicam oralmente ou por escrito as suas conclusdes.
Qualquer tema da matemética pode proporcionar ocasides para a
realizacdo de actividades de natureza investigativa. Este tipo de
actividades também ¢ favoravel a ligacdo de matematica com outras
areas do curriculo.

(DEB, 2001, p. 68)

Embora os documentos enfatizem o desenvolvimento de actividades
investigativas, em particular a partir da década de 80, implicitamente nas actividades
transversais do curriculo e hoje, explicitamente, temos de considerar que ainda existe
um grande fosso entre o curriculo enunciado e o curriculo implementado.

Esse fosso é referenciado no Relatério das Provas de Afericdo (Ministério da
Educacéo, 2000):

Parece ser legitimo, a partir destes resultados, sugerir que uma maior
atencdo deve ser dada a estratégias de resolucdo de problemas néo
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rotineiros, a processos de argumentacdo, de explicitacdo do raciocinio e
de comunicacdo matematica, assim como as capacidades ligadas a
aprendizagem da Geometria, com suporte numa variedade de situagdes
de aprendizagem, em particular as que assumem um caracter
experimental e investigativo.

(Ministério da Educacdo, 2000, p. 8)

Apesar da valorizacdo da resolucdo de problemas, os resultados apresentados
pelos alunos portugueses em diversos estudos de comparacdo internacionais (SIAEP,
TIMSS, PISA) ndo sdo animadores (Amaro, Cardoso & Reis, 1994; Ramalho, 1994,
GAVE, 2004). Este insucesso pode dever-se, em parte, a sobrevalorizagcdo do dominio
de procedimentos e algoritmos, em detrimento da experiéncia com problemas néo
rotineiros e actividades de investigacao.

Em 2007, uma equipa de investigadores, entre 0s quais Jodo Pedro da Ponte,
Lurdes Serrazina & Henrique Guimarées, produziu um documento que constitui um
reajustamento do programa de Matemaética para os trés ciclos do ensino bésico;
apresentaram, como justificacdo para a revisdo do anterior programa: o facto de o
curriculo nacional do ensino basico ter introduzido alteracGes curriculares ao mesmo,
particularmente no que diz respeito as finalidades e objectivos de aprendizagem, além
da forma como apresentou os temas a abordar; o desenvolvimento do conhecimento
sobre o0 ensino e a aprendizagem da Matematica nos ultimos tempos e a melhoria da
articulacdo dos trés ciclos.

De entre 0s objectivos gerais do ensino da Matematica, é referido (p. 5):

Os alunos devem ser capazes de raciocinar matematicamente
usando 0s conceitos, representacdes e procedimentos, isto € devem ser
capazes de:

e seleccionar e usar férmulas e métodos matematicos para
processar informacao;

e reconhecer e apresentar generalizaces matematicas e exemplos
e contra-exemplos de uma afirmacao;

e justificar os raciocinios que empreendem e as conclusfes a que
chegam;

e compreender o que constitui uma justificagio e uma
demonstragdo em Matematica e usar varios tipos de raciocinio e
formas de demonstracéo;

e desenvolver e discutir argumentos matematicos;

e formular e investigar conjecturas matematicas.

Os alunos devem aprender a justificar as suas afirmacdes desde o inicio
da escolaridade recorrendo a exemplos especificos. A medida que 0s
alunos progridem nos diversos ciclos de ensino as suas justificagcdes
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devem ser mais gerais, distinguindo entre exemplos e argumentos
matematicos gerais para toda uma classe de objectos.

Este novo programa esta a ser experimentado com algumas turmas piloto, em
todo o pais. Os docentes também estdo a receber formacgéo, de modo a adquirirem uma
adequada visdo do mesmo, incluindo o papel das capacidades transversais e o tipo de
tarefas e praticas de sala de aula, buscando o seu desenvolvimento profissional,
aumentando a motivacao e visando o sucesso educativo dos alunos. As actividades de
investigacdo, finalmente, sdo contempladas implicita e explicitamente, sendo-lhes
atribuida grande relevéncia, ndo s6 no Curriculo como também no Programa da
disciplina de Matematica para o Ensino Basico.

No entanto, apesar de se ter verificado uma grande evolucdo nos curriculos e de
a Matematica escolar ter recebido uma grande lufada de ar novo, h& que pugnar para
que ndo continuem a persistir os mesmos problemas de h& 20 anos atras, tal como
sugere o artigo Do Castelo de Marvao a Cidade do Sado — Trilhos da Matemética
Escolar, 1986-2006, de Susana Carreira (2007). De facto, ha questdes melindrosas e
delicadas que exigem novas abordagens mas que poderdo continuar a levantar
interrogacOes. A resolucdo de problemas e o0 uso das novas tecnologias sdao exemplo
disso, como menciona:

O discurso parece repetir-se e ressoar (...) Voltamos a chamar a
atencdo para a importancia das estratégias, dos materiais, dos recursos e
dos meios. Queremos alinhar a actividade na sala de aula com o
desenvolvimento tecnoldgico e dar mais relevo a Matematica como
instrumento de interpretacéo, de resolugédo de problemas e de promocao
de formas de pensamento critico.

(Carreira, 2007, p. 6)

2.1.2. O papel das actividades de investigacdo na aprendizagem da Matematica

O que séo actividades de investigacao

Investigacgdo €, segundo o dicionario de Lingua Portuguesa da Porto Editora, de
2006, «acto ou efeito de investigar; inquiricdo; indagagdo; estudo ou série de estudos

aprofundados sobre determinado tema, numa &rea cientifica ou artistica» e, por sua vez,
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investigar € «seguir 0s vestigios de; indagar; pesquisar; inquirir; esquadrinhar». Se
pensarmos na actividade do aluno enquanto investigador e, como tal, sujeito de uma
investigacdo numa aula de Matematica, a acep¢do deste termo néo difere muito do que é
definido pelo dicionario. Na realidade, o aluno tera como finalidade a exploracéo,
através de experimentacdo, pesquisa e validacdo, de um conjunto de questdes e
conjecturas, tornando-se, deste modo, um agente activo na construcdo do seu proprio
conhecimento, ndo se limitando exclusivamente a compreensdo da Matemaética ja feita.
Desta forma, é como se fosse «inundado pela paixdo detectivesca indispensavel a
fruicdo da Matematica» (Braumann, 2002, p. 5). Além disso, como refere Braumann:

Aprender Matematica sem forte intervencdo da sua faceta investigativa
é como tentar aprender a andar de bicicleta vendo os outros andar e
recebendo informacdo como o conseguem. Isso ndo chega. Para
verdadeiramente aprender € preciso montar a bicicleta e andar, fazendo
erros e aprendendo com eles (...) como aprender a fazer investigagdo
matematica? FAZENDO! A simples repeticdo do que vimos fazer
[ainda que com mudancas cosméticas] ou o simples «marrar» podem
ajudar a consolidar certas rotinas Uteis mas, s por si, ndo levam «a
carta a Garcia

(Braumann, 2002, p. 5).

Consideracdes como estas devem-se ao facto de se entender a Matemaética, ndo como
uma ciéncia exacta, implicando conhecimentos estaticos e infaliveis, mas sim como
uma ciéncia em evolucdo, em que os proprios matematicos, aludindo a sua experiéncia
sublinham: «a importancia dos caminhos tortuosos de tentativa-erro, o papel decisivo
dos processos experimentais ou semi-experimentais, em suma, o valor dos aspectos
informais e da intuicdo na investigacdo matematica» (APM, 1988, p. 21);

Para Ponte, Costa, Rosendo, Maia, Figueiredo & Dionisio (2002), investigar
pode implicar o trabalhar em questBes que interessem ao préprio sujeito da investigacdo
e ndo necessariamente o trabalhar em problemas dificeis — «Significa, isso sim,
trabalhar com questBes que nos interessam e que se apresentam a partida de modo
confuso, mas que conseguimos clarificar e estudar de modo organizado (...) investigar
constitui uma poderosa forma de construir conhecimento (p.1).

Brocardo (2001), explicitando a forma como Pirie (1987) prefere definir o termo
investigacdo, descreve aquilo que ndo é uma investigagéo:

- uma tarefa em ha uma solucgéo Unica e em que o0 caminho que leva a
solucdo é prescrito;
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- um exercicio com a clara intencdo de praticar repetitivamente uma
técnica matematica embora possa estar disfarcado, parecendo um
problema de palavras.

(p. 100-101)

Porfirio & Oliveira (1999), dissociando os termos exploracdo e descoberta,
consideram que «explorar» implica a énfase no processo, enquanto «descobrir» remete
principalmente para o produto. Também Morgan (1997) considera que a exploragdo é
uma etapa preparatoria para a investigacdo, ndo conduzindo a producdo de novo
conhecimento; por outro lado, a descoberta € uma finalidade em si mesma, com o
intuito de produzir novo conhecimento. Defende, no entanto, que ambas as accOes
fazem parte do processo de investigacao.

Segundo Goldenberg (1999), a investigagdo de tipo «explorar» cria as condi¢des
necessarias para um trabalho posterior, facilita o estabelecimento de intuicdes e o
desenvolvimento de «sentido» de territdrio; a de tipo «descobrir», por outro lado, tem
como finalidade «conduzir a descoberta de ideias ou factos (...) muito especificos» (p.
39).

Pelo exposto, investigar € uma actividade complexa, envolvendo ndo sé o gosto
pela exploracdo do desconhecido mas também a procura de novos conhecimentos.
Reportando para a Matematica, esta actividade constitui a «investigacdo matematica»,
levada a cabo por matematicos profissionais cujo trabalho contribui para o
desenvolvimento da Ciéncia e, consequentemente, do conhecimento, em geral.

Na opinido de Flato (1994), a investigacdo matematica «consiste, por um lado
em tentar descobrir novas relacfes entre objectos matematicos ja conhecidos e, por
outro, em imaginar situacdes problematicas, onde os objectos conhecidos ja& ndo sdo
suficientes para formular os problemas» (p. 28).

Nesta linha de pensamento, pode-se afirmar que o investigador anda um pouco
«as apalpadelas», sujeitando-se a uma reflexdo profunda sobre algo inacessivel a
maioria dos cidaddos comuns ou até aos seus parceiros de investigacdo. Davis e Hersh
(1995), ao tentarem descrever o «matematico ideal», acabam por evidenciar este facto:

E-lhe [ao investigador matematico] dificil travar uma conversa com
conteldo com a grande parte da humanidade que nunca ouviu falar de
um hiperquadrado n&o riemanniano. Isso cria-lhe séries dificuldades; no
seu departamento ha dois colegas que percebem alguma coisa de
hiperquadrados ndo riemannianos, mas um deles esta de sabatica e o
outro esta muito mais interessado em semianéis ndo-eulerianos (p. 50).
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No entanto, € indiscutivel que o investigador matematico, independentemente
das dificuldades que tenha em encontrar alguém com 0s mesmos interesses, sente
satisfagdo em fazer matematica, ndo sé pelas descobertas que realiza mas também por
toda a actividade que exerce, procurando sempre a harmonia e a perfeicdo, tal como
refere Dioxiadis (2001):

Os matematicos sentem nos seus estudos 0 mesmo prazer que 0S
jogadores de xadrez encontram num jogo de xadrez. Na verdade a
estrutura psicoldgica do verdadeiro matematico estd muito proxima da
do poeta ou da do compositor, musical preocupado com a criacdo da
Beleza e a procura de Harmonia e Perfeicéo.

(p. 28-29)

Para Poincaré (1996), uma actividade matemaética criadora s6 pode ser vivida
pelos matematicos e ndo por outras pessoas, mesmo que essas pessoas tenham alguma
facilidade em compreender e aplicar a matematica. Este ponto de vista faz notar que é
bastante ambicioso o querer aproximar a actividade dos alunos a dos matematicos
profissionais. Assim, e na mesma linha, Cobb, Wood & Yackel (1993), apoiando-se na
teoria da actividade de Leont’ev (1978), defendem que a actividade matematica escolar
e a actividade matematica desenvolvida no seio da comunidade matematica séo
informadas por diferentes motivos:

Por esta razdo, temos vindo a usar de cautela relativamente a ideia que
tem sido muito difundida de que os alunos na escola podem ser
adequadamente vistos como aprendizes de Matematicos... Na nossa
perspectiva, existem necessariamente diferencas importantes entre a
tradicdo de investigar na sala de aula e aquilo a que chamamos a
tradicdo de investigacdo em Matematica. E estas diferencas reflectem as
que existem entre a funcdo da escola e a funcdo das comunidades de
investigadores na sociedade.

(Cobb et al., 1993, p. 105)

Marques e Praia (1991) também ndo encontram equivaléncia entre o trabalho do
cientista e a investigacdo realizada na sala de aula, visto entenderem que,
estruturalmente, os objectivos pretendidos sdo diferentes: «nem a aula é um espaco onde
ocorre producdo cientifica, nem onde, ao nivel da investigacdo ai realizada, exista
grande complexidade instrumental e metodoldgica» (p. 13). Deste modo, pretende-se
que o aluno vivencie os processos de construcdo do conhecimento cientifico sem

contudo se tornar num «pequeno cientista.
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No entanto, ndo devemos esquecer que os alunos, ao realizar este tipo de
actividades, sentem alguma limitagcdo no tempo que Ihes é imposto, o que ndo acontece
com os verdadeiros matematicos que dispdem de muito tempo. Além disso, embora 0s
alunos ndo possam criar novo conhecimento matematico, todos os factos que
conseguirem descobrir sdo novos para eles. Tal ideia pode ser confirmada por
Braumann (2002, p.21) quando este afirma — «N&o estamos a falar de descobertas novas
para o capital cientifico da Matematica, mas sim de descobertas novas para o capital
cientifico do estudante».

Este paralelismo entre a actividade do aluno e a do matematico profissional néo
é questiondvel para todos os matemaéticos. Com efeito, Pdlya (1967) considera que é
possivel aos alunos experienciarem uma actividade idéntica a dos matematicos
profissionais. Assim, salienta que a epistemologia e a pedagogia da Matematica devem
complementar-se e que os alunos s6 a valorizardo se se envolverem significativamente,
de tal modo que aprender matematica seja fazer matematica.

Oliveira, Segurado & Ponte (1999) referem que uma perspectiva investigativa
pode criar alguns problemas de indole epistemoldgica, visto que se terd de ver a
Matematica como «uma forma de gerar conhecimento e ndo como um corpo de
conhecimentos» (p. 175).

Ernest (1996) salienta que aprender Matematica pode ser uma actividade
criativa que ndo é qualitativamente diferente da actividade dos matematicos.

Também Schoenfeld (1992) refere que é na sala de aula que os alunos vivem
grande parte da sua experiéncia matematica, desenvolvendo, deste modo, o sentido que
ddo a Matematica. Como tal, «as aulas de Matematica devem espelhar este sentido da
Matematica como uma actividade com significado» (p. 340).

Igualmente, Hirsh (1971) salienta que «se podem e devem proporcionar
oportunidades em matematica, em todos os niveis, que conduzam a producdo de
trabalho que pode ser propriamente considerado original e criativo» (p. 27). Ainda na
mesma linha, Hatch (1995) defende «que as criancas, pelo menos durante parte da sua
aprendizagem, criem a sua propria matematica» (p. 37).

Apesar de se registarem divergéncias quanto aos sujeitos «aptos» para executar
uma investigagdo matematica relevante e original, considerando-se, durante muitos
anos, que esta estava apenas reservada aos matematicos profissionais, hoje aparece
incluida na matematica escolar. N&o se pode esquecer, no entanto, que a investigacdo

matematica tem de ser aliciante e ao nivel adequado a cada grau de ensino, tal como
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afirma Braumann (2002, p.5). O mesmo autor argumenta que os alunos, ao realizarem
investigacGes, podem descobrir relacbes da Matemaética, socorrendo-se de processos
matematicos comuns aos utilizados pelos matematicos profissionais. Deste modo, quer
0s produtos resultantes das investigacdes dos matematicos, quer os produtos resultantes
das investigacbes dos alunos sdo considerados «novo conhecimento». Contudo,
podemos distingui-los pelas implicagdes que originam. Assim, o conhecimento
resultante da investigacdo dos matematicos profissionais certamente que podera trazer
ao mundo novos resultados; por outro lado, o conhecimento resultante da investigacédo
do aluno serd um enriquecimento ndo s6 para 0 mesmo como também para 0s seus
colegas de turma. Este enriquecimento pressupde o desenvolvimento do pensamento
matematico dos alunos quando tentam compreender 0s conceitos matematicos
abstractos ou demonstrar conjecturas.

Para Hiebert e Carpenter (1992), os alunos quando constroem o seu proprio
conhecimento, em vez de o receber pelo professor ou pelo manual, criam as suas
proprias redes de representacdes e sao capazes de descobrir as estratégias necessarias.

Apbs esta breve clarificacdo sobre investigacdo em Matematica e investigacao
na sala de aula, passar-se-a a caracterizacdo das actividades de investigacdo em contexto
de sala de aula, aproximando-as ou afastando-as da resolucdo de problemas, e
discutindo o papel que as mesmas exercem na aprendizagem e desenvolvimento dos
alunos. Posteriormente, serdo tratadas questdes como as dificuldades e/ou resisténcias

na e da aplicacdo das mesmas.

Caracterizacdo das actividades de investigacao

Para muitos autores as investigacfes matematicas ou actividades de investigacdo
ou tarefas de investigacdo constituem parte do que referem como actividade
matematica.

De natureza aberta, as actividades de investigacdo fazem referéncia,
essencialmente, aos contextos matematicos, conduzindo a determinados processos
matematicos como «procurar regularidades, formular, testar, justificar e provar
conjecturas, reflectir e generalizar» (Oliveira, Segurado & Ponte, 1998, p. 109).

No entanto, o termo actividade é bastante comum entre os professores,

relacionando-se tanto com as propostas que sdo apresentadas aos alunos como,
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igualmente, com o desenvolvimento destas pelos mesmos. E corrente afirmar-se, por
exemplo, que os manuais propdem actividades. Mendes (2001) salienta que este termo
«€ extremamente globalizante e utilizado com sentidos varios e por vezes sem
significado objectivo» (p. 36).

Ponte, Boavida, Graca & Abrantes (1997) fazem a distingdo entre tarefas e
actividade matematica. Na sua Optica, as tarefas propostas sdo exteriores ao aluno; ele
tem que as interpretar €, ao interpreta-las, podera executar algumas ac¢des, com mais ou
menos entusiasmo, consoante a sua disposicdo, estando, assim, a desenvolver a sua
actividade matematica.

Ponte & Serrazina (2000) propdem a seguinte distingéo:

As tarefas matematicas que o professor propde aos alunos — problemas,
investigacdes, exercicios, projectos, construgdes, jogos, apresentacoes
orais, relatorios, composicdes escritas, etc. — constituem o ponto de
partida para o desenvolvimento da sua actividade matematica. A
actividade do aluno, tanto fisica como mental, diz respeito ao que ele
faz num dado contexto. Qualquer actividade inclui a execucgdo de
numerosas acgdes. O objectivo da actividade é precisamente a tarefa,
algo exterior ao aluno. Uma tarefa, embora seja na maior parte dos
casos proposta pelo professor, tem de ser interpretada pelo aluno e pode
dar origem a actividades muito diversas — ou nenhuma actividade —
conforma a disposicao deste e 0 ambiente de aprendizagem da sala de
aula. Assim, a actividade é realizada pelo aluno e constitui a base
fundamental da sua aprendizagem (p. 112).

Segundo Abrantes, Leal & Ponte (1996), as investigacdes matematicas:

implicam processos complexos de pensamento e requerem 0
envolvimento e a criatividade dos alunos. Mas, além disso, s&o
caracterizadas por se partir de enunciados e objectivos pouco precisos e
estruturados, levando a que sejam os proprios alunos a definir o
objectivo, conduzir experiéncias, formular e testar hipdteses (p. 1).

No esquema proposto por Oliveira (1998), sdo indicados, concisamente, 0S
processos matematicos envolvidos numa actividade de investigacdo, muito embora,

segundo a autora, seja dificil abarcar num esquema toda a riqueza desta actividade.
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qualquer um dos pontos, tornando-se necessaria a revisao do percurso feito até ali, além
de que, obviamente, a mesma situacdo pode dar origem a muitas propriedades
interessantes, fazendo percorrer o ciclo diversas vezes, verificando-se o que Brocardo
(2001) designa por ndo linearidade. Efectivamente, esta autora entende que a nao

linearidade é uma caracteristica das actividades de investigacdo e, para o explicar,

Figura 6. A actividade de investigacdo (Oliveira, 1998, p. 15)

Oliveira refere ainda que:

Num primeiro momento ha a interrogacdo a uma situacao, portanto ha
uma questdo que é formulada e sobre a qual se vai trabalhar. A
observacdo, na procura de algo que evidencie regularidade, € um
elemento fundamental nesta fase. Uma ou mais conjecturas podem
surgir, que sdo sujeitas a um teste. Passando no teste havera que
demonstrar a sua veracidade para deixar de ser ‘apenas’ uma
conjectura, e tornar-se uma propriedade estabelecida pelo método
matematico

(Oliveira, 1998, p. 15).

Assim, e segundo Ponte & Matos (1991), este ciclo pode ser interrompido em

salienta:

processos se reveste de um sentido duplo, e ndo Unico ou sem retornos, tal como o
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De facto, por exemplo, ao perceber-se que os testes realizados nao
confirmam determinada conjectura é necessario voltar atras de forma a
formular outra conjectura. No entanto, para isso, € importante perceber-
se 0 que falhou para que a primeira conjectura ndo resistisse aos
sucessivos testes e procurar ter em conta esse aspecto na formulacao de
uma nova conjectura. Deste modo, uma actividade de investigacdo nédo
é caracterizada apenas pelos processos matematicos nela envolvidos,
mas, também, pela interaccéo entre eles, ou seja, pelas relagdes que se
devem necessariamente estabelecer entre eles (p. 99).

Desta forma, Brocardo (2001) clarifica que a interaccdo entre os diferentes



indicam as setas do esquema. Para o exemplificar refere o caso de uma conjectura que,
ndo validada pelos testes realizados, conduzira a formulacdo de uma nova conjectura,
sendo necessario 0 voltar atrds, «olhar novamente para os dados recolhidos, decidir
sobre a pertinéncia de recolher outros ou sobre uma nova forma de os organizar» (p.
541). Também Ponte (2003b) exemplifica 0 modo desordenado como ocorrem 0s VArios
momentos de uma investigagdo matematica: o teste de uma conjectura pode conduzir a
novas questdes ou, ainda, as questdes e a conjectura inicial podem ocorrer em
simultaneo.

Assim sendo, ambos 0s autores consideram que a actividade de investigacdo nédo
assume um roteiro linear, visto que os diferentes processos matematicos nela envolvidos
ndo decorrem linearmente e ordenadamente. Contudo, segundo os dados empiricos de
Brocardo (2001), os alunos acabam, em muitos casos, por seguir um processo linear,
correspondente a ordem sequencial das questdes enunciadas nas tarefas que lhes séo

apresentadas.

Actividades de investigacao e resolucéo de problemas

Considerando as caracteristicas que lhes sdo inerentes, as actividades de
investigagcdo podem estar associadas a outras, em particular & resolucéo de problemas e
formulacdo de problemas, embora essas mesmas caracteristicas também possam ser
motivo de alguma confuséo.

Alguns autores diferenciam estes dois tipos de actividades. Orton & Frobisher
(1996, p. 25) comegam por definir o que é um problema:

Um problema matematico pode ser definido como sendo uma situacao
em que um estudante individual:

(@) reconhece ou acredita que existe uma meta matematica a ser
alcancada, normalmente uma resposta de qualquer tipo;

(b) aceita o desafio de desempenhar algumas tarefas matematicas para
atingir a meta;

(c) ndo tem nenhum procedimento matematico disponivel conhecido
pronto a ser aplicado ou recordado para alcancar a meta directamente.

Estas trés formas de considerar o que € um problema matematico permitem fazer
a distincdo entre um problema e uma investigacdo. Assim, se uma tarefa ndo tiver
nenhuma meta reconhecivel ndo € um problema. A segunda forma pode-se aplicar tanto

a um problema como a uma investigacdo, pois o aluno tem de se envolver na tarefa e
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entendé-la como um desafio, caso contrario a tarefa ndo tera significado para 0 mesmo.
Quanto a terceira forma, se uma investigacdo ndo tem nenhuma meta a atingir, entdo
também ndo pressupde a utilizagdo de qualquer procedimento matematico a ser
aplicado. Desta forma, tera de ser o aluno a formular as metas que exijam a aplicacdo de
procedimentos apropriados. Como tal, a distincdo entre um problema e uma
investigacao passa pela especificacdo ou ndo de uma meta ou objectivo na tarefa que for
proposta. Esta ideia ainda pode ser evidenciada na figura seguinte que revela uma
proposta de Frobisher (1994) para clarificar o que € uma investigacao, partindo de um
conceito geral (que denota como «problema») e subdividindo-o em dois grandes grupos:

problemas e investigacoes.

«Problemas»

T T

Resolvendo Investigando

Actividade Actividade

convergente divergente
Objectivo Problema Problema
conhecido Open - ended aberto

Explorara  Objectivo

Procura Procura situagdo e  conhecido,
de de escolherum  escolha de
método objectivo objectivo método

Figura 7. Relag&o entre problemas e investigacdes
(Frobisher, 1994, p. 155, citado em Brocardo, 2001, p. 95)

Brocardo (2001) salienta que:

de acordo com o esquema, huma investigacdo, 0 contexto € uma
situacdo que conduz a um objectivo que é escolhido como constituindo
0 resultado da exploragdo dessa situacdo. Para além disto, é o aluno que
deve decidir sobre 0 modo de explorar a situacdo. Esta definicdo de
investigacdo estd de acordo com a sugerida por Ernest (1996)
relativamente a duas caracteristicas: tratar-se de uma actividade
divergente e tratar-se de uma situacdo em que a decisdo sobre o método
de exploracdo € da responsabilidade do aluno. No entanto, o terceiro
tipo de investigacdes considerado por Frobisher (1994) — objectivo
conhecido, escolha de método — uma vez que retira o poder de decisdo
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ao aluno sobre o que se vai investigar, ndo é considerado por Ernest
como constituindo uma investigacdo (p. 94-95).

Neste esquema, a investigacdo propriamente dita situa-se no que Frobisher
(1994) denomina por problema open-ended (problemas de finalizagdo em aberto; um
problema pode dar origem a outros problemas), em que é o aluno a definir a sua propria
meta ou objectivo, socorrendo-se dos seus proprios processos matematicos;

Segundo Ernest (1991), as actividades de investigacdo e a resolucdo de
problemas s&o conceitos que estdo relacionados com a inquiri¢do (atitude de questionar,
de inquirir) matematica; nestes dois tipos de actividade, o aluno é o préprio construtor
activo do conhecimento e a Matematica torna-se, assim, um produto dessas actividades.
Assim, ambas as actividades sdo bastantes probleméticas na medida em que conduzem
ao desenvolvimento ou uso processos matematicos complexos. Realga, no entanto, que:

embora as investigacdes possam comecar por uma situacdo ou questdo
matematica, o foco da actividade muda assim que novas questdes sao
postas, e novas situagdes sdo geradas e exploradas. Assim, 0 objectivo
da inquiricdo muda e é redefinido por aquele que a conduz.

(Ernest, 1996, p. 29)

As investigaches matematicas, resultantes de tarefas de caracter aberto,
permitem a utilizacdo de uma metafora geografica. Como diz Pirie (1987): «a énfase
estd em explorar uma questdo da Matematica em todas as direc¢des. O objectivo € a
viagem, ndo o destino», ao contrario do que acontecia com a resolucdo de problemas
(Ernest, 1996, p. 30). Pirie (1987) coloca énfase no processo e ndo na procura de
solugdes ou do produto.

Este processo, também na visdo de Ponte, Ferreira, Brunheira, Oliveira &
Varandas (1999), pode encaminhar os alunos envolvidos numa mesma investigacdo
para percursos totalmente distintos, dependendo da discussdo e do processo de
negociacdo dos intervenientes, como consequéncia da colocacéo de questdes produtivas
(que sejam pertinentes e interessantes de modo a poderem gerar conhecimento
matematico). Deste modo, e tal como também constatam Ernest (1991) e Frobisher
(1994), ja referidos anteriormente, as investigacOes sdo divergentes, dado que poderdo
existir diversas formas de exploracdo, tornando dificil a definicdo de heuristicas, tal
como Pdlya (1977) estabeleceu para a resolugdo de problemas, que € um processo

eminentemente convergente.
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Propondo um modelo unificador, as quatro principais etapas da resolucdo de
problemas estabelecidas por Polya (1977), s&o:

1- Compreender o problema;

2- Conceber um plano de resolucéo;

3- Executar o plano;

4- Reflectir sobre o trabalho realizado.

Entretanto, segundo Ponte, Oliveira, Brunheira, Varandas e Ferreira, em 1999,
as quatro etapas caracteristicas de uma investigacdo matematica sao:

1- Formular a questao a investigar;

2- Formular conjecturas relativamente a essa questao;

3- Testar as conjecturas e, eventualmente, reformula-las;

4- Validar e comunicar os resultados.

Portanto, nas actividades de investigacdo, o enunciado terd de ser pouco
definido, ndo sendo rigidas as questbes que orientem a investigacao, cabendo aos alunos
definir o caminho a seguir, colocando as suas proprias questdes e conjecturando uma ou
mais hipoteses, com vista a clarificar a questdo inicial (Ponte & Matos, 1996).

Ponte (2003c) considera que uma tarefa de investigacdo tem quatro dimensfes
béasicas: o seu grau de dificuldade, a sua estrutura, o seu contexto referencial e o tempo
requerido para a sua resolucdo. Como tal, segundo este autor, pode-se adoptar o

seguinte esquema:

Facil
Exercicio I Exploracao
Fechado < > Aberto
Problema l Investigacao
Dificil

Figura 8. Esquema das tarefas (Ponte, 2003c)

Os exercicios sdo tarefas com dificuldade reduzida e estrutura fechada. Os
problemas também tém uma estrutura fechada mas ja pressupbem um grau de
dificuldade maior. As investigaces sdo tarefas com grau de dificuldade elevado e

estrutura aberta. As explorac6es séo tarefas com dificuldade reduzida mas assemelham-
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se as investigacdes na medida em que pressupdem um maior grau de abertura. Pode-se
assim dizer que uma exploragdo é uma investigacao facil.

Contudo, e na minha opinido, dificilmente se consegue uma franca abertura,
considerando que os alunos irdo estar cingidos a proposta sobre a qual vao trabalhar e os
professores, ao proporem tarefas, pretendem que estes consigam alcancar determinados
resultados ou sigam determinados caminhos que vdo ao encontro dos conteddos
curriculares trabalhados ou quica permitam a aquisi¢do de novos conceitos. Aliés, a este
propdsito, Ponte (2003b, p. 125) afirma «que a realizacdo de investigacdes matematicas
pode constituir uma ocasido para 0s alunos mobilizarem e consolidarem 0s seus
conhecimentos matematicos, para desenvolverem capacidades de nivel superior e até
para promoverem novas aprendizagens», considerando existir pouca investigacao
empirica que fundamente este ultimo aspecto:

E de crer que a realizagdo continuada destas aprendizagens ajude a
promover nos alunos novas aprendizagens matematicas. Trata-se, no
entanto, de um campo onde é necessario realizar mais investigacéo (p.
126).

O cerne desta duvida poder-se-a atribuir ao tempo dedicado a realizacdo deste
tipo de tarefas na aula de Matematica. Assim, ocorre comparar o0 estudo de Segurado
(1997) com o de Brocardo (2001), em que a primeira propds aos alunos cinco
investigacGes matematicas e a segunda treze. Segurado concluiu que as experiéncias
evidenciaram maior mobilizacdo de conhecimentos de diversos topicos programaticos,
tendo como consequéncia o reforco das aprendizagens, do que propriamente a
construcdo de conceitos matematicos. Por outro lado, Brocardo referiu que os alunos
construiram conceitos matematicos e descobriram relagcbes matematicas ao realizé-las.

Relativamente ao tempo ou duracdo da tarefa, Ponte (2005) considera que uma
tarefa matematica pode requerer poucos minutos ou demorar dias, semanas ou meses,

podendo, desta forma, ser curta ou longa, tal como se exemplifica na figura 4.

Curta Média Longa

Exercicios Problemas Projectos
Tarefas de exploragéo
Tarefas de investigagao

Figura 9. Diversos tipos de tarefas, quanto a duracdo (Ponte, 2005)
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Assim, as tarefas de investigacdo sdo um exemplo de uma tarefa de média
duragdo. Quanto ao contexto, o mesmo investigador, faz a distingdo entre as tarefas,
tendo em conta os aspectos da realidade ou a formulacdo em termos puramente
matematicos (da Matematica pura). Contudo faz referéncia a Skovsmose (2000), o qual
distingue ainda um terceiro contexto, de certa forma intermedio, designado por «semi-
realidade» — «embora aparentemente estejam em causa situacdes reais, para o aluno
estas podem ndo significar grande coisa (...) a atengdo foca-Se apenas na propriedade ou
propriedades que interessam a quem enunciou o problema e € nelas que o aluno é
suposto centrar-se» (Ponte, 2005, p. 19). Desta forma, Ponte apresenta o seguinte

esquema:

Realidade Semi -realidade Matematica pura

P [
< >

Figura 10. Diversos tipos de tarefas, quanto ao contexto (Ponte, 2005)

As investigacOes, tal como os exercicios ou problemas, tanto podem surgir em
contextos da realidade, como de semi-realidade ou de Matematica pura.

As abordagens e as estratégias na resolucdo de problemas, nas investigacoes e
nas exploragOes sdo praticamente as mesmas — procura de regularidades, utilizagdo de
esquemas, tabelas ou diagramas, elaboracdo de listagens, experimentacdo de casos
particulares ou tentativa e erro — mas as atitudes ou papéis do professor e do aluno sédo

distintos, tal como se pode observar no quadrol.

Método Papel do professor Papel do aluno
Descoberta guiada | Formula o problema ou Segue a orientagdo.
escolhe a situacdo com o
objectivo em mente.
Conduz o aluno para a
solucdo ou objectivo.

Resolugéo de Formula o problema. Encontra o seu
problemas Deixa 0 método de solucdo | proprio caminho para
em aberto. resolver o problema.
Abordagem Escolhe uma situacéo de Define os seus
investigativa partida (ou aprova a proprios problemas
escolha do aluno). dentro da situagéo.

Tenta resolver pelo
seu proprio caminho.

Quadro 1. Comparagdo de métodos baseados na inquiri¢do para o ensino da Matematica (Ernest,
1996, p. 32, citado por Brocardo, 2001, p. 122)
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Ernest (1996) advoga que a abordagem investigativa, além de permitir a
utilizacdo de diferentes processos matematicos, caracteriza-se também por «uma
mudanga no poder do professor que deixa de ter o controlo sobre as respostas, sobre 0s
métodos aplicados pelos alunos e sobre a escolha dos contetidos de cada aula (...) [€]
por uma maior autonomia e auto-regulacdo do aluno» (p. 31).

Quer na descoberta guiada, quer na resolucdo de problemas, o professor gere a
situacdo, j& que é ele proprio que define o enunciado do problema, podendo ou néo
orientar o aluno. No entanto, na abordagem investigativa é o aluno que assume esse
poder ou lideranca, definindo, desde o inicio, 0 que quer investigar e 0 processo a
seguir; o professor apenas escolhe uma situagdo de partida ou aprova as escolhas do
aluno ainda que ndo sejam as mais adequadas. Na realidade, a abordagem investigativa
permite a inversdo dos papéis dos intervenientes no processo de ensino-aprendizagem
mas, para que ela seja eficazmente assumida, ha que permitir que os alunos errem, pois
pode verificar-se uma aprendizagem muito mais significativa com o erro do aluno do
que com a conducdo e orientacdo do professor; o importante € que os alunos se
envolvam e sejam capazes de criar gosto pela exploracdo e pela descoberta,
experimentando, discutindo, formulando conjecturas, generalizando, provando e
comunicando as suas ideias e decisdes, para que se convengam a Si proprios e aos
outros. Desta forma, Ernest (1996) atesta: «Isto retira énfase a unicidade e a correc¢do
de respostas e métodos, e em vez disso centra-se no individuo como criador activo do
conhecimento e na natureza temporaria das suas criacdes» (p. 31).

A terminar este ponto, é de mencionar que resolu¢cdo de problemas e
investigagBes matematicas podem ser usados com o mesmo sentido, dado ndo haver
unanimidade quanto as suas definicbes. No entanto, e na mesma linha do que foi
referido acima,

mais do que distinguir problema de investigacdo, o que é importante é
apresentar aos alunos um conjunto de propostas de trabalho
interessantes, que envolvam conceitos matematicos fundamentais e
onde os alunos tenham oportunidade para experimentar, discutir,
formular, conjecturar, generalizar, provar, comunicar as suas ideias e
tomar decisoes.

(Serrazina, Vale, Fonseca & Pimentel, 2002, p. 42)

Neste estudo, opta-se pelo termo actividade de investigacdo, pretendendo, deste
modo, incluir no mesmo ndo s6 a tarefa proposta mas também toda a actividade

matematica do aluno, pressupondo um comportamento idéntico ao de um matematico
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profissional e seguindo uma abordagem do tipo investigativo. Alias, 0s processos
matematicos revelados pelos alunos estdo associados a actividade de investigacdo, a
qual poderad decorrer da tarefa de investigagdo proposta pelo professor, pelo que a
primeira designacdo aqui mencionada assume um sentido mais amplo, reportando-se a

actividade efectivamente realizada pelo aluno.

Raz0es para incluir as actividades de investigacdo na Matematica escolar

Como argumentos favoraveis a inclusdo das actividades de investigacdo na
Matematica escolar, podem-se registar os apontados no «Projecto Matematica Para
Todos» (1995/1999), nomeadamente: a ligacdo que estas tém com a actividade
matematica, o envolvimento que os alunos podem ter no trabalho, o recurso a diferentes
estratégias, o relacionamento de conhecimentos, o caracter transversal e o refor¢o de
aprendizagens mais elementares. Na verdade, as experiéncias realizadas com os alunos
evidenciaram que estas actividades desenvolvem a capacidade de comunicacédo, quer de
raciocinios, quer de ideias matematicas, oralmente e por escrito, a auto-confianca, a
criatividade, os habitos de trabalho e a persisténcia. Estas actividades permitem que 0s
alunos contactem com uma parte fundamental da Matematica (Abrantes, Ponte, Fonseca
& Brunheira, 1999) que, usualmente, ndo lhes € dada a conhecer mediante a pratica de
outro tipo de trabalho. Deste modo, os alunos vivenciam o processo de criacdo
matematica, no qual estdo presentes toda a esséncia da Matematica bem como a
natureza do conhecimento matematico, além dos processos que lhe séo caracteristicos
(Silva, Veloso, Porfirio & Abrantes, 1999).

Segundo o NCTM (1991), todos os alunos devem participar em numerosas €
variadas experiéncias que lhes permitam valorizar a Matematica e desenvolver habitos
de pensamento matematico; ser encorajados a explorar, a fazer tentativas, e mesmo a
errar, a fazer conjecturas, a testar, a construir argumentos sobre a validade de uma
conjectura, questionando e discutindo o seu proprio raciocinio e o dos outros. A
confianca na capacidade de raciocinar e justificar pensamentos desenvolve a autonomia
das criancas, embora estas necessitem de muito tempo e de um grande nimero de
experiéncias para desenvolver a sua capacidade de construir argumentos validos. Além
disso, no 5.° ano de escolaridade [ano a que se reporta este estudo], os alunos ainda

estdo num estaddio de pensamento concreto, dependendo de um contexto fisico ou

38



concreto para perceber regularidades. A autonomia cresce «a medida que as criangas
aprendem que a Mateméatica ndo € uma simples memorizagdo de regras e
procedimentos, mas antes que a Matemaética é relevante, ldgica e agradavel» (NCTM,
1989/1991, p. 37).

Numa publicacdo mais recente do NCTM, de 2000, com a inclusdo de uma nova
norma curricular, «Argumentacdo e Prova», as investigacfes matematicas enquanto
experiéncias de aprendizagem, desde o pré-escolar, passaram a constituir parte do
curriculo, defendendo-se que os alunos devem fazer e aprender a investigar conjecturas,
uma vez que estas sdo o principal caminho para a descoberta e que «fazer matematica
envolve descoberta» (NCTM, 2000, p. 57).

Também Love (1996) considera que a Matemaética tem de ser entendida como
uma forma de conhecimento e ndo como um corpo de conhecimento, dai que os alunos
possam assumir uma atitude critica relativa a sua aprendizagem, devendo, deste modo,
«pensar por eles proprios em Matematica» (p. 103). Como tal, as criangas necessitam de
se envolver em actividades como:

e Identificar e iniciar os seus proprios problemas para investigar;

e Expressar as suas ideias e desenvolvé-las na resolugdo de
problemas;

e Testar as suas ideias e hipoteses, confrontando-as com experiéncias
relevantes;

e Defender racionalmente as suas ideias e conclusdes e submeter as
ideias dos outros a uma critica razoavel.

(Love, 1996, p. 103)

Fonseca (1999), citando Kissane (1988), refere que o autor aponta cinco razbes
importantes para se reservar espaco no curriculo para as actividades de investigacdo, a
saber:

(1) sdo a natureza essencial da actividade matematica: levantar
problemas, tratar situagdes que ndo sdo conhecidas, podendo ter
uma ou varias solucdes, formular e testar conjecturas;

(2) enfatizam aspectos da disciplina menos susceptiveis de serem
substituidos pela tecnologia;

(3) estimulam a persisténcia;

(4) potenciam uma melhor aprendizagem sobre a natureza da
Matematica;

(5) estimulam fortemente a motivacdo para a aprendizagem da
Matematica (p. 32-33).
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Assim, de acordo com Kissane (1988), os alunos, ao viverem experiéncias
significativas, desenvolvem uma visdo mais correcta e abrangente da Matematica,
entendendo-a como algo que as pessoas fazem e ndo como algo que as pessoas ja

fizeram [conhecimento construido e ndo conhecimento acabado].
Mais ainda, tal como afirmam Martins, Maia, Menino, Rocha & Pires (2002),

o trabalho de natureza n&o rotineiro, particularmente as investigacoes
matematicas, pode permitir, entre outros aspectos, (@) o0
desenvolvimento de uma competéncia matematica, integrando atitudes,
capacidades e conhecimentos; (b) a oportunidade de abordar e
relacionar dinamicamente contedos matematicos, valorizando as suas
conexdes; (c) a realizacdo de situagdes de trabalho diferenciado,
atendendo as caracteristicas individuais dos alunos, as suas
competéncias e aos diferentes percursos escolares; e (d) uma
compreensdo global da natureza da actividade matematica,
nomeadamente, dos processos de fazer matemaética caracteristicos das
criangas mais novas (...) (p. 74).

Goldenberg (1999) aponta razOes de trés tipos para a integracdo das
investigagbes no curriculo da Matematica e, consequentemente, nas aulas de
Matematica: uma relacionada com a natureza da propria Ciéncia, considerando que,
além de se conhecerem os produtos e factos ja acabados, € necessario saber como se
pensa matematicamente, ou seja conhecer os modos de pensamento que denomina de
«habitos matematicos de pensamento» (p. 37); outra € a motivacdo que as mesmas
podem proporcionar ao aluno e a ultima é que permitem o desenvolvimento de
capacidades que contribuem para um melhor e maior conhecimento de conceitos, além
de facilitarem a aprendizagem. Jaworsky (1994) e Pirie (1987) argumentam da mesma
forma, se bem que esta segunda autora ainda acrescente que as actividades de
investigacdo podem criar um ambiente de aprendizagem vivo em que 0s alunos
participam activamente.

Na optica de Amorim & Matos (1990), as investigacGes matematicas permitem
aos alunos o desenvolvimento do seu espirito critico, da sua autonomia, da sua
confianca e da sua comunicacdo matematica.

Segurado (1997) refere que as actividades de exploragéo e de investigacdo, ao
favorecerem contextos ricos em desafios, permitem uma estreita relacdo entre os
contetidos ensinados e 0s processos de raciocinio, contribuindo, assim, para uma melhor

apropriacdo de conhecimentos pelos alunos. Além disso, a mesma investigadora
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acrescenta que a realizacao de investigacGes favorece o desenvolvimento de um espirito
investigativo, de uma maior autonomia no trabalho e a valorizagdo e reconhecimento
das interaccdes entre pares.

Cunha (1998) defende que as actividades de investigacdo motivam os alunos,
ajudando-os a desenvolver o raciocinio e a perspicacia, para além de contribuirem para
a percepcao da Matematica como ciéncia em evolugéo e construcao.

Também Amaral (2003), num estudo realizado com alunos do 1° Ciclo do
Ensino Basico, menciona que as actividades investigativas proporcionam o
desenvolvimento da capacidade de explicitacdo do raciocinio, da autonomia e da
valorizagéo do trabalho cooperativo.

Mendes (1997), outro investigador portugués, salienta que a realizacdo de
investigacOes potencia a capacidade de reflexdo dos alunos sobre a sua propria
experiéncia matematica.

Brocardo (2001), num estudo que desenvolveu com alunos do 8.° ano, concluiu
que a integragéo progressiva de actividades de investigacdo na sala de aula influencia a
forma como os alunos «apreciam a importancia de conseguir de facto trabalhar em
grupo» (p. 558) e que o ambiente cooperativo, favorecido pelo trabalho de grupo, pode
ajudar os alunos a melhorar a sua capacidade de investigacdo. Na mesma linha, Mendes
(1997) concluiu que as interaccdes que se estabelecem podem permitir o aumento do
sentimento de tolerancia e cooperacgdo entre os alunos.

Segundo Abrantes, Serrazina & Oliveira (1999), a realizacdo de actividades de
investigagdo beneficia o desenvolvimento simultaneo de capacidades bésicas
(memorizacdo, técnicas de célculo) e de capacidades de ordem superior, uma vez que a
utilizacdo de umas apoia o aperfeicoamento das outras, de forma continuada.

Na mesma linha, também Christiansen & Walter (1986) mencionam que a
actividade investigativa apela simultaneamente a capacidades basicas — como a
memorizacdo de conceitos e técnicas de calculo — e a capacidades de ordem superior —
como conjecturar, argumentar e demonstrar.

Lakatos (1991), no dominio da Filosofia da Matematica, defende teses que
apoiam a inclusédo das tarefas de investigacdo no curriculo quando, na sua perspectiva
conceptual da Matematica como ciéncia falivel, afirma que esta avanca pela légica das
demonstracdes e das refutacoes.

Ainda em torno dos porqués das actividades de investigacdo na sala de aula,

Oliveira, Segurado, Ponte & Cunha (1999, s/p), também referem que:
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e sdo indispensaveis para fornecer uma visdo completa da
Matematica, uma vez que sdo uma parte essencial da actividade
matematica;

e estimulam o tipo de participacdo do aluno necessaria para que
ocorra aprendizagem significativa;

e fornecem pontos de entrada mdaltiplos para alunos com
diferentes niveis de competéncia;

e estimulam um modo holistico de pensamento, relacionando
muitos tépicos, condicdo essencial para o raciocinio matematico
significativo.

Sem davida que sdo inimeras as razdes para se afirmar a importancia do recurso
as actividades de investigacdo, mas muitos sdo os investigadores que referem o facto de
as mesmas desenvolverem as capacidades de comunicacdo e de argumentacéo, dado que
possibilitam o debate e a reflexdo acerca dos resultados obtidos, permitem a utilizacdo
de diferentes estratégias de resolucdo e o estabelecimento de varias conexdes; os alunos
tém de pensar, podendo enveredar por uma ou outra via, justificando, ou ndo, as suas
conjecturas, evidenciando, assim, «alguma melhoria na forma de comunicar as suas
ideias, quer oralmente quer por escrito» (Rocha, 2002, p. 121).

Pelo exposto, urge confrontar os alunos com actividades de investigagdo
aquando da sua aprendizagem da Matematica, ja que estas permitem o vivenciar de
processos inerentes a investigacdo, podendo mesmo constituir desafios colocados a
ciéncia em geral quando implicam o favorecimento do espirito inovador, de acordo com
0 que expde Domingos (2001):

(...) para podermos proporcionar uma aprendizagem de conceitos
matematicos avancados com compreensdo teremos que colocar 0s
alunos em contextos onde seja possivel sustentar o crescimento
cognitivo, conduzindo-os a elaboracdo de um pensamento matematico
com significado onde os conceitos mais abstractos sdo o resultado de
uma construgdo por parte dos alunos (...) (p. 127).

A terminar, podemos afirmar que os argumentos que justificam a importancia da
inclusdo das actividades de investigagdo na Matematica escolar sdo bastante fortes,
podendo-se agrupar em cinco tipos, tal como menciona Brocardo (2001) no seu estudo
(p. 127):

(1) o argumento do que é a Matematica: a Matematica ndo é sO um
conjunto de conteudos;

(2) o argumento do que fica para a vida: saber usar processos
importantes para a vida;
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(3) o argumento da motivagao: as investigacdes motivam os alunos;

(4) o argumento da aprendizagem: desenvolvem capacidades,
contribuem para um conhecimento mais amplo de conceitos e
facilitam a aprendizagem;

(5) o argumento do ambiente de aprendizagem: ajudam a estabelecer
um ambiente vivo em gue os alunos participam activamente.

Contudo, nesta linha de trabalho e de investigacdo na Educacdo Matematica
emergem naturalmente questdes por resolver, algumas das quais serdo abordadas no

subcapitulo seguinte.

2.1.3. Dificuldades na/da aplicacéo das actividades de investigacao

Independentemente de todas as potencialidades que as actividades de
investigacdo oferecem, a aplicacdo das mesmas na Matematica escolar reveste-se de
algumas dificuldades, quer para os alunos, quer para os professores. Por outro lado,
também poderdo resultar alguns constrangimentos decorrentes da sua implementacdo na
sala de aula.

Na verdade, existem vérios factores que podem influenciar a realizacdo de
actividades de investigacdo na sala de aula. Muitos estdo ligados ao contexto escolar e
ao sistema educativo e outros prendem-se com 0s Seus principais intervenientes —
professores e alunos. Alguns deles, ja relatados por Ponte, Costa, Rosendo, Maia,
Figueiredo & Dionisio (2002) e que ainda se encontram por resolver, sdo: 0S
relacionados com a gestdo curricular — como articular estas tarefas com outras tendo em
vista 0 conjunto dos objectivos a atingir — e com a avaliagdo — como avaliar o
desempenho dos alunos e como integrar estes dados num sistema global de avaliacéo.
Assim, nesta linha, cabe ao professor escolher e combinar de entre um leque variado de
tarefas — exercicios, problemas, exploracdes, investigacGes e projectos — aquelas que
permitem implementar a sua estratégia de ensino, encontrando a «mistura perfeita»,
sabendo com que peso e medida deve ser fornecido cada tipo de tarefa e em que
momentos deve ser aplicado e de que modo (Ponte, 2005). J& no que a avaliagdo das
actividades de investigacdo diz respeito, esta € ainda, segundo Santos, Brocardo, Pires
& Rosendo (2002), uma area pouco estudada em Portugal. Por outro lado, Ponte et al.

(2002, p. 1) apontam outros aspectos probleméticos decorrentes das contribuices
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apresentadas no X1 Encontro de Investigagdo em Educacdo Matematica, promovido
pela Seccdo de Educacdo e Matemética da Sociedade Portuguesa de Ciéncias da
Educacdo que teve lugar em Coimbra, em 2002 — «Qual o papel que as actividades de
investigacdo podem assumir no ensino e na aprendizagem da Matematica?»; «Os alunos
conseguem investigar questdes matematicas?»; «Os professores sdo capazes de
promover este tipo de trabalho nas suas aulas?»; «Que condi¢Oes sdo necessarias para
que tal aconteca?»; «Como promover nos alunos (e nos professores) as atitudes e as
competéncias necessarias para o trabalho de investigacdo?»; «Como evitar o risco de
propostas de trabalho investigativo degenerarem na simples aplicacdo de um conjunto
de procedimentos rotineiros (por exemplo — fazer tabelas ou procurar regularidades)?»
Segundo Ponte et al. (2002), embora as actividades de natureza investigativa
possam ser realizadas desde o jardim-de-infancia até ao ensino superior, por todos os
alunos, independentemente do seu grau de desempenho, cabe ao professor a formulacéo
adequada das suas propostas, articulando questfes mais abertas com questdes mais
estruturadas e a apresentacdo de forma cuidada e estimulante. No entanto, hd que
salientar o seguinte: «Da experiéncia recolhida ao longo do projecto ‘Matematica para
Todos’ pode afirmar-se que, numa primeira fase, é natural que os professores comecem
por utilizar tarefas produzidas por outros, introduzindo-lhes pequenas alteracGes para as
ajustarem aos seus alunos, se for caso disso e sO posteriormente, com a aquisi¢do de
alguma experiéncia neste tipo de trabalho, é de esperar que comecem a criar novas
tarefas de investigacdo. O grau de estruturacdo das tarefas tende a diminuir
sucessivamente a medida que o professor vai tendo mais experiéncia (Brunheira, 2000)»
(Santos et al, 2002, p. 90). Contudo, no meu entender, toda esta gestdo pressupde um
grande a vontade por parte do professor, o que sé sera conseguido apds uma boa pratica
deste tipo de trabalho, devendo o mesmo envolver-se verdadeiramente nele. Tal como
refere Fonseca (2002, p. 178), reportando-se a Frobisher (1994) e Tudella, Ferreira,
Bernardo, Pires, Fonseca, Segurado & Varandas (1999): «E preciso que os professores
explorem e investiguem, eles proprios, os problemas e as investigagdes, experimentando
as frustracOes e as alegrias que acompanham essa experiéncia (...) SO0 desenvolvendo
nos professores um espirito investigativo se conseguira que estes 0 consigam
desenvolver nos seus alunos». No entanto, Brunheira (2002), tendo por base as ideias de
Brown & Bork (1992), alerta para o facto de a investigacdo mostrar também que o0s
professores principiantes ndo possuem um conhecimento suficientemente aprofundado

em didactica da Matemaética, ainda que a sua formacao integre uma forte componente de
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estudos nessa area. Ainda a proposito de formacédo de professores, Ponte et al (2002)
salientam a necessidade de sensibilizarem todos os novos professores dos diversos
niveis de ensino para a natureza do trabalho investigativo em Matematica — «E preciso
que eles desenvolvam uma atitude favoravel a realizacdo deste tipo de trabalho e isso s
pode ser conseguido se tiverem mdaltiplas experiéncias nesse sentido ao longo de toda a
sua formacdo inicial» (p. 2). Contudo, sera que essa formagcdo inicial € eficaz ao ponto
de dar aos professores um certo conforto na orientagdo das aulas de cunho investigativo,
ou, pelo contrério, ela é insuficiente, contribuindo para que os professores, ao se verem
confrontados com situacdes inesperadas, revelem algum desconforto? Deste modo, tal
como a perspectiva de Goldenberg (1999), a necessidade de uma formagdo matematica
solida parece imprescindivel, de modo a apetrechar o professor de um sentido
matematico indispensavel para a gestdo dessas aulas. Também Ruthven (2000) defende
a importancia da realizacdo de projectos de investigacdo no desenvolvimento
profissional dos professores. Na minha dptica, creio ser 6bvio que o professor ndo pode
ser visto como um profissional detentor de todo o conhecimento matematico a todos
niveis, apos ter terminado a formacdo académica inicial, devendo estar disposto a
progredir, actualizando-se continuamente. No entanto, é de acrescentar que muitas das
duvidas e inquietacOes, face ao desenvolvimento do trabalho investigativo na aula de
Matematica, também se prendem com as crencas e as concepg¢des relacionadas com as
aulas tradicionais (Ponte, Ferreira, Varandas, Brunheira & Oliveira, 1999). De facto, um
professor que tenha estado sujeito a um ensino tradicional tera tendéncia a replica-lo da
mesma forma. Além disso, sempre houve de forma recorrente a preocupa¢do com o

cumprimento do programa, tal como pode ser evidenciado por Sousa (2002):

Estes desvios em relacdo ao programa, traduzido no manual,
provocavam atrasos no seu cumprimento e faziam crescer as minhas
duvidas e insegurancas face as dificuldades em conciliar o «dever» de o
cumprir, com o sentimento de que necessitava de fazer algo diferente
para criar nos alunos o gosto pela Matematica e reduzir o seu insucesso.
(...) ndo era facil altera-la[a préatica de ensino]e cortar com o modelo de
ensino em que me tinha formado. Esta vontade de mudar e de procurar
alternativas, estdo na base de um percurso bastante irregular, quer em
termos de escolas por onde passei, quer em termos de escolas por onde
passei, quer em termos de disciplinas que leccionei (...) (p. 76).

Ficou aqui patente uma vontade clara de contrariar o ensino tradicional, o que

nem sempre é «bem visto» por outros profissionais. Na verdade, a mesma autora

45



mencionou: «Os problemas e desafios viram-se assim relegados para aulas muito raras e
especiais. Os préprios colegas, com mais experiéncia, assumiam este estado de coisas
com naturalidade e desaconselhavam a resolucdo de problemas. Recordo a perplexidade
e revolta que senti quando (...) o grupo decidiu que ndo iamos ‘perdermos tempo’»
(Sousa, 2002, p. 76). Trata-se da cultura de escola que habitualmente pouco privilegia
este tipo de actividades (Oliveira, Ponte, Santos & Brunheira, 1999), ndo criando
espacos de trabalho que proporcionem a troca de experiéncias (APM, 1998); por
exemplo, Saraiva (2001), na sua investigacdo desenvolvida por uma equipa de dois
professores e pelo proprio investigador, veio a verificar que o desenvolvimento
profissional constitui um processo dindmico, continuo, reflexivo e estreitamente ligado
as praticas profissionais. Assim, para que 0 mesmo possa ser promovido, tem de haver:
a) uma equipa de trabalho favordvel a experimentacdo e ao desenvolvimento
profissional; b) uma reflexdo efectuada ao ritmo, as necessidades e interesses dos
professores, de acordo com o contexto natural da escola; c) o desejo de inovar e de fazer
melhor por parte dos professores. Assim, de acordo com Saraiva (2001), o
desenvolvimento profissional implica também uma mudanca de concepgdes e praticas,
além do aumento do conhecimento profissional do professor; é preciso que o proprio
agente educativo tenha vontade de mudar, tendo em conta 0s riscos que possam estar
inerentes a essa mudanca. Entre outros, e em oposicdo as tarefas tradicionais, as
actividades de investigacdo implicam o surgimento de um grande nimero de situacdes
novas e imprevistas, nomeadamente: a organizacdo da turma e a gestdo do tempo e das
inimeras solicitagcdes, que podem conseguir a algum sentimento de inseguranga por
parte do professor. Outros estudos tém também demonstrado que o modo como 0s
alunos se envolvem na exploracdo das actividades de investigacdo é condicionado pelas
préprias concepcbes dos mesmos sobre a Matematica e a sua aprendizagem (Abrantes,
1994; Brocardo, 2001), mas que estas relacionam-se igualmente com o tipo de
actividade matematica por eles realizada (Matos, 1991).

Embora em menor grau, sobretudo devido a implementacdo do Plano da
Matematica, criado pelo Ministério da Educacdo, é possivel que ainda persistam
dificuldades ao nivel de material e recursos (basta referir, a titulo de exemplo, que
frequentemente até o nimero de fotocopias permitido é limitado);

Porém, analisando todos os pros e contras relativos a implementacdo das
actividades de investigacdo, no meu entender, prevalecem os pros, cabendo ao professor

a capacidade de gerir e ultrapassar todas as condicionantes, de forma a propiciar aos
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alunos verdadeiras oportunidades de desenvolver o seu poder matematico numa
actividade matematica rica. No entanto, é preciso que os professores estejam receptivos
as novas mudancas na sala de aula, ultrapassando os obstaculos que se levantam a
pratica frequente deste tipo de actividades, dos quais faz parte a exigéncia de novos
requisitos nas competéncias do professor (Ponte, Ferreira, Brunheira, Oliveira &
Varandas, 1999). Efectivamente, h4 que ultrapassar a visdo de que a Matemaética
«consiste essencialmente num conjunto de conteddos e técnicas e em que a
aprendizagem deve decorrer das explicagdes do professor e da pratica das regras que ele

ensina» (Santos, Brocardo, Pires & Rosendo, 2002, p. 98).

2.1.4. O papel do professor na realizacdo das actividades de investigacao

A inclusdo das actividades de investigacdo na matematica escolar e a sua
valorizacdo no curriculo constitui um desafio para professores e alunos, implicando uma
profunda alteracdo nos papéis que estes desempenham na sala de aula. Segundo
Frobisher (1994), o professor deixa de ser o agente centralizador de todo o processo e de
ser mero transmissor de conhecimentos. Da mesma forma, Ernest (1991/1996)
menciona haver uma alteracdo de poderes na sala de aula, na qual o professor deixa de
ter total controlo sobre a escolha dos contetidos de cada aula e os métodos usados, dado
que esta decisdo passa, agora, pelos proprios alunos. E claro que este novo cenério
acarreta para o professor exigéncias acrescidas, quer pedagogicamente, quer ao nivel
dos conhecimentos matematicos (Goldenberg, 1999).

Sem duvida que o papel do professor na realizacdo das actividades de
investigacdo é complexo, iniciando-se logo com o estabelecimento das prioridades
curriculares e, consequentemente, com a exploracdo e seleccdo das tarefas, de acordo
com as capacidades e interesses dos alunos.

Outra questdo que se coloca ao professor é decidir sobre 0 modo como os alunos
vao trabalhar, isto é, se individualmente, em pequenos grupos ou em grande grupo. Na
verdade, a opgdo mais acertada recai sobre «formas mistas»; em pequenos grupos
durante a maior parte da aula e em grande grupo, na altura de transmitir alguma ideia
em particular. O professor terd, ainda, a seu cargo a deciséo relativa a constitui¢éo dos

grupos. A esse respeito, Ponte, Ferreira, Brunheira, Oliveira & Varandas (1999) referem
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gue «o papel do professor ¢ essencial (...) na estruturagdo da aula, na sua conducao e na
negociacdo de significados, que é especialmente importante para a aprendizagem dos
alunos» (p. 147). Segurado e Ponte (1998), Ponte et al (1999) e Santos, Brocardo, Pires
& Rosendo (2002) defendem o trabalho em pequenos grupos enquanto os alunos
realizam a tarefa, e em grande grupo quando estes a discutem, numa fase final. «O
trabalho em pequeno grupo incentiva uma comunicagdo entre alunos e promove uma
melhor explicitacdo das conjecturas e testes a realizar. O trabalho em grande grupo
impbe uma formalizacdo maior do raciocinio e incita 0s alunos a uma postura mais
madura na discussdo com o professor e os colegas» (Ponte et al., 1999, p. 147).

Relativamente a actividade do professor no decorrer da aula de trabalho
investigativo, e tendo em conta as perspectivas de Chapman (1997), Christiansen e
Walter (1986) e Mason (1996a), distinguem-se, de um modo geral, trés etapas
fundamentais: a formulacdo da tarefa, o desenvolvimento do trabalho e 0 momento de
sintese e conclusao final/reflexdo. A este respeito, Ponte, Oliveira, Brunheira, Varandas
& Ferreira (1998), referem que, «no arranque da actividade, o professor procura
envolver os alunos no trabalho, propondo-lhes a realizacdo de uma tarefa. Durante a
actividade, verifica se eles estdo a trabalhar de modo produtivo, formulando questdes,
representando a informacdo dada, ensaiando e testando conjecturas e procurando
justifica-las. Na fase final, o professor procura saber quais as conclusfes a que os alunos
chegaram, como as justificam e se tiram implicacdes interessantes» (p.42). Os mesmos
autores salientam que cabe ao professor manter o dialogo com os alunos enquanto estes
vao trabalhando na tarefa, e, no final, conduzindo a discussdo colectiva. Assim, 0
professor devera assumir um papel meramente orientador ou de monitorizacao,
devendo, no entanto, criar um ambiente propicio a aprendizagem — «um ambiente em
que todos os alunos se sintam a vontade para apresentar as suas conjecturas, argumentar
contra ou a favor das ideias dos outros, sabendo que o seu raciocinio sera valorizado»
(Ponte, Oliveira, Brunheira, Varandas & Ferreira, 1998, p. 47). O professor passa
apenas a coordenar as actividades, assumindo-se como «um facilitador das
aprendizagens, um dinamizador do trabalho, um companheiro de descoberta» (APM,
1988, p. 71). Assim, devera estar atento e questionar sistematicamente os alunos,
pretendendo, deste modo, ajuda-los a pensar, evitando dar-lhes respostas prescritivas
(Pirie, 1987) e opinides muito concretas (Ridgway, 1988); em alternativa, deve
encorajar a interaccdo entre os alunos e incentiva-los a apresentar argumentos para
defender as suas ideias (NCTM, 2000).

48



Como tal, um outro aspecto torna-se relevante: a estimulacdo da comunicagéo
entre os alunos. No entanto, para que se estabelecam interac¢Oes ricas para o
desempenho matematico dos alunos, o professor deverd implementar o que César,
Torres, Rebelo et al (2000) designam por contrato didactico — um conjunto de regras
entre os diversos sujeitos que interagem na sala de aula — visto ter em vista a adopgéo de
formas inovadoras de trabalho. Deste modo, urge alterar o contrato didactico mais

tradicional, explicitando-se algumas regras:

... 0s alunos devem ajudar-se mutuamente, devem formular conjecturas
e testa-las, devem saber explicar aos colegas 0 que pensaram e como
resolveram as tarefas que lhes foram propostas, devem por questdes aos
colegas que estdo a explicar as resolugdes que fizeram sempre que nédo
as tenham percebido(...) (p. 55).

Assim, e ainda referindo César et al. (2000), o professor passa de um «expositor
de saber a um orientador de alunos que constroem o seu saber através de actividades
que ele propBe, das questes pertinentes que coloca, dos desafios que Ihes langa» (p.
55).

Yackel & Cobb (1996) também clarificam o papel do professor como facilitador
das discussdes matematicas, destacando que, neste ambito, a atitude do professor é
fundamental para que os alunos partilhem activamente 0s seus pensamentos
matematicos entre si e o professor. O professor, apds «tentar imaginar que sentido as
criancas estdo a dar as actividades», podera decidir como interferir e que tipo de apoio
ird prestar, podendo optar pela colocacdo de «questdes provocatorias ou entrar num
dialogo socratico» (Yackel, Cobb, Wood, Wheatley & Merckel, 1991, p. 20). Assim,
pode ajudar o aluno a explicar o seu raciocinio ou simplesmente facilitar o didlogo,
dando valor a todos os comentarios dos alunos, percebendo-os e, caso necessario,
ajudando-os a explicitad-los. Mesmo que o aluno responda incorrectamente, o professor
deverd dar-lhe a possibilidade de reflectir e avaliar a sua tentativa de solugéo,
reformulando-a. Na mesma linha Yackel et al. (1991) referem que o professor tem de
ajudar as criancas a clarificarem as suas explicacfes, apoiando-as na verbalizacdo do
seu pensamento e encorajando-as a apresentarem outras solucbes, perguntando
regularmente se alguém resolveu o problema [neste caso a actividade de investigagéo]
de um modo diferente (Yackel & Cobb, 1996). Torna-se claro que, durante qualquer
aula de investigacdo, a forma como o professor comunica e gere o seu discurso, bem

como as questdes que coloca, sdo metodologias que, quando bem aplicadas, tornam-se
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imprescindiveis para a actividade investigativa dos alunos. Seguindo a mesma
perspectiva, Ponte & Serrazina (2000) atestam que é importante para o professor
determinar o melhor momento para optar pelo modo expositivo (usado normalmente
para expor ideias, conceitos e definicdes), pelo modo de discussdo (que devera ser uma
constante em todo o processo de investigacao) e para comunicar com a turma ou cada
aluno, dependendo da situagdo. Os mesmos autores consideram, ainda, que € importante
saber quando interromper um raciocinio através de uma questao de carécter focalizador
(questdes orientativas, subtis e superficiais que permitam ao aluno sair de um bloqueio
momentaneo); com uma questdo de caracter confirmativo (indicador rapido do
conhecimento do aluno sobre uma determinada matéria ou conceito, sempre que houver
necessidade de uma resposta mais directa); ou optar por uma questdo de caracter
inquiritivo (que tem normalmente uma resposta mais exaustiva, tendo por objectivo a
explicitacdo dos procedimentos e dos raciocinios). Pelo exposto, pode-se concluir que
ndo h& uma metodologia Unica, a aplicar sob a forma de «receita», mas varias
estratégias de ensino, modos de comunicacao e de organizacdo do trabalho dos alunos a
adequar a situacao imediata e concreta, de acordo com o objectivo pretendido; «cabe ao
professor conhecer as alternativas disponiveis e conhecer-se a si proprio, sabendo até
que ponto é capaz de usar confianca e desembaraco em cada uma delas.» (Ponte,
Boavida, Graga & Abrantes, 1997, p. 95).

Contudo, um aspecto convém realcar: é necessario iniciar-se a tarefa de uma
forma eficaz (aquela que permita ao aluno entender o pretendido de forma a que possa
«agarrar» as questdes e gerar Matematica interessante — para usar a expressao utilizada
por Singh, 1998), especialmente quando este tipo de trabalho de cunho investigativo
ndo constitui pratica frequente dos alunos. Alids, segundo Fonseca, Brunheira & Ponte
(1999), a fase de introducdo da tarefa ou «de arranque» é bastante importante e
determinante, podendo-se optar pela distribuicdo do enunciado escrito, seguida de uma
apresentacdo oral clarificadora, explicitadora do tipo de trabalho que se quer
desenvolver e facilitadora de um ambiente adequado ao desenvolvimento do trabalho
dos alunos ou, por outro lado, pela leitura em grande grupo, tendo em conta os alunos
mais novos, com alguns comentarios mais pertinentes, ou com algumas questdes cujas
respostas revelem se os alunos estdo, ou nao, a entender o que Ihes é proposto. A opgéo
de apresentagéo da tarefa por escrito, sem a discussao inicial das questfes, podera exigir
um maior apoio do professor junto dos alunos para que estes entendam o pretendido, se

bem que se o enunciado da tarefa for claro os alunos poderdo trabalhar mais
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autonomamente. Fonseca et al (1999) concluiram que «o aumento da experiéncia neste
tipo de trabalho leva a que os alunos criem progressivamente uma maior independéncia
em relacdo ao professor e percebam mais facilmente o que Ihes é pedido» (p. 94). A
tarefa também pode ser proposta apenas oralmente, cabendo ao professor, caso haja
necessidade, registar no quadro algumas informacdes essenciais. Contudo, ndo se pode
descurar o facto de a tarefa poder surgir espontaneamente na aula, sem a preparacao
prévia do professor.

Quanto ao desenvolvimento do trabalho, o professor devera saber dosear as suas
intervencdes, orientando apenas o processo dos alunos, sem os influenciar directamente,
propiciando, assim, o desenvolvimento das capacidades e atitudes de investigacdo. Com
0 intuito de levar os alunos a reflectirem e a analisarem o seu trabalho, procurando o
significado das suas descobertas, o professor deve colocar regularmente a pergunta
«porqué» a seguir aos comentarios dos alunos, de modo a «provocar 0 raciocinio»
(NCTM, 1994). Nesta linha, Fonseca et al (1999) identificaram outras questdes com que
o professor também deve desafiar os alunos: «Como explicam isso? Qual a relacdo entre
essas ideias? Porgue é que dizes que ndo podera ser...?»(p. 94).

Os mesmos autores consideram que os alunos, quando ndo estdo habituados a
realizar investigacOes, devem sentir algumas dificuldades, chamando o professor
frequentemente por n&o encontrarem nenhuma resposta imediata, em virtude da falta de
compreensdo da natureza da tarefa; neste caso, o professor deve elucida-los quanto a
esséncia do trabalho investigativo, podendo concretiza-lo com alguns exemplos. Além
disso, ainda salientam que o professor devera apoiar os alunos no decorrer de algumas
etapas do processo investigativo (compreensdo da situacdo proposta, organizacdo de
dados, formulacdo de questBes) de modo a que estes possam prosseguir com o
levantamento de conjecturas, o teste de conjecturas e, em alguns casos, a demonstracao
de conjecturas. As questdes a colocar deverdo ser mais ou menos indirectas, de acordo
com a experiéncia dos alunos neste tipo de tarefas, dando sempre o incentivo ao espirito
critico, a reflexdo e a procura de argumentos e razbes que permitam aos alunos
confirmar ou ndo as suas conjecturas. Por outro lado, o professor na tentativa de levar o
aluno a examinar as suas ideias, deverd solicitar a explicacdo dos argumentos,
colocando questdes do tipo: «O que te leva a pensar isso? ou Porque ndo concordas com
a ideia do teu colega? [Desta forma], os alunos véo aprendendo a discutir, a descobrir
novas relagBes entre conceitos, a ter mais seguranga nas suas ideias matematicas e a

desenvolver o raciocinio e a criatividade» (Fonseca et al, 1999, p. 95). Devem ser dadas
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oportunidades aos alunos para descobrirem, eles proprios, 0s seus erros ou caminhos
infrutiferos, sem lhes causar desmotivacdo (cabendo, deste modo, ao professor avancar
com pistas mais directas). Um outro desafio que é colocado ao professor é o de perceber
e dar continuidade as descobertas dos alunos que sigam um rumo diferente daquele que
inicialmente havia previsto. Relativamente as discussfes finais, o professor, na sua
funcdo de moderador e orientador, devera valorizar todo o tipo de descobertas, sejam
elas mais interessantes ou mais modestas (Mason, 1996a; Ponte, Ferreira, Brunheira,
Oliveira & Varandas, 1998). A estimulacdo da comunicacdo torna-se um factor
primordial, devendo os alunos explicitar as suas ideias e argumentar em defesa das suas
afirmacgoes.

Fonseca et al (1999) referem que o momento ideal para a realizagdo das
discussOes € apds a exploracao da tarefa, embora nem sempre seja possivel «devido ao
horério espartilhado dos alunos (...) Frequentemente o que acontece é que O
desenvolvimento da actividade de investigagcdo decorre numa aula e a discussdo apenas
na aula seguinte, o que dificulta o arranque da discussao final, pois os alunos, de uma
aula para a outra, ja ndo se lembram tdo bem daquilo que fizeram e, de uma maneira
geral, os registos escritos ndo sdo suficientemente ricos para os ajudar» (p. 96). Assim,
entendem ser conveniente realizar o trabalho com investigacbes em aulas de duas horas
[0 que actualmente corresponde a cerca de bloco e meio], esperando-se, assim, algum
tempo para a discussdo ainda na propria aula. Também consideram que pode ser Gtil um
momento de discussdo aquando da realizacdo da tarefa, de forma a poder ajudar os
alunos a ultrapassar algumas dificuldades, a motiva-los em fases mais criticas do
trabalho ou a enriquecer a investigacdo. Finalmente, asseguram que a discussdo final
sobre a actividade também constitui um momento favoravel a reflexdo, além de que, tal
como indicam Bishop e Goffree (1986), a aprendizagem nao resulta simplesmente da
actividade, mas sim da reflexdo sobre a actividade. Como tal, os alunos devem usufruir
de momentos onde possam pensar e reflectir, valorizando-se, deste modo, 0s processos
de resolucdo em detrimento dos produtos. Esta reflexdo podera ainda permitir o
estabelecimento de conexdes e despoletar novas investigagdes. Brocardo (2001), Ponte
(2003b) e Santos, Brocardo, Pires & Rosendo (2002) também sublinham a relevancia
deste dltimo momento, nas aulas dedicadas a investigacdo matematica, para a
construcdo dos significados partilhados e a institucionalizacdo das aprendizagens bem
como para a exploracdo de novos caminhos, fazendo-se valer todo o sentido da

investigacdo. Importa, no entanto, 0 modo como o professor questiona os alunos, com
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questdes mais abertas ou com outras mais estruturadas, com o objectivo de conseguir 0
envolvimento dos alunos e de direccionar a discussdo matemaética para o seio dos
alunos, conduzindo-os & argumentacdo (Boavida, 2005).

Pode-se afirmar que, em termos pedagogicos, o papel do professor nas aulas de
cariz investigativo € mais exigente, na medida em que requer novas competéncias
profissionais para planificar e conduzir todo o trabalho, além de pressupor um maior
dominio do questionamento e acompanhamento dos alunos e da condugdo das
discussbes colectivas (Oliveira, Segurado & Ponte, 1996). Os mesmos investigadores
referem também que essa exigéncia se situa ao nivel do préprio conhecimento
matematico, dado que é fundamental um maior dominio dos conteidos matematicos
envolvidos e a capacidade de reconhecer processos e conceitos decorrentes da
realizacdo das tarefas. Mais ainda, salientam que € necessario que o préprio professor
revele um forte espirito investigativo a fim de poder influenciar igualmente a atitude
investigativa dos seus alunos. Consideram que 0 espirito investigativo consiste num
questionamento constante das suas ideias e das dos outros e, principalmente, na
aceitacdo de caminhos de exploracdo imprevistos, 0 que requer perguntar regularmente
se alguém resolveu o problema de outra maneira (Yackel & Cobb, 1996).

A concluir, tal como aponta Barbosa (2007), a conducdo de aulas investigativas
implica que os professores exergam muitas competéncias, entre outras:

e perspectivar a Matematica ndo como uma actividade em que se
memorizam defini¢des e obtém as respostas correctas, mas em que
as accbes de questionar, pensar, corrigir, confirmar sdo
caracteristicas essenciais;

e ser competentes na realizacdo de investigacbes matematicas,
sentindo-se a vontade quando confrontados com situacdes
complexas e imprevisiveis;

e valorizar um tipo diferente de objectivos curriculares, como um
vasto leque de capacidades, muito para além da destreza no célculo
e do conhecimento de factos matematicos basicos;

e desenvolver a sua criatividade curricular a fim de conceber e
adaptar tarefas adequadas para os alunos;

e assumir uma perspectiva da aprendizagem dos alunos baseada na
actividade, na interaccao e na reflexao;

e ser capaz de conduzir uma aula com uma dinamica muito diferente
da aula usual, sem orientar os alunos de forma excessiva ou
insuficiente (Mason, 1991), proporcionando-lhes uma experiéncia
de aprendizagem mais autonoma mas também mais interactiva
(tanto no trabalho do grupo como em discussdes colectivas).

(Ponte, Ferreira, Brunheira, Oliveira & Varandas, 1999, p. 149)

53



2.2. O raciocinio/pensamento matematico

2.2.1. O que se entende por raciocinio matematico

O raciocinio matematico € uma capacidade transversal que todos os alunos
precisam de desenvolver, independentemente dos ciclos de ensino em que se encontram.
Raciocinar matematicamente ndo é uma habilidade exclusiva dos alunos com maior
aptiddo para a Matematica; a verdade é que os alunos podem apresentar processos de
raciocinio distintos e, por vezes, bastante diversificados.

Semana e Santos (2008), apoiando-se em consideracdes de Dewey (1910/1997),
mencionam que, desde h& muito, a capacidade de raciocinar matematicamente é
apontada como um objectivo central do ensino e da aprendizagem da Matemética. E o
raciocinio que nos permite aceder a compreensao de situacdes matematicas, examinar
um problema sob varios angulos e, analisando e estabelecendo relagdes, transformar as
ideias iniciais em hipoteses que ddo origem a formulacdo de conjecturas. Como tal, e
segundo Cuoco (2003), o raciocinio matematico envolve mais do que a compreenséo de
importantes ideias matematicas e a aplicacdo de métodos e procedimentos Uteis;
envolve também a previsdo de resultados, o questionamento de solucBes, a procura de
padrdes, o recurso a representacdes alternativas, a analise e a sintese.

Na perspectiva de Boavida (2008), o raciocinio sempre esteve associado a
Matematica e constitui um aspecto central no ensino da mesma, independentemente do
tema ou do ano de escolaridade. Contudo, adverte que criar as condi¢des para 0s alunos
aprenderem a raciocinar matematicamente ndo se resume unicamente a proposta de
tarefas com determinadas caracteristicas, mas implica também a ajuda no
desenvolvimento de um habito de pensamento que tem a ver com o «porqué das
coisas». Assim, refere que «é importante que os alunos se envolvam em actividades de
formulacdo, teste e prova de conjecturas...» (p. 1).

Na opinido de Oliveira (2008), a expressdo «raciocinio matematico designa um
conjunto de processos mentais complexos através dos quais se obtém novas proposic¢oes

(conhecimento novo) a partir de proposigdes conhecidas ou assumidas (conhecimento
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prévio)» (p. 3). Considera-se que a obtencdo dessas novas proposicdes se faz através do
raciocinio dedutivo, podendo ser esquematizado na forma «se A entdo B». O
conhecimento novo resulta de uma actividade em que se valorize a Matematica como
um processo (como se gera o conhecimento) e ndo apenas como um produto
(conhecimento organizado dedutivamente). Alias, Oliveira (2008), referindo Sternberg
(1999), numa perspectiva essencialmente psicol6gica, salienta que o raciocinio
matematico requer pensamento analitico, criativo e prético.

De facto, muitas vezes, pensa-se que a Matematica é uma disciplina apenas
interessada em obter respostas certas ou erradas; certamente, ha um aspecto do trabalho
em Matematica que tem a ver com a obtengdo de respostas para questdes particulares,
mas esta € apenas uma pequena parte daquilo que € aprender Matematica — é apenas a
ponte do iceberg. Tudo o que € visivel a maioria dos observadores é a manifestacao
exterior da resposta as questdes. A actividade «interior» é como se fosse a parte restante
do iceberg, submersa, mas sem ddvida a parte maior e mais importante (Mason, 1999).

Moreira (2008) refere que ndo se encontra um conjunto de caracteristicas
definidoras, necessarias e suficientes, para raciocinio matematico, pois «se, por um lado,
tem semelhancas com outros tipos de raciocinio, por outro, ha evidéncia de que, por
exemplo, um bom solucionador de problemas de geometria pode ser um desastre na
resolugdo de problemas de calculo combinatério, ndo tanto porque os contetidos séo
diferentes, mas, essencialmente porque o0s processos subjacentes sdo completamente
distintos» (p. 11).

Como se torna perceptivel, apresentar uma nogdo de raciocinio matematico néo
é uma tarefa simples. Ponte, Branco & Matos (2008) afirmam que raciocinar «envolve
sobretudo encadear assercdes de forma logica e justificar esse encadeamento» (p. 89).
Todavia, ha autores que incluem o raciocinio numa outra categoria, a do pensamento
matematico. Assim, na perspectiva de Stacey (2005), o pensamento matematico € uma
meta muito importante da educacao e constitui, acima de tudo, um meio para aprender e
ensinar Matematica que se regula por particularizacdes, generalizacdes, conjecturas e
argumentos. Com base em Mason, Burton & Stacey (1982), esta autora conclui que o
pensamento matematico envolve uma variedade de competéncias: profundo
conhecimento matematico, competéncias gerais de raciocinio, cooperacgéo, persisténcia,
organizacdo, confianca, competéncias de comunicacdo, estratégias, heuristicas e
capacidade de colocar questdes. Pensar matematicamente €, portanto, um processo

dindmico através do qual compreendemos melhor o mundo que nos rodeia,
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possibilitando o aumento da complexidade das nossas ideias e alargando a nossa
compreensdo; deste modo, o pensamento matematico pode surgir da explora¢do de
simples questdes do dia-a-dia, quando observadas sob um «um ponto de vista
matematico» (Schoenfeld, 1994, p. 60).

De facto, Mason, Burton & Stacey (1982) ja partilhavam da mesma opinido,
salientando ainda que o pensamento matematico implica, muito para além da resolucéo
de problemas matematicos, a propria exploracdo de problemas de carécter geral,
conduzindo-nos a uma compreensdo mais profunda de nos proprios, a uma visao mais
coerente daquilo que sabemos, a uma investigacdo mais eficaz daquilo que queremos
saber e a uma avaliacdo mais critica daquilo que vemos e ouvimos.

Brousseau & Gibel (2005), tendo em conta que a palavra «raciocinio» se refere a
um dominio que ndo € restrito a situaces formais, ldgicas ou matematicas, apresentam
uma definicdo, mais ampla, proposta por Oléron (1977): um raciocinio € um grupo
ordenado de declaracGes, que estdo ligadas, combinadas ou opostas umas as outras com
um objectivo, respeitando alguns limites que se podem tornar explicitos. No entanto, um
mesmo professor pode interpretar uma mesma frase, pronunciada por diferentes alunos,
de uma forma distinta. Como tal, para se poder afirmar que determinado comportamento
observado € sinal de um raciocinio, é necessario ir para além da definicdo formal e
examinar as condi¢Bes sob as quais 0 «raciocinio presumido» pode ser considerado
«raciocinio real». Alias, para os professores de hoje, como também para os psicélogos,
raciocinio como actividade psicoldgica ndo é uma simples recitacdo das provas
memorizadas, fazendo portanto sentido confrontar os alunos com problemas onde seja
mais «natural» raciocinar, nomeadamente os problemas abertos.

Brousseau & Gibel (2005) ainda alertam para o facto de que, muitas vezes, 0s
professores interpretam as afirmacdes dos alunos mais de acordo com a sua utilidade
para o decorrer geral de uma aula do que com a (presumivel) intencdo inicial do aluno.
Contudo, um observador de uma aula tem de pressupor que o raciocinio atribuido ao
sujeito € intencional, propositado e Gtil do ponto de vista do sujeito, respeitante ao seu
conhecimento matematico; o sujeito formula o raciocinio porque sabe ou tem
consciéncia de algum modo, da regra ou do facto; o raciocinio é util porque pode, por
exemplo, reduzir o nivel de incerteza, no caso de se ter de fazer uma escolha entre
diversas premissas possiveis; 0 raciocinio € motivado por uma vantagem que da ao
sujeito a possibilidade [do ponto de vista do sujeito] de alterar o seu ambiente; o

raciocinio é motivado por «objectivos» e razdes especificas, tais como a relevancia, a
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coeréncia, a adequacdo e a apropriacdo, as quais justificam um raciocinio em particular
e ndo qualquer outro, em oposicdo a razdes oportunistas tais como adequar-se as
perspectivas do professor.

Assim, de entre todas as circunstancias nas quais o raciocinio é produzido,
apenas as condicdes necessarias podem ser determinadas e justificadas. Essas
circunstancias, constituindo um conjunto coerente e ndo arbitréario, foram designadas,
por Brousseau & Gibel (2005), como «a situagéo».

Os mesmos autores, tendo o cuidado de distinguir raciocinio real de recitacdo, e
de distinguir o significado do mesmo raciocinio, sendo ele proferido por um aluno ou
por um professor, definem o raciocinio como uma relacdo R entre dois elementos A e B,
como se segue: «Ax» denota uma condi¢cdo ou facto observado, o qual pode ser
contingente em circunstancias particulares; «B» é uma consequéncia, uma decisdo ou
facto previsivel; «R» é uma relacdo, uma regra ou algo considerado como conhecido ou
aceite. A relacdo R leva o sujeito activo (o «agente» do raciocinio), no caso da condicao
A ser aceite ou o facto A acontecer, a tomar a decisdo B, a prever B ou a afirmar que B
é verdadeiro. Um raciocinio real contém um agente E (aluno ou professor) que usa a
relacdo R e um projecto determinado pela situacdo S, o qual requer o uso desta relacao.
Assim, para levar a cabo um projecto determinado por uma situagdo S, 0 sujeito usa a
relacdo R a qual Ihe permite inferir B a partir de A.

Desta forma, o raciocinio, sendo caracterizado pelo papel ou fungdo que
desempenha numa situacdo, pode servir para decidir sobre algo, para informar, para
convencer ou para explicar; a sua funcdo torna-se dependente do tipo de situagédo
(accdo, formulacdo, validagéo ou outras) na qual ocorre (Brousseau, 1997).

Nesta linha, Brousseau & Gibel (2005) distinguiram varios «niveis» de formas
de inferéncia adequadas a diferentes tipos de situagdes:

Raciocinio de nivel 3 (N3) — raciocinio completamente formal e caracteristico de
situacOes de validacdo; baseado numa sequéncia de inferéncias correctamente ligadas e
com referéncia explicita aos elementos da situacdo ou ao conhecimento considerado
adquirido pela turma;

Raciocinio de nivel 2 (N2) — raciocinio incompleto do ponto de vista formal e
caracteristico de situacdes de comunicacdo (requer uma adaptacdo da linguagem a fim
de se expressar 0 pensamento e também uma adaptacao ao interlocutor); contém falhas
que podem ser consideradas como implicitamente preenchidas pelas ac¢des do sujeito

numa situacdo onde uma formulagdo completa ndo seria exigivel;

57



Raciocinio de nivel 1 (N1) — raciocinio que néo é formulado como tal mas pode

ser atribuido ao sujeito tendo em conta as suas acc¢des; pode ser construido como

modelo da sua ac¢do — «modelo implicito de ac¢édo» ou «teorema-em-acgao»

Relativamente ao raciocinio, tendo em conta as suas fungdes didacticas em

diferentes tipos de situacdo, Brousseau & Gibel (2005) referem que este pode ser

entendido como:

58

)} Uma solucao para um problema classico em que o texto apresentado pelo
professor apresenta uma determinada situacdo de accgdo, real ou imaginaria, e as
solugdes e/ou provas tém de ser validadas, havendo uma «solugdo padrdo» — que
constitui, segundo o professor «ox» raciocinio correcto associado ao problema;

i) O verdadeiro raciocinio do aluno na resolucdo de um problema classico,
como o produto de uma actividade mental que pode ser diferente da solugédo
padrdo e ir para além da formulacéo do problema; neste caso, cabe ao professor
desafiar os alunos a explicar as suas formas de raciocinio, sejam elas correctas
ou ndo, assumindo, pelo menos implicitamente, que os alunos trabalham em
suposicdes sobre a realidades mais amplas que as da «situacdo objectiva»
explicitamente apresentada no enunciado do problema.

iii) O raciocinio como causa e forma de aprendizagem auténoma, sem a
intervencdo do professor, baseia-se na tomada de decisdes, por parte dos alunos,
em «situacOes de accdo» autonomas, ou para clarificar uma parte da informacéo
numa comunicacdo simples ou como forma de convencer os colegas sobre a
validade ou justificacdo de uma afirmacdo. Um novo raciocinio é aprendido
quando passa de uma forma particular de resolver um problema para uma forma
«universal» de resolver todos os problemas de certo tipo, integrando o
conhecimento do sujeito.

iv) O raciocinio como forma de ensino é muitas vezes utilizado pelos
professores quando sublinham determinados aspectos do conhecimento que
ensinam, embora os alunos também o devam saber produzir, caso contrario, s6
aumentam a carga de memoria, em lugar de a reduzir. No entanto, a
compreensdo nem sempre é uma condicdo suficiente de aprendizagem, dai que,
por vezes, os professores recorram a «razBes didacticas», «causas de
aprendizagem» ou «meios retéricos de didactica», tal como sdo definidos por
Brousseau & Gibel — as revisdes, os dispositivos mnemonicos, as metaforas, as

analogias e as metonimias. Estas razdes didacticas permitem estabelecer ligacdes



artificiais entre diferentes partes do conhecimento mas ndo estdo relacionadas

com o significado cientifico desse conhecimento, ndo tendo assim qualquer

relagdo com as «razfes do conhecimento». Contudo, estando associadas a uma
cultura didactica, sdo necessarias aos professores e aos alunos.

Brousseau & Gibel (2005) referem que o professor, tendo o objectivo de
promover a pratica e a aprendizagem do raciocinio pelos alunos, deve propor problemas
cujas solugdes requeiram conhecimentos ndo institucionalizados nas aulas e que possam
ser resolvidos de forma completamente autonoma pelos alunos. A parte do trabalho do
professor que consiste em fazer com que os alunos aceitem o risco de ndo saber como
resolver um problema é designada, pelos mesmos autores, por «descentralizagdo». Esta
é eticamente aceitavel se for realista em assumir que os alunos serdo capazes de resolver
0 problema por si mesmos, se o problema puder ser resolvido pelo simples uso da
informacdo dada, do conhecimento e do raciocinio correcto e se o raciocinio puder ser
explicitado e compreendido pelos alunos na altura da apresentacdo e discussdo da
solugéo na aula. Se a resposta do aluno ndo estiver relacionada com a informacdo dada
no problema, por raciocinio inteligivel, este permanece dependente do julgamento do
professor, tendo o aluno, consequentemente, dificuldades em reutilizar o seu
conhecimento num ambiente noutra situacao.

Brousseau & Gibel (2005) referem ainda que, quando um aluno aprendeu um
facto ou desenvolveu um comportamento, relacionando-o racionalmente com o seu
conhecimento anterior, a sua aprendizagem é motivada por uma razdo e que, se assim
ndo for, é um efeito de uma causa. Assim, quando os professores, intencionalmente ou
ndo, usam varios meios didacticos retéricos para fazer com que o aluno aprenda
algumas coisas, tém de encarar o problema de relacionar estas coisas por relacdes
culturalmente aceitaveis. O papel do raciocinio no ensino é entdo traduzir ou converter

as causas de aprendizagem em razdes de conhecimento.

2.2.2. Processos de raciocinio matematico
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Particularizar e generalizar

Segundo Mason (1999), o erro pode ser mais vantajoso do que o sucesso; deste
modo, um problema que seja um maior desafio ensina mais do que muitos problemas
faceis. O «getting stuck» (encalhar) da uma maior oportunidade para aprender, pois
quando as respostas nos surgem muito prontamente ndo ha um ponto ao qual se possa
voltar e desenvolver conexdes, despoletando ou desencadeando novas ideias;
particularizar e generalizar sdo muitas vezes a chave para 0 «getting unstuck»
(desencalhar), constituindo, deste modo, processos que podem ser utilizados quando se
esta a fazer Matematica.

Para Mason (1999), particularizar e generalizar comecou a fazer parte da
linguagem comum dos professores de Matemética, embora ainda seja manifesta a
insuficiente importancia que lhes é dada. Além disso, surgem como uma sequéncia
mecanizada: primeiro particulariza-se — «fazer uma tabela»; seguidamente conjectura-se
uma generalizacdo — «adivinhar a formula»; depois verificamo-lo em alguns exemplos.
Tudo isto vai completamente contra a subtileza e interligacdo da particularizacéo e da
generalizacéo.

Particularizar significa observar casos ou questdes especificas, uma vez que é
util observar situacdes que envolvam apenas objectos manipulaveis e conhecidos como
diagramas, numeros, expressdes algébricas, funcdes, conjuntos de fungdes, associando-
0S ao concreto e a seguranca do que é conhecido; contudo, a propria particularizagao
pode providenciar o «alimento» para 0 processo reverso — a generalizagdo. Ao
particularizarmos, temos o objectivo de clarificar o significado de uma questdo ou
afirmacdo, permitindo depois fornecer exemplos que possam ter algumas propriedades
gerais em comum, de forma a podermos comecar a ver e apreciar essas propriedades
comuns — 0 processo de generalizar.

Assim, a particularizacdo e a generalizacdo sdo fundamentais no pensamento
matematico e mesmo em qualquer tipo de pensamento; por isso, a Matematica é
demasiado abstracta apenas quando usamos entidades que ndo nos inspiram confianca,
devendo assim fazer-se uso da particularizacdo de modo a clarificar significados e,
numa fase posterior, proceder & generalizacdo. Estes dois processos sdo similares,
podendo caminhar muitas vezes lado a lado; generalizar refere-se a verificagcdo de
modelos ou constatacdo de padrfes e propriedades comuns mas a propria generalizacao

pode levar a particularizar para entender o0s casos que se generalizaram. As
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generalizacGes precisam de ser verificadas em exemplos especificos antes de se
procurar um argumento convincente.

Em Matematica, quando se generaliza, temos de nos distanciar daquilo que
estamos a fazer para «separar 0 trigo do joio», tentando coloca-lo num contexto mais
abrangente. No entanto, ha que ter cuidado com o que podera chamar-se «o bichinho da
generalizacdo», pois é provavel que se comece rapidamente a fazer perguntas mais
dificeis; generalizar é como qualquer droga — depressa podemos perder o contacto com
a realidade. Mason (1999) acrescenta que, quando se pensa que se compreendeu alguma
coisa ou que ja se encontrou uma resposta para uma questdo, 0S NOSSOS argumentos tém
de nos convencer a nos proprios para que posteriormente possam convencer 0s outros;
de facto, qualquer argumento passa por muitos estagios de mudanca e refinamento.

Na verdade, quando uma ideia ou técnica é confrontada pela primeira vez tende
a ser turva, indistinta e imprecisa. Mesmo depois de se conseguir falar dela, € ainda
muito dificil passar para o papel o que se compreende de uma forma coerente. Sé
gradualmente, com a experiéncia, toma forma até ser razoavelmente estavel, quase
como um cristal — a clarificacdo; contudo, sdo necessarias diversas tentativas para
alcancar uma exposigdo razoavel, além de que tentar «saltar» etapas pode conduzir a
uma grande embrulhada.

Com a experiéncia continuada, comeca-se a distinguir mais detalhes e a ver mais
daquilo que nos envolve. Alids, Mason & Pimm (1984) explicam porque é que 0s
alunos apresentam algumas dificuldades com as representacGes algébricas inerentes a
generalizacdo. Assim, na exibicdo dos seus raciocinios, ao ndo terem a ideia de
generalizacdo, acabam por recorrer, muitas vezes, a exemplos genéricos como uma
aproximacdo a generalizacdo; o exemplo genérico, embora ndo seja uma situacdo
abstracta, acaba por revelar algumas caracteristicas de abstrac¢do, constituindo, de certa
forma, uma generalizacdo abusiva. Segundo 0s mesmos autores, trata-se de ver o geral
no particular. Para exemplificar esta questdo, Mason & Pimm (1984) socorreram-se de
algumas ocorréncias do dia-a-dia, nomeadamente quando sdo feitas declaracdes do tipo:
«D&-me um Kleenex»; «Onde guardas o Hoover?» ou «Podes-me fazer um Xerox
disto?», em que se usa Kleenex como palavra para lenco de papel, Hoover para
aspirador e Xerox como fotocdpia, funcionando, deste modo, como exemplos genericos
do que se quer — classes de objectos. Na sua opinido, quanto mais usada, mais a palavra
ganha o significado do proprio objecto e menos da marca especifica. Transferindo para

a Matematica, também apresentam algumas situacbes andlogas: as palavras
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«rectangulo» e «quadrado» que assumem duas interpretacbes — quadrado como
diferente de rectangulo ou quadrado como instancia de rectangulo; o simbolo 2/3 —
usado para se referir quer a fraccdo, quer ao nimero racional, pode conduzir a questdes
tais como — «Qual é o numerador do nimero racional 2/3?». De inicio, parece dificil
ndo dar a resposta 2. Contudo, a questdo refere-se ao nimero racional 2/3, o qual é
equivalente ao numero racional 4/6, -6/-9, etc. Surgem assim dificuldades de
interpretacdo de numerador, quando 2/3 é usado como nome para uma classe — a dos
nUmeros racionais equivalentes a 2/3, na qual podera ser viavel descrever o numerador
do como 2t, em que t € um numero inteiro diferente de zero. Deste modo, a verdadeira
confusdo surge quando simbolos, em particular letras, sdo introduzidos para representar
nameros em algebra elementar. Por exemplo, ao escrever-se 2n face a afirmacdo «o
quadrado de um numero par é par», 0 simbolo 2n pode representar um ndmero par em
particular ou, por outro lado, todos os nimeros pares. E particular, no sentido em que se
estd a tomar um ndmero par mas ndo especifico, ou seja, querendo dizer que é um
namero como 2, 4 ou 6. Relativamente as afirmacdes «O quadrado de um numero par é
par» e «A soma de dois quaisquer nimeros pares € par», a maior parte dos matematicos
notaria pouca distincdo entre 0 uso dos artigos «um» ou «quaisquer», porque ambos
evocam o sentido de generalizacdo do matematico sobre nimeros. No entanto, podemos
imaginar diferentes expressdes, nomeadamente, e a titulo exemplificativo: «O nimero
par 6»; «Um namero par como 6»; «Qualquer nimero par (como 6); «O numero par
2n»; «Um ndmero par 2n»; «Qualgquer nimero par 2n». O uso de «o» faz sobressair a
definicéo, a especificagdo de 6, enquanto o uso de «um» sugere indefinicdo, na medida
em que ndo é propriamente um numero especifico, como o 6, que interessa mas alguma
qualidade do 6. O uso de «gualquer» remete ainda para mais generalizacdo. O nimero
6, quando visto no contexto de numeros pares, pode ser entendido como um ndmero par
genérico mas isto requer que se acentue algumas das suas caracteristicas e se ignore
outras (que é um produto de dois primos, que € divisivel por 3...). Quanto ao 2n, talvez
represente um namero par ou talvez todos os numeros pares, tal como o mencionado no
contexto do Kleenex, podendo ser visto como o nome de um ndmero par € ndo o
namero em si mesmo. Pode funcionar como um modelo para identificar nimeros pares,
uma condi¢do de admissdo para 0 grupo dos escolhidos. 2n para ser visto como um
nimero par genérico requer que seja aceite como um numero par, pois os exemplos
genéricos tém primeiramente de ser exemplos, embora o simbolo 2n seja extremamente

util porque acentua precisamente as qualidades que tornam o 2n genérico dos nimeros
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pares e ignoram, escondendo no n, todas as caracteristicas irrelevantes. E possivel
reescrever 6 como 2x3 para enfatizar esta qualidade particular. Numa anélise filoséfica
mais cuidadosa, 2n também pode ser visto como apenas pontos no papel, ndo sendo
assim nem especifico, nem geral nem particular. Tudo tem a ver com percepc¢édo tal

como a seguinte prova de que a soma de dois niUmeros pares é sempre par:

Esta representacdo sugere uma imagem ou percep¢do de ndmeros pares como
nimeros que podem ser representados por duas linhas de pontos equivalentes. Em
ambos 0s nimeros 0s pontos correspondem-se e 0 mesmo acontece na soma, formada
por duas linhas idénticas de pontos. No entanto, alguns alunos podem ver isto enquanto
uma prova pelo exemplo, nomeadamente porque 14 + 24 = 38; o resultado demonstra
algum grau de generalidade.

Do exposto, torna-se claro que a transicdo para a representacdo de qualquer
ndmero na sua forma algébrica ndo é facil. Muitas vezes, os alunos socorrem-se de
diagramas ou esquemas, constituindo-se estes como formas intermédias bastante Uteis.

Como tal, a transicdo entre o exemplo genérico e a generalizacdo assume a
funcionalidade de uma antecdmara da generalizagcdo. Mason & Pimm (1984), como
forma de concluir a abordagem destes aspectos no seu artigo intitulado «Exemplos
genéricos: vendo o geral no particular», levantaram algumas questbes que, no seu
entender, merecem consideravel atencao:

- Como se pode expor a generalidade de um exemplo a alguém que
apenas Vé a sua especificidade? Além de acentuar, ignorar e repetir a
afirmacdo geral vezes sem conta, como pode o acto necessario de
percepcao, de ver o geral no particular, ser fomentado?

- Como se pode distinguir a extensdo da generalizacdo percebida por
outra pessoa ao olharmos juntos para um exemplo particular?

- Porgue é que damos exemplos aos alunos em aula e o que é suposto
que eles entendam? Se os exemplos sdo sempre exemplos de algo,
como é que os alunos tomam consciéncia de quais os exemplos que
devem ser exemplificativos? (p. 287-288).

Francisco & Maher (2005) descrevem algumas visGes sobre como promover o
raciocinio matematico na resolucdo de problemas, tendo por base as experiéncias

matematicas resultantes de um estudo de longa duracdo sobre o desenvolvimento de
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conceitos e de formas particulares de raciocinio, com alunos envolvidos em
investigacOes abertas. No seu artigo referem que, embora a Matematica seja geralmente
interpretada como um sistema de relagdes complexas que envolvem conceitos
matematicos, estando o raciocinio matematico associado a capacidade de discernir e
articular essas relacdes, estas ndo sdo as unicas fontes de raciocinio matematico.
Conceitos basicos de Matematica, como a no¢do de um espaco amostral, a tabuada, os
maltiplos ou os pares, também podem ser cognitivamente desafiadores e promover
complexas formas de raciocinio. Pode acontecer, no entanto, que os alunos, ao serem
confrontados com ideias diferentes das suas, apresentem alguma instabilidade ou
desequilibrio. Porém, eles também conseguem explicar a sua solucdo, desde que se
cultivem maneiras de trabalhar em que a compreensdo seja uma norma cultural e
colectiva e em que o compartilhar e o justificar seja uma pratica comum.
Para demonstra-lo, estes investigadores apresentaram um caso particular de um aluno
que mostrou a persisténcia e a vontade de continuar a debater a razoabilidade das suas
ideias originais, tentando ir mais além e tornando possivel a constru¢cdo de uma
compreensdo mais profunda e de esquemas mais elaborados. Em especial, consideram
que a preparacdo das tarefas é fundamental para o envolvimento sustentado dos alunos
na resolugdo de problemas e para promover a compreensdo e o raciocinio matematico.
Na sua opinido, tradicionalmente, os problemas de matematica complexos ou dificeis
sdo divididos em pecas simples ou faceis, que sdo apresentadas aos alunos por ordem
crescente de dificuldade cognitiva, como um «build-up» para a compreensdo da tarefa
complexa, de acordo com uma perspectiva epistemoldgica em que os alunos constroem
conhecimentos cada vez mais complexos, de forma atomistica, ao longo do tempo.
Porém, esta abordagem depende da capacidade dos alunos em «colocar as coisas em
conjunto» no final e o estudo longitudinal destes autores apresentou provas de que isso
pode ndo acontecer. Mesmo que os alunos consigam relacionar as partes todas, no final,
0 conhecimento resultante nem sempre é necessariamente significativo para os alunos.
O estudo longitudinal enfatizou as vantagens de uma abordagem diferente, a qual se
mostrou Util na promocdo da actividade matematica significativa e pensativa. Esta
abordagem refere que se deve apresentar, em primeiro lugar, a tarefa complexa aos
alunos, ao contrario do andaime «facil» (pecas retiradas da tarefa). A analise dos
trabalhos dos alunos sobre os problemas revelou que, embora as tarefas ndo tivessem
sido faceis ou simples para os alunos, tendo em conta o seu nivel de conhecimentos

matematicos, estes foram capazes de se desembaracar com estratégias interessantes e
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formas de pensar sobre os problemas. Por exemplo, alguns alunos organizaram os dados
por casos ou exemplos, outros usaram argumentos indutivos, outros estabeleceram
elementos de prova de raciocinio por contradicdo e alguns utilizaram o raciocinio
recursivo (Maher & Martino, 1996a, 1996b).

Deste modo, e segundo a perspectiva destes investigadores relativamente a
resolucdo de problemas, h& que reconhecer o poder das criangas de construcdo do seu
proprio conhecimento, desde que existam condi¢des em que se enfatize a minima
intervencdo na sua actividade matematica e se faca o convite a exploracdo de padrdes, a
formulacdo de conjecturas, ao teste de hipoteses e a reflexdo sobre as extensdes e as
aplicacdes dos conceitos aprendidos, apelando-se a explicacdo e a justificagdo do
raciocinio, num trabalho colaborativo. Tal visdo refere-se a aprendizagem e ao
raciocinio matematico como partes integrantes do processo de resolucdo de problemas.
De realcar, mais uma vez, que os alunos sé manifestam algum dominio da sua
actividade matematica num contexto de valorizacdo das suas ideias matematicas, das
suas representacdes, das suas justificagdes e das suas decisdes. Uma das alunas
participantes no estudo de Francisco & Maher mencionou a importancia de explicar e
conhecer as coisas a sua maneira, a fim de desenvolver um conhecimento pessoal e
significativo, sentindo-o, mais tarde, como algo que j& Ihe é familiar (sentimento de
pertenga), permitindo-lhe um aumento da confianca e do empenho; este ponto de vista
também é salientado por outro participante no mesmo estudo quando entende que o
dominio da actividade matematica proporciona formas duradouras do entendimento
matematico.

Como tal, torna-se claro que os alunos, independentemente dos niveis de ensino
ou dos conhecimentos matematicos que tenham, sdo capazes de perceber e exibir
raciocinio matematico, podendo utilizar varios processos para o efeito. Contudo, é
preciso dar-lhes as condicOes adequadas para o promover, tal como os resultados da
investigacdo de Francisco & Maher também destacam, nomeadamente: (i) o papel das
ideias ou conceitos basicos, os quais podem desafiar os alunos a evidenciarem formas
interessantes de raciocinio matematico; (ii) as tarefas complexas, em que trabalhar na
tarefa complexa — em oposi¢do a formular uma série de tarefas simples, extraidas de
uma tarefa complexa — é crucial para estimular o raciocinio matematico e a construcéo
de conhecimento duravel, sabendo-se também que a oportunidade de trabalhar no
desvendar de complexas relacbes matematicas aumenta a compreensdo matematica

profundo; (iii) a sequéncia de problemas propostos; (iv) a apropriagdo por parte dos
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alunos da sua actividade matematica e do seu poder matematico, factores que aumentam
a construgdo do conhecimento matematico pessoalmente significativo e a confianga nas
suas capacidades; (v) a justificacdo das ideias e o trabalho colaborativo, na medida em
que os alunos, ao questionarem as suas proprias hipoteses e conclusdes e as dos seus
colegas, trabalham a compreenséo flexivel dos problemas e desenvolvem a experiéncia
na resolucéo de problemas ndo rotineiros (Greer, 1997).

Além disso, alguns estudos também mostram que a dependéncia dos problemas
de palavras que possam ser resolvidos de forma inequivoca através de proficiéncia
computacional e operagdes aritmeéticas dificulta o raciocinio matematico realista, ao
passo que a énfase na modelacdo matematica e nas habilidades interpretativas o
aumentam (Greer, 1997; Verschaffel, 1997).

Assim, em termos de «design» de tarefas, hd que considerar cuidadosamente
quais os estudantes envolvidos e a sua experiéncia anterior com o tipo de trabalho em
causa, embora a investigacdo tenha mostrado que os alunos sdo mais favoraveis a
construcdo duravel do conhecimento e aos entendimentos significativos da Matematica
por desvendar, por si, do que propriamente sensiveis a complexidade da tarefa. Com o
tempo, os alunos, de uma forma natural, identificam os componentes fundamentais da
tarefa e propdem variagGes interessantes e até extensdes.

Mais ainda, Mason (1999) considera que uma das caracteristicas do pensamento
matematico € o nimero de vezes que se percorre a seguinte espiral: manipular objectos
com confiangca — pensamento — sentido de uma no¢do comum as generalizacbes —
pensamento — anotacdo cada vez mais sucinta através de figuras, palavras e simbolos
— nova confianga na manipulagédo dos objectos.

Contudo, a forma como a Matematica € muitas vezes apresentada ignora o
esforco que, por si sO, pode ser preciso para criar uma estrutura e perspectiva adequadas
a partir das quais se torne possivel solucionar os problemas; em vez disso, apresenta
apenas uma rotina branda e suave — 0 produto e ndo 0 processo.

Assim, é preciso envolvermo-nos nos prazeres do pensamento matematico que
provém da energia libertada quando verificamos que as «coisas» que, aparentemente
nada tinham a ver umas com as outras, estdo na verdade relacionadas (Mason, 1999); ha
que explorar os limites de um objecto matematico, verificando como, porqué e em que
condi¢gdes um dado teorema se aplica ou como uma técnica em particular funciona e
quando pode ou ndo ser apropriada. Quando estivermos bem harmonizados com estes

processos basicos do pensamento matematico e entendermos o tipo de questdes que a

66



Matematica pode resolver, iremos descobrir que a nossa forma de ver o mundo mudou
para sempre.

O desenvolvimento do pensamento matematico advém da procura de ligacGes e
da alteracé@o de intuicbes como um resultado da especializacdo, generalizacdo e do saber
convencer, quando apoiado por uma atmosfera onde se formulam conjecturas e, 0 mais
importante de tudo, que constitua uma fonte de prazer.

Cabe ao professor de Matemética proporcionar aos alunos uma verdadeira
actividade matematica. O professor tem nas suas mdos uma grande oportunidade. Se
preenche o tempo, insistindo em operacdes rotineiras, diminui o interesse dos alunos,
impede o seu desenvolvimento intelectual e desperdica as oportunidades. Mas se
desafiar a curiosidade dos alunos, ajustando os problemas aos seus conhecimentos e
ajudando-os a resolver esses problemas com questdes estimulantes, pode criar-lhes
gosto e alguns meios de pensamento independente (Pdlya, 1977). As palavras de Polya
ainda permanecem, na opinido de Ball (2007), um desafio para os professores de
Matematica de hoje. E muito facil utilizar as aulas com questdes rotineiras. Felizmente,
h& professores de Matematica que pensam que fazer Matematica ndo € sé ter bons
resultados nos testes de questdes basicamente operatdrias ou de aplicacdo directa de
conhecimentos. De facto, a mesma autora reconhece, através da investigacdo existente,
que quanto mais se quer graduar ou classificar as criancas ao nivel do aproveitamento,
menos motivadas elas estdo, embora ndo haja duvida de que os professores anseiam
encontrar tempo para que as criancas adquiram gosto pela compreensdo da Matematica.
Aspiram ajudar as criancas a tirar prazer da Matematica e a compreenderem 0 seu
poder, a desejarem saber mais, tornando-as mais confiantes acerca das suas capacidades.
Entdo, o trabalho dos professores torna-se crucial. Como diz Pdlya (1977), tém de
escolher entre «matar» o interesse dos alunos ou motiva-los para gostar de Matematica,
tornando-os autbnomos no seu pensamento. Embora P6lya identifique varias tarefas que
permitem o0 desenvolvimento do pensamento matematico, acredita que o
comportamento do professor é fundamental, mais precisamente no tipo de perguntas

que faz, no tipo de respostas que pede e no tipo de orientacdo que da aos alunos.

Formular e validar conjecturas

Em Normas para o Curriculo e a Avaliagdo em Matematica Escolar (NCTM,

1989/1991), é referido que, de entre um conjunto de sugestdes para desenvolver os
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objectivos educacionais, 0s alunos tém de conjecturar, testar e construir argumentos
sobre a validade de uma conjectura; além disso, 0 poder matematico é definido como as
capacidades de um individuo explorar, conjecturar e raciocinar logicamente.
Relativamente ao objectivo aprender a raciocinar matematicamente, € mencionado o
que lhe esté inerente - o formular conjecturas, o procurar justificacbes e o construir uma
argumentacdo em concordancia - como actividades fundamentais para fazer
Matematica, ja que ninguém pode fazer matematica sem raciocinar. Segundo 0 mesmo
documento, nos primeiros anos de escolaridade, referidos como K-4, «as criancas
devem ser encorajadas a justificar as suas solugdes, 0s seus processos de pensamento e
as suas conjecturas, pelas mais variadas formas» (p.38). Para tal, muito contribui o uso
de materiais manipulaveis e outros modelos fisicos que permitem a integracdo dos
processos nos esguemas conceptuais das criancas, dando-lhes a oportunidade de falar
dos objectos concretos para explicar os seus raciocinios. De qualquer forma, €
salientado que a norma 3 - «A Matemética como raciocinio» - ndo sugere que nos anos
de escolaridade K4 devam ser ensinadas estratégias de raciocinio formal. O raciocinio
matematico «deve envolver um tipo de raciocinio informal, de conjecturas e de
justificacBes que ajudam as criancas a perceber que a Matematica tem sentido» (p. 37).

Ainda no que diz respeito a mesma norma, nos anos de escolaridade 5-8,
salienta-se que o raciocinio devera estar presente de modo que os alunos, além de outros
procedimentos, formulem e avaliem conjecturas e argumentos matematicos,
acrescentando-se, ainda, que fazer conjecturas e validar essas conjecturas é a esséncia
do acto criativo que € fazer matematica.

Na edicdo portuguesa de Principios e Normas para a Matemética Escolar
(NCTM, 2000/2007), destaca-se que os programas de ensino do pré-escolar ao 12° ano
também deveriam habilitar todos os alunos para a formulacdo e investigacdo de
conjecturas matematicas e que «a conjectura, ou seja uma suposi¢do informada,
constitui uma importante via para a descoberta» (p. 62). Além disso, «formular
conjecturas e tentar justifica-las € uma parte integrante da actividade matematica dos
alunos» (p. 223).

Na verdade, aponta-se que os alunos do 1° Ciclo ja podem aprender a formular,
aperfeicoar e testar conjecturas; para tal, podem contribuir as questbes que 0s
professores lhes poderdo colocar, mais precisamente: «O que achas que vai acontecer a
seguir?», «Qual é o padrdo?», «lIsto é sempre verdade ou sé algumas vezes?» (p. 62). A

propria apresentacdo das tarefas poderd influir na aprendizagem da formulacdo de
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conjecturas. «Para formular conjecturas, os alunos necessitam de maultiplas
oportunidades e contextos de aprendizagem enriquecedores e envolventes» (p. 62).
Inicialmente, os alunos podem investigar as suas conjecturas com 0 recurso a materiais
concretos mas, a medida que avancam, podem utilizar simbolos e representacGes
matematicas. E importante que os alunos trabalhem com os colegas na formulagéo e
exploracdo de conjecturas, ouvindo e compreendendo as conjecturas e explicagdes de
todos. Cabe aos professores ajudarem os alunos a verificarem se as conjecturas
aplicaveis num determinado contexto poderdo ser aplicadas num outro contexto
diferente. Para exemplifica-lo, apresenta-se a ideia generalizada de que «a multiplicacédo
gera sempre numeros maiores que os iniciais» (p. 63), a qual poderd ser trabalhada com
nameros distintos. Contudo, é de realcar que nem sempre os alunos poderdo ter 0s
conhecimentos e as ferramentas matematicas que apoiem as conjecturas ou 0s contra-
exemplos que as refutem.

Nas normas para os alunos do 3° ao 5° ano, no mesmo documento, destaca-se: «a
formulacdo de conjecturas e a sua avaliagdo perante as evidéncias devera ser a norma.
Os alunos deverdo aprender que a existéncia de varios exemplos ndo € suficiente para
que se estabeleca a verdade de uma conjectura, e que uma conjectura pode ser infirmada
por meio de contra-exemplos» (p.220).

Em relacdo aos anos 6°-8°, também se entende que «os alunos deverdo chegar a
estes anos de escolaridade com a nogdo de que a Matematica exige a analise de padrdes
e a observacdo de regularidades, formulando conjecturas acerca de generalizacGes
possiveis e validando essas conjecturas» (p.310).

A formulacdo de conjecturas tambeém é identificada explicitamente por autores
como Mason, Burton & Stacey (1982), Burton (1984), Pirie (1987), Kissane (1988), J.
Anderson (1990), Holding (1991), Frobisher (1994), Oliveira, Segurado & Ponte
(1996).

Mason, Burton & Stacey (1982) referem que os processos de formulacdo de
conjecturas e de justificacdo surgem na fase de «ataque» a uma questdo e estdo
dependentes dos processos de especializagcdo e de generalizacdo. A formulagéo de
conjecturas € o processo de perceber ou de supor alguma coisa que se julga ser verdade
e implica a investigacdo da sua veracidade. «Uma conjectura ¢ uma afirmacdo que
parece razoavel, mas cuja verdade ndo esta demonstrada. Por outras palavras, ndo esta

justificada convincentemente e ainda ndo se conhece que seja contradita por algum
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contra-exemplo, nem se conhece que tenha algumas consequéncias falsas.» (Mason,
Burton & Stacey, 1982, p. 71-72).

A formulagdo de conjecturas tende a ser um processo ciclico que compreende a
seguinte sequéncia de fases: formular uma conjectura e acreditar nela aquando do seu
surgimento; verificar que a conjectura cobre todos os casos conhecidos e exemplos;
desconfiar da conjectura, tentando refutd-la, encontrando um contra-exemplo ou usa-la
para fazer predigdes que também podem ser verificadas; compreender por que razéo é
que a conjectura é verdadeira ou como é que tem de ser modificada.

E muito Gtil formular conjecturas quando se exploram questdes abertas, como as
que surgem nas actividades de investigacdo pois permite a clarificacdo das ideias que
poderdo ser analisadas mais profundamente.

Para Mason, Burton & Stacey (1982), as conjecturas surgem automaticamente a
partir dos processos de especializacdo e generalizagdo quando se adquire confianca
proveniente de sucessos anteriores e da libertagcdo de tensdes decorrentes da confusao
que é sentida no inicio da tarefa.

Assim, em 1999, Mason reforca que aprender Matematica, muito mais do que
dominar técnicas, memorizar ou seguir definicbes e provas, € formular e explicar
conjecturas. Segundo o mesmo autor, toda a enunciacdo de conjecturas € feita para
sugerir ideias, para exteriorizar e depois considerar criticamente algumas nocdes, seja a
abordagem a um problema, um argumento ou «conhecimento», ou reflexes sobre a
aprendizagem e o ensino. O pensamento matematico € melhor suportado quando se
adopta uma atitude de formulacdo de conjecturas. Como tal, assim que se formula uma
conjectura, deve-se escrevé-la ou aponta-la ou entdo dizé-la em voz alta, de forma a se
poder clarificar as ideias e se desenvolver o raciocinio.

Ponte, Ferreira, Brunheira, Oliveira & Varandas (1998), tendo em conta um
trabalho realizado com alunos do 3° Ciclo do Ensino Basico, referem que a formulacao
de conjecturas parece nao constituir um aspecto problematico para os alunos envolvidos
no trabalho de investigacdo. Na verdade, os alunos em questdo demonstraram
capacidades para chegar a conjecturas, adoptando estratégias geométricas e aritméticas
e usando estratégias de variacdo e de generalizacdo. Também foram capazes de alterar e
adaptar conjecturas a partir de contra-exemplos. Contudo, Brocardo (2001) menciona
que os alunos, embora explicitem conjecturas com facilidade, demoram, com

frequéncia, a compreender o seu estatuto, tomando-as como conclusdes:
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...¢ muito forte nos alunos a ideia de que uma tarefa matematica
implica a procura de respostas/conclusfes e que a evolugdo para uma
postura realmente investigativa em que formulam conjecturas e
desenvolvem varios ciclos de confirmacdo ou refutacdo destas, € um
processo demorado e que tem de ser objecto de um trabalho explicito
por parte do professor. (p. 540)

Relativamente ao teste de conjecturas — verificacdo de que cada conjectura se
aplica a todos os exemplos e casos conhecidos e ndo apenas a um ndmero reduzido de
casos — varios autores (Fonseca, 2000; Brocardo, 2001 e Ponte, Brocardo & Oliveira
2006) salientam que este processo se revela dificil para os alunos, ja que os mesmos tém
dificuldade em assumir uma atitude critica face as conjecturas formuladas, uma vez que
estas resultam do seu esforco e envolvimento em o conseguir. Assim, a tendéncia
habitual entre os alunos é considerar apenas um nimero reduzido de casos para testar as
suas conjecturas. Mais uma vez, cabe ao professor insistir na realizacdo de testes
sucessivos da mesma conjectura, a fim de que a mesma ganhe alguma credibilidade.

Brocardo (2001), a partir dos dados «resultantes da sua investigacao, refere que
numa fase inicial os alunos da turma encararam a prova das suas conjecturas como uma
«complicacdo» desnecessaria introduzida pela professora» (p. 544). No entender dos
alunos, uma conjectura que resiste a varios testes é certamente verdadeira, ndo havendo
necessidade de a provar. Numa segunda fase, alguns dos alunos vao percebendo o que
significa justificar uma conjectura, embora encarando-o como algo exterior a
investigacdo e, finalmente, nas Gltimas tarefas, «a grande maioria dos alunos tinha a
clara nogdo de que se deveria pensar na prova das suas conjecturas antes de dar por
concluido o seu trabalho» (p. 544).

No entanto, hd que prever que, muitas vezes, o teste de conjecturas, nega a sua
veracidade, o que podera conduzir os alunos a alguma situacdo de impasse, podendo
contribuir para a diminuicdo da sua auto-confianca. Mason (1999) menciona que,
sempre que isto acontece, é possivel recuperar a confianca voltando atras e explorando a
situacdo noutros sentidos. E natural que, depois de um grande esforco para formular
uma conjectura razoavel, se torne dificil ndo acreditar nela, acabando por se ser pouco
critico na altura da testagem e, consequentemente, na justificagdo. Por esta razédo, é
necessario verificar se a justificacdo dada € convincente. Além disso, 0 processo de
convencimento tem de passar primeiro por convencer-se a si proprio e depois tornar-se

convincente para o «mundo exterior» (Mason, Burton & Stacey, 1982; Burton, 1984).
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Segundo Mason, Burton & Stacey (1982), o primeiro nivel atinge-se muito facilmente,
embora todo o individuo deva ter algum cepticismo nas suas conjecturas, procurando
exemplos que as refutem e aprendendo a ser critico dos seus proprios argumentos e
também dos dos outros. O segundo pode passar por convencer um amigo ou um
«inimigo». Convencer um amigo ndo serd muito dificil, j& que basta clarificar a verdade
e justificar todos os passos do argumento com razfes convincentes, 0 que parece 6bvio
para quem resolveu a questdo. Convencer um «inimigo» serd muito mais dificil, pois
este certamente ird colocar uma infindavel lista de porqués. Assim,

como nem sempre é facil arranjar alguém que faga o papel de inimigo, é
necessario aprender a desempenhar esse papel para si proprio, o papel
de inimigo interno. Para isso, deverdo ser desenvolvidos trés habitos: i)
tratar as afirmagdes como conjecturas, para alterar a perspectiva da
Matematica como uma disciplina em que tudo é certo ou errado, para
uma Matematica como uma disciplina em que se modificam e se testam
as afirmacBes até ser encontrada uma justificacdo convincente; ii)
adquirir o habito de testar conjecturas bem como de procurar uma
justificacdo para elas; iii) ganhar o habito de olhar criticamente para 0s
argumentos de outras pessoas.

(Fonseca, 2000, p. 32-33)

Em todo o caso, importa compreender-se que, embora a validade das conjecturas
esteja relacionada com a resisténcia a sucessivos testes, o teste, sé por si, ndo confere
estatuto de conclusdo aos seus resultados, ou seja ndo é possivel generaliza-los como
verdades matematicas (Ponte & Serrazina, 2000). Para o efeito, seria necessario
demonstra-los tendo em conta resultados ja conhecidos e devidamente provados. Esta
ideia de «prova matematica» estd associada, claramente, a actividade desenvolvida
pelos matematicos profissionais, assumindo uma formalidade que ndo é prépria da
Matematica escolar. Por este motivo, Ponte, Brocardo & Oliveira (2006) salientam que
a «prova matematica» deve ser introduzida gradualmente, restringindo-se, numa fase
inicial, «a procura de uma justificacdo aceitavel que se baseie num raciocinio plausivel e
nos conhecimentos que os alunos possuem> (p. 38).

Embora possa ser facil formular uma conjectura, ndo € igualmente facil justifica-
la, encontrando-se uma razédo que explique aquilo que se conjecturou.

Mason, Burton & Stacey (1982), citados por Fonseca (2000), defendem que para
justificar é necessario procurar alguma razdo ou alguma estrutura que enquadre o
argumento, ou seja, justificar € procurar uma cadeia que ligue aquilo que se sabe aquilo

que se quer justificar ou, por outras palavras, aquilo que se conjecturou.
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Ponte, Brocardo & Oliveira (2006) consideram que a formulacéo de conjecturas
pode decorrer de trés situacOes diferentes: da observacdo directa dos dados, na
sequéncia da manipulacdo dos dados iniciais ou por analogia com outras conjecturas.
Contudo, os mesmos investigadores, salientam que nem sempre as conjecturas surgem
de forma explicita, ficando confinadas ao pensamento matematico dos alunos, sem
serem verbalizadas. Neste caso, o professor deverd assumir um papel relevante no
contorno desta situagdo. Todavia, tendo em conta que nem sempre as conjecturas
formuladas pelos alunos sdo correctas ou bastante significativas, é fundamental que
estes compreendam o caracter provisorio de uma conjectura.

No que diz respeito a validacdo das conjecturas, Ponte, Ferreira, Brunheira,
Oliveira & Varandas (1999) referem que esta situacdo conduz a dois problemas: como
se validam as ideias apresentadas pelos alunos e quem valida essas ideias. Quanto ao
primeiro problema importa ter em consideracdo o nivel etario dos alunos. Na verdade,
no caso de alunos do 1° Ciclo, tal como j& foi mencionado atrés, ndo se pode esperar
que facam demonstragfes formais, mas que possam apresentar razdes/justificacoes
organizadas com base num raciocinio logico, ou pelo menos plausivel, que justifiguem
um determinado resultado. Considerando o fraco dominio que estes alunos tém dos
conceitos e simbolos matematicos utilizados na linguagem formal, é natural que as suas
justificacBes sejam pouco precisas, sendo necessario dar-lhes a oportunidade de
utilizarem os seus proprios meios de expressao, com 0 recurso, ou nao, a contra-
exemplos. Relativamente a quem valida as ideias expressas pelos alunos no seu
processo de argumentacao, tal como se passa com 0s matematicos profissionais, em que
a validade das ideias estd dependente da sua aceitagdo por parte de determinada
comunidade, as suas ideias também serdo validadas se forem compreendidas e aceites
pelos elementos da turma. Deste modo, é fundamental a partilha de ideias, contribuindo-
se ndo sO para a modificacdo, a consolidacdo e o aprofundamento das mesmas, como
também para o aumento do conhecimento matemético dos elementos que compdem
uma determinada comunidade.

Putnam, Lampert & Peterson (1990) consideram que habitualmente se da
bastante importancia & demonstragdo de uma conjectura em detrimento da valorizagdo
do processo que conduziu a sua formulagéo, ndo se pensando sequer no que ele significa
em termos de compreensdo. Na verdade, qualquer que seja o nivel da criagédo
matematica, mais elevado ou mais elementar, quando se consegue formular uma

conjectura, esta parece muitas vezes tdo Obvia para quem a propds que a necessidade de
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a provar € sentida como secundaria. Por exemplo, Poincaré (1996), citado por Brocardo
(2001), ao reflectir sobre o seu proprio trabalho como matematico, valoriza a intuigdo e
o papel do inconsciente e Polya (1968), também citado por Brocardo (2001), salienta a
importancia da especulacao (guessing, no original):

Para um matemético activamente envolvido na investigagdo, a

Matematica pode parecer um jogo de especulacdo: tem que se especular

sobre um teorema antes de o provar, tem que se especular acerca da

ideia da sua demonstragdo antes de a desenvolver detalhadamente (p.

158).

Ora, a formulagdo de uma conjectura ndo corresponde propriamente ao
adivinhar; antes de o fazer, é necessario aprofundar a compreensdo da situacdo que se
explora e conseguir imaginar uma generalizacdo a partir de exemplos significativos
(Brocardo, 2001). Bell (1979) também considera que a formulagdo de conjecturas deve
ser valorizada, j& que se trata de uma forma de pensar caracteristica da Matematica.

Ponte, Ferreira, Brunheira, Oliveira & Varandas (1998) mencionam que 0s
alunos, muitas vezes, apresentam o maximo de conjecturas possivel, ndo reflectindo na
sua eventual trivialidade; tal pode ser explicado pela dificuldade em perceber a ideia
global da tarefa. Também consideram que os alunos tendem a atribuir rapidamente o
estatuto de conclusdo as conjecturas, comunicando-as rapidamente ao professor.
Brocardo (2001) refere que, segundo estes autores, «esta atitude pode ser explicada
como reflectindo uma preocupacdo em obter crédito junto do professor pelas
descobertas realizadas e, também, procurar que este confirme a sua validade» (p. 113).

Frobisher (1994), estabeleceu uma ligacdo entre 0s processos que considera
unicos da matematica, tendo em conta que todos eles podem estar inter-relacionados
quando se investigam ou exploram problemas. O seguinte esquema pretende traduzir

entdo essas ligagoes.
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formulacéo de hipoteses
verifica¢do
generalizagdo

v

prova

Figura 11. Processos matematicos (Frobisher, 1994, p. 155), citado em Fonseca (2000), p. 95)

Segundo o mesmo autor, citado em Fonseca (2000), existem outros processos
que sdo independentes dos contedos matematicos e que sdo Uteis na resolucdo de
problemas de outras disciplinas, mais precisamente: 0s processos de comunicacao
(explicar, falar, concordar, questionar...); os processos de raciocinio (recolher,
clarificar, analisar, compreender ...); os processos de registo (desenhar, escrever, listar,
tracar graficos...) e os processos operacionais (recolher, classificar, ordenar, mudar...).
E importante que os alunos «aprendam» a utilizar determinados processos e que,
perante uma determinada situacdo, sejam capazes de escolher os mais adequados. Para o
efeito, os alunos devem ter uma ampla experiéncia de uso dos processos em diferentes
situacOes e conhecer as relacOes existentes entre eles. Deste modo, seria bom que 0s
alunos pudessem ser familiarizados gradualmente com os varios processos ao longo de
toda a sua escolaridade. Entretanto, ressalta como divida se 0s processos podem ser
aprendidos ou se eles sdo apenas assimilados depois de utilizados durante um longo
periodo de tempo (Frobisher, 1994). Para ja, e «enquanto ndo se souber mais acerca da
forma como os alunos aprendem os processos, e do modo como os aplicam e quando,
cabe ao professor fazer tudo para que os seus alunos explorem problemas e

investigacGes com sucesso» (Fonseca, 2000, p. 37).

A descoberta de regularidades e padroes

Embora seja facil compreender o conceito de padrdo, a sua defini¢cdo torna-se

complicada, tendo em conta a sua natureza multifacetada, assim como as suas variadas
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utilizagcdes, mesmo em Matematica. Segundo Smith (2003), o conceito de padréo néo se
encontra muito bem definido na literatura nem hé registos especificos do mesmo na
Historia da Matematica, o que, em parte, explica a perspectiva de Palhares & Mamede
(2002), na qual se regista um empobrecimento do conceito, dada a visao restritiva ou,
por outro lado, 0 seu esvaziamento, por se criar uma visdo demasiado abrangente.

Vale, Palhares, Cabrita & Borralho (2006), citados em Alvarenga (2006),
indicam alguns exemplos de situagdes do dia-a-dia, em diferentes areas, onde o conceito
de padréo é utilizado: o padrdo cultural — utilizado na Sociologia, 0 padrao visto como
repeticdo de curtas passagens ritmicas ou melddicas numa composicdo — utilizado na
Mdsica, o padrdo detectado em poemas, 0 padrdo do movimento — utilizado na
Educacdo Fisica, os padrBGes espaciais e os padrdes de distribuicdo — utilizados na
Geografia, etc. Os mesmos autores referem outros padrdes também relacionados com o
conceito matematico de padrao, a saber: o «padrdo estrelar», 0 «padrdo das nuvens», 0
«padrédo do dia e da noite», 0 «padrdo das marés», 0 «padrdo das dunas», 0 «padrdo dos
vegetais», 0 «padrdo dos componentes do DNA animal», etc. Referem ainda alguns
fendmenos que podem ser explicados através de padrfes matematicos, nomeadamente:
a pelagem dos animais, a disposi¢cdo das folhas no caule de algumas plantas que
respeitam os nimeros de Fibonacci, ou das asas das borboletas ou das células de uma
colmeia onde podem ser identificados padrdes geométricos.

O termo padrdo pode ser usado simplesmente em relacdo a uma disposicdo ou
arranjo particular de formas, cores ou sons ou, pode ser exigido que esse arranjo possua
algum tipo de regularidade evidente, quer através da simetria ou da repeticdo (Orton,
1999).

Embora o conceito de padrdo apresente «definicbes muito dispares, consoante a
utilizacdo que é pretendida» (Vale, Palhares, Cabrita & Borralho, 2006, p. 195), na
opinido de Smith (2003), um padrdo é identificado quando «vemos repeticdo ou
imaginamos a possibilidade dessa repeticdo» (p. 137). Além da ideia de repeti¢do, Orton
(1999) refere que o conceito de padrdo em geometria inclui também ideias relacionadas
com o reconhecimento de formas, congruéncia e semelhanca.

Vale, Barbosa, Borralho, Barbosa, Cabrita, Fonseca & Pimentel (2009) alertam
para o facto de que o conceito de padrdo ndo se esgota apenas em exemplos como 0s
padrdes visuais vistos em tecidos, papel de parede ou pecas de arte, podendo ser

alargado a disposi¢do ou arranjo de nameros, formas, cores ou sons onde se destacam
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regularidades. Embora muitas vezes sejamos atraidos para as regularidades, poucas

vezes tentamos interpretar situagdes, procurando ou evidenciando os padrdes.

Assim, segundo a opinido de varios autores, o conceito de padrao esta associado

a outros termos, nomeadamente regularidade(s), sequéncia, regra e ordem.

Apesar da importancia que os padrdes tém em Matematica, e nos diferentes

temas que lhe estdo ligados, foi sobretudo nas Ultimas décadas que se privilegiou a

exploragdo dos mesmos, atendendo também a uma definicdo mais actual de Matematica

como a «ciéncia dos padrbes». Esta definicdo relaciona a Matematica com a ideia de

beleza, abstrac¢do e procura de unido (Alvarenga, 2006). Deste modo, a valorizagédo da

exploracdo de padrdes permite ndo s6 o desenvolvimento da competéncia matemaética,

como também a apreciacao estética da disciplina.

Nesta linha, Vale et al (2009) referem que:

0s padrfes permitem que os estudantes construam uma imagem mais
positiva da Matematica porque apelam fortemente a que desenvolvam o
seu sentido estético e criatividade, estabelecam varias conexdes entre 0s
diferentes temas, promovam uma melhor compreensdo das suas
capacidades matematicas, desenvolvam a capacidade de classificar e
ordenar informacdes e compreendam a ligacdo entre a Matematica e o
mundo em que vivem (p. 8).

Tal como esclarece Devlin (2002), o trabalho do matematico consiste em

OouU mentais:

O que o matematico faz € examinar padrbes abstractos — padrdes
numeéricos, padrdes de formas, padrdes de movimento, padrdes de
comportamento, etc. Esses padrdes podem ser reais como imaginarios,
visuais ou mentais, estaticos ou dindmicos, qualitativos ou
quantitativos, puramente utilitarios ou assumindo um interesse pouco
mais que recreativo. Podem surgir a partir do mundo a nossa volta, das
profundezas do espaco e do tempo, ou das actividades mais ocultas da
mente humana (p. 9).

examinar esses padrfes abstractos, que tanto podem ser reais como imaginarios, visuais

Em Normas para o Curriculo e a Avaliacdo em Matematica Escolar (NCTM,

1989/1991), entende-se que a exploracdo de padrfes ajuda os alunos ndo so a apreciar a

beleza da Matematica mas, essencialmente, a desenvolver o seu poder matematico.

Também, segundo os Principios e Normas para a Matematica Escolar (NCTM,

2000/2007), os programas educativos de todos os niveis de ensino tém obrigacdo de

conseguir que todos os estudantes entendam padrdes, relagdes e fungoes.
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Em Portugal, no Curriculo Nacional do Ensino Basico (ME-DEB, 2001), entre
outros aspectos, a competéncia matematica que todos os alunos devem desenvolver ao
longo da Educacdo Bésica inclui a predisposicdo para raciocinar matematicamente,
isto €, para explorar situacGes problematicas, procurar regularidades, fazer e testar
conjecturas, formular generalizacdes, pensar de maneira logica (p. 57).

Assim, mais especificamente, uma das competéncias a desenvolver no dominio
temético dos NUmeros e Célculo é a predisposi¢ao para procurar e explorar padrdes
numeéricos em situacGes matematicas e ndo matemadticas... (p. 67); no dominio da
Geometria, uma das competéncias transversais também € a predisposicdo para
procurar e explorar padrées geométricos... (p. 62). Finalmente, no dominio tematico
Algebra e Fungdes, a competéncia matematica que todos devem desenvolver é a
predisposi¢do para procurar padroes e regularidades ...(p. 67).

Nas orientacdes curriculares em vigor, a importancia dos padroes é salientada
desde a Educacdo Pré-escolar como forma de desenvolver o raciocinio l6gico (ME-
DEB, 1977).

Também o novo programa de Matematica para o Ensino Basico (ME, 2007)
prevé o tratamento da tematica dos padrdes e das regularidades, de forma explicita,
atravessando todos os niveis escolares, desde o Pre-Escolar, passando pelo Ensino
Bésico, até ao Ensino Secundario.

Ao nivel do Ensino Basico, os padrdes sdo um tema transversal que ajuda a criar
uma base para a aprendizagem da Algebra (Vale, Palhares, Cabrita & Borralho, 2006).
Segundo Orton & Orton (1999), os padrdes:

e Contribuem para a construcdo de uma imagem mais positiva da
Matematica;

e Atraem e motivam os alunos, porque apelam a sua criatividade;

e Permitem o estabelecimento de conexdes matemaéticas;

e Ajudam a desenvolver a capacidade de classificar e ordenar
informacao;

e Permitem a compreensao da ligacdo entre a Matematica e 0 mundo
em que se Vive;

e Promovem o desenvolvimento das capacidades e competéncias dos
alunos.

Trabalhar com padrdes ajuda os alunos a procurar regularidades e relagtes e
encoraja-os a generalizar (Vale Barbosa, Borralho, Barbosa, Cabrita, Fonseca &
Pimentel, 2009). Além disso, permite o desenvolvimento de conceitos matematicos, a

preparagdo dos alunos para aprendizagens posteriores e 0 desenvolvimento das
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capacidades transversais de resolucdo de problemas, raciocinio e comunicacao.
Também, dada a variedade de conexdes que possibilita com todos os temas da
Matematica, pode ser considerado como transversal dentro do curriculo ao nivel do
Ensino Baésico.

Contudo, tal como ainda é explicitado por Vale et al (2009, p. 8), o professor
deverd proporcionar aos alunos oportunidades de:

e usar multiplas representacfes de um padrdo — concreta, pictorica e
simbolica de uma representacdo para outra;

e averiguar se uma lista de nimeros mostra alguma regularidade;

e descobrir o padrdo numa sequéncia;

e descrever o padrdo oralmente e por escrito;

continuar uma sequéncia;

prever termos numa sequéncia;

generalizar;

construir uma sequéncia.

Para o efeito, os mesmos autores sugerem a resolucdo de problemas néo
rotineiros e ndo tradicionais como um «poderoso caminho que envolve os alunos na
exploracdo e formalizacdo de padrbes, levando-os a conjecturar, a verbalizar relagdes
entre os varios elementos do padréo e a generalizar» (p. 10).

A partir do exposto, pode-se concluir que o trabalho envolvendo os padrdes esta
profundamente relacionado com a compreensdo de muitos conceitos matematicos e
assume uma importancia fundamental no desenvolvimento do poder matematico dos
alunos, devendo, deste modo, fazer parte das praticas da aula de Matematica, em

qualquer nivel de ensino.

RelacGes numéricas e algébricas

Segundo Vale, Barbosa, Borralho, Barbosa, Cabrita, Fonseca & Pimentel (2009)
«trabalhar a Algebra através da resolucdo de problemas envolvendo padrdes é uma
possivel abordagem ao desenvolvimento do pensamento algébrico no ensino basico» (p.
10).

Tendo em conta que o pensamento algébrico envolve a capacidade de
representar e analisar situa¢cbes matematicas, usando simbolos algébricos, a
compreensdo de relacBes e fungdes e a modelagdo, torna-se imprescindivel que o

objecto de estudo fundamental da Algebra no se reduza a resolugéo de equagdes, mas

79



antes ao desenvolvimento do sentido do simbolo, a fim de se poder proceder,
posteriormente, a uma aplicagdo mais automatica das regras.

A observacdo de padroes, a sua descri¢do e generalizagdo tem sido considerada
uma abordagem relevante na transicéo da aritmética para Algebra (Mason, 1996b).

Warren & Cooper (2008), citados também em Vale et al (2009), defendem a
introducgdo precoce do pensamento algébrico através de padrfes, tendo em conta que 0s
alunos, desde muito novos, podem envolver-se em conversagbes acerca de
generalizacbes e exprimir essas generalizacbes utilizando sistemas de notacgéo.

Contudo, estes autores consideram que o professor, a fim de desenvolver o
pensamento algébrico, para além de acreditar nas capacidades dos alunos, tem de:

usar materiais que concretizam as ideias matematicas a ser exploradas;
escolher actividades adequadas ao dominio cognitivo dos alunos com
quem trabalha; encorajar os alunos a partilhar e defender os seus
entendimentos com colegas; colocar questdes directivas que atinjam o
centro da matematica envolvida na actividade; introduzir linguagem
explicita que ajude os alunos a formular respostas verbais; usar uma
variedade de representacfes para ilustrar a mesma ideia matematica;
encorajar os alunos a visualizar os padrdes de mais de uma maneira; e
aceitar que os alunos errem.
(Warren & Cooper, 2008, citados em Vale et al , 2009, p. 10)

Porém, na opinido de Vale et al (2009), este processo envolve tempo, paciéncia,
energia e muita perseveranca.

A fim de se revalorizar a Algebra no curriculo da matematica escolar, ha que
trabalha-la desde o pré-escolar até ao 12° ano (NCTM, 2000/2007) ndo na base do
recurso a exercicios rotineiros através dos quais os alunos «decoram» regras isoladas e
sem sentido, mas tendo em conta uma visdo mais alargada e multifacetada da mesma.

Uma das dificuldades no entendimento da Algebra é a «passagem» da utilizagdo
escrita dos numeros para a utilizag&o de simbolos.

A capacidade de manipulacdo de simbolos é um dos elementos do
pensamento algébrico, mas também o é 0 «sentido do simbolo» (symbol
sense), como diz Arcavi (1994), ou seja, a capacidade de interpretar e
de usar de forma criativa os simbolos matematicos, na discricdo de
situacOes e na resolucdo de problemas (Ponte, 2006, p.12).

Ponte, Brocardo & Oliveira (2006) afirmam que «muitas afirmacdes numericas

promovem a compreensdo de relagcdes entre padrdes numéricos e geométricos bem
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como a utilizacdo de conceitos geométricos para simplificar a recolha de dados e
facilitar a compreensdo de determinadas relagdes numeéricas» (p. 65).

O aluno competente algebricamente percebe a relacdo existente entre objectos e
consegue raciocinar sobre essas relacdes de uma forma geral e abstracta (Ponte, 2006).

Com a finalidade de ter alunos algebricamente competentes é recomendado, pelo
NCTM (2000/2007), que todos os alunos do pré-escolar ao 12° ano de escolaridade:

e Compreendam padrdes e regularidades, relacdes e funcoes;

e Usem simbolos algébricos para representar e analisar «situacdes e estruturas
matematicas»;

e Usem modelos matematicos;

e Analisem «alteracdes em diferentes contextos.

Na opinido de Barbosa (2007), uma das possiveis vias para se promover 0
raciocinio algébrico é a realizacdo de tarefas de investigacdo que envolvam padrdes e
regularidades. «Para compreender os aspectos essenciais da Algebra, é importante todo
um percurso em que os alunos tém contacto com um grande numero de experiéncias
algébricas informais que envolvem a andlise de padrdes e relacbes numéricas e a sua
representacdo e generalizacdo por meio de diferentes processos» (Ponte, Brocardo &
Oliveira, 2006, p.69).

Na verdade, «o0s alunos, antes mesmo de tomar contacto com os tépicos formais
no dominio da Algebra, ja4 pensam algebricamente e ja desenvolveram diversas
estratégias de pensamento. Cabe, entdo, ao professor adoptar metodologias que,
partindo das estratégias informais dos alunos, proporcionem o desenvolvimento e a
mobilizacdo do pensamento algébrico com vista a uma apropriacdo significativa das

aprendizagens mais formais da Algebra» (Branco, 2008, p.42).
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2.2.3. O raciocinio matematico no curriculo

Segundo as actuais orientages curriculares, o desenvolvimento do raciocinio
matematico constitui um objectivo central do ensino da Matematica, sendo necessario
desenvolvé-lo de forma consistente, recorrendo-se a sua utilizacdo sistematica numa
variedade de contextos (NCTM, 2007; Ponte, Serrazina, Guimaraes, Breda, Guimaréaes,
Sousa, Menezes, Martins & Oliveira, 2007).

Em Normas para o Curriculo e a Avaliacdo em Matematica Escolar (NCTM,
1989/1991), relativamente a norma 3 — A Matematica como Raciocinio, pode ler-se que
nos primeiros anos de escolaridade, referenciados por K4, o ensino da Matematica deve
dar importéncia ao raciocinio de tal forma que os alunos:

e formulem conclusGes logicas;

e usem modelos, factos conhecidos, propriedades e relacbes para explicar o
raciocinio;

e justifiguem as suas respostas e processos usados para obter a solugéo;

e usem padrdes e relacBes para analisar situacbes matematicas;

e acreditem que a Matematica faz sentido. (p. 37)

A confianca na capacidade de raciocinar e justificar pensamentos desenvolve a
autonomia na crianca, a qual cresce também a medida que os alunos aprendem que a
Matematica ndo é uma simples memorizacdo de regras e procedimentos mas é
relevante, l6gica e agradavel.

No mesmo documento, e quanto & mesma norma, mas relativa aos anos de
escolaridade 5-8, entende-se que o raciocinio devera estar presente ao longo do
curriculo de Matematica de modo a que os alunos:

e reconhecam e apliquem raciocinio indutivo e dedutivo;
e compreendam e apliquem processos de raciocinio, com especial atencédo
ao raciocinio espacial e ao raciocinio com proporces e graficos;
e formulem e avaliem conjecturas e argumentos matematicos;
e validem o seu préprio pensamento;
e apreciem o uso e poder do raciocinio como parte da Matematica (p. 97).
Contudo, é referido que «o0s alunos necessitam de uma grande quantidade de

tempo e de um grande numero de experiéncias para desenvolver a sua capacidade de
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construir argumentos validos na formulacdo de problemas e avaliacdo dos argumentos
dos outros» (p.97).

Por outro lado, também é considerada a ligacdo entre o desenvolvimento do
raciocinio logico e o desenvolvimento intelectual e da linguagem dos alunos. Na
verdade, enquanto que a maior parte dos alunos do 5° ano estd num estadio de
pensamento concreto, necessitando de um contexto fisico ou concreto para perceber
regularidades e relagdes, muitos alunos do 8° ano séo capazes de uma maior abstrac¢do
e raciocinio formal.

O documento Principios e Normas para a Matematica Escolar (NCTM
2000/2007) destaca a importancia de todos os alunos reconhecerem o raciocinio e a
demonstracdo como aspectos fundamentais da Matematica, de formularem e
investigarem conjecturas matematicas, de desenvolverem e avaliarem argumentos e
provas matematicas, além de seleccionarem e usarem diversos tipos de raciocinio e
métodos de demonstracdo. Deste modo, «o raciocinio e a demonstracdo deverdo
constituir uma parte consistente das experiéncias matematicas dos alunos, desde o Pre-
escolar ao 12° ano. O raciocinio matematico é um habito mental que, como todos os
habitos, devera ser desenvolvido através da sua utilizacdo consistente numa diversidade
de contextos» (p.61).

No mesmo documento, entende-se que o raciocinio matematico s6 se desenvolve
nas aulas onde os alunos possam ser encorajados a exporem as suas ideias para serem
verificadas por terceiros.

Nas aulas onde o raciocinio é privilegiado, os alunos envolvem-se,
efectivamente, em processos de raciocinio e, ao fazé-lo, conseguem entender o que
constitui uma explicacdo matematica aceitavel (Lampert, 1990; Yackel & Cobb, 1994,
1996).

Também no Novo Programa de Matematica para o Ensino Basico (Ponte,
Serrazina, Guimardes et al, 2007), o raciocinio apresenta-se como uma capacidade
transversal a desenvolver ao longo dos trés ciclos, devendo estar presente em todos 0s
temas. Assim, os alunos devem raciocinar matematicamente usando conceitos,

representacdes e procedimentos matematicos.
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CAPITULO Il

METODOLOGIA

3.1 Descricdo da experiéncia pedagdgica

O presente estudo decorreu numa turma do 5.° ano de escolaridade, de uma
escola dos 2.° e 3.° ciclos do Algarve, inserida num meio suburbano relativamente
recente e com grande heterogeneidade, do qual fazem parte, ndo s6 os alunos oriundos
do meio piscatério, como também os alunos provenientes do meio rural e das zonas
urbanizadas de elevado nivel sdcio-econdmico. Desenvolvi este trabalho de
investigacdo numa das minhas turmas de Matematica deste nivel de escolaridade porque
era o Unico nivel que eu estava a leccionar no ano em que realizei o estudo.

A turma era constituida por 20 alunos (11 rapazes e 9 raparigas) com idades
compreendidas entre os 9 e 0os 12 anos, cuja média de idades era de 10 anos. Estes
alunos eram procedentes do mesmo grupo-turma do 4.° ano de escolaridade, a excepg¢édo
de uma aluna que era repetente do 5.° ano de escolaridade. Apresentavam um nivel
socio-economico heterogéneo, havendo Encarregados de Educacdo de profissdes
diversas, desde pedreiros, carpinteiros, motoristas e empregados de comércio, até
controladores de trafico aéreo e guias-intérpretes.

Dois dos alunos eram de nacionalidade Moldava. Outros dois alunos eram do
Regime Educativo Especial, um por revelar dislexia de causa postural e outro por ter
grandes dificuldades de aprendizagem.

A turma era boa ao nivel do comportamento, a excepcdo de trés alunos que
manifestavam algumas dificuldades no cumprimento das regras, recusando-se a fazer o0s
trabalhos e criando conflitos com os colegas, dentro e fora da sala de aula. De uma
maneira geral, eram alunos participativos e empenhados na realizacéo das tarefas.

Num questionario efectuado pela Directora de Turma, no inicio do ano lectivo,
verificou-se que a disciplina preferida por um maior nimero de alunos era a
Matematica, embora também fosse aquela a disciplina em que um maior nimero

indicou sentir mais dificuldades. Cinco alunos obtiveram nivel 2 a Matematica no
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primeiro periodo, beneficiando, posteriormente, de aulas de apoio pedagdgico
acrescido. No terceiro periodo, apenas dois alunos obtiveram nivel 2 a Matemaética, por
sinal os mesmos que ficaram retidos no final do ano lectivo. Duas alunas tiveram nivel
5 a Matematica, no primeiro periodo, e trés tiveram nivel 5, no terceiro periodo.

Ao longo do ano lectivo, os alunos realizaram 9 actividades de investigacéo,

enquadradas nos dominios tematicos da Geometria e Numeros e Célculo, tal como se

apresenta no quadro seguinte.

Actividades de Investigagao Momento de realizacao Duracéao
26/11/2008 - Matematica 90 minutos
. , 28/11/2008 - Matematica 90 minutos
VVamos unir hexagonos
regulares 28/11/2008 - Estudo Acompanhado | 45 minutos
(Anexo 1) 12/12/2008 - Estudo Acompanhado | 45 minutos
16/01/2009 - Estudo Acompanhado | 45 minutos
« 23/01/2009 - Estudo Acompanhado | 90 minutos
Os saltos das rés
(Anexo 2) 30/01/2009 - Estudo Acompanhado | 90 minutos
06/02/2009 - Estudo Acompanhado | 45 minutos
03/03/2009 - Matematica 90 minutos
Adriana — -
(Anexo 3) 06/03/2009 - Matematica 45 minutos
06/03/2009 - Matematica 90 minutos
Berlindes | -
(Anexo 4) 06/03/2009 - Estudo Acompanhado | 45 minutos
17/04/2009 - Estudo Acompanhado | 90 minutos
Berlindes Il 15/05/2009 - Matematica 45 minutos
(Anexo 5)
15/05/2009- Estudo Acompanhado 90 minutos
As escadas — -
(Anexo 6) 22/05/2009 - Matemaética 90 minutos
Fosforos na construcgdo de 29/05/2009 - Estudo Acompanhado | 90 minutos
triangulos
(Anexo 7)
05/06/2009 - Estudo Acompanhado | 90 minutos
Torres de cubos — -
(Anexo 8) 09/06/2009 - Matematica 45 minutos
09/06/2009 - Estudo Acompanhado | 90 minutos
Os Avides — -
(Anexo 9) 12/06/2009 - Matematica 45 minutos

Quadro 2. Actividades de investigacao realizadas
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As actividades propostas resultaram de um processo de pesquisa, quer em livros,
quer em sites da Internet. A escolha e seleccdo das actividades foi algo demorada, pois
houve o cuidado de se poder contemplar conteddos diversificados, contribuindo,
eventualmente, para uma diversificacdo de estratégias e raciocinios, além de se ter em
conta 0 ano de escolaridade e o facto de estes alunos ndo terem qualquer experiéncia
anterior com actividades de investigagé&o.

Todas as actividades de investigacdo foram desenvolvidas em grupo, nas aulas
de Matematica e de Estudo Acompanhado. Para o efeito, constituiram-se 5 grupos
heterogéneos de 4 alunos (quanto ao sexo, as preferéncias e as capacidades cognitivas
evidenciadas) que se mantiveram inalteraveis ao longo do estudo. Nas quatro Gltimas
actividades pedi aos alunos para elaborarem o respectivo relatério. Na parte final deste
relatorio cada aluno teria de fazer uma reflexao individual correspondente a sua opinido
sobre o desenrolar da actividade e sobre os resultados atingidos.

As actividades desenvolveram-se sempre numa sequéncia de 3 fases: introducao,
desenvolvimento e reflex&o/discusséo (Ponte, Brocardo & Oliveira, 2006).

No decorrer das actividades iniciais, os alunos foram esclarecidos quanto a
esséncia das actividades de investigacdo e suas caracteristicas e familiarizados com os
termos inerentes as mesmas: formulacdo de conjecturas, teste de conjecturas, validacao
de conjecturas, contra-exemplos, regularidades, padrdes. Assim, assumi um papel
orientador nas primeiras aulas com actividades de investigacdo, ajudando os alunos a
compreender o que significa investigar e a aprender a fazé-lo, tal como sugerem Ponte,
Brocardo & Oliveira (2006). No inicio da realizacdo das actividades — o0 arranque da
aula — era sempre lido, em voz alta, o enunciado das mesmas, de modo a que os alunos
entendessem o que se propunha e o que se esperava deles no decurso da sua realizacao.
Durante o desenvolvimento das actividades, em grupo, o meu papel foi de
mediador/suporte, questionando, esclarecendo as dividas que surgiam e orientando 0s
alunos, sem no entanto ser demasiado directiva, de modo a n&o condicionar a sua
exploracdo. Contudo, em alguns momentos, tendo em conta que o rumo seguido pelos
alunos ndo era exactamente aquele em que tinha pensado, acabei por me envolver, com
eles, na elaboracdo de raciocinios matematicos. No final das actividades, era feito, em
grande grupo, um balanco do trabalho realizado, com a apresentacao, pelos grupos, das
suas conjecturas, justificacdes, conclusfes e estratégias. Estes momentos revelaram-se
muito importantes para a partilha de ideias e para o desenvolvimento das capacidades de

comunicacdo matematica, de reflexdo sobre o trabalho desenvolvido e de argumentacéo,
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dado o facto de os alunos terem de explicar 0s seus raciocinios, as estratégias seguidas e
as suas descobertas, questionando também os colegas sobre os resultados apresentados.

Assim, no que diz respeito ao papel dos alunos, estes tinham de explorar
questdes, conjecturar em torno dessas questdes, elaborar plano(s) para o teste da(s)
conjectura(s), testar e justificar essa(s) conjectura(s), seguindo 0S Sseus proprios
caminhos, identificar regularidades e padrdes e comunicar os resultados obtidos. Dado
que os alunos ndo tinham qualquer experiéncia na elaboragdo de um relatério, forneci-
Ihes indicacgdes escritas que incluiam o pedido de uma reflexdo individual (anexo 10),
apoiadas por algumas sugestdes orais, onde ia reforcando a necessidade de os alunos
descreverem como pensavam e o que faziam.

De acordo com G. Anderson (1990), os principios éticos numa investigacao que
envolve seres humanos foram respeitados. Assim, e tendo em conta o principio a que
este autor confere maior relevancia, todos os intervenientes deste estudo deram o seu
consentimento para nele participarem. De notar, no entanto, que o pedido aos
Encarregados de Educacdo e ao Conselho Executivo foi efectuado por escrito e o pedido
aos alunos foi feito oralmente.

Através de documentos proprios (anexos 11 e 12), os primeiros foram
informados da natureza e do propdsito do presente estudo, além dos procedimentos
adoptados. Foi igualmente garantido o anonimato dos alunos participantes neste estudo.

3.2. Abordagem metodoldgica do estudo

3.2.1. A metodologia de estudo de caso

Tendo em conta 0s objectivos do estudo e o tipo de questbes a que procurei
responder, segui uma abordagem metodoldgica de caracter qualitativo que assentou na
analise dos diversos processos de raciocinio dos alunos da turma e na compreensao da
forma como 0s mesmos processos de raciocinio surgiram no decorrer das actividades de
investigacdo desenvolvidas. Alias, Bogdan & Biklen (1994) consideram que as questdes
do estudo sdo formuladas com o objectivo de investigar os fendmenos em toda a sua

complexidade e no seu contexto natural, afirmando também que os individuos que
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fazem investigacdo qualitativa «privilegiam, essencialmente, a compreensdo dos
comportamentos a partir da perspectiva dos sujeitos da investigagdo» (p. 16).

Além disso, de acordo com a perspectiva de Neves (1996), ndo me propus seguir
um plano previamente estabelecido (baseado em hipoteses claramente indicadas ou na
seleccdo de variaveis que seriam objecto de definicdo operacional), tentando enumerar
ou medir relagdes; pelo contrério, pretendi obter dados descritivos mediante o contacto
directo e interactivo com a situacdo que foi objecto de estudo — os raciocinios dos
alunos — de forma a entender os fendmenos em jogo (as razdes que conduziram oS
alunos a seguir determinado raciocinio), segundo a perspectiva dos participantes na
situacao estudada.

Considerando que sé gradualmente é que me fui apercebendo das caracteristicas
dos processos de raciocinio dos alunos envolvidos no estudo, observando alguns tracos
particulares, em termos dos processos surgidos, de modo a agrupa-los em determinadas
«categorias», procedi a um afunilamento, tendo analisado mais profundamente as
particularidades, especificidades ou caracteristicas mais significativas que foram
evidenciadas, isto &, raciocinios mais distintos e originais. Assim, ao compreendermos
algo especifico, sem a intencdo de generalizar os resultados mas estudando em
profundidade 0 seu «como» e 0s seus «porqués» (Matos & Carreira, 1994; Ponte, 1994)
e pretendendo descrever detalhadamente e interpretar os fendmenos (Stake, 1999), optei
pela metodologia de estudo de caso.

Esta opcdo metodoldgica (Yin, 1994; Punch, 1998) também se deveu ao facto de
permitir uma analise intensiva e uma observacdo detalhada do fendmeno no seu
contexto real (Coutinho & Chaves, 2002), com vista a organizar os dados e
compreendé-los, preservando, no entanto, o seu caracter unitario.

Ponte (1994), quando se refere ao estudo de caso, e com base nas perspectivas
de Merriam (1988) e Yin (1994), afirma que este tipo de investigacdo ndo é
experimental, usando-se preferencialmente quando o investigador nédo pretende
modificar a situacdo, mas compreendé-la tal como ela é, sendo essencial um
distanciamento e uma capacidade de interrogar de modo livre os acontecimentos.

Abrantes (1994), considerando a perspectiva de Yin (1994), sublinha que «...0
estudo de caso é uma estratégia adequada quando, ao mesmo tempo, se verifica que (a)
as principais questdes sdo «como» e «porqué», em vez de «quemy», «quando», «0 qué»
ou «quantos»; (b) ndo é possivel controlar varidveis ou acontecimentos presentes na

situacdo; e (c) o foco do estudo diz respeito a acontecimentos contemporaneos» (p.
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206). Deste modo, o estudo de caso afasta-se da investigacdo experimental, ja que nao
permite a separagdo entre o fendmeno e o contexto.

Também na perspectiva de Cavaye (1996), a pesquisa de estudo de caso
investiga fendmenos pré-definidos mas ndo envolve um controlo explicito ou
manipulacdo de variaveis: o foco incide na compreensdo profunda do fendmeno e do
seu contexto. Como lembram Kardos & Smith (1979), j& que os casos reflectem
situacBes da vida real, podem representar boas e mas praticas, falhan¢os ou sucessos.

Merseth (1994) definiu um caso como um documento de pesquisa descritivo,
geralmente apresentado numa forma narrativa, baseado numa situagcdo ou acontecimento
real. Um caso tenta transmitir uma representacdo equilibrada, multidimensional do
contexto, dos participantes e da realidade da situacdo. Os casos sdo criados para
produzirem discussdo e procuram incluir detalhes e informacdes suficientes para
elucidar a analise e interpretacdo activa pelos leitores, o que implica trés elementos
essenciais: serem reais; basearem-se em pesquisa e estudo cuidadoso e promoverem 0
uso de multiplas perspectivas pelos seus utilizadores.

Duarte (2008), tendo em conta as referéncias sugeridas por Miallaret (1985),
menciona que o estudo de caso pode constituir uma contribuicdo importante para o
desenvolvimento cientifico, ao permitir uma visdo em profundidade de processos
educacionais na sua complexidade contextual. Nesta linha, 0 mesmo autor considera
que o estudo de caso pode constituir um interessante modo de pesquisa para a pratica
docente, incluindo a investigacdo de cada professor nas suas aulas, 0 que exige
simultaneamente um enquadramento teérico adequado, o dominio de instrumentos e a
disponibilidade do investigador. Porém, salienta que se verifica alguma resisténcia ao
estudo de caso, como metodologia de investigacdo, mercé de um conceito ideal de
generalizacdo, tendo por base critérios estatisticos. Também Stake (2005) sublinha que,
tendo em conta algumas situacfes do quotidiano, certos «casos» se impdem
irrecusavelmente ao profissional de educagdo, nomeadamente: um aluno em
dificuldades, um grupo de alunos problematico, um problema sentido pelos professores,
a curiosidade por novos procedimentos ou um programa de reforma. Segundo 0 mesmo
autor, estes sdo estudos intrinsecos de caso. Contudo, para Stake (2005), noutras
situacOes, um caso particular pode ser estudado para oferecer esclarecimento sobre uma
problematica ou teoria, tratando-se de um estudo instrumental, no qual podem ser
escolhidas varios casos, procurando-se uma boa coordenagéo entre os mesmos. E o que

chama de estudo colectivo de casos. Torna-se, no entanto, fundamental perceber quais
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s80 0s casos que nos ajudam a compreender um problema que temos em mente. Na sua
opinido, «a investigacdo com estudos de caso ndo é uma investigacdo de amostras. Por
vezes um caso tipico funciona bem, mas frequentemente um caso pouco habitual torna-
se ilustrativo de circunstancias que passam despercebidas nos casos tipicos». (p. 17).

Dooley (2002), baseado nas definicdes de Yin (1994), refere que a pesquisa de
estudo de caso pode empregar varios processos de recolha de informacéo, tais como
observacdo participante, analise de documentos, sondagens, questionarios, entrevistas, e
outros; acrescenta também que o poder da metodologia de estudo de caso é a capacidade
de usar todas as ferramentas no processo de recolha de informacdo e comparar casos
para validacéo da pesquisa.

Stake (2005) menciona que a descricdo aprofundada de casos opera
generalizacGes. Assim, aponta:

i) generalizacbes menores, generalizacdes inconscientes ou generalizacfes
naturalistas, quando «ndo se chega a uma compreenséo inteiramente nova, mas a uma
compreensdo mais precisa» (p. 20). Num estudo de caso, o que esta fundamentalmente
em causa é 0 que «se aprende com um caso acerca de alguma classe de coisas» (p. 89);

ii) generalizagbes maiores ou generalizacdes proposicionais, que define como
assercOes ou propostas assumidas explicitamente pelo autor de um estudo a partir do(s)
caso(s) analisados.

Quanto aos passos da concepcao de estudos de caso, Duarte (2008) regista trés:
0 primeiro passo € definir o caso que se vai estudar, ou seja, 0 «tépico» ou a «unidade
de andlise» e 0 seu subtdpico ou contexto, mediante 0 apoio em perguntas de pesquisa e
literatura adequada. Depois de se compilarem os primeiros dados, pode redefinir-se o
caso, implicando ou ndo a revisdo das perguntas e da literatura de apoio; o segundo
passo é optar por um estudo singular de caso (single study) ou por um estudo maltiplo
de casos (multiple-case study). Porém, ha que decidir se o caso singular é holistico ou
tem incluidos sub-casos dentro do caso holistico. Na opinido de Yin (2005), enquanto
«focar um caso singular obriga a devotar cuidadosa atengdo a esse caso... ter casos
maltiplos pode ajudar a reforcar os achados de todo o estudo — porque 0s casos
maltiplos podem ser escolhidos como replicagdes de cada caso, como compara¢des
deliberadas e contrastantes, ou variacdes com base em hipéteses» (p. 384); sdo,
respectivamente, casos confirmatdrios, casos contrastantes ou casos diferentes; o
terceiro passo é «decidir usar ou ndo desenvolvimento teérico (theory development)

para ajudar a seleccionar o caso, desenvolver o protocolo de recolha de dados e
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organizar as estratégias iniciais de analise de dados». Realca, ainda, que a escolha das
pessoas, grupos ou lugares € um dos passos mais criticos da pesquisa de estudo de caso,
ja que ha uma falsa ideia de que um estudo de caso deve obedecer a uma amostra de um
universo em que 0 que estd em causa € uma generalizacdo estatistica e ndo uma visao
analitica. No seu entender, ao optar-se por um estudo singular de caso, pode escolher-se
um caso extremo ou Unico, ou mesmo um caso revelador, como por exemplo a
actividade de um determinado grupo de pessoas sedeado na escola.

Duarte (2008) salienta que um estudo de caso pode tentar construir, alargar ou
desafiar a perspectiva teorica inicial. Desta forma, propde o0 conceito de
«desenvolvimento tedrico», implicando, na sua opinido, algo mais do que o
enquadramento tedrico, ja que envolve mais claramente a questionacdo da teoria de
apoio a um estudo ao permitir construir, alargar ou desafiar teorias. Nesta linha, também
Dooley (2002) afirma que cada pesquisa de estudo de caso pode contribuir para elaborar
uma teoria nas disciplinas aplicadas, dado que se trata de um método que pode levar-nos
a compreender um assunto complexo, podendo dar mais forca ao que ja € conhecido
através da pesquisa prévia. Da énfase a analise contextual detalhada de um ndmero
limitado de acontecimentos e das suas relagfes. Contudo, 0 mesmo autor considera que
a passagem da pesquisa de estudo caso para a elaboracdo de teorias constitui um
processo arduo, pois, geralmente, a perspectiva de investigacdo de estudo de caso ndo se
coaduna bem com generalizacdo ou previsdo.

Dooley (2002), considerando que a pesquisa de estudo de caso pode englobar
casos multiplos, informacéo quantitativa e qualitativa e maltiplos processos de pesquisa,
aponta o facto de esta poder contribuir, de uma forma holistica, para todas as fases de
desenvolvimento da teoria.

Assim, salienta varias perspectivas sobre a natureza da pesquisa de estudo de
caso:

i) A pesquisa de estudo de caso é um tipo de pesquisa legitimo;

ii) A pesquisa de estudo de caso pode englobar um ou mais casos;

iii) A pesquisa de estudo de estudo pode basear-se em informagdo quantitativa,

qualitativa ou ambas;

iv) A pesquisa de estudo de caso pode englobar paradigmas multiplos de

pesquisa num Unico ou em multiplos casos;

V) A pesquisa de estudo de caso pode ser aplicada a elaboracdo de teorias.
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Salienta também que uma nova teoria ndo emerge rapidamente mas ir-se-a
desenvolver a medida que a pesquisa se estender de um caso para 0 proximo e mais
informagdes forem recolhidas e analisadas. Trata-se de uma forma de reiteracdo e
refinamento continuo que ocorre durante um grande periodo de tempo. SO «ap0s 0
pesquisador ter observado fendmenos semelhantes em multiplos cenarios é que a
confirmacdo ou ndo da nova teoria comegard a tomar forma e ganhara substancia» (p.
336). Utilizando uma metafora, destaca a ideia de que a elaboracdo de uma nova teoria
constitui uma «escadaria» que se tem de subir «degrau a degrau»; assim, cada
investigacdo poderd ser sempre mais uma achega ou um contributo para o
desenvolvimento da teoria, podendo depois ser prosseguido com futuros trabalhos do
proprio investigador ou de outros investigadores.

Também Eisenhardt (1989) sugeriu que «o desenvolvimento da teoria da
pesquisa do estudo de caso terd provavelmente forgas importantes tais como novidade,
testabilidade e validacdo empirica» (p. 548). Assim, a possibilidade de generalizar
novas teorias aumenta com a pesquisa de estudo de caso devido ao contexto de
aplicacdo no qual a pesquisa é conduzida e porque «vis@es criativas geralmente surgem
da justaposicdo de provas contraditorias e paradoxais» e «esta constante justaposicéo e
realidades em conflito (diferencas nos casos, diferentes tipos de informacéo e diferentes
investigadores) tém tendéncia a gerar pensamento» (p. 546).

Apesar de alguns investigadores terem confirmado a utilidade da pesquisa de
estudo de caso como forma de elaborar teorias, parece ndo ser claro o papel que esta
desempenha no processo de elaboracdo de teorias. Dooley (2002) apresenta uma
proposta da seguinte forma:

i) Papéis especificos: a pesquisa de estudo de caso como método para cumprir
fases especificas do método geral da elaboracdo de teorias em disciplinas
aplicadas;

ii) Papel global: a pesquisa de estudo de caso como estratégia para reunir
multiplos métodos com o objectivo de cumprir todas as fases do método geral
de elaboracdo de teorias nas disciplinas aplicadas.

Relativamente aos papéis especificos, de acordo com Lynham (2002), aponta

quatro:

1 - A aplicacdo do caso (Unico ou varios casos) a uma teoria ja conceptualizada e

operacionalizada. O objectivo é colocar a teoria em préatica ou aplica¢do, dando

assim um contributo a teoria. Um resultado importante desta aplicacdo € permitir

93



ao tedrico usar a experiéncia e a aprendizagem da aplicacao real da teoria para
melhor documentar, desenvolver e refinar a teoria.

2 - Confirmacdo ou ndo de uma teoria jd conceptualizada e operacionalizada
(caso Unico ou multiplos). Esta fase envolve o planeamento, desenho,
implementacao e avaliacdo do estudo de caso para confirmar ou rejeitar o quadro
tedrico central do estudo. Consiste essencialmente em recolher informagéo,
analisé-la, procurar as conclusdes e avaliar os resultados.

3 - Aplicacao do caso (unico ou multiplos) com o objectivo de criar ou progredir
na conceptualizacdo e operacionalizacdo de uma teoria. Neste papel, a pesquisa
de estudo de caso aproxima-se do objectivo e da metodologia de uma pesquisa
fundamental — desenvolvimento conceptual e operacionalizacdo de uma nova
teoria.

4 - Refinamento continuo e desenvolvimento de uma teoria completamente
desenvolvida (caso Unico ou multiplos). A pesquisa de estudo de caso pode ser
usada, com outras ferramentas de pesquisa, para dar refinamento e continuo
desenvolvimento a teoria. Este é também o momento para multiplos casos em
contextos semelhantes e ndo-semelhantes com o objectivo de realizar a extensao

da aplicacdo e verificar a utilidade da teoria.

Na presente investigacdo, julgo possivel afirmar que a pesquisa de estudo de

caso desempenha essencialmente os papéis 2 e 3. Por um lado, esta disponivel uma

teoria em Educacdo Matematica suficientemente desenvolvida sobre o trabalho em sala

de aula com actividades de investigacdo que permite planear e levar a prética

experiéncias de ensino fundamentadas; por outro lado, a teoria acerca da natureza do

raciocinio matematico, da sua conceptualizacdo e caracterizacdo, designadamente com

alunos em fases precoces de escolaridade é ainda incompleta e susceptivel de

enriquecimento.

Dooley (2002) salienta que a pesquisa de estudo de caso deve preocupar-se com

0 rigor metodologico, a validacdo e a confianga, 0 que é conseguido através dos

seguintes parametros:
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i) Determinar e definir as questbes de pesquisa — o foco ou objectivo do
projecto é estabelecido logo que uma revisdo intensiva da literatura esteja
completa e o problema bem identificado. O objecto de um estudo de caso é,

muitas vezes, um programa, um grupo, uma equipa ou até uma pessoa e, tal



como ja foi referido por outros autores, procura-se responder as questfes do
«porqué» e do «como».

ii) Seleccionar os casos e determinar as técnicas de recolha e andlise de
informacdo —casos individuais ou multiplos que reflictam as questbes de
pesquisa, instrumentos e outras estratégias de recolha de informacao,
destacando-se o facto de se poderem usar fontes e técnicas mdaltiplas.
Segundo Herling et al (2000), para passar os testes de validacao e fiabilidade,
deve ser tomada uma atencdo explicita ao desenho do estudo de caso e aos
processos usados na recolha e analise de informacdo e no relatar das
descobertas;

iii) Preparar a recolha de informacdo — devido & natureza da metodologia de
estudo de caso, o investigador gerara grandes quantidades de informacéo de
fontes multiplas. O tempo dedicado a planear a priori permitird a organizagéo
de muitas bases de dados e criacdo de categorias para divisdo e
manuseamento da informacdo. Outro aspecto relevante é que ndo ha regras
demasiado firmes sobre quanto envolvimento pessoal ou quanta apresentacédo
de dados por parte do pesquisador sdo apropriados (Gall et al, 1996);

iv) Recolher informagdo no campo — o investigador deve recolher e armazenar
mdaltiplos registos de informagdo de forma sistematica. O armazenamento da
informacao é critico de forma a permitir a emergéncia de padrfes e temas. A
decisdo de quando terminar a fase de recolha de informagdo envolve
consideracdes praticas e tedricas. Gall et al (1996) apontam para as limitacdes
de tempo e de orgamento ou a observagdo do cansaco dos participantes. Por
outro lado, Lincoln e Guba (1985) referem: a exaustdo das fontes, a saturacédo
das categorias, a emergéncia de regularidades e a demasiada extensao;

v) Avaliar e analisar a informagdo — o método do caso de estudo, com as suas
muitas técnicas de recolha de informacdo e analise, da aos pesquisadores
oportunidades de triangular informacdo para fortalecer as descobertas. E
importante esquadrinhar a informacdo de varias formas diferentes para
procurar resultados ndo esperados que possam ndo ser aparentes no inicio.
Quando uma variedade de observacGes converge, a forca das conclusfes
aumenta e a confianca é estabelecida;

vi) Preparar o relatério — com o objectivo de apresentar as conclusdes, dois tipos

de relatérios sdo comuns: o relatério reflexivo, em que o autor utiliza
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mecanismos literarios para tornar o caso vivo e a presenca da voz do
pesquisador é saliente, e o relatorio analitico, que denota um estilo de escrita
distante (a voz do investigador € silenciada ou subjugada). Em qualquer caso,
¢ importante fornecer evidéncias suficientes para convencer o leitor das
conclusdes. Segundo Gall et al (1996), o estudo de caso tem, geralmente, uma
organizacdo convencional: introducdo, revisdo da literatura, metodologia,
resultados e discusséo.

Apesar da clara pertinéncia da metodologia de estudo de caso na investigacao
em educacdo, Flyvbjerg (2004) debrugou-se sobre alguns dos mal-entendidos que
persistem acerca da pesquisa de estudo de caso. Estes séo:

1 - O conhecimento geral tedrico (independente do contexto) é mais valioso
gue o conhecimento concreto pratico (dependente do contexto);

2 - Néo se pode generalizar com base num caso individual; como tal, o estudo
de caso ndo pode contribuir para o desenvolvimento cientifico;

3 - O estudo de caso é mais Util para gerar hipdteses, isto é, como primeira
fase de um processo de investigacdo mais alargado, enquanto outros métodos sdo mais
apropriados para testar hipoteses e elaboracdo de teorias;

4 - O caso de estudo é tendencioso em relacdo a verificacdo, ou seja, hd uma
tendéncia para confirmar as noc¢des pré-estabelecidas do investigador;

5 - E muitas vezes dificil sumariar e desenvolver proposicdes e teorias gerais
com base em estudos de caso especificos.

As referidas fraquezas do estudo de caso indicam que a questdo se concentra na
teoria, fiabilidade e validade, ou seja, no proprio status do estudo de caso enquanto
método cientifico.

Assim, Flyvbjerg (2004), relativamente ao primeiro mal-entendido — o
conhecimento geral tedrico (independente do contexto) é mais valioso que o
conhecimento concreto préatico (dependente do contexto), esclarece: «Teorias preditivas
e universais ndo podem ser encontradas no estudo dos assuntos humanos. O
conhecimento concreto, dependente do contexto, é assim mais valioso que a busca va de
teorias preditivas e universais» (p. 423).

Quanto ao segundo mal-entendido — ndo se pode generalizar com base num caso
individual — lembra que o experimentalismo de Galileu foi uma questdo de uma Unica
experiéncia, isto €, um estudo de caso, ndo envolvendo uma grande amostra aleatoria de

tentativas; bastou um caso Unico devido a inteligéncia da escolha dos extremos: chumbo
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e pena. Nota, igualmente, que as experiéncias escolhidas cuidadosamente também
foram decisivas para o desenvolvimento da Fisica de Newton, Einstein e Bohr, tal como
0 estudo de caso ocupou um papel central nos trabalhos de Darwin, Marx e Freud.

Assim, Flyvbjerg (2004) contesta: «Pode-se muitas vezes generalizar com base
num dnico caso, e o0 estudo de caso pode ser central no desenvolvimento cientifico
através da generalizacdo como suplemento ou alternativa a outros métodos. Mas a
generalizacdo formal é sobrevalorizada como fonte de desenvolvimento cientifico,
enquanto a forca do exemplo é subestimada» (p. 425).

No que diz respeito ao terceiro mal-entendido — o estudo de caso é mais util para
gerar hipéteses, isto é, como primeira fase de um processo de pesquisa — refere que este
deriva do mal-entendido anterior de que ndo se pode generalizar com base em casos
individuais. Deste modo, corrige-0 nos seguintes termos: «O estudo de caso é util para a
generalizacdo e teste de hipOteses mas ndo esta limitado apenas a estas actividades de
pesquisa» (p. 425).

No que concerne ao quarto mal-entendido — o estudo de caso sofre da tendéncia
para confirmar as nocGes pré-estabelecidas do investigador — Flyvbjerg (2004) indica
que a tendéncia para a verificacdo é geral e que a suposta deficiéncia do estudo de caso
e de outros métodos qualitativos é levantada porque estes, ostensivamente, ddo mais
espaco a subjectividade do investigador do que outros métodos, sendo vistos como
menos rigorosos que os métodos quantitativos e hipotético-dedutivos. Esta critica é
falaciosa porque o estudo de caso tem o seu proprio rigor. A vantagem do estudo de
caso é a de poder aproximar-se de situacdes reais e testar pontos de vista directamente
relacionados com o fendmeno, tal como ele se desenrola na pratica. A proximidade da
realidade que o estudo de caso implica e o0 processo de aprendizagem que gera para 0
investigador constituirdo, muitas vezes, um pré-requisito para a compreensdo avancada,
existindo mais descobertas decorrentes do estudo de caso do que de estatisticas
aplicadas a grandes grupos. Assim, o quarto mal-entendido é revisto da seguinte forma:
«O estudo de caso nao contém maiores influéncias em relacdo a verificacdo das nocdes
pré-concebidas do pesquisador do que outros métodos de investigacdo. Pelo contrério, a
experiéncia indica que o estudo de caso contém uma maior influéncia em relagdo a
falsificacdo de nocdes pré-concebidas do que em relacédo a verificagdo» (p. 429).

Relativamente ao quinto mal-entendido — é muitas vezes dificil sumariar e
desenvolver proposigdes e teorias gerais com base em estudos de caso especificos — 0s

investigadores de estudo de caso entendem gue uma narrativa especialmente espessa e
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dificil de sumariar ndo € problema. Pelo contrario, € muitas vezes um sinal de que o
estudo tocou uma problematica particularmente rica. O objectivo do estudo de caso, na
perspectiva do autor é que este seja coisas diferentes para pessoas diferentes, podendo
constituir-se numa realidade virtual. As narrativas ndo comegam por assuncdes teoricas
explicitas. Em vez disso, comecam com um interesse por um fendmeno particular que €
melhor compreendido narrativamente. As narrativas desenvolvem entéo descri¢Oes e
interpretacdes do fendmeno, da perspectiva dos participantes, do investigador e outros.
Por outras palavras: «E correcto que sumariar os estudos de caso é muitas vezes dificil,
especialmente no que toca ao processo do caso. E menos correcto no que se refere aos
resultados do caso. Os problemas, ao sumariar os estudos de caso, no entanto, devem-se
mais frequentemente as propriedades da realidade estudada do que ao estudo de caso
como método de pesquisa. Muitas vezes ndo é desejavel sumariar e generalizar os
estudos de caso. Bons estudos devem ser lidos como narrativas na sua plenitude» (p.
431-432).

Flyvbjerg (2004) advoga, por fim, que a negagéo dos cinco mal-entendidos sobre
a investigacdo de estudo de caso ndo deve ser interpretada como uma rejeicdo da
pesquisa que se foca em amostras aleatorias grandes ou populacgdes inteiras, como por
exemplo a sondagem por questionario com analise quantitativa. A questdo é que uma
separacdo mordaz, muitas vezes presente na literatura, entre métodos quantitativos e

qualitativos € ilegitima.

3.2.2 O desenho do presente estudo de caso

De acordo com os pressupostos de Bogdan e Biklen (1994), podemos afirmar
que esta investigacdo é um estudo de caso observacional, visto centrar-se num aspecto
particular (o raciocinio matematico dos alunos de uma turma) de uma organizacao
particular (a sala de aula de Matematica), utilizando para tal a observagdo participante.
Também, tendo em conta as ideias de Bogdan & Biklen (1994), ha uma «fragmentacgéo
do todo», tendo o investigador de delimitar a matéria de estudo, a fim de poder controlar
a investigacdo, o que podera, de certa forma, conduzir a uma certa distor¢ao (aspecto
que poderéd ser minimizado). Na verdade, neste estudo, seguiu-se uma orientacdo do

geral para o particular, na medida em que se comecgou por analisar a turma no seu todo,
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tendo naturalmente em pano de fundo as questbes de investigacdo e, a partir dai,
particularizaram-se 0s casos que surgiram. Simultaneamente, para se apurarem 0S
porqués, foram realizadas entrevistas espontaneas, semi-estruturadas e centradas nas
tarefas, ao longo da resolucdo das mesmas, sendo os seus dados registados em audio ou
através de notas de campo da professora/investigadora. Alias, em Principios e Normas
para a Matemética Escolar (NCTM, 2000/2007), pode ler-se: «Desde as suas primeiras
experiéncias no campo da matemética, € importante ajudar as criancas a
compreenderem que as afirmacdes deverdo ser sempre justificadas. Questdes como ‘Por
que é que pensas que isto ¢ verdade?’ e ‘Alguém aqui acha que a resposta é diferente, e
porqué?’ ajudam-nas a compreender que as afirmacdes necessitam de ser suportadas ou
refutadas pelas evidéncias» (p. 61). Na mesma linha de pensamento, e ainda no mesmo
documento, afirma-se: «Desde os primeiros anos, os professores poderdo ajudar os
alunos a formular conjecturas por meio de questdes: O que achas que vai acontecer a
seguir? Qual é o padrdao? Isto é sempre verdade ou sé algumas vezes? Alteracoes
simples no modo como as tarefas sdo apresentadas aos alunos poderdo ajuda-los na
aprendizagem de formulacdo de conjecturas» (p. 62).

Além disso, a recolha dos dados também foi feita com base na observacédo
participante, como ja referido, no registo dudio das entrevistas finais e nos registos
escritos dos alunos no desenrolar das actividades, nos relatérios de grupo e nas

reflexdes individuais que produziram.

A recolha de dados

Neste estudo foram utilizados diversos métodos de recolha de dados que podem
ser agrupados em quatro tipos principais: observacgdes, entrevistas, gravacées em audio
de entrevistas semi-estruturadas ao longo da realizacdo de tarefas (anexo 13), bem como
de uma entrevista final (anexo 14) e recolha de registos dos alunos sob a forma de
relatorios e trabalhos.

Procedeu-se a observacdo participante, incidente nas aulas e nos grupos de
alunos no decurso da realizacdo das actividades de investigacdo. A recolha documental
incluiu os trabalhos produzidos pelos alunos, nomeadamente os relatérios, as proprias
resolucdes das actividades de investigacdo e as minhas notas de campo. Observei mas

tambem fui participante activa, acompanhando o trabalho dos alunos na sala de aula. Ao
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fazer esse acompanhamento, e durante a observacao, realizei entrevistas espontaneas,
centradas nas tarefas que foram registadas em &udio. As entrevistas, de acordo com
Bogdan & Biklen (1994), devem ser utilizadas para recolher dados descritivos na
linguagem do proprio sujeito. Neste caso, foram realizadas entrevistas semi-estruturadas
que tiveram como objectivo recolher elementos sobre a forma como os alunos
entrevistados raciocinaram.

A recolha de dados foi efectuada durante todo o ano lectivo de 2008/2009 e
centrou-se em nove actividades de investigacdo, das quais quatro foram alvo de uma
analise mais pormenorizada. Tendo por base uma das questdes de investigacdo, 0
perceber como € que os alunos compreendem as situagdes propostas e de que forma essa
apropriacdo evolui com o decorrer da pratica neste tipo de actividades, as actividades
para analise foram escolhidas consoante a altura ou a fase da investigacdo em que foram
aplicadas. Assim, optei por analisar uma actividade inicial — «Os saltos das ras», que foi
realizada com o recurso ao computador, permitindo ver o desempenho dos alunos em
situacOes diferentes das habituais; escolhi outra que decorreu entre uma fase inicial e
uma fase intermédia — «Adriana», onde também foi bastante evidente a diversificacdo
de raciocinios e estratégias de resolucdo; considerei mais duas da fase final — «Torres
com cubos», por ser semelhante a uma outra realizada anteriormente, e «Os avides», por
ser a Ultima a ser desenvolvida e mostrar claramente o0s progressos efectuados pelos
alunos. Ndo senti a necessidade de integrar outras actividades na narrativa do caso por
verificar a exaustdo da maioria dos resultados a que ja havia chegado, considerando que

ndo acrescentariam mais ou melhores elementos para a anélise.

A analise de dados

A forma de codificagdo e interpretacdo dos dados prendeu-se com as proprias
questdes de investigacdo. Deste modo, os dados sujeitos a codificagdo foram os tipos de
raciocinios exibidos pelos alunos, tendo em conta a natureza das actividades de
investigacdo, as caracteristicas dos alunos em termos de actividade matemaética (se séo
mais «visuais», esquematizando e experimentando os procedimentos, ou «verbais»,
explicando por suas palavras os procedimentos adoptados). Os dados seleccionados para
andlise foram sujeitos inicialmente a uma fase de organizagdo e selec¢do. O caso
comecgou entdo a assumir o0 processo narrativo, incluindo uma componente descritiva

consideravel, em que se incluem transcri¢des de didlogos, apresentacdo de produtos dos
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alunos e respectiva analise comentada. Finalmente, o trabalho interpretativo foi
desenvolvido, tendo como pontos de apoio 0s conceitos e asser¢cdes do quadro tedrico
definido para esta investigacdo e as evidéncias colhidas nos dados, daquilo que os
alunos fizeram e disseram.

Depois de seleccionadas as actividades, a sua analise incluiu sempre a
identificacdo da diversidade de processos de resolugdo e o agrupamento em classes
segundo 0s processos de raciocinio matematico ou estratégias dos alunos:
generalizacGes, conjecturacdo, identificacdo de regularidades ou padrdes,
particularizacbes com o recurso a exemplos genéricos, esquematizacGes ou
verbalizacfes e a sumula dos processos de raciocinio mais salientes, bem como o
surgimento de casos especiais tendo em conta a especificidade dos raciocinios.

A partir da analise das entrevistas semi-estruturadas e finais, dos relatorios dos
alunos e das suas reflexdes individuais, encontraram-se alguns aspectos mais frequentes
no que diz respeito a realizacdo das actividades de investigacdo, a saber: o
gosto/interesse, as dificuldades, a definicdo e seus objectivos ou condigdes necessarias,
a realizacdo do trabalho em grupo, a utilizacdo de tabelas e/ou outros materiais, 0s
procedimentos adoptados, a evolugdo que foi sentida, as preferidas, as menos apreciadas
e a continuidade deste tipo de trabalho. Todos estes aspectos foram transcritos e
registados em quadros (a maioria deles).

Os grupos foram identificados por nimeros de 1 a 5. Em cada grupo, cada aluno
foi identificado com um numero de 1 a 4, respeitando-se 0 género; assim, a resposta de
cada aluno é identificada pelo nimero do seu grupo e pelo seu nimero dentro do grupo,

garantindo-se assim 0 anonimato dos intervenientes.

A professora como investigadora

Segundo Ponte (2002), os principais requisitos para que uma investigacdo possa
ser reconhecida como tal sdo: i) produzir conhecimentos novos; ii) ter uma metodologia
rigorosa e iii) ser publica. Se, por um lado, o primeiro requisito ndo constitui uma
dificuldade frequente nos estudos desenvolvidos por professores, pois cada situagdo
experimentada com alunos e comunidades escolares tende a ser Unica e, como tal, com
aspectos muito especificos que a podem caracterizar, por outro lado, toda a

investigacdo, para ser credivel, tem de obedecer a critérios metddicos sistematicos, que
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Ihe garantam qualidade e fidelidade. Assim, Ponte (2002) refere que tais critérios

consistem em garantir:

...vinculo com a pratica, pois o problema explorado tem de ser vivido
pelo professor/investigador, autenticidade da investigacéo, pois esta tem
de exprimir um ponto de vista préprio dos actores, enquadrado num
contexto social, econdmico, politico e cultural; novidade, pois a
investigacdo tem de conter algum elemento novo, na formacdo das
questdes, na metodologia usada, ou na interpretacdo que é feita dos
resultados (p. 22).

Mais ainda, 0 mesmo autor, considera que o critério da qualidade metodologica
passa também pela referéncia, de forma explicita, a questdes e procedimentos de recolha
de dados e a apresentacdo das conclusdes com base na evidéncia obtida. Contudo, alerta
para o facto de ndo podermos esquecer a presenca da subjectividade do investigador, o
qual ndo podera deixar de interpretar os dados segundo o seu préprio ponto de vista.
Tendo em conta esta subjectividade Eisenhart (1988), citado em Ponte (1994), refere
que «o investigador deve estar envolvido na actividade como um insider e ser capaz de
reflectir sobre ela como um outsider» (p. 9).

Lidke & André (1986), apesar de considerarem que é complicado para o
investigador, que opta por trabalhar num assunto no qual se insere emocionalmente,
estabelecer a distancia correcta, quer de preocupacfes pessoais, quer do conhecimento
prévio que tem de certas situacOes, sdo da opinido que ha vantagens nos estudos em
ambientes conhecidos e da convivéncia pessoal do investigador. Para o justificarem
referem que, deste modo, o proprio investigador usufrui da oportunidade de aprender a
ndo transferir a sua personalidade, nem se deixar influenciar por opinides e atitudes de
colegas, ou pelo préprio ambiente que o rodeia.

Como tal, as questdes de validade, de fidelidade e de credibilidade ndo foram
esquecidas.

Quanto a validade, tive o cuidado de fazer corresponder os resultados com a
realidade e mantive presente a necessidade de garantir que os resultados traduzissem a
realidade estudada. A triangulacdo — varios investigadores, varias fontes de recolha de
dados e diferentes procedimentos metodoldgicos — foi feita, verificando se os dados
correspondem ao que os alunos disseram e fizeram, mantendo uma observacdo do

fendmeno em estudo, por um periodo longo de tempo, com o envolvimento dos alunos
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em todas as fases da investigacdo, e promovendo a discussdo dos resultados com outros
investigadores, num debate continuo.

Relativamente a fidelidade, esta foi garantida sobretudo através de uma
descricdo pormenorizada e rigorosa da forma como o estudo foi realizado, o que implica
a explicitacdo dos pressupostos e da teoria subjacente ao estudo, bem como uma
descricdo do processo de recolha de dados e da forma como foram obtidos os
resultados.

A fim de assegurar a credibilidade, apresentei o esclarecimento dos
procedimentos utilizados na recolha de dados, a analise repetida dos dados recolhidos, o
relato das ocorréncias negativas ao longo do processo, 0 reconhecimento das variaveis
parasitas e a documentacdo do campo de analise.

Enquanto investigadora, o principal foco do meu estudo incidiu sobre o trabalho
dos alunos e ndo sobre o meu proprio trabalho. Contudo, enquanto professora ndo foi
possivel (nem desejavel) desligar-me da minha prépria pratica, cumprindo-me
acompanhar e orientar os alunos no decorrer do seu trabalho, ndo me limitando a ser
uma mera espectadora.

As aulas decorreram de acordo com o meu modo habitual de trabalhar,
envolvendo uma preocupagdo constante em saber se os alunos compreendiam as
questdes e um questionamento frequente numa atitude desafiadora. Os alunos, apesar de
terem sido alvo de registos audio, com o decorrer do tempo, acabaram por se alhear da
presenca do gravador, tendo-se empenhado, de uma maneira geral, entusiasticamente na

realizacdo das actividades.
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CAPITULO IV

ANALISE DE DADOS

4.1. As actividades

4.1.1. Os saltos das ras

Tratando-se de uma actividade interactiva, (disponivel em http:
www.mathsnet.net/puzzles/leapfrog/index.html), a actividade Os saltos das ras (anexo 2)
veio a desenvolver-se em 6 aulas. Estando integrada no dominio tematico NUmeros e
Operac0es, pretendia-se, com a resolucdo da mesma, além de se verificar e analisar a
diversidade dos processos de raciocinio e de resolu¢do dos alunos, abordar ou explorar
alguns topicos matematicos, a saber: relagdes numeéricas, operacdes, representacoes,
nimeros pares e impares, sentido de varidvel e manipulacdo de representacdes
algébricas.

Assim, na primeira aula com esta actividade, ap6s uma certa agitacdo inicial,
resultante da organizacdo dos alunos em grupo e da distribuicdo dos computadores
portateis (note-se que poucas vezes 0s utilizaram), analisamos, em grande grupo, o
enunciado da actividade. Esta ocasido contribuiu também para a introducdo gradual,
esclarecimento e familiarizacdo com alguns conceitos, nomeadamente os de actividade
de investigacdo e suas caracteristicas, regularidade, padrdo, formulacdo de
conjecturas, teste de conjecturas, validacdo de conjecturas, contra-exemplos.
Considerando a inexperiéncia que os alunos tinham, a nocdo de conjectura era-lhes
completamente desconhecida (saliente-se que esta foi a segunda actividade de
investigacdo realizada; na primeira, ndo houve a preocupacdo de tornar logo
esclarecidos estes conceitos; o intuito era apenas observar 0s seus desempenhos, ndo se
realcando ou explicitando as caracteristicas particulares do tipo de trabalho que era
proposto). Assim, passaram a entendé-la como uma «hipotese», um «palpite» ou «uma
intuicdo» que carece de validacdo ou prova, 0 que, para o efeito, precisa de resistir a

varios testes.
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As resolucdes dos alunos

A actividade Os saltos das ras consistia em encontrar uma regra para determinar
0 nimero minimo de movimentos para conseguir trocar a posi¢cdo de um certo nimero
de rds azuis e verdes, sendo que as azuis, que inicialmente se encontravam a esquerda,
tinham de passar todas para a direita e as verdes, que inicialmente se encontravam todas
a direita, tinham de passar para a esquerda. Havia, ainda, que obedecer as regras: as
azuis s6 se podiam mover para direita e as verdes para a esquerda; cada rd sé se podia
mover para o lugar que estivesse desocupado imediatamente a seguir; cada ra sé podia
saltar por cima de uma outra e ndo de mais do que uma.

Os alunos podiam experimentar com varios numeros de ras, embora lhes tivesse
sugerido que comecassem por experimentar apenas com uma réd azul e uma ra verde,
aumentando depois progressivamente o nimero de rds, com o intuito de promover o
processo de generalizacdo. Disse-lhes também para procurarem fazer registos de cada
caso, mediante a eventual utilizacdo de uma tabela. O facto do ambiente de
aprendizagem ser mediado pelo computador criou grande entusiasmo nos alunos. Numa
fase inicial, a tarefa passou por um momento mais lidico ou «de brincadeira». Contudo,
a certa altura, os alunos comecaram a sentir algumas dificuldades — «ja ndo da
professora...», diziam alguns (isto porque a propria aplicacdo ndo o permitia,
«encravava»). Surgia entdo o momento ideal para os fazer pensar — «Entdo, descobre la
porque é que ndo da?»; «Experimenta outra vez.» Os alunos experimentavam e, sempre
que a situacdo dava origem a um movimento errado, nos diversos grupos, eram
alertados mediante a afirmacdo «Para, para... Pensa la ...». Isto feito repetidamente
conduziu a descoberta de que nunca se poderia efectuar um movimento que
aproximasse duas ras da mesma cor; 0 segredo era que as ras deveriam estar em posi¢do
alternada azul - verde - azul - verde... Diziam alguns alunos: «J4 sei, professora. Nunca
podemos juntar duas rds da mesma cor, ou duas azuis ou duas verdes; tem que ser
sempre uma rd azul e uma ra verde, uma ra azul e uma ra verde.» Estavam descobertas
as primeiras regras, permitindo-se, deste modo, que os alunos se inteirassem e
apropriassem da esséncia da tarefa, podendo avancar para uma abordagem mais
profunda, com a formulacdo e o teste de conjecturas. De qualquer forma, j& tinham

descoberto o primeiro padrdo ndo numerico: rd azul — rd verde — rd azul — rd verde ...
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Figura 12. A descoberta das primeiras regras — «regras funcionais», Aluno 3 do Grupo 3

Sendo necessario perceber mais alguma coisa, e até porque ainda nao sabiam
como determinar o nimero minimo de movimentos para recolocar as ras, reforcei a
ideia da utilizacdo da tabela onde registassem o numero de ras e 0os movimentos a fazer,
além de sugerir a experimentacdo com a utilizacdo de, por exemplo, uma ra verde e
cinco ras azuis, a fim de notar a distincdo e a relacdo entre saltos e arrastamentos,
ambos englobados nos movimentos. Note-se que, neste caso, foi bastante importante a
minha intervencdo ao assumir um papel mediador/de suporte, visto, tal como ja foi
referido, a actividade ser uma das iniciais, e haver ainda pouca experiéncia dos alunos
neste campo. Verificou-se, deste modo, uma certa conducdo/orientacdo da investigacdo
pela minha parte, promovendo a partilha de ideias e as descobertas entre 0s elementos
dos grupos face as «dicas» que dava.

Alias, Fonseca et al (1999), tal como atras referido, também consideram que 0s
alunos, quando ndo estdo habituados a realizar investigaces, devem sentir algumas
dificuldades, chamando o professor frequentemente por ndo encontrarem nenhuma
resposta imediata, decorrente da falta de compreensdo da natureza da tarefa; deste
modo, a atitude do professor devera ser a de clarificar os alunos quanto a esséncia do
trabalho investigativo, podendo concretiza-lo com alguns exemplos; o professor devera
apoiar os alunos no decorrer de algumas etapas do processo investigativo (compreensdo
da situagdo proposta, organizacdo de dados, formulacdo de questdes) de modo a que
estes possam prosseguir com o levantamento de conjecturas, o teste de conjecturas e,
em alguns casos, a demonstragéo de conjecturas. As questdes a colocar deverédo ser mais
ou menos indirectas, de acordo com a experiéncia dos alunos neste tipo de tarefas,
permitindo agucar o espirito critico, fazer uso da reflex@o e da procura de argumentos e

razBGes que permitam confirmar ou ndo as conjecturas.
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Como ja foi visto anteriormente, Yackel, Cobb, Wood, Wheatley & Merckel
(1991) também clarificam o papel do professor como facilitador das discusses
matematicas que, ao «tentar imaginar que sentido as criancas estdo a dar as
actividades», podera decidir como interferir e que tipo de apoio ira prestar, podendo
optar pela colocacdo de «questBes provocatdrias ou entrar num dialogo socratico».
Referem ainda que o professor tem de ajudar as criancas a clarificarem as suas
explicagbes, apoiando-as na verbalizagdo do seu pensamento e encorajando-as a
apresentarem outras solugdes, perguntando regularmente se alguém resolveu o problema
de um modo diferente.

Como tal, da sugestdo emitida por mim, resultou:

Eu: Bem, sempre que iam juntar duas rds da mesma cor, eu dizia: parem, é
para pensar... isto porque uma rd ndo podia passar por cima de duas da
mesma cor, nao é?

Aluno 1: Oh professora mas... uma... por exemplo, se fosse 5 e uma, a
verde sO arrastava e as ras..., as azuis é que saltavam.

Eu: Exactamente... S0 que havia outra coisa... que é...

Aluna 2: Que é ara... ah... quando tava a rd verde era s6 uma e as 5 azuis
é que saltavam, a ra verde s arrastava.

Aluna 3: Cada rd azul s6 saltava uma vez por cima de cada verde, nédo
podia andar para tras.

Aluno 1: As azuis, cada uma s saltava uma vez e nao andava para tras.
Eu: Muito bem, entdo vocés experimentaram com cinco verdes e uma azul e
viram que todas [as verdes] saltavam uma vez por cima da azul, e se fosse
com duas azuis como acham que seria?

Aluna 3: Cada uma verde saltava duas vezes por cima da azul, ah... ndo,
saltava duas vezes, uma vez uma e depois outra.

Eu: Exactamente. Cada uma delas saltava uma vez por cima de uma azul,
elas eram cinco, e depois outra vez as cinco...

Aluna 3: Dava 10.

Aluna 2: Isso dava mais ou menos uma regra, é sempre um nimero de ras
de uma cor vezes o outro nimero de ras da outra cor.

Eu: Entdo o nimero de saltos correspondia a qué?

Aluna 3: Posso dizer professora? O nimero de saltos é o produto das ras
azuis e das ras verdes.

Surgiu, desta forma, a formulacdo de uma primeira conjectura, procedimento
este que suscitou a necessidade de prova, mediante a experimentagdo. Assim, e tendo-os
incitado a verificar mais casos, inclusivamente com o cuidado de contabilizar também
os arrastamentos e regista-los em tabela, os alunos elaboraram tabelas onde
especificaram o numero de rds de cada cor, 0o numero de saltos, o nimero de

arrastamentos e o total de movimentos, tal como nos exemplos que se seguem.
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Figura 13. Tabela da aluna 2 do Grupo 1 com o registo do nimero de ras e do nimero de
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Verifica-se na tabela anterior, com um tamanho de letra mais pequeno, uma

tentativa de encontrar alguma regularidade relativa ao total de movimentos: 2, 3,3,

4,4...

anterior.
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mas que falhou gquando surge um numero de movimentos menor do que o

Figura 14. Tabela da aluna 3 do Grupo 2 com o registo do nimero de ras e do nimero de
movimentos
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Neste caso, a Aluna 3 ja tem o cuidado de associar 0s arrastamentos a soma € 0S
saltos ao produto. Pode observar-se uma certa organizacdo embora ndo totalmente
ordenada, ndo se esgotando ainda todas as hipdteses possiveis para 0 nimero de ras
permitido pela aplicacéo.

Preenchida a tabela e estabelecida a sua andalise, mais propriamente na parte
referente ao nimero de réds e aos arrastamentos, a Aluna 3 depressa percebeu a regra
para determinar o nimero de arrastamentos, tendo proferido, com determinacdo, uma
nova conjectura: «O numero de arrastamentos € a soma das rds azuis com as ras
verdes», a0 que a questionei da seguinte forma — «Como é que tens a certeza?».
«Porque experimentei vérias vezes» foi a resposta da aluna, o que proporcionou a
explicagdo do que era o trabalho de um matematico, envolvendo o teste, a validagdo e a
prova de conjecturas e o esclarecimento da importancia de se testar as previsoes,
utilizando diferentes valores.

Assim, tendo-os incitado a apresentar mais alguns casos, desencadeou-se 0

seguinte dialogo:

Eu: Lembram-se de comecar a experimentar com 0 menor numero de ras?
Entdo com uma ra azul e uma ré verde como é que foi?

Aluna 3: Com uma ra azul e uma ra verde é... , o numero de saltos é um
vezes um que é um.

Eu: E o nimero de arrastamentos?

Aluna 3: E um mais um.

Eu: Entéo, e como é que chegaram ao nimero de movimentos?

Aluno 1: D4 trés. Um vezes um é igual a um, e um mais um é igual a dois, e
um mais dois é igual a trés.

Eu: V4, outro exemplo.

Aluno 1: Com quatro azuis e duas verdes. Quatro vezes dois é oito.

Eu: E o que € oito?

Aluno 1: E o nGimero de saltos.

Eu: E os arrastamentos?

Aluna 3: E quatro mais dois.

Eu: Ent&o e qual é o nimero de movimentos?

Aluna 3: E catorze. Oito mais seis.

A determinacéo da regra foi enunciada pelo grupo da seguinte maneira:
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Figura 15. Enunciacgdo da regra que permite determinar o nimero de movimentos, Aluna 2 do
Grupo 1.

Os alunos do grupo 1 evidenciaram alguma dificuldade na comunicagéo
matematica escrita, sendo perceptivel um registo decorrente da utilizacdo de um
«mecanismo» muito algoritmico. Relativamente & explicacdo da regra, um dos alunos
(Aluna 2) mencionou: «O professora, nds conseguimos pensar, mas depois escrevermos
é mais dificil». No entanto, ndo é de descurar o facto de conseguiram «dar o salto» para
a generalizacdo, verbalizando a regra que permite determinar o nimero de movimentos.

Num outro grupo (grupo 2), a enunciagdo da regra resultou mais facilmente
porque estabeleceram enunciados parcelares (primeiro como se obtém o ndmero de
arrastamentos e depois como se obtém o numero de saltos) a partir dos quais explicaram
a regra de formacdo. Registou-se também a preocupagdo em atribuir significado aos
resultados obtidos, considerando o contexto em causa e exemplificando o porqué do
produto do numero de ras. Alias, tal como Hung (1998) refere, apesar de reconhecermos
que existem excepcOes, tais como 0s conceitos matematicos abstractos, simbolos e
afirmacGes matematicos geralmente tém significados referenciais-conceptuais (concept-
referential meanings, no original) do mundo real. Expressdes numéricas geralmente
referem-se a nimeros: entidades abstractas que, por sua vez, se encontram em alguma
relacdo regular com entidades fisicas reais ou acontecimentos enumeraveis. Além disso,
segundo Brown (1994), citado em Hung (2000), estes significados referenciais-
conceptuais de afirmacBes matematicas sdo o que permite a Matematica ter significado
e utilidade no mundo real, verificando-se, deste modo, uma forma de dialéctica ou
interaccdo constante entre o aluno e significados referenciais-conceptuais do problema,
semelhante a um processo hermenéutico de compreenséo de significados.

Assim, pode analisar-se o seguinte:
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Figura 16. Enunciacéo de regras e formulagéo de conjecturas da Aluna 3 do Grupo 2

Mediante a solicitacdo de uma analise mais atenta das varias colunas da tabela, a

fim de verificarem algo de especial com os nimeros, a Aluna 2 indicou:

Eu: Vejam la se ndo encontram nada de especial com os nimeros; observem
as varias colunas...

Aluna 2: Ah... [passado algum tempo...] Descobri! Quando temos os dois
numeros pares, da par, quando temos os dois numeros impares da impar-...
Aluna 3: Nao, da par!

Eu: Entdo, d& par ou impar? Sao capazes de explicar? Tém de se entender.
Aluna 2: D4 impar, com um nimero de ras azuis impar e um nimero de ras
verdes impar, da impar.

Eu: Mas o que é que é impar?

Aluna 2: O nimero total de movimentos.

Eu: Ah! Estés a relacionar o numero de ras de cada cor com o namero de
movimentos.

Aluna 2: Pois, por exemplo com uma r& azul e uma rd verde, d& trés, um
vezes um € um e um mais um € dois e um mais dois da trés; com trés rés
azuis e trés rds verdes da quinze que também é impar.

Eu: Entdo e tém de ser sempre dois nimeros iguais?

Aluna 2: Nao, por exemplo com trés ras azuis e cinco ras verdes da vinte e
trés.

Eu: Muito bem, mas entéo tu [Aluna 3], porque é que dizias que dava par?
Aluna 3: O professora, um numero impar mais outro nimero impar da
sempre um nimero impar.

Eu: 4h... E neste caso, a soma dos nimeros impares o que da?

Aluna 3: D& o numero de arrastamentos. O nimero de rds azuis mais o
namero de ras verdes da os arrastamentos e se for dois nimeros impares a
soma da outro nimero impar.

Eu: J& percebi, ambos tinham razdo apenas referiam-se a situagdes
distintas. A Aluna 2 relacionava o nimero de rds com o numero total de
movimentos, que resulta do qué?
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Alunos [em coro] da soma do nimero de ras com o produto do nimero de
ras.

Eu: Fantastico, mas olhem 14, a aluna 3 entdo também estava certa porque
relacionava cada numero de rds de uma cor com o seu total, ou seja o
ndmero de arrastamentos, ras azuis mais ras verdes. Bem, mas vamos la
tentar saber porque é que a Aluna 2 ter chegado ao resultado impar.
Aluna 3: Porque enquanto a soma de dois nimeros impares é par (0
nimero de arrastamentos), o produto de dois nimeros impares é impar (o
nimero de saltos), depois somando um par com um impar (arrastamentos
com saltos) da um impar.

Eu: Fabuloso, Aluna 3!

Todo este didlogo permitiu uma abordagem mais aprofundada, em grande grupo,
da soma e do produto de dois nimeros impares, de um impar com um par e de dois
nameros pares. Os alunos identificaram varios exemplos e, em unissono, respondiam
acertadamente aos resultados, estabelecendo um paralelo simultdneo com o contexto da
actividade.

Alguns dos registos foram os que se seguem:
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Figura 17. Regra que estabelece a relacdo entre o nimero de ras e o numero total de
movimentos (arrastamentos mais saltos), Aluna 2 do Grupo 1
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Figura 18. Regras que, além da soma de par com impar e da relacéo entre o nimero de ras e o
nimero de movimentos, enunciam qual o resultado do produto de um par com um impar, de
dois pares e de dois impares, Aluna 3 do Grupo 2
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Verifica-se uma certa desorganizacdo no enunciado das regras, facto que
decorreu da minha intervencdo no intuito de a aluna desenvolver mais casos resultantes
de outras situacdes além das ja& identificadas pelos alunos: «Entdo vé la..., ¢ se fosse
com dois numeros pares ou dois nimeros impares, como seria 0 produto?».

Posto isto, e aquando da discussdo colectiva dos resultados, com a apresentacao
das descobertas mais relevantes, o Aluno 4, do Grupo 5, afirmou querer fazer um
esquema e eu pedi-lhe para ir ao quadro, solicitando, a0 mesmo tempo, a colaboragéo
dos seus colegas. Assim, 0s alunos entenderam representar as ras azuis pela letra A e as

rds verdes pela letra V. Um dos esquemas copiados para o caderno por uma aluna foi:

AT TA V1 W1
R 5. ) A L XA
LAy | N/ A 2 ~_
A ARE N
A v | A
VI AL e A
\/ A VA A
VR Y 58 B B - 58 G B (5 A5 .
N/ \ A A

Figura 19. Esquema representativo dos movimentos a efectuar com duas ras azuis e duas ras
verdes, Aluna 2 do Grupo 1

Finalmente, foi verificada a regra de formacdo neste exemplo, com a

identificacdo dos arrastamentos e dos saltos, e foram sintetizadas, oralmente, as
descobertas efectuadas pela turma.
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A diversidade e a classificacéo

Da andlise global do desenrolar da tarefa, pode mencionar-se que nem todos 0s
alunos conseguiram formular conjecturas, limitando-se aos aspectos ludico e funcional
da tarefa — nédo juntar duas rds da mesma cor. Desta forma, e segundo a perspectiva de
Hung (1998), os alunos apenas atingiram a «cobertura» de nivel simbdlico (ou
equilibrio, envolvendo uma mera compreensdo numeérica ou de célculo, o que, neste
caso, significa chegar ao nimero de movimentos sem entender o porqué da situagdo que
o0 originou); tendo em conta as referéncias dos mesmos autores, a «cobertura» ao nivel
do problema (problema como um todo) e ao nivel da situacdo (relacdo de problemas
com outros problemas e conceitos matematicos) ndo foram atingidos. Alias, é de notar
que estes alunos também evidenciaram dificuldades iniciais na movimentacdo das ras
revelando alguns passos incoerentes e inconsistentes, conduzindo & juncéo de duas ras
da mesma cor. Contudo, posteriormente, entenderam as conjecturas formuladas pelos
seus colegas e até as conseguiram testar, trabalhando, no entanto, mais ao nivel
simbdlico, envolvendo as operaces e as relacbes numéricas. Assim, o trabalho
cooperativo entre os alunos foi eficaz. Em todos os grupos, houve alunos que
efectuaram generalizacGes, chegando a forma de determinar o nimero de movimentos.
O processo de resolucdo da tarefa, por parte destes alunos, desde o inicio, indicou uma
perspectiva clara do seu objectivo e da compreensdo da situacao, sabendo exactamente
0 que estavam a fazer e conseguindo direccionar as suas acc¢Oes no sentido de
determinar o nimero de movimentos e, consequentemente, derivar a sua «formula»,
procedendo a particularizacdo de variados casos. Alias, segundo Dewey (1933), citado
em Hung (2000), saber matematica envolve descobrir significados e relacbes em
conceitos matematicos. Também na opinido de Schoenfeld (1992), os alunos precisam
de desenvolver uma predileccdo para analisar e compreender, para entender estrutura e
relacBes estruturais, para ver como as coisas se encaixem e a capacidade para raciocinar
em longas cadeias de argumentos. Conjecturando ou tentando adivinhar (como €
evidente nos processos de resolucdo de alguns alunos deste estudo), é o que muitos
matematicos véem como envolver-se em «fazer matematica» (Lakatos, 1991;
Schoenfeld, 1985). Para o efeito, e na perspectiva de Hung (2000), é preciso que 0s
alunos:

e procurem amplamente significados matematicos e relacbes nos niveis de

problema e situacionais;
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e conjecturem aproximacdes possiveis e ideias relacionadas com a tarefa;

e negoceiem (consigo e com os outros) a fiabilidade da sua conjectura;

e experimentem as suas ideias e resolugdes ao longo do problema;

e organizem as descobertas, talvez em tabelas, graficos e outras estruturas
epistémicas ao longo do processo;

e concretizem a sua compreensdo através da formulacdo de hipdteses e

e tirem cobertura conceptual da sua compreensao.

Tudo isto foi possivel observar em alguns alunos, os quais fizeram conjecturas
porque compreenderam as condi¢cOes da tarefa e ndo se limitaram a aplicar cegamente
procedimentos mecanicos, embora também tivessem revelado competéncia na execucao
dos calculos numéricos requeridos de forma a dar continuidade as suas
conceptualizagbes. Na verdade, € necessario que os alunos percebam as dimensdes
conceptuais que envolvem o problema (neste caso a actividade de investigacdo) e ndo
apliguem apenas heuristicas e procedimentos préprios de tipos de problemas
particulares. Além disso, toda a formulacdo e teste de conjecturas estiveram
intimamente relacionadas com a recolha e organizacdo de dados nas tabelas. A analise
dos dados nas tabelas permitiu, ainda, que um grupo tivesse encontrado uma
regularidade, embora esta tenha falhado dada a disposi¢do dos dados. De facto, embora
os dados recolhidos possam conduzir a formulagcdo de conjecturas, determinacdo de
padrdes e de regularidades, estes, ao serem testados, podem levantar a necessidade de
recolher mais dados ou clarificar a pertinéncia de uma reorganizacdo dos mesmos ou
das exploracdes feitas.

Nesta actividade verificou-se também, em todos os grupos, a determinacdo de um
padrdo ndo numeérico — azul-verde-azul-verde... no processo de distribuigdo das ras.

A tentativa de representar fisicamente as rds e 0s movimentos mediante um
esquema também foi evidente em alguns alunos (Grupo3, Grupo 4, Grupo 5).

Houve alunos (Grupo 1 e Grupo 2) que conseguiram estabelecer a relagdo entre a
tarefa e as operacdes multiplicacdo e adicdo de dois numeros pares, dois numeros
impares ou um numero par e um numero impar.

Contudo, o nimero de casos a estudar ndo era demasiado elevado, verificando-se,
assim, uma certa tendéncia para explorar poucos casos. Deste modo, e na perspectiva de

Brocardo (2001), os alunos seguiram um processo linear. O raciocinio que usaram
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evidenciou poucas caracteristicas de raciocinio de investigacdo: as conjecturas eram
explicitadas por serem consideradas como possiveis conclusdes; poucos testes chegaram
para as considerarem como verdadeiras para todos os casos. A testagem de conjecturas
nem sempre implicou a formulacdo de novas conjecturas, com a necessidade de analisar
qual o tipo de dados de que dispunham, que outros dados deveriam recolher e de que
forma eles poderiam ser organizados. Assim, e ainda de acordo com a mesma autora, 0s
alunos, de certa forma, desenvolveram uma actividade linear composta por trés fases:
12 Recolha de um conjunto de dados;
22 Organizacao dos dados;
32Anélise dos dados de modo a tirar conclusdes.

Poucos alunos tomaram a iniciativa de procurar argumentos que pudessem validar

as conjecturas.

Sumula

A actividade de investigacdo Os saltos das ras despertou grande entusiasmo e
empenho nos alunos (talvez pelo facto de ndo ser muito frequente trabalhar com o
computador na aula de Matematica), tendo gerado situacbes de aprendizagem
interessantes. Contudo, originou um maior consumo de tempo, quer pelo prazer em
manusear o computador, quer pelas preocupacfes com 0s registos escritos que iam
elaborando a partir das varias experiéncias. Suscitou igualmente alguns momentos de
discussdo onde os alunos puderam esclarecer as suas ideias e 0S seus argumentos,
podendo desenvolver a sua capacidade de comunicacao.

A formulacéo e o teste de conjecturas foram os processos matematicos que mais
se destacaram ao longo da actividade, embora a professora tivesse tido um papel
influente nesta situacdo. Estes processos resultaram essencialmente da recolha,
organizacdo e analise dos dados em tabelas. Esta forma diversificada de exprimirem os
seus raciocinios ndo era habitual nos alunos. A generalizacdo e a particularizagdo
constituiram processos com alguma expressao no decorrer da actividade. Contudo, a
argumentacdo nem sempre foi conseguida; muito poucos alunos se envolveram neste

processo e, para o efeito, foi bastante importante a intervengéo da professora.
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Ainda assim, os alunos revelaram uma nitida predisposicdo para pensar
matematicamente, procurando compreender o propdsito da tarefa e assumindo o espirito
de cooperacéo entre eles.

Também foi possivel a identificacdo ou tentativa de descoberta de regularidades
e padrdes e a mobilizacdo de conhecimentos matematicos como a paridade da soma e do
produto de dois numeros, além da utilizacdo da linguagem matematica. A diversidade
situa-se ao nivel da representacdo, em que houve o registo das situacbes mediante a
utilizacdo de esquemas ou tabelas e a verbalizacdo [embora mais dificil] segundo a
opinido dos alunos. E de registar também que nem todos os alunos evidenciaram 0s

varios processos matematicos de raciocinio ou pensamento matematico.

4.1.2. Adriana

Adaptada do livro «Petiscos Matematicos», de Jon Millington (2003), e
integrada no dominio teméatico Numeros e Operagdes, a actividade Adriana (anexo 3)
veio a desenvolver-se em 3 aulas. A semelhanca do que se passou na actividade
anterior, entreguei e analisei, em grande grupo, o enunciado da mesma. Intervim
pontualmente a fim de clarificar aspectos relacionados com a compreensdo do
enunciado ou situacGes decorrentes das solicitaces de alguns alunos.

Com a resolugdo desta actividade, pretendia, além de verificar e analisar a diversidade
dos processos de raciocinio e de resolucdo dos alunos, abordar ou explorar alguns
topicos matematicos, a saber: relacGes numéricas, operacfes e seus termos,

representacdes, multiplos, regularidades.

As resolucgdes dos alunos

Feita a apresentacdo da actividade, que incide na descoberta de regras e
regularidades face a escrita repetida do nome Adriana, e esclarecidas as duvidas, os
alunos passaram a ac¢ao. Como tal, perante a questdo 1, «Qual € a 39.2 letra?», surgiram

respostas como a seguinte:
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Figura 20. Estratégia mais frequente na determinacéo da 392 letra da escrita repetida do nome
Adriana, Aluno 4 do Grupo 1

Esta estratégia foi utilizada pela maior parte dos alunos. Percebe-se a
necessidade de concretizarem a situagdo, atribuindo a cada letra sucessiva um ndmero
consecutivo. Mas uma outra resposta surgida torna visivel a capacidade de proceder por
agrupamentos de letras (Adriana tem 7 letras), em que a Aluna 1 do Grupo 3 usa o resto

da divisdo por 7 para a descoberta da letra pretendida:
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Figura 21. Estratégia para determinacdo da 392 letra da escrita repetida do nome Adriana com o
agrupamento de letras

Na questdo 2, relativa a determinacdo da 1052 letra, as estratégias seguidas

também tiveram por base 0 agrupamento de letras.
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Figura 22. Estratégia para determinacéo da 1052 letra da escrita repetida do nome Adriana com o
agrupamento de letras, Aluno 3 do Grupo 4
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Nesta situacdo, e depreendendo-se que o Aluno 4 do Grupo 3 entendeu que a
palavra Adriana continha 7 letras, constata-se 0 agrupamento das respectivas letras com
0 registo sistematico dos resultados numéricos referentes a letra final de cada grupo, 0s
quais foram identificados pelos alunos como «a tabuada do 7». Deste modo, embora o
aluno tenha escrito varias vezes a palavra Adriana, ndo procedeu a contagem letra a
letra, como em alguns casos anteriores; para a contagem «socorreu-se» dos multiplos de
1.

Noutros casos, houve agrupamentos com varias cadeias elementares. Um dos
alunos (Aluna 2 do Grupo 1) aproveitou as letras ja escritas, tendo o cuidado de
verificar que uma cadeia de quatro palavras Adriana correspondia a 28 letras. Entéo,
para chegar as 105 letras, adicionou 3 parcelas de 28 porque se apercebeu que se
adicionasse uma quarta parcela de 28 ultrapassaria 0 nimero pretendido. De seguida,
recorreu a subtraccdo, de forma a obter o numero de letras que Ihe faltava para as 105.

Finalmente, contou as 21 letras, concluindo que a 212 letra seria a mesma do que a 1052,
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Figura 23. Estratégia para determinacéo da 105? letra da escrita repetida do nome Adriana com o
agrupamento de varias cadeias elementares

Relativamente a questdo 3, a qual consistia na determinacdo do numero de vezes
gue o nome Adriana aparecia completo, com a utilizacdo de 58 letras, alguns alunos
recorreram ao algoritmo da diviséo por 7, visto reconhecerem que a palavra «Adriana»

requer 7 letras.
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2. Qual éha 105° letra?

3. Quantas vezes aparece o nome “Adriana” completo se utilizarmo[s 58 letras?
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Figura 24. Estratégia para determinacéo do nimero de vezes que o nome Adriana aparece
completo, com a utilizagdo de 58 letras, Aluno 1 do Grupo 2
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Neste caso, o Aluno 2 associa o0 resto da divisdao ao nimero de letras que sobra

apos a escrita repetida da palavra Adriana oito vezes.

Nota: Expliquem como chegaram as vossas respostas Podem fazé-lo ut;llzando palavras
esquemas ou calculos ooy e fotne 2 S A nakan g
g £l A AR <N
X U . i
4 o .r«uﬂ‘ /2L«

A ) | . '\/A, 2
o 20V /

Figura 25. Justificacdo da resposta a questdo 3

H& uma clara compreensdo do contexto real da actividade, a qual podera ser
evidenciada no enunciado anterior, enunciado este que, por sua vez, também denota
alguma capacidade de comunicacdo matematica.

Quando procuram uma regra que permita saber quantas letras sdo necessarias
para que a sequéncia de letras termine com o0 nome completo, as respostas dos alunos,
mais uma vez, revelam a sua consciéncia de estarem perante os multiplos de 7, para

alguns identificados com a tabuada do 7:

4. Escapaz dedeterminar uma regra que permita saber quantas letras sdo necessarias para
gue a sequéncia do nome esteja sempre completa até a ultima letra deste? : |
..... 2
So oo T Sen Ol e F 47 ? R -
Q‘\E’, d,\\ © T8 < (e ) G, \,_,qu"\, 1L eSO Q‘Q‘x N e ‘\: oy m@%
0 q w@{o "\’CE, O TYILL <
5. Se tivermos uma sequéncia com 16 “A”, quantas vezes se encontra repetxdo o nome <\ Eg,
“ADRIANA’? E em que letra pode terminar a sequenma? 7
&< SOy

T e

Figura 26. Formulacdo de uma regra que permite saber quantas letras sdo necessarias para que a
sequéncia de letras termine com o nome Adriana completo, Aluna 4 do Grupo 3

Esta situacdo pode também ser evidenciada a partir do seguinte dialogo:

Eu: Entdo ja responderam a questdo 4? Ja sabem qual é a regra?

Aluna 4: Sim, professora.

Eu: Entdo digam la.

Aluna 4: E que para o nome Adriana estar completo tem de ter sempre 7
letras, entdo pode ter 7, mais 7, mais 7, mais 7, sempre mais 7 do que o
namero anterior.

Eu: Ent&o podera ter 6, 13, 20, 27? E isso? VAo de 7 em 7, ndo é?

Aluno 3: E, mas ndo comecam em 7 e 0 nome Adriana tem 7 letras. Tem que
ser nimeros da tabuada do 7! Para termos sempre o0 nome completo temos
de ter resultados da tabuada do 7.

Eu: Ora muito bem, mas o que € esses numeros tém de especial? Que nome
Ihes podemos dar? 7, 14, 21, 28, até ndo puseram, mas podiam também por
0 «0», numa situacao em que ndo aparecesse 0 nome Adriana escrito.
Aluna 4: J& sei, sdo os multiplos de 7.

Eu: Excelente, entdo podem completar a vossa regra.
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A resposta seguinte mostra a capacidade de generalizacdo que permite a Aluna 2
do Grupo 1 exibir um exemplo de um numero de letras possivel nas condigdes
pretendidas:
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Figura 27. Generalizacdo da regra que permite saber quantas letras sdo necessarias para que a
sequéncia de letras termine com o nome Adriana completo

Na busca de uma sequéncia que contivesse 16 «Ax», varios alunos reconheceram

que a palavra «Adriana» requer 3 «A» e este facto conduziu-os a divisdo por 3.
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Figura 28. Estratégia para encontrar 0 nimero de vezes que se encontra repetido o nome
Adriana numa sequéncia com 16 «A», Aluna 2 do Grupo 1

No registo que se segue, a Aluna 3 do Grupo 2 entendeu também que a

sequéncia podia ndo terminar obrigatoriamente na letra A.

5. Se tivermos uma sequéncia coni 16 “A”, quantas vezes se encontra repetido o nome
“ADRIANA"? E em que letra pode terminar a sequéncia? \
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Figura 29. Enunciacdo do entendimento de que, numa sequéncia com 16 «Ax, a tltima letra
dessa sequéncia ndo tem de ser necessariamente um A.
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Na questdo 6, da procura de uma sequéncia que contivesse 35 «A», encontrando-
se 0 numero de vezes em que aparece a palavra Adriana completa e a letra em que pode
terminar a sequéncia, houve um aluno que recorreu a um esquema e ao registo do
numero de «A», tomando os multiplos de 3 e aproveitando, para o efeito, a sequéncia ja

existente do nome de Adriana:
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Figura 30. Esquema determinativo do numero de vezes em que aparece a palavra Adriana numa
sequéncia de 35 «A» com o recurso aos multiplos de 3, Aluno 3 do Grupo 5

Na tentativa de o Aluno 3 explicar o que tinha feito, desencadeou-se o seguinte
diélogo:

Eu: Entdo, Aluno 3, diz-me 14 o que é que estas a fazer.

Aluno 3: Tenho aqui 0 nome Adriana escrito e leva 3 «A», pus um 3, depois
volta a ter o nome Adriana escrito vdo mais 3 «A» e eu ja pus 6 (3+3),
depois outra vez mais trés e pus 9, depois 12, depois aproveitei 0 que ja
estava escrito e pus 15 por cima (12+3), e é sempre de 3 em 3 para saber 0
namero de «A» nas palavras Adriana.

Eu: Estou a ver que consegues saber o nimero de «A», tendo a palavra
Adriana escrita repetidamente, mas e para saber por exemplo, quantas vezes
aparece a palavra Adriana escrita se tiveres 0s 35 «A»?

Aluno 3: Ah... para isso vou contar cada nimero que tenho la.

Eu: Como é...?

Aluno 3: Entdo, quer saber quantas vezes aparece a palavra Adriana
havendo 35 «A», € facil, [comegou a contar cada um dos nimeros que tinha
registado 3,6,9,12,15...até ao 36] é 12.

Eu: Ora mas V€ 14, quando registas o nimero 36 o que é que significa?
Aluno 3: Que tenho 36 «Ax.

Eu: Entdo e ter 36 «A», quer dizer o qué?

Aluno 3: Que a Gltima palavra Adriana esta completa, 0 36 é 0 Ultimo «A».
Eu: Sim, senhor mas quantos «A» é que eu disse?

Aluno 3: 35.

Eu: Entdo sera que com 35 «A» a Ultima palavra Adriana estava completa?
Aluno 3: Ah, pois nao...

Eu: Entdo quantas vezes aparece a palavra Adriana completa?

Aluno 3: Assim sdo s6 11.

Eu: Muito bem, mas... ja agora em que letra termina a Ultima palavra
Adriana?

Aluno 3: Em A, sdo 35 «A»,

Aluno 1: N&o, também pode terminar em N, ndo deixa de ter 35 «A», j& ndo
pode é terminar no Ultimo «A» sendo passava a ter 36 «A».
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Aluno 3: Pois e.
Eu: Ora que ricos alunos! Gostei! V4, continuem!

Outra aluna (Aluna 3 do Grupo 2) apresentou uma resolugdo com o recurso ao
algoritmo da divisdo por 3, compreendendo que as duas letras que sobram na diviséo de
35 por 3 sdo 0s 2 «A» de um outro grupo de 3 «A» que poderia estar completo; séo
exactamente 0 1° e 0 2° «A» de Adriana; a sequéncia poderia acabar em A (0 2° «A» de

Adriana) ou N.

6. E cém 35 “A”, quanta‘s vezes se encont;a re‘get’id‘b o nome “ADRIANA”? E em que letra
pode terminar a sequéncia? ) 2
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7. Es capaz de descobrir uma maneira de determinar o numeroc da posicdo de qualquer letra
A, seja ela a primeira do nome, a segunda ou a terceira?

Figura 31. Estratégia para encontrar o0 nimero de vezes que se encontra repetido o nome
Adriana numa sequéncia com 35 «A» e a letra em que pode terminar a sequéncia (parte inicial)
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Figura 32. Estratégia para encontrar o nimero de vezes que se encontra repetido o nome
Adriana numa sequéncia com 35 «A» e a letra em que pode terminar a sequéncia (parte final)

Quanto a questdo 7, cujo grau de generalizacdo é claramente superior, ja se
observa uma maior énfase na organizacdo de dados, a procura deliberada de

regularidades e a formulacéo de conjecturas.
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Figura 33. Formulacéo de conjecturas referentes a determinagédo do nimero da posicao de
qualquer letra «A» na escrita repetida da palavra Adriana, Aluna 3 do Grupo 2
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Figura 34. Organizagédo de dados com a procura de regularidades e a formulagdo de conjecturas
da Aluna 4 do Grupo 3

Figura 35. Organizagdo de dados com a procura de regularidades e representagdo em tabela da
Aluna 4 do Grupo 2

Numa outra resolugéo curiosa, a Aluna 3 do Grupo 1 diz que, para o terceiro A,
«vai mesmo de 7 em 7», ou seja, reconhece que, neste caso, estdo efectivamente os

maultiplos de 7.
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Figura 36. Reconhecimento dos multiplos de 7

Na resolucdo da questdo 8, acerca da presenca de dois «A» consecutivos na
sequéncia, encontraram-se diversos tipos de respostas. Ao trabalhar neste tipo de
tarefas, os alunos recorrem realmente a processos diversificados, nomeadamente a
construcdo de tabelas, a contagem exaustiva, a aplicacdo de relacbes numéricas e, em
menor namero, a explicacdo por palavras. A resposta que se segue denota a consciéncia
de que o aparecimento de 2 «A» consecutivos implica a repeti¢do da palavra «Adriana»,

pelo que o primeiro A da sequéncia ndo pode fazer parte dos pares de «A» consecutivos.

8. E em relagéo aos “As” consecutivos, és capaz de verificar alguma coisa?
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Figura 37. Explicacdo, por palavras, de uma conclusdo referente ao nimero de «A»
consecutivos na escrita repetida do nome Adriana, Aluna 2 do Grupo 1

No exemplo seguinte, observa-se o registo e a organizacdo de dados, a procura

de regularidades e a formulagéo de conjecturas.
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Figura 38. Organizacgdo de dados com a procura de regularidades e a formulacéo de conjecturas
referentes ao nimero de «Ax» consecutivos, Aluna 2 do Grupo 1
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A diversidade e a classificacéo

Enquanto alguns alunos sentiram necessidade de concretizar os dados, até de
uma forma exaustiva, apoiando-se em contagens e na descoberta de padrdes, como
meios para a obtencdo de conclusbes mais genericas, outros apresentaram raciocinios
que envolveram o conhecimento das operacfes aritméticas e a sua relagdo com a
exploracdo das sequéncias tratadas, conseguindo, deste modo, extrair do contexto
relages gerais. Os primeiros alunos recorreram a representacdes mais esquematicas; 0s
outros conseguiram ser mais «descritivos», mas igualmente eficazes na sua forma de
raciocinio matematico, demonstrando a capacidade de traduzir verbalmente (utilizando
palavras) as suas conclusdes e a sua compreensao das questdes.

Alguns alunos conseguiram fazer a passagem do particular para o geral, a partir
da construcdo de tabelas, em que a disposi¢cdo dos dados lhes permitiu identificar
relacBes entre as entradas, quer por linhas quer por colunas, identificando regularidades,
formulando, testando e validando conjecturas, se bem que, como ja foi mencionado na
andlise da actividade anterior, a formulacdo de conjecturas tenha sido o processo

matematico mais frequente.

Sumula

Da resolugédo da tarefa, podemos referir que os alunos reagiram com bastante
gosto e persisténcia. Constatou-se que ganharam confianca e «espirito de investigador»,
resultados que outros estudos tém igualmente encontrado (Abrantes et al, 1999). O
desempenho dos alunos também pode estar condicionado pelo grau de estruturacdo da
tarefa, verificando-se, assim, uma maior ou menor solicitagdo da presenca do professor
em funcdo dessa circunstancia. Contudo, e considerando o proprio caracter aberto das
actividades de investigacdo, a minha orientacdo foi apenas no sentido de ajudar os
alunos a entenderem o pretendido, ndo influenciando directamente o processo. Com o
decorrer do tempo, verificou-se que os alunos adquiriram maior autonomia, até porque
confrontaram as suas ideias com as dos seus colegas de grupo. Assim, a medida que o
estudo progride, a maioria dos alunos assume, cada vez mais, uma atitude critica e

investigativa, tal como sugere Braumann (2002).
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Quanto aos processos matematicos utilizados pelos alunos, é de mencionar o
registo e a organizacdo de dados, a procura de regularidades, a formulacéo, o teste e a
validacdo de conjecturas, com maior destaque para a formulacgdo de conjecturas.

Relativamente aos processos de raciocinio evidenciados, destacam-se algumas
caracteristicas — a necessidade de os alunos concretizarem os dados (por vezes de uma
forma exaustiva), antes de conseguirem alguma abstraccdo. Embora cheguem a
encontrar regularidades, optam por representacGes essencialmente esquemaéticas ou
descritivas, embora as duas formas se complementem, em varios casos. Esta evidéncia
estd em consonancia com as ideias de Mason (1999), visto que se verifica a necessidade
de particularizacdo como forma de os alunos ganharem confianca nos seus raciocinios e
representagcdes, no momento anterior ao «salto» para a generalizagdo. Muitas vezes, este
salto ndo acontece abruptamente, necessitando de um processo «em espiral», tal como é
referido por este autor ao caracterizar o préprio pensamento matematico.

A progressiva evolucdo para a generalizacdo estd patente em muitas das
respostas obtidas, notando-se, contudo, que muitos alunos se apoiam em contagens e na
descoberta de padrbes, como meios para a obtencdo de conclusdes mais genéricas. A
presenca de raciocinios que envolvem o conhecimento das operagcfes aritméticas, e a
sua relacdo com a exploracdo das sequéncias tratadas, foi igualmente visivel em muitas
das respostas, levando a concluir que a capacidade de extrair do contexto relagdes gerais
estd presente no raciocinio dos alunos. Em particular, foi notéria a utilizacdo do
significado do resto da divisdo inteira no contexto da actividade proposta.

A passagem do particular para o geral acentua-se com a construcdo de
representagdes mais poderosas, nomeadamente de tabelas, em que a disposicdo dos
dados permite aos alunos identificar relagcdes entre as entradas, quer por linhas quer por
colunas.

Em todo o caso, muitos dos alunos mais «descritivos» conseguem ser
igualmente eficazes na sua forma de raciocinio matematico, demonstrando a capacidade
de traduzir verbalmente (utilizando palavras) as suas conclusdes e a sua compreensdo
das questdes resolvidas: «fazemos os multiplos de 7 mais 1», «vai mesmo de 7 em 7»,
«pode terminar no A, no D, no R ou no | porque o que conta é 0 A e ndo as outras
letras».

Raciocinar matematicamente passa, inquestionavelmente, por lidar com o
particular e com o geral, mas esta interac¢do, que alguns autores descrevem como um

pensamento em espiral, pode assumir maltiplas variantes — a nao linearidade, referida
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por Brocardo (2001) e as transicbes da manipulacdo para a clarificacdo e para a
representacdo, com vista a uma nova manipulagdo mais convincente (Mason, 1999).
Dos resultados obtidos, infere-se que a diversidade dos raciocinios matematicos esta
associada a forma como se processa a referida interaccao, assim como ao modo de lidar
com as representacdes que permitem passar de objectos para objectos matematicos
(Mason 1999).

4.1.3. Torres de cubos

A actividade Torres de cubos (anexo 8), adaptada de «La Magie du Carré», de
René Descombes (2004), foi uma das actividades finais trabalhadas neste estudo.
Talvez devido ao facto de os alunos ja possuirem alguma experiéncia neste campo, e
também porque a mesma actividade visava, entre outros objectivos, a determinacéo de
uma regra ja encontrada numa outra proposta — a sequéncia de Fibonacci, desenvolveu-
se em apenas duas aulas para alguns alunos e trés aulas para outros.

Tal como as actividades anteriores, estava integrada no dominio tematico
Nameros e OperacBes. Com a resolucdo da mesma, eram nossos objectivos, além
verificar e analisar a diversidade dos processos de raciocinio e de resolucdo dos alunos,
abordar ou explorar alguns topicos matematicos, a saber: relagdes numéricas, simetria,

representacdes, regularidades, padrdes.

As resolucdes dos alunos

A actividade consistia em encontrar uma regra ou um padrdo para determinar o
namero de torres possiveis de construir, com qualquer altura (cuja unidade era a altura
de um cubo), a partir do empilhamento de cubos vermelhos e amarelos atendendo a
Unica condicdo de que nunca poderiam estar dois cubos amarelos juntos. Inicialmente,
pedi aos alunos para determinarem o numero de torres com um de altura, dois de altura,
trés de altura, quatro de altura, cinco de altura e vinte de altura. Como sempre, distribui
pelos grupos os enunciados. Além disso, como também seria de esperar nesta

actividade, entreguei varios cubos de encaixe, vermelhos e amarelos. Apos a leitura, em

129



grande grupo, do enunciado e o esclarecimento das duvidas emergentes, os alunos
deram inicio a actividade. De realcar, no entanto, que fiz notar a necessidade de os
alunos registarem todas as descobertas e as estratégias de resolucéo, a fim de poderem
elaborar o seu relatorio, relembrando, ainda, os itens que o constituiam.

Face talvez ao facto do material utilizado ser manipulavel, verificou-se uma
certa tendéncia inicial da maioria dos alunos para o aspecto ludico, sem darem grande
importancia ao teor da actividade. Contudo, esta situacdo depressa foi ultrapassada, néo
diminuindo, por isso, o grau de entusiasmo dos alunos. Assim, ao interpretarem o
enunciado, comegaram por construir as primeiras torres procedendo ao seu registo no

papel, chegando, sem dificuldades, as seguintes conclusdes:

- Com 1 de altura?
- Com 2 de altura?
- Com 3 de altura? )
-Com 4 de altura? ~

- Com 5 de altura? |.”)

Figura 39. Determinacdo do numero de torres consoante a sua altura, Aluno 4 do Grupo
4

Para o efeito, o trabalho colaborativo revelou-se bastante eficaz, tendo todos os
alunos dado o seu contributo de uma forma empenhada e interessada, tal como
comprovam algumas afirmacGes dos alunos: «Nesta actividade ndo houve discussoes,
nem desentendimentos, adorei trabalhar com eles, desta vez mais do que das outras»;
«Eu achei que a actividade foi interessante porque desenvolveu em grupo, e de um
modo geral toda a gente colaborous. Alias, quanto a este ponto, Segurado (1997) refere
que, entre outras caracteristicas, as actividades de exploracdo e de investigacdo
favorecem a valorizacao e reconhecimento das interaccdes entre pares. Também Amaral
(2003), num estudo realizado com alunos do 1° Ciclo, menciona que as actividades
investigativas proporcionam a valorizacdo do trabalho cooperativo.

O manuseamento dos cubos assumiu um papel importante na determinagéo do
numero de torres, tal como o afirmam alguns alunos na elaboracdo do seu relatério -

«Para elaborarmos este trabalho utilizamos os seguintes materiais: o lapis, a borracha, a
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régua para fazermos tabelas, graficos, esquemas (...), utilizamos também uma folha de
rascunho para escrevermos as nossas conjecturas e principalmente os cubinhos amarelos
e vermelhos». Contudo, embora tivesse permitido a concretizagdo da situacao,
rapidamente os alunos «os abandonaram», partindo para algumas formas de os
representar, nomeadamente: recorrendo as letras A e V, os cubos amarelos e 0s cubos
vermelhos, respectivamente; desenhando e pintando quadrados com as cores em causa,;
verbalizando, com a utilizacdo das palavras vermelho e amarelo, tal como se pode

verificar a seguir.
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Figura 40. Representacéo das torres utilizando as letras A e V, Aluna 2 do Grupo 4

Figura 41. Representacédo das torres utilizando o desenho e a pintura de quadrados, Aluna 2 do
Grupo 1
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Figura 42. Representacédo das torres utilizando as palavras «vermelho» e «amarelo», Aluna 3 do
Grupo 2

A partir do manuseamento dos cubos, alguns alunos comecaram por fazer uma
tabela mas facilmente reconheceram a utilidade da representacdo esquematica para a
conseguirem completar, tal como é evidenciado pelas seguintes afirmacoes:
«Comecamos por fazer uma tabela, mas depois ndo a acabamos porque achamos que
fazendo em esquema era mais facil descobrir as maneiras que faltavam, também
escrevemos passo a passo 0 Nnosso raciocinio, porque assim iamos descobrindo mais
conjecturas»; «Utilizei um esquema e torres porque me ajuda a conseguir raciocinar e a

obter os meus resultados».
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Figura 43. Justificacdo de estratégia da Aluna 2 do Grupo 1

De qualquer forma, a utilizacdo da tabela ndo ficou de todo abandonada, até
porque alertei os alunos para o facto de terem de apresentar uma regra. Assim, tendo
organizado os dados em tabela e procedido a sua analise, a partir dos primeiros dados,
alguns alunos reconheceram rapidamente que esta actividade era idéntica a das escadas

(uma outra actividade realizada anteriormente), dizendo: «Ah, esta é a das escadas».
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Como tal, verificou-se o que Hung (1998) designa por «cobertura» a nivel de situagéo, o
que implica conseguir estabelecer a relagdo de problemas com outros problemas ou
conceitos matematicos; esta situacdo denota, assim, segundo a perspectiva do mesmo
autor, que os alunos tiveram de atingir uma «cobertura» de nivel simbdlico, com a
compreensdo numeérica e de célculo, e uma compreensdo de nivel de problema,
entendendo o problema, como um todo.

Posto isto, a regra foi descoberta imediatamente e enunciada da seguinte forma:

: 2 et :  ors o4O TES vai dof um (ewhicdo ©
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Figura 44. Enunciacdo da regra que permite determinar o nimero de torres, Aluna 2 do Grupo 4

De notar que este enunciado é o de uma aluna com nivel 2 em Matematica que,
no entanto, neste tipo de tarefas evidenciou maiores capacidades e interesse, tendo
conseguido determinar o pretendido. Na verdade, destaca-se o que Oliveira, Segurado,
Ponte & Cunha (1999) defendem quando referem que, entre outros aspectos, as
actividades de investigagdo fornecem pontos de entrada mdaltiplos para alunos com
diferentes niveis de competéncia.

Outras formas de registo foram:

ansegues encontrar um padrdo, uma regra para o niimero de torres possiveis?

“\'Jm"‘"? L % e i e o el - e
! B Y LU i X & ¥ - g ¥ e L (Y Ve | i .

Figura 45. Enunciacéo 2 da regra que permite determinar o nimero de torres, Aluna 1 do Grupo
3

Este enunciado denota alguma capacidade de generalizacdo embora com o
recurso a alguns exemplos, registando-se, deste modo, a transicdo entre o exemplo
geneérico e a generalizacdo que, segundo Mason & Pimm (1984), assume a funcgéo de

uma antecamara da generalizacdo; a aluna acaba por ver o geral no particular.
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Figura 46. Enunciacdo 3 da regra que permite determinar o nimero de torres, Aluna 2 do Grupo
1

A aluna enunciou a regra, recorrendo também a exemplificacdo dos casos, ndo
deixando de indicar a relacdo que estabeleceu com uma actividade anterior, a das

escadas, e a identificacdo da mesma com a sequéncia de Fibonacci.
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Figura 47. Enunciacdo 4 da regra que permite determinar o nimero de torres, Aluno 2 do Grupo
2

Neste Gltimo enunciado ja se verifica uma notéria capacidade de generalizacao.
Descoberta a regra, o preenchimento da tabela revelou-se bastante facil, tendo alguns
alunos procedido ao seu preenchimento exaustivamente, tal como o exemplo que se
segue.

A disposicdo dos dados patenteia uma organizacdo sistematica dos mesmos, 0s
quais ndo aparecem ao acaso; como tal, em cada situacdo, a Aluna 3 comeca por indicar
a torre construida com todos os cubos vermelhos, seguindo-se a inclusdo de um amarelo
e restantes vermelhos, esgotando todas as hipoOteses e tendo o cuidado de fazer

corresponder a cada torre a sua Ssimétrica, imediatamente a seguir; depois, vai
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aumentando progressivamente o numero de cubos amarelos, obedecendo ao mesmo
procedimento.

Além disso, a aluna revela persisténcia no registo de dados, capacidade essa ja
mencionada por Fonseca (1999), ao citar Kissane (1988), tendo em conta algumas das
razbes importantes para se reservar espago no curriculo para as actividades de
investigacao.

Um outro facto curioso é a escrita lateral de «raciocinio por recorréncia» (ver
figura 48), o que decorreu de uma intervencdo da professora no sentido de clarificar a
forma utilizada pelos alunos para determinar a regra. Estes, sabendo que tinham de
elaborar o relatdrio escrito, com o registo de todas as descobertas, entenderam, também

enquanto alunos bastante aplicados, ndo deixar de registar o comentario.
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Figura 48. Determinagéo exaustiva do nimero de torres, Aluna 3 do Grupo 2
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Num outro grupo (Grupo 1), em lugar de explorarem as varias hipdteses com o
registo verbal das cores, desenharam e pintaram as torres, tal como se apresenta a

sequir.

Figura 49. Determinag@o do numero de torres mediante o desenho e a pintura de quadrados,
Aluna 2 do Grupo 1
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Figura 50. Legenda referente & determinacdo do nimero de torres mediante o desenho e a
pintura de quadrados, Aluna 2 do Grupo 1

Neste caso, verifica-se também uma certa organizacéo dos dados com o cuidado
de indicar as torres simétricas, que inicialmente foram entendidas como aquelas que
tinham contrarios. Nesta base, e ainda a partir do manuseamento dos cubos, tentando
atribuir algum «embelezamento» as vérias torres alinhadas e esgotando todas as
hipoteses de colocar o cubo amarelo juntamente com os cinco vermelhos, conseguiram

desenhar a seguinte figura:

137



pp——

i1

4 ~13 . AN T
i ,___,;;fi. i’) NHO UYL e L L cum:x/tz\xa,

4.1 ,,J;\c/;.»)t& VXL YVMoMies Q
NEC & avrmreute NS«

i,

N

Figura 51. Simetria com as torres, Aluna 2 do Grupo 1

Tendo-me aproximado do Grupo 1 e verificado a elaboracéo da figura anterior

questionei os alunos, desencadeando-se o seguinte didlogo:

Eu: Entao, digam-me |4, o que € que estdo a fazer?

Alunos do Grupo 1: [em coro] Estamos a desenhar as torres com 6
cubinhos de altura.

Eu: Calma, um de cada vez... [fazendo-me de intrigada] Mas afinal, ainda
ndo percebi... Porque é que as estao a dispor dessa forma?

Aluna 2: E assim professora, nos para fazermos as torres comegavamos por
por sempre as vermelhas primeiro. Depois...

Eu: E porqué?

Aluna 3: Para nos organizarmos ao registar as torres. Primeiro até
comegcamos a p6-las de qualquer maneira, mas depois vimos que era mais
facil se comecassemos pelas vermelhas e depois iamos acrescentando as
amarelas.

Aluna 2: Ah, mas néo se esquecam, as amarelas fazemos primeiro com uma
e as vermelhas, depois com duas e as vermelhas e sempre assim,
aumentamos as amarelas e as vermelhas.

Aluno 4: E ainda h4 outra coisa, nés quando faziamos uma torre, faziamos
logo a outra ao contrario para ajudar e ndo nos esquecermos das varias
maneiras.

Eu: Entdo e 0 que vos parece que seja isso das torres ao contrario?

Aluna 2: Sao as torres simétricas.

Eu: Muito bem! Estou a ver que se lembram de alguns contedos que ja
tinhamos falado. Mas ainda ndo me explicaram o que estéo a fazer.

Aluna 2: Pois tem mesmo a ver com a simetria, professora.

Eu: Ai é, entdo digam 14 como é que fizeram.

Aluna 2: E assim: nos ja fizemos as torres de um de altura, de dois, de trés,
de quatro e de cinco, agora estdvamos a fazer as de 6 de altura; todos
estadvamos a fazer e seguiamos aquela regra, primeiro todas as vermelhas, e
depois amarelas e vermelhas, mas quando experimentamos com uma
amarela e as cinco vermelhas comegdmos a junta-las e a ver como é que
ficava, achamos esta forma gira. E até ficava com simetria. Entdo
resolvemos desenha-la.

Eu: E fizeram muito bem. Estou a adorar. Continuem!

Houve alguns alunos (Grupo 1) que conseguiram entender o porqué da regra,

tendo por base o raciocinio recursivo, quando conseguiram contextualizar parte da
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situacdo. Mais uma vez, e na perspectiva de Hung (1998), foi possivel atribuir aquela
situagdo um significado referencial-conceptual do mundo real, em que entidades
abstractas (a determinacdo do numero de torres, segundo a sequéncia de Fibonacci)
encontram uma relacdo com uma entidade fisica real, o que podera ser ilustrado no

seguinte dialogo:

Eu: Entdo, esté tudo a correr bem? Estdo com alguma dificuldade?

Alunos do Grupo 1: N&o, esta actividade esté a ser muito facil.

Eu: Deve ser porgue € parecida com a das escadas, nao é?

Aluna 2: Sim, e nos até ja descobrimos porque é que a regra € a mesma.

Eu: Entdo e digam 14 outra vez qual é a regra.

Aluno 1: E a sequéncia de Fibonacci.

Eu: Ora muito bem, estou a ver que se lembram, mas em que é que consiste
essa regra?

Aluna 2: E que somando o n° de maneiras do 1° com o do 2° vai dar o n° de
maneiras do 3° e somando o n° de maneiras do 2° com o 3° vai dar o 4° e dai
em diante.

Eu: Ora esta muito certo, mas o que é que € aqui 0 1°, 0 2°e 0 3°?

Aluno 1: E o nimero de torres de cada altura.

Eu: Sim senhor, gostei! Mas entdo, digam-me 14 qual tinha sido a vossa
descoberta.

Aluna 2: Ah, é que no6s percebemos porque é que 0 himero de maneiras tem
sempre a ver com as anteriores.

Eu: Entdo porqué?

Aluna 2: Porque nés para fazermos por exemplo as sequéncias de quatro
(as torres de quatro de altura), iamos buscar as de trés, era s6 acrescentar
mais cubinhos.

Eu: Ora que interessante. Estou a ver que 0S meus meninos estdo a
perceber. Que bom! V4, sigam.

Pelo exposto, pode-se concluir que alunos do Grupo 1 conseguiram atribuir uma
explicacdo para a utilizacdo do raciocinio recursivo, a partir da experimentacdo. Tal

evidéncia também foi explicitada do seguinte modo:
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Figura 52. Evidéncia da compreensdo do porqué do raciocinio recursivo, Grupo 1
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O grupo que conseguiu verbalizar todos os casos possiveis de torres com varias

alturas (Grupo 2), ainda tentou detectar regularidades e padrdes, revelando ja um franco
dominio do vocabulério inerente as actividades de investigag&o.
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Figura 53. Formulag&o de conjecturas, determinagdo de regularidades e padrdes na actividade
torres de cubos

Formularam uma conjectura inicial que depressa refutaram tendo em conta o
contra-exemplo encontrado. Assim, relativamente as maneiras (0 nimero de torres)
verificaram que, se de dois para trés, aumentava 1, de trés para cinco, aumentava 2, de
cinco para oito, aumentava 3, entdo o nimero seguinte deveria ser doze, visto ter de
aumentar 4. Contudo, ao verificar que o nimero seguinte era 13, concluiram que a

conjectura estava errada, identificando o contra-exemplo, o que pode ser evidenciado no
seguinte dialogo:

Aluna 3: O professora, pode vir aqui?
Eu: Vou ja. [passados segundos] Ora digam 4, o que €?

Aluna 3: Pensdvamos que tinhamos encontrado uma regularidade, olhe aqui
[apontando para a coluna da tabela referente ao nimero de maneiras], dois,
depois para trés, vai um, depois de trés para cinco vao dois, depois cinco
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para oito, vao trés, mas agora deviam ir quatro e dar doze, mas ndo, vao
cinco e da treze, oito mais cinco.

Eu: Muito bem. Ja viram que falhou. Lembram-se como € que chamamos a
estes exemplos?

Alunos do grupo 1: Sdo contra-exemplos.

Eu: Excelente, o vocabuldrio das actividades de investigacdo ndo esta
esquecido! J& agora, por falar em vocabulario, conseguiram detectar mais
alguma coisa?

Aluna 3: Sim, também vimos padrdes.

Eu: Entdo mostrem-me Ia.

Aluna 3: E assim, professora: em rela¢do ao niimero de maneiras temos 2, 3,
5, é par, impar, impar, e volta outra vez, par, impar, impar, porque é 8, 13,21
e vai dar sempre assim.

Eu: Muito bem, e quais s&o 0s outros?

Aluna 3: E em relac&o ao niimero da altura e ao nimero de maneiras.

Eu: Entdo como é?

Aluna 3: E assim: par impar, impar par, par impar, impar impar, par par,
impar impar.

Eu: Entdo mas comegamos com 1 de altura a que corresponde 2 maneiras, ou
seja é impar par, e tu dizes par impar ...

Aluna 3: Faltava-lhe o «0» de altura que correspondia a 1 maneira, de resto
bate tudo certo até nova repeticéo.

Eu: Entdo explica-te 1& melhor.

Aluna 3: Eu vi assim: 6, 21 [fazendo a correspondéncia altura, maneiras, em
cada linha] é par impar, depois 7, 34, é impar par, depois 8, 55, é par impar,
depois 9,89, € impar impar, depois 10, 144, é par par, depois 11, 233, é impar
impar e depois volta tudo ao mesmo, 12, 377, par impar, 13, 610, impar par,
14, 987, par impar, 15, 1597, impar impar, 16, 2584, par par e 17, 4181,
impar impar e repete sempre assim.

Eu: Es fabulosa, Aluna 3.

Assim, conseguiram ainda detectar padrGes numéricos a partir do nimero de

maneiras e relacionando a altura com o nimero de possibilidades.

A diversidade e a classificacéo

A partir do desenvolvimento da presente actividade, pode-se concluir que os
alunos ainda sentiram alguma necessidade de concretizar os dados, tendo procedido ao
manuseamento das torres antes de conseguirem alguma abstraccdo, como ilustram
algumas afirmacdes: «Ao principio comecamos por experimentar com 0s cubos, ndo
para ver como era a actividade mas também para termos dados suficientes para construir
uma tabela». No entanto, esta situacdo depressa foi ultrapassada pela maioria dos
alunos, os quais optaram por representacGes esquematicas ou descritivas, que, por sua

vez, facilitaram a organizagdo dos dados em tabelas. A escolha das tabelas foi assim
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justificada por alguns alunos: «Escolhemos a tabela e ndo outra maneira porque nos
permite facilitar a descoberta da regra, de regularidades e de conjecturas».

A maioria dos alunos revelou uma organizacgdo logica e pertinente dos dados,
recorrendo, ainda, as torres simétricas. Um dos alunos dizia: «Se tivessemos achado
uma maneira da disposicao da torre ja sabiamos que outra maneira era 0 contrario».

A determinacdo das ultimas maneiras, correspondentes ao nimero de torres, ja
se constituiu uma tarefa mais facil, pois os alunos identificaram a regra por semelhanca
com outra actividade — a das escadas, realizada anteriormente.

A formulacdo e o teste de conjecturas decorreram da recolha e organizacdo dos
dados. Os alunos ndo se limitaram a investigar 0 que Se passava em poucos casos
particulares e ndo partiram logo para uma espécie de conclusdo sem o questionamento
da sua validade; pelo contrario, testaram um elevado numero de dados de forma
exaustiva, procedendo a generalizacdo e justificacdo da regra posteriormente. Alguns
deles, conseguiram refutar conjecturas mediante a apresentacdo de contra-exemplos,
libertando-se, assim, da tal linearidade do processo investigativo focada por Brocardo
(2001).

A maior parte dos alunos conseguiu formalizar o resultado verbalmente usando a

recorréncia. Outros fizeram-no com o recurso a exemplos particulares.

Sumula

A actividade Torres de cubos, embora semelhante a outra realizada
anteriormente, ndao deixou de entusiasmar e envolver os alunos, até porque ndo se
revestiu de dificuldades de maior, tal como as seguintes frases ilustram. «Eu gostei
desta actividade foi engracada mas foi facil e rapida, em relacdo com as outras que
fizemos, esta era uma «formiguinha»»; «...esta foi a mais pequenina de todas que
fizemos até agora, esta actividade fizemos sé numa aula de Estudo Acompanhado»,
«Esta actividade de investigacdo foi mais facil pois era parecida a actividade das
escadas».

A utilizacdo dos diferentes cubos tambem terd sido um aspecto que contribuiu
para cativar os alunos.

Verificou-se uma atitude de experimentacdo aliada a tentativa de compreenséo

do que se estava a encontrar e que lhes permitiu formular e testar conjecturas. A
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solicitacdo do meu apoio foi pouco frequente, constatando-se, deste modo, uma maior
capacidade de autonomia, o que pode ser evidenciado ndo s6 pelo seu desempenho na
realizacio da tarefa como também pelo vocabulério utilizado. A medida que concluiam
as torres e expunham os dados, iam-me mostrando (quando passava junto dos alunos) o
que tinham feito.

Os alunos evidenciaram necessidade de articular os raciocinios entre as varias
representacdes feitas em torno da situacéo (esquemas, desenhos, verbalizacéo e tabelas),
antes de procederem a qualquer tipo de formalizacéo.

Foi possivel estabelecerem-se conexdes com outros topicos matematicos.

Surgiram tentativas de formulacdo de conjecturas a partir da descoberta de
possiveis regularidades envolvendo as operacdes aritméticas.

Também ocorreu a determinacédo de padrdes.

Alguns alunos demonstraram empenho e preocupacdo em se aperceberem
globalmente do foco da investigagdo, tentando esclarecer o porqué de algumas
situacoes.

Né&o foram s6 os alunos classificados com niveis iguais ou maiores do que 3 que
tiveram melhor desempenho. Varios dos alunos que obtiveram classificacdo inferior a 3
envolveram-se na actividade, conseguindo atingir os objectivos pretendidos.

Um outro factor relevante foi o facto de a actividade de investigacéo
proporcionar o desenvolvimento da capacidade de comunicacdo, com todo o
vocabulario inerente as actividades de investigacdo, quer oralmente, no decorrer da aula,
quer por escrito, tanto no decorrer da aula como na elaboragdo do respectivo relatério.
De notar, no entanto, que esta situacdo ndo ocorreu por acaso nesta actividade,
resultando, certamente, de uma progressiva evolucdo desta capacidade ao longo do
tempo em que os alunos realizaram actividades de investigacdo, que abrangeu todo o
ano lectivo 2008/2009.

4.1.4. Os Avides

A actividade Os Avides (anexo 9), adaptada de uma outra, apresentada numa
reunido de acompanhamento do Plano da Matematica, em Marco de 2009,
subordinada ao tema Pensamento Algébrico, foi a ultima tarefa trabalhada neste
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estudo. Desenvolveu-se em trés aulas (duas de estudo Acompanhado e uma de
Matematica).

A semelhanca das actividades anteriores, estava integrada no dominio tematico
Nameros e Operacdes. Com a resolucdo da mesma, pretendia-se, além de se verificar e
analisar a diversidade dos processos de raciocinio e de resolucdo dos alunos, abordar ou
explorar alguns tépicos matematicos, a saber: relacbes numeéricas, operacdes, expressdes

algébricas, multiplos, representaces, regularidades, padroes.

As resolucges dos alunos

A actividade Os Avides consistia na descoberta de uma regra que permitisse
saber 0 numero necessario de avides para disp6-los em w. Inicialmente, era proposto
aos alunos que desenhassem o 3° e 0 4° termos duma sequéncia de avides, onde tinham
sido apresentados os 1° e 2° termos, e determinassem o numero de aviGes necessarios
em cada caso. Numa segunda questdo, também tinham de saber, justificando, se era
possivel dispor 30 avifes em w.

Assim, e seguindo o tipo de metodologia usado até ao momento, fez-se a leitura
e a interpretacdo do enunciado, em grande grupo, com 0s naturais esclarecimentos.
Passada esta fase, tal como era frequente, entendi deixar os alunos trabalhar de forma
autonoma. Estes, imediatamente, passaram a ac¢do com todo o entusiasmo que lhes era
caracteristico.

Eram dados os dois primeiros termos da sequéncia:

ni I R ST SR

Figura 54. Primeiros termos da sequéncia dos avides

Sem qualquer dificuldade, desenharam o 3° e 4° termos da sequéncia e

determinaram o namero de avides neles representados, da seguinte forma:
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Figura 55. Determinagéo dos 3° e 4° termos da sequéncia de avides, Grupo 1

Feita a contagem dos avides, e procedendo ao preenchimento das primeiras
linhas da seguinte tabela, encontraram muito facilmente a primeira regularidade: «o

namero de avides vai sempre de 4 em 4», tal como diziam alguns (Grupos 1, 2 e 5).

Figura 56. Tabela para determinacdo do nimero de avides, Aluna 2 do Grupol

Importa, no entanto, realgcar que os alunos sentiram, ainda, a necessidade inicial

de concretizar a situagdo, mediante o desenho dos avides, até porque queriam perceber e
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comprovar 0 que se estava a passar. Isto é evidenciado no seguinte comentario
efectuado na aula: «Precisamos de desenhar os aviBes, & mais fécil para confirmar, pelo
menos por enquanto...» (Aluna 3 do Grupo 2). Ja sabiam, por experiéncia propria, que
apos uma primeira apropriacdo da actividade, fosse manuseando o material ou fosse
esquematizando de diversas formas, conseguiam facilmente libertar-se destas
representagdes e explorar a actividade mais formalmente.

A regularidade encontrada também foi apresentada assim:

Figura 57. Enunciag&o da primeira regularidade da actividade avides, Grupo 1

Verificou-se uma preocupacdo em apresentar exemplos que comprovassem 0
enunciado. Mas, mais ainda, quiseram perceber o porqué do numero de avides ir

aumentando sempre 4, o que foi feito com a elaboracdo de um esquema.
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Figura 58. Esquema explicativo da regularidade encontrada, Grupo 1
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Houve alunos que tentaram explicar esta situacdo por palavras suas, afirmando:
«De cada lado de fora, acrescenta-se sempre mais um e, por dentro, também de cada
lado, mais um e h& sempre um que fica em cima, o do meio» (Aluno 4 do Grupo 4).

Ou ainda — tal como foi visto por alguns alunos que revelam algumas
dificuldades na disciplina — com a disposi¢do parcial dos avides, primeiro em V e
depois em W, entendendo que se w € um duplo V e se com a disposicdo em V
aumentava 2, entdo com w teria de aumentar 4 — um raciocinio proporcional, tal como

pode ser evidenciado a seguir:
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Figura 59. Explicacdo da regularidade encontrada com recurso ao raciocinio proporcional,
Aluno 4 do Grupo 5

Face a analise dos dados da tabela, a primeira conjectura surgiu muito

naturalmente e imediatamente foi registada assim:
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Figura 60. Primeira conjectura da actividade Os Avides, Grupo 2

Como tal, a questdo 2 ndo suscitou davida alguma, tendo os alunos respondido

logo, muito peremptoriamente:
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Figura 61. Resposta a questdo 2 da actividade Os Avides, Grupo 1

Mas a verdade é que os alunos ja ndo se contentavam apenas com a descoberta
das conjecturas, queriam prova-las e entendé-las no contexto da actividade. Surgiam,
deste modo, as transicdes da manipulacédo para a clarificacdo e para a representacao,
com vista a uma nova manipulagdo mais convincente (Mason, 1999). Nesta linha,

apareceram algumas afirmacdes e esquemas:

i 7 R

Figura 62. Esquema justificativo do porqué do nimero de aviGes ser impar, Aluna 2 do Grupo 1

Através da simetria da figura, a Aluna 2 percebeu que se 0 numero de avides
«internos», 3 dum lado e trés do outro, era par e 0s restantes avides «externos», dum
lado e de outro, também constituiam um nimero par, entdo sobrava o avido de cima que

tornava sempre o nimero total impar. Esta situacdo foi enunciada por alguns alunos

assim:
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Figura 63. Enunciagdo do porqué do numero de avides ser impar, Grupo 1

Os restantes grupos chegaram a mesma conclusdo, tendo um deles (Grupo 2)

registado o seu raciocinio da seguinte forma, no relatério da actividade:
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Figura 64. Enunciacdo e esquematizacdo do porqué do nimero de avibes ser impar

Relativamente a 3% questdo, descoberta de uma regra que permitisse saber o
nimero necessario de avides para disp6-los em w, surgiram algumas conjecturas mas
que foram refutadas porque, embora traduzissem uma situacdo no contexto da

actividade, ndo permitiam determinar a regra.
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Figura 65. Refutacdo de conjectura, Aluna 2 do Grupo 1

Desta situacdo, resultou o seguinte dialogo:

Eu: Parece-me que descobriram alguma coisa...Ora entdo digam la.

Aluna 2: O professora, vimos que o nimero de avides € sempre os multiplos
de 4 mais um.

Eu: Ai é? Entdo digam la quais sdo.

Alunos do Grupo 1: 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33...

Eu: Pois sdo, mas como é chegaram 1a?
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Aluna 2: Entdo, professora, fizemos 2 vezes 4 é oito, mais 1, da nove,
depois, 3 vezes quatro € 12, mais 1, da 13, depois 4 vezes 4 é 16, mais 1, é
17 e é sempre assim.

Eu: Realmente é verdade, mas parece-me que vocés ndo chegaram a um
acordo pois ndo?

Aluna 2: Chegamos, n6s vimos € que a minha conjectura estava errada.
Eu: Entao porqué?
Aluna 2: Porque nés fizemos a tabela e vimos que para determinarmos o
nimero de aviBes da sequéncia ndo podia ser essa a regra, porque, por
exemplo, o numero de avides do numero 1 da sequéncia tinha de ser 1 vezes
4 mais 1, e isto dava 5, e ndo era, o nimero de avifes era 9. Também no
nimero 2 da sequéncia tinha de ser 2 vezes 4 mais 1 que é 9, mas ndo, dava

13.

Eu: Bem, ao que me parece, a conjectura ndo estava propriamente errada,
nao se referia era ao que pretendiam, é isso?

Alunos do Grupo 1: Sim. Era s6 para o nimero de avides.

Eu: E mesmo isso. Mas entdo v&o 4 tentar encontrar a regra, mas registem

tudo o que descobrirem, ndo se esquecam, tudo é importante, desde que bem
explicado, de maneira a que todos consigamos entender.
Aluna 2: Mas ¢ professora a regra até da na mesma. Fazemos assim: se
quisermos saber o nimero de avides por exemplo do nimero 3 da sequéncia
fazemos 3 vezes 4 mais 1, da treze, mas ja sabemos que treze é o nimero
anterior da sequéncia e como os avides vao sempre de 4 em 4 entdo tinha de
ser 17 (13 + 4).

Eu: Adorei, também se pode chegar 1a assim. Entdo exemplifiguem-me com
um nlmero maior para ver se percebemos bem.

Aluna 2: Entdo, por exemplo, o nimero 100 da sequéncia é 100 vezes
guatro mais 1 que da 401, mas mais 4 da 405.

Aluno 1: O pa, mas se somas mais 1 e depois tens de somar mais quatro,
nao podias logo somar mais cinco?

Aluna 1: Acho que sim.

Eu: Entéo, experimentem la.

Aluna 2: Entdo, para o primeiro nimero da sequéncia ficava 1 vezes quatro
que da 4 mais 5 da 9, serve. Para o segundo ficava, 2 vezes 4 que da oito,
mais 5 da treze, também serve... 8 1550, professora, é a regra!

Eu: Maravilhoso! Que ricas cabecinhas. Registem tudo.

Realmente, 0 numero de avibes pode ser dado pelos multiplos de 4 mais um, isto
é, 9, 13, 17, 21..., mas esta situagdo acabava por ser uma regularidade que permitia
apenas determinar o nimero de avides por recorréncia e ndo o numero de avibes de
qualquer termo da sequéncia, em funcdo da sua ordem. Assim, percebida a situacéo, 0s
alunos do Grupo 1 néo ficaram satisfeitos e iniciaram um novo processo. Mais uma vez,
ultrapassaram a linearidade focada por Brocardo (2001), apresentando um processo «em
espiral», defendido por Mason (1999) quando caracteriza o proprio pensamento
matematico. A enunciagdo da regra foi efectuada pelo Grupo 1, tal como ¢ ilustrada a

sequir.
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Figura 66. Enunciacéo da regra que permite determinar o nimero de avides, Grupo 1

Mais uma vez, verifica-se o cuidado dos alunos de exemplificar o que é
enunciado. Desta forma, e como é referido por Lannin (2005), quando os estudantes
justificam as suas estratégias, em grupo, conseguem demonstrar 0 seu poder
matematico, o que podera ser através de exemplos, como é o caso. Além disso, segundo
Dienes (1961), citado também por Lannin (2005), «A generalizacdo necessita de muito
tempo [para os estudantes a desenvolverem], considerando primeiro nameros familiares
e pequenos até se chegar a «qualquer nimero». Se esta generalizacdo nao for feita €
impossivel compreender a Algebra» (pp.289-290). Nesta perspectiva, 0 mesmo grupo,
qguando confrontado com a possibilidade de apresentar os resultados a partir de uma

expressao geral, mediante a utilizacdo de «n», fez:

Figura 67. Determinag&o do termo geral da sequéncia avides, Grupo 1

E de notar que os alunos ja tinham determinado o termo geral de sequéncias
noutras actividades. Isto ndo surgiu «espontaneamente», alias, para entenderem este
procedimento, os alunos elaboraram uma outra actividade (anexo 15), que, embora néo

propriamente de investigacdo, remetia para a formulacdo de uma expressao algébrica
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com o0 recurso a variavel «n», além de permitir a familiarizacdo dos alunos com o0s
termos sequéncia, termos, expressao algébrica, termo geral.

Do exposto, pode-se verificar que alguns alunos, neste caso os do Grupo 1,
partiram de uma primeira representacdo, que resultou da forma como pensaram, e
exemplificaram as suas descobertas, chegando a nx4+5; depois aplicaram a propriedade

comutativa no produto de n por 4 e escreveram algebricamente 4n+5.

Este procedimento também foi evidenciado noutro grupo (Grupo 4), como se

percebe do seguinte dialogo:

Eu: Ent&o o que é que verificaram em relagdo aos avides?

Alunos do Grupo 4: Vao sempre de 4 em 4.

Eu: Esperem |4, entdo, se vdo de 4 em 4, sera que temos os multiplos de 4, é
iss0?

Alunos do Grupo 4: Sim!

Eu: Sim? Entdo temos 4, 8, 12... avioes.

Aluna 1: Nao.

Eu: Entdo tem de haver mais qualquer coisa, ndo é? O que é?

Aluna 1: Sim, por exemplo pode ser 1+ 4, ndo, 1x 4 é igual a 4 + 4 é igual
a 8, ndo pode ser, jasei é 1x 4 éiguala4 +5¢éigual a9.

Eu: Bem, mas tens de ver se da para todos os casos.

Aluna 1: 2 x 4 éigual a 8, mais 5 é igual a 13, d4; 3 x 4 é igual a 12, mais
5éigual a 17,da; 4 x 4 éigual a 16, mais 5 é igual a 21, d4; 5 x 4 é igual
a 20, mais 5 éigual a 25, da...

Eu: Entdo a regra esté a confirmar-se ou ndo?

Alunos do Grupo 4: Sim!

Eu: Entdo, qual é?

Aluna 1: E sabendo o nimero da sequéncia vezes 4, mais 5, vai dar o
namero de avides.

Eu: Entdo e a formula geral, com «n», como é que podia ser?

Aluna 1: Podiasern x 4 +5,0u4 x n+5,0u4n+5.

Eu: Muito bem!

Num outro grupo (Grupo 3), a regra foi enunciada da seguinte forma:

;{3)Conseg'ue§ descobrir alguma regra que permita saber o nimero necessario de avides
para disp6-los em w?
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Figura 68. Enunciagdo da regra que permite determinar o namero de avides, Grupo 3

Embora sem recurso ao termo geral, os alunos ndo deixam de proceder a

generalizacdo, conseguindo determinar a regra a partir dos maltiplos de 4. De realcar
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que estes alunos também partiram da analise da sua tabela para determinarem a regra, o
que podera ser evidenciado a seguir.
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Figura 69. Tabela do Grupo 3 com a indicagdo da ordem dos termos e dos valores
correspondentes

O grupo 2 também utilizou uma tabela para determinar a regra, como a seguir se

apresenta.

Figura 70. Tabela do Grupo 2 com a ordem e 0 nimero de avides correspondente
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Contudo, convém relembrar que a determinacdo dessa regra ndo surgiu somente
da andlise da tabela, mas também a partir de um didlogo estabelecido entre mim e os
alunos do respectivo grupo. Assim, pode-se ilustrar:

Aluna 3: Professora, acho que ja descobri...

Eu: Entéo diz la.

Aluna 3: Acho que é assim: Aqui [apontando para a primeira linha da coluna
referente ao numero de avides] € 3 x 3 + 0, que d& 9, depois é 4 x 3 + 1,
que da 13, depois € 5 x 3 + 2, que d& 17, depois é 6 x 3 + 3, que da 21,
depois € 7 x 3 + 4, que d& 25, depois ...

Eu: Entdo, o que é que se esta a passar?

Aluna 3: E sempre 0 nimero vezes 3 mais um nimero que é sempre mais um
do que 0 que se somava anteriormente.

Eu: Muito bem, encontraram uma regularidade relativa ao nimero de
avides, mas serd que descobriram a regra, conseguem logo determinar o
namero de avibes de qualquer nimero da sequéncia?

Alunos do Grupo 2: Assim ndo, temos de saber sempre os anteriores.

Eu: Entdo tentem la descobrir a regra de modo a ndo necessitarem dos
termos anteriores. Vou dar uma ajuda. Olhem l4 a vossa tabela e digam-me
qual € o nimero de avides que corresponde ao 10° termo.

Alunos do Grupo 2: E 45.

Eu: Muito bem. Mas também ja tinham descoberto que o nimero de avides
ia sempre de 4 em 4, certo?

Aluna 3: Sim, sdo os multiplos de 4... Ja sei, professoral Descobri! E
multiplicar por 4 e somar 5. 10x4 ¢ igual a 40, mais 5 d& os 45. Nos outros
é:1x4+5 queéiguala9;2 x 4+5,queéigual al3; 3 x 4+5,queé
iguala 17...

Eu: Entdo se quisermos a formula geral, como é que fica?

Aluna 3: 4h...7

Eu: Entdo o que é que muda?

Aluna 3: E o nimero da sequéncia.

Eu: Que vai entdo ser o zeu...

Aluna 3: O teu «n».

Eu: Ora muito bem, e o que é sabes mais?

Aluna 3: Que sdo os multiplos de 4.

Eu: Entao...o0 que fazes mais?

Aluna 3: E multiplicar o n por 4.

Eu: Mas ainda tem de acontecer mais alguma coisa, ndo é?

Alunos do Grupo 2: E mais 5.

Eu: Entdo, como € que fica a formula?

Aluna3:En x 4 +5.

Eu: De outra forma como é que podia ser?

Aluna 3: 4 x n+5o0usé4n + 5.

Eu: E isso mesmo! Muito bem!

No relatério da actividade, registaram a regra da seguinte forma:
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Figura 71. Enunciacdo da regra que permite determinar o nimero de avifes, Grupo 2

No mesmo grupo, a anélise da tabela, aléem de contribuir para a determinacédo da

regra, também permitiu a descoberta de padrdes e de outras regularidades, tal como é

exposto a seguir:
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Figura 72. Determinagdo de padrdes e regularidades referentes a actividade avides, Grupo 2

Os alunos verificaram que a cada dois pares de linhas da tabela, com a
correspondéncia entre a ordem do termo e o nimero de avides, havia o padrdo impar-
impar, par-impar (1-9, 2- 13; 3-17, 4-21; 5- 25, 6-29; 7-33....).

Uma outra situacdo, apelidada por mim de «simplesmente fantastica», isto
porgque nem eu prépria a tinha previsto, foi aquela em que os alunos verificaram haver
uma relagdo algébrica entre 0 niUmero da sequéncia e o nimero de avides, dada pela
diferenga entre o produto do numero da sequéncia por 9 e o multiplo de 5
respectivamente correspondente, a qual permite determinar o nimero de avides. Assim,
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se se pretender, por exemplo, obter o nimero de avides correspondente ao 10° termo,
faz-se: 10 x 9 — 9 x5 (note-se que 9 x5 corresponde ao 10° multiplo de 5) e da 45.

Esta situacdo foi enunciada pelos alunos, no seu relatério, da seguinte forma:

@ OQutra conjectura que vimos foi que é sempre o numero da sequéncia vezes nove
menos cinco que d& o nimero de avides e no nUmero a seguir do numero cinco é

mais cinco, ou seja, dez e assim sucessivamente.

A diversidade e a classificagéao

Feita a apresentacdo das resolucbes dos alunos, pode-se verificar que, embora
inicialmente estes ainda tivessem revelado alguma tendéncia para a concretizagdo da
situacdo, sentindo a necessidade de desenhar/esquematizar os avides, depressa a
puseram de lado, partindo para a elaboracdo organizada de tabelas e posterior analise
das mesmas, com o proposito de determinar regras, regularidades e padrdes, tal como é
ilustrado pelo seguinte extracto do relatério do Grupo 2:

® Em seguida, a partir destes desenhos fizemos uma tabela para nos facilitar

descobrir uma regra, regularidades e se possivel alguns padrdes.

Todos os grupos depressa concluiram que o numero de avides tinha de ser
impar, além de que obedecia a regularidade de 4 em 4, o que foi relacionado com 0s
maultiplos de 4. Contudo, neste ponto, destacou-se alguma diversidade, ja que nem todos
0s grupos entenderam o porqué do nimero de avides ser de 4 em 4. Os que 0
conseguiram (Grupo 1, Grupo 2 e Grupo 4), fizeram-no a partir da analise da simetria
na figura, com a verbalizacdo ou esquematizacdo da situacdo, tendo, deste modo,
procedido a conexdes entre NUmeros e Geometria. Estes alunos, além de formularem as
conjecturas, queriam prova-las e entendé-las no contexto da actividade, conseguindo,
desta forma, uma transi¢cdo da manipulacéo para a clarificacéo e para a representacéo,
com vista a uma nova manipula¢do mais convincente, tal como é defendido por Mason
(1999). Também na perspectiva de Hung (1998), estes alunos, além de atingiram a
«cobertura» de nivel simbolico (ou equilibrio, envolvendo uma mera compreensdo
numérica ou de calculo, o que, neste caso, significou perceber que o nimero de avides

vai de 4 em 4), também alcangaram a «cobertura» ao nivel do problema (problema
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como um todo) e ao nivel da situacdo (relacdo de problemas com outros problemas e
conceitos matematicos — neste caso as conexdes com a simetria).

Quanto a formulacéo da regra geral, também se verificou alguma diversidade: 0s
Grupos 3 e 5 que, embora tenham revelado uma certa capacidade de generalizacdo, ndo
determinaram a expressdo algébrica com o recurso a «n», limitando-se a enunciar a
regra como a soma de qualquer multiplo de 4 com 5. Para estes alunos, os multiplos de
4 constituem o0s exemplos genéricos, o que poderd fazer a transicdo para a
generalizacdo, assumindo a funcdo da antecamara, segundo a visdo de Mason & Pimm
(1984); estes alunos, em lugar de utilizarem a expressao 4n, utilizam a expressao «o0s
maltiplos de 4», acabando assim por ver o geral (4n) no particular (maltiplos de 4), o
que aliads ja foi notdério noutras actividades efectuadas pelos mesmos. Os restantes
grupos (Grupo 1, Grupo 2 e Grupo 4), ja conseguiram determinar a regra geral (4n+5).
Contudo, ha que valorizar igualmente as conclusdes dos outros grupos, até porque,
segundo Kaput (1999), Mason (1996b) e Lee (1996), citados por Lannin (2005), as
declaracGes de carécter geral e as descobertas gerais sdo o nucleo (core, no original) da
actividade matematica e situacbes de generalizacBes numeéricas sdo vistas como um
meio para levar os estudantes até a algebra formal. Também investigadores como
Kenney, Zawojewski & Silver (1998), Stacey (1989) e Swafford e Langrall (2000),
citados por Lannin (2005), demonstraram que este tipo de actividades (investigativas)
encorajam o0s estudantes a construir uma variedade de generaliza¢fes. Importa notar, no
entanto, que, segundo Stacey (1989), as generalizacbes de muitos estudantes
representam um raciocinio falso, com a aplicacdo incorrecta de conceitos de
multiplicacdo/razdo/relacao/propor¢do ou o uso da estratégia de formulacdo e validacao
de conjecturas para construir a generalizacdo — «adivinhar e verificar» (guess and check,
no original) (Healy & Hoyles, 1999). Esta estratégia pode conduzir ao uso do que
Mason (1996b) descreve como «tacticas locais» (local tactics, no original), para
encontrar a regra para cada situacdo particular, determinando a relacéo geral na situagéo
problema. Esta estratégia consiste no adivinhar uma regra que podera ou nao resultar, o
que normalmente envolve experimentacdo, utilizando as véarias operacfes e nimeros
numa situagdo problema. De realgar, no entanto, que embora os alunos participantes
neste estudo tenham procedido a experimentagdo, com base nas operacdes e nos
ndmeros em causa, ndo Se «socorrerams» propriamente desta estratégia, até porque as
operacgdes efectuadas decorriam da compreensdo do contexto da actividade, néo

surgindo propriamente ao acaso. Assim, e na perspectiva dos mesmos autores, usaram
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estratégias ndo explicitas como a contagem do nimero de avides, recursiva, construindo
termo a termo o numero de avibes, e também estratégias explicitas como a contextual, a
qual permite a construcdo de uma regra baseada na informacgéo inserida em cada
situacdo, relacionando a regra com uma técnica de contagem.

Alguns alunos (Grupo 2), entendendo que o raciocinio recursivo ndo seria Util,
conseguiram explicar a importancia de elaborarem uma nova regra ou expressao geral

explicita para a determinacgéo do numero de avides, tal como a seguir se apresenta.

® Porque se a sequéncia fosse por exemplo duzentos ndo tinhamos maneira de
achar o nimero de avides. SO0 sabendo 0 nimero anterior que era mais quatro
que foi uma das conjecturas que descobrimos. Mas era muito doloroso estar a
fazer uma tabela com duzentas sequéncias, entdo tinhamos que achar uma outra

regra.
® Depois a professora disse assim: na sequéncia dez o nimero de avides €?

® E a partir dai a [Aluna 3] comecou a experimentar fazendo o numero da

sequéncia vezes quatro mais cinco pois 10x4+5=45 e era essa a regra.

A representacdo dos avifes com O recurso a esquemas geomeétricos permitiu
conectar a regra com a sua representacdo visual; alids, Mason (1996b) também defende
que os estudantes conseguem generalizar melhor se conseguirem ver uma relagédo entre
0 seu conhecimento particular e o seu conhecimento geral.

A andlise da tabela veio permitir a descoberta de regularidades e de padr@es, o que,
por sua vez, e segundo Vale, Barbosa, Borralho, Barbosa, Cabrita, Fonseca & Pimentel
(2009) contribui para o desenvolvimento da abstraccdo e de outras capacidades
matematicas como o pensamento algébrico.

Algumas regularidades decorreram da procura de relagdes entre a ordem e o termo
da sequéncia. Na determinacdo destas regularidades, os alunos trabalharam e reforgcaram
o dominio das operagdes aritméticas, dos numeros pares e impares e dos multiplos de

um ndmero.
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Sumula

Verificou-se um grande empenho e interesse dos alunos na resolucdo desta
actividade, o que facilmente pode ser evidenciado pelas seguintes afirmacdes recolhidas
dos relatdrios dos alunos (Grupo 2):

® Eu achei esta actividade de investigagcdo muito interessante, pois foi feita com

avides e eu adorava andar um dia de avido.

® Achei curioso haver uma actividade de investigacdo com avifes, mas como
todos sabemos, pelo que temos feito, podem ser feitas actividades de
investigacdo com muitas situacdes. O que aconteceu aqui com 0s avides, em vez
de avides também podia ter sido com uma coreografia de danca ou ainda outra

situacgao.

® Eu gostei deste trabalho porque mais uma vez foi de investigacdo, e esses
trabalhos eu adoro e desta vez ndo fizemos com materiais, mas sim com uma

sequéncia.

Os alunos, ap6s uma primeira familiarizacdo com a actividade, fazendo a sua
representacdo mediante a utilizacdo de um desenho ou de um esquema, também com o
intuito de perceberem o seu contexto, facilmente partiram para a elaboracéo de tabelas
com todos os dados organizados. Talvez pela sua experiéncia, os alunos ja haviam
entendido que a analise de tabelas facilitava as descobertas, tal como se pode verificar

pelo seguinte extracto recolhido de um relatério.

@ Utilizamos tabelas e descrevemos passo a passo 0 nosso raciocinio, porque
através de tabelas chegamos mais facilmente a determinadas conclusoes.
(Grupo 1)

Todos os grupos formularam e testaram as suas conjecturas (0 nimero de avifes
é sempre impar; 0 nimero de avides vai sempre de 4 em 4). A generalizagdo também foi
uma capacidade evidenciada por todos os grupos, embora alguns deles recorrendo a
exemplos genéricos (os multiplos de 4 mais 5) e outros a expressdo algebrica (4n+5).
Alguns grupos justificaram as suas conjecturas, partindo do préprio contexto da

actividade. Além de estratégias de contagem do numero de avides, os alunos
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«socorreram-se» do raciocinio recursivo e de estratégias explicitas como a do contexto
da actividade (Healy & Hoyles, 1999).

A determinacdo de regularidades e de padrbes resultou muito naturalmente e
com situacfes muito interessantes, envolvendo algumas operacdes aritméticas com 0s
nlmeros, 0S nUmMeros pares e impares e 0s multiplos de um numero, tal como assim o
diz a Aluna 3.

@ Gostei muito da regra desta actividade investigacao pois exige a multiplicacéo e

a adicao.

Os termos inerentes as actividades de investigacdo acabaram por integrar o
vocabulario dos alunos, surgindo muito espontaneamente e reforcando a sua

comunicacdo matematica, quer oralmente, quer por escrito.

4.2. As entrevistas e dados dos relatérios

Feita a analise das entrevistas (anexos 13 e 14) e dos relatorios, ressaltam alguns
aspectos que foram agrupados em varias categorias e associados aos respectivos alunos.
Deste modo, apresentam-se a seguir alguns quadros resumo com excertos dos relatorios
ou dos comentarios proferidos pelos alunos nas entrevistas semi-estruturadas ou nas
entrevistas finais.

Relativamente ao gosto/interesse e dificuldades inerentes a resolucdo de

actividades de investigacdo, pode-se registar o seguinte:
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Actividades de Investigacao

Gosto / Interesse

Grupo 1

Gostei muito de realizar esta actividade porque aprendi muitas coisas novas.
(Aluna 2 e Aluno 1, em relacédo a actividade «As escadas»)

Vimos a disciplina de Matematica de uma forma diferente e mais facil.
(Aluno 4, em relagdo a actividade «As escadas»)

Gostei muito desta actividade, foi engracada, divertida e o principal é que serviu
para desenvolver o meu raciocinio.
(Aluna 3, em relacdo a actividade «As escadas»)

Nao gostei muito desta actividade porque era muito parecida a das escadas; tinha as
mesmas conjecturas, mas foi uma forma de relembrar algumas coisas.
(Aluna 2, em relacdo a actividade «Torres com cubos»)

Actividades de Investigacao

Dificuldades

Grupo 1

(ONONO]

®

Perceber o contelido [matematico] da actividade;

Descobrir e interpretar algumas regras;

Utilizar a linguagem matematica.

(Todos, em relacdo as actividades «As escadas» e «Os fosforos»)

Dificuldades em descobrir regras;
(Aluno 1, em relacdo a actividade «As escadas»)

Quadro 3. Gosto/Interesse e Dificuldades na realizacdo das actividades de investigacéo, Grupo 1

Actividades de Investigacao

Grupo 2

®

®

Gosto / Interesse

Eu antes néo sabia que existia actividades de investigacdo mas desde que comecei a
fazé-las acho que é um vicio que eu tenho dentro de mim, pois cada vez que recebo
uma folha com uma nova actividade fico logo ansiosa por descobrir a regra;

Achei curioso haver uma actividade de investigacdo com avifes, mas como todos
sabemos, pelo que temos feito, podem ser feitas actividades de investigagdo com
muitas situagdes. O que aconteceu aqui com 0s avides em vez de avides também
podia ter sido com uma coreografia de danc¢a ou ainda outra situacao.

Acho que as actividades de investigacdo sdo como uma corrida, uma corrida que
temos que ir treinando e treinando até que cada vez vamos conseguindo percorrer
mais disténcia e as actividades de investigacdo quanto mais fazemos, mais facilidade
temos para descobrir.

(Aluna 3, em relagdo as actividades de investigagcdo em geral)
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Actividades de Investigacao

Gosto / Interesse

Grupo 2

(Continuacéo)

Gostei muito deste trabalho porque foi engracado desenhar os quadrados nas folhas.
(Aluna 4, em relacdo a actividade «Avides»)

Muito interessante, pois foi feita com avides e eu adorava andar um dia de avido.
(Aluna 3, em relagdo a actividade «Avides»)

Eu gostei deste trabalho porque mais uma vez foi de investigagéo, e esses trabalhos
eu adoro...
(Aluno 2, em relacéo a actividade «Avifes»)

Gostei do trabalho porque foi interessante e fizemos no exterior, nas escadas da
escola.
(Aluno 1, em relacédo a actividade «As escadas»)

Aprendi que a Matemaética esti presente no que nos rodeia e nas mais variadas
situacgdes do dia -a -dia;

Foi uma aula diferente porque saimos da sala de aula e fomos para a rua fazer a
actividade.

(Aluno 2, em relacéo & actividade «As escadas»)

Foi muito interessante porque pode acontecer no dia-a-dia e acho que as actividades
de investigacéo sdo boas para a nossa vida.
(Aluna 4, em relagdo a actividade «As escadas»)

Interessante, porque é diferente do que costumamos fazer em Matematica, é como
um jogo, onde aprendemos as no¢es matematicas a brincar.
(Aluno 2, em relacéo & actividade «Os fosforos»)

Gosto de descobrir novas regras e maneiras para descobrir coisas novas.
(Aluno 1, em relacéo & actividade «Os fosforos»)

Adoro as actividades de investigacdo, pois acho interessante descobrir novas regras e
maneiras de fazé-las;

Utilizamos a Matemaética todos os dias, até nas menores situagdes em que nds nao
nos apercebemos que a estamos a utilizar;

Actividades de Investigacao

Dificuldades

Grupo 2

As dificuldades que sentimos foi descobrir a regra mas como sempre descobrimos a
regra; quando descobriamos uma o0 nosso cérebro comecava a trabalhar e
conseguiamos descobrir mais coisas.

(Todos, em relacdo as actividades «Avides» e «Os fosforos»)

Precisdvamos de pensar, as vezes ndo dava, as conjecturas ndo estavam certas,
havia contra-exemplos.
(Aluna 3, em relagdo as actividades de investigacdo em geral)

Quadro 4. Gosto/Interesse e Dificuldades na realizacéo das actividades de investigagéo, Grupo 2
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Actividades de Investigacao

Gosto / Interesse

@ Actividade interessante porque foi desenvolvida em grupo.
(Aluna 1, em relacdo a actividade «As Escadas»);

Grupo 3

® ... mas a tarefa era interessante.
(Aluno 2, em relagdo a actividade «As Escadas»)

Actividades de Investigacdo

Dificuldades

@ Dificuldades porque ndo estavam todas as cabecinhas do grupo a pensar mas

guando o Aluno 2 pés a cabeca em ordem chegou a uma conclusédo que ajudou
muito para descobrir a regra principal.

(Aluna 1, em relagdo a actividade «Os fosforos»)

Grupo 3

@ Trabalho dificil porque as vezes havia desentendimentos comigo e com o Aluno 3
(Aluno 2, em relagéo & actividade «As Escadas»)

Quadro 5. Gosto/Interesse e Dificuldades nas actividades de investigacao, Grupo 3

Actividades de Investigacao

Gosto / Interesse

®© Actividade muito divertida e boa para treinar a mente.
(Aluno 4, em relacdo a actividade «Os fasforos»)

@ Actividade engragada e facil;

@ Eu gostei desta actividade foi engracada mas foi facil e rapida, em relagdo com as
outras que fizemos, esta era uma «formiguinhax.

(Aluna 1, em relagdo a actividade «Torres com cubos»)

Grupo 4

® ...esta foi a mais pequenina de todas que fizemos até agora, esta actividade fizemos
s6 numa aula de Estudo Acompanhado.

(Aluna 2, em relacdo a actividade «Torres com cubos»)

Actividades de Investigacao

Dificuldades

@ Dificuldades em explicar algumas descobertas.
(Todos, em relagdo a actividade «Os fdsforos»)

Grupo 4

Quadro 6. Gosto/Interesse e Dificuldades na realizacdo das actividades de investigacdo, Grupo 4
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Actividades de Investigacao

Gosto / Interesse

@ A actividade era engracada.

Tel (Aluno 4, em relacgdo a actividade «Avides»)

o

o

o ® O trabalho sobre as escadas foi a aula que eu mas gostei.

o (Aluna 2, em relacéo a actividade «As escadas»)
Actividades de Investigacao

Dificuldades

Tel @ Dificuldades em descobrir regras;

S (Todos, em relacéo as actividades de investigacdo em geral)

>

O

Quadro 7. Gosto/Interesse e Dificuldades na realizacdo das actividades de investigacao, Grupo 5

A partir da leitura dos quadros anteriores, pode-se concluir que os alunos deste
estudo consideram as actividades de investigacdo bastante interessantes, engracadas e
divertidas; com elas, sdo capazes de ver a Matematica de uma forma mais facil e ludica,
associando-a a um jogo ou até a uma corrida, que, como tal, tem de ser treinada. A sua
realizacdo até pode despoletar o «sonho» — e eu adorava um dia andar de avido — ou
tornar-se um vicio que cria a ansiedade da descoberta de novas regras. A Unica
actividade que foi apontada como a menos interessante foi a das «Torres de cubos», em
consequéncia da sua semelhanca com outra actividade ja realizada anteriormente, «As
escadas».

Nota-se a atribuicdo de importancia as actividades de investigacdo como forma
de descoberta de resultados novos, dai que os alunos tenham considerado menos
interessante uma actividade que incluia aspectos comuns a outra realizada antes.

Contudo, apontam algumas dificuldades na resolucdo destas actividades,
nomeadamente a descoberta das regras, a explicacdo das descobertas, com a
consequente utilizagdo da linguagem matematica, o entendimento do proprio conteudo
matematico ou da situacdo proposta na actividade (por vezes) e a falta de

atencdo/concentracdo ou empenho de alguns elementos do grupo.

164



No que diz respeito a propria definicdo do que é uma actividade de investigacéo

e o0s objectivos ou condicbes para a sua realizacdo, surgiram alguns comentarios

relevantes, que se apresentam:

Actividades de Investigacao

Definigéo

Objectivos/ CondicGes

Grupo 1

@® E a professora por-nos um desafio e

nds tentarmos resolvé-lo da melhor
maneira possivel, fazendo
conjecturas e descobrindo
regularidades e regras.

(Aluna 2)

® Permitem desenvolver o calculo

mental;

® Aprender e relembrar algumas

matérias;

Aprendermos a utilizar a linguagem
matematica e desenvolvermos o
nosso raciocinio porque as vezes
chegamos a muitas conjecturas;
Podemos aprender coisas novas,
como a sequéncia de Fibonacci;
Precisamos de estar concentrados,
precisamos de alguns materiais; é
necessario escrever o que estamos a
pensar para ndo nos perdermos.
(Aluna 2)

Grupo 2

E uma actividade em que temos que
descobrir regras e varias
conjecturas, regularidades e
padrdes.
(Aluna 3)

Temos de ter um bom raciocinio;
temos de resolver e descobrir
alguma coisa;

E estarmos concentrados na
actividade e pensarmos.

(Aluna 3)

Grupo 3

E uma actividade em que temos de
descobrir regras e utilizar a cabeca.
(Aluno 3)

(OXO]

®

Aprender a trabalhar em grupo;
Calcular mais rapido; existem
maneiras mais rapidas e diferentes
de calcular que nem sequer nos
passava pela cabeca;

Raciocinar, explicar bem as coisas e
tentar aprender com isso;

E preciso o cérebro, saber fazer
contas e descobrirmos regras sendo
ndo conseguimos chegar a lado
nenhum;

Esses trabalhos exigem atencéo e
concentragao para sairem bem e nao
haver disparates.

(Aluno 3)
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@ Actividades em que temos de

descobrir regras, regularidades e
temos de fazer tabelas sendo nao
conseguimos avangar.

(Aluno 4)

Temos de exigir da nossa cabeca,
pensarmos e termos um bom
raciocinio e capacidades de matéria;
A palavra chave para conseguirmos
resolver as actividades é pensar e ler
com muita atencdo e estar com a
cabeca no lugar.

g (Aluna 1)

Q.

>

5 Ao descobrirmos regras estamos a
treinar a mente;
Temos de ter capacidades para
descobrir as  coisas  (regras,
regularidades), célculo e
concentracao.
(Aluno 4)

@ Actividades para  descobrirmos Fazer calculos de cabeca e

Lo regras e desenvolvermos a mente e desenvolver a mente;

=4 aprendermos ou relembrarmos as Aprender e relembrar as matérias.

8 matérias. (Aluno 1)

(Aluno 1)

Quadro 8. Definicdo, objectivos e condigdes das actividades de investigacdo na
perspectiva dos alunos

A partir da andlise dos anteriores excertos das entrevistas finais e relatorios,

pode-se destacar que os alunos véem as actividades de investigacdo como aquelas em

que fazem conjecturas e que Ihes permitem a descoberta de regras, regularidades e

padrbes. Entendem também que estas, apesar de constituirem desafios que promovem o

desenvolvimento do raciocinio e do calculo mental, a aprendizagem ou o reforco de

algumas matérias e a melhoria da capacidade de trabalhar em grupo, exigem grande

concentracdo e capacidade de comunicacdo matematica (conseguirmos escrever o que

estamos a pensar e explicarmos bem as coisas).
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Actividades de Investigacao
Trabalho em Grupo
® E uma forma de comecarmos a trabalhar melhor em grupo;
@®© Trabalhei muito bem em grupo; as vezes havia uns contratempos ou discussdes no
grupo mas nada que néo se resolvesse; gostei muito de trabalhar com eles.
(Aluna 2)
© Realizei bem esta actividade com a orientagdo da professora e dos colegas.
— (Aluno 1)
g
o ®© Pensamos, conversamos, raciocindmos e discutimos em grupo para chegarmos as
o conclusfes; trabalhamos em conjunto com a opinido de todos os colegas do nosso
grupo.
(Aluno 4)
® Umas vezes trabalhava mais, outras vezes menos.
(Aluna 3)
® Trabalhdmos muito bem em grupo, todos se empenharam.
I3V
o (Aluna 3)
o
2
O
@ Colaborei na tarefa apesar de alguns conflitos;
® Com o grupo que tenho consegui aprender quase o dobro do que ja tinha aprendido;
Colaborei e fiz a minha parte que era ajudar o meu grupo; sei que ndo fui perfeito e
estive um bocadinho longe disso mas tentei ajudar.
™ (Aluno 2)
8
2 ®© De um modo geral toda a gente colaborou; aprendi a trabalhar melhor em grupo.
O (Aluna 1)
®© Tivemos algumas discussfes mas todos se empenharam e deram a sua opinio.
(Aluno 3)
< @® Todos colaboraram; para termos estes resultados todos tiveram de trabalhar.
o (Aluna 1)
o
2
O
o ® Em conjunto é mais facil descobrirmos as coisas porque todos d&o a sua opinido.
o (Aluno 1)
o
2
O

uadro 9. Opinides relativas ao trabalho em grupo

Pelo exposto, depreende-se que, apesar de terem existido alguns conflitos ou
discussbes nos grupos, em especial no Grupo 3, os alunos reconheceram a
potencialidade do trabalho em grupo, o qual foi sempre adoptado nas actividades de
investigacdo. O trabalho de grupo foi entendido pelos alunos como uma forma de
promover a sua aprendizagem. Por outro lado, reconheceram que este tipo de trabalho é

frutifero, visto todos contribuirem com ideias, sugestfes, opinides ou dicas, a fim de
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encontrarem diversas estratégias propicias ao desenvolvimento da actividade, tornando

mais ricas as descobertas ou as refutagdes.

expuseram o seguinte:

Quanto a utilizacdo de tabelas ou de alguns materiais, em concreto, 0s alunos

Actividades de Investigacao

Uso de Tabelas

Outros Materiais

Grupo 1

@ Utilizamos a tabela e descrevemos passo a

passo 0 Nosso raciocinio porque através de
tabelas chegamos mais facilmente a
determinadas conclusdes e ao descrevermos
0 Nosso raciocinio é mais facil perceber o
conteudo do trabalho.

Comecamos por fazer uma tabela mas
depois tivemos de fazer um esquema porque
era mais facil descobrir as maneiras que
faltavam para a completar.

(Aluna 2)

Utilizei uma tabela porque ajuda-me no
meu raciocinio e para descobrir as
maneiras (as descobertas); as tabelas sdo
uma optima ajuda para mim, com elas faco
tudo o que quero, acrescento-lhe e tiro-lhe.
Sao elas que conduzem ao resultado final.
(Aluno 1)

@ Utilizamos os seguintes materiais: 0

lapis, a borracha, a régua para
fazermos tabelas, uma folha de
rascunho e principalmente o0s
fésforos que as senhoras da
cozinha nos emprestaram;
Utilizamos o lapis, a borracha, a
regua para fazermos tabelas,
grdficos, esquemas(...), utilizamos
também uma folha de rascunho
para  escrevermos as  nossas
conjecturas e principalmente o0s
cubinhos amarelos e vermelhos.
(Aluna 2)

Grupo 2

Fizemos uma tabela para nos facilitar
descobrir uma regra, regularidades e se
possivel alguns padrdes; tal como nas
outras actividades facilitava as descobertas;
Facilitava mais do que se utilizassemos
outras estratégias.

(Aluna 3)

Fizemos uma tabela e ndo um esquema ou
um desenho porque nos facilitava mais
utilizar a tabela.

(Aluno 2)

Léapis, canetas, borrachas, folhas e
principalmente os nossos cérebros
para pensar.

(Aluna 3)
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® Usamos a tabela para facilitar as | @ Utilizamos escadas, uma tabela e
descobertas e depois de a usarmos foi mais 0 material que se usa para
facil calcular. escrever.

(Aluna 1) (Aluna 1)
. @ Utilizamos a tabela porque achamos que
o seria mais facil do que por exemplo
S estarmos a experimentar nas escadas até ao
o 6° degrau;

® Comegamos por fazer com tabelas e depois
com palavras porque destas duas maneiras
dava para descobrir algumas regras
importantes.

(Aluno 2)

® Fizemos uma tabela porque nessa tabela | ® Com os fésforos que nos foram
verificAmos que existia varias maneiras de entregues, tinhamos que ver o
descobrirmos o perimetro e 0 nimero de perimetro das figuras (triangulos).
fosforos; depois de descobrirmos a primeira (Aluna 1)

e a segunda descoberta j& conseguiamos
<t saber o perimetro e o numero de fosforos
S sem contas e sem fazer as figuras.

2 (Aluna 1)
@)

® Descobri com a ajuda dos elementos do
meu grupo e da professora mas
principalmente com a ajuda de uma tabela.

(Aluno 4)

® Utilizamos os cubinhos mas como os | ® Utilizamos os cubinhos mas como

cubinhos nédo chegavam fizemos tabelas. 0s cubinhos ndo chegavam fizemos

(Aluno 1) tabelas.

Tel (Aluno 1)

g

2 ® E os avibes tinham que voar em

O “w” e descobrimos a primeira regra
contando os quadradinhos esses
quadradinhos eram os avides.
(Aluno 4)

Quadro 10. Justificacdo do uso de tabelas e/ou materiais concretos

De uma maneira global, os alunos véem as tabelas como algo facilitador das
suas descobertas. A tabela foi sentida como um elemento organizador e estruturante do
raciocinio matematico que iam desenvolvendo. A sua constru¢do funciona como uma
estratégia para trabalhar em actividades de investigacdo. Por outro lado, numa fase
anterior a producdo de conclusdes, os alunos sentem necessidade e valorizam a
manipulagdo dos materiais e 0 recurso a situagdes concretas e particulares,
estabelecendo a ponte ou antecAmara para a generalizagdo Mason & Pimm (1984).

Relativamente a alguns procedimentos adoptados no desenrolar de algumas
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actividades, foram salientados os seguintes:

Actividades de Investigagédo

Procedimentos

®© Até chegarmos as conclusdes finais fizemos conjecturas, umas verdadeiras e outras
falsas; quando as conjecturas ndo eram verdadeiras era porque encontravamos um
contra-exemplo.

® Quando tinhamos ideias escreviamos logo para ndo perdermos 0S NOSSOS
pensamentos.

Grupo 1

© Comegadmos por experimentar nas escadas para vermos como era a actividade...
depois comecamos a fazer mentalmente; & medida que iamos descobrindo as maneiras
de subir as escadas, comecdmos a fazer tabelas com a descricdo das maneiras,
primeiro em esquema mas vimos que ndo dava resultado e optamos por fazer a
descricdo das maneiras por palavras;

® O nosso grupo descobria uma regra a cada minuto que passava e conseguiamos
descobrir novas regras ja sem utilizarmos as escadas;

®© Comegamos por experimentar com os fdésforos, formando as figuras pretendidas,
para ver como era a actividade e também para termos dados suficientes para fazermos
uma tabela; comecamos a observar e descobrimos varias conjecturas, regularidades e
padrdes.

Grupo 2

®© Até chegarmos a conjecturas verdadeiras passamos por varias falsas, as vezes
pensavamos uma coisa e depois percebiamos que estava errada porque
encontravamos um contra-exemplo;

® Tinhamos varias maneiras de chegar aos resultados, fazendo tabelas, pensando,
fazendo experiéncias com os materiais, fazendo figuras ou desenhos.

Grupo 3

® Foi muito divertido, pois a certa altura ja faziamos sem as escadas;

®© Neste trabalho tivemos varias fases: comecdmos a fazer o exercicio e no principio
fizemos uma descoberta, a principal, mas néo foi a Unica, mas aquela era a mais
preciosa; fiz um esquema para me ajudar nos raciocinios, para perceber melhor e
obter os meus resultados;

Grupo 4

®© Experimentavamos sempre primeiro com objectos ou sem objectos. Depois faziamos
tabelas descobriamos algumas regras.

Grupo 5

Quadro 11. Procedimentos adoptados

Da anélise do quadro, pode-se verificar que, de uma maneira geral, os alunos
reconhecem a necessidade de passarem por uma fase de experimentacdo, seja com o
manuseamento dos materiais, seja com a elaboracdo de figuras ou esquemas.
Perceberam também que é a partir da observacdo e andlise das tabelas que melhor
formulam, testam e validam ou refutam as suas conjecturas, determinando as regras, as
regularidades e os padrdes. De referir, no entanto, que nem todos 0s grupos
conseguiram passar eficazmente por todas estas fases, sendo o Grupo 5 aquele que

evidenciou mais dificuldades no processo de generalizacéo.
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No que concerne a evolucao sentida pelos alunos na realizacdo das actividades

de investigacéo, alguns deles referiram o seguinte:

® Houve evolucgéao para melhor (Grupo 5);

® Evoluimos porque a Matematica e as actividades de investigacdo séo como a
Educacéo Fisica ou a Ginéstica, estamos a treinar para fazermos uma melhor
corrida e conseguirmos resistir mais tempo, é como aqui na Matematica,
estamos a treinar o nosso cérebro e cada vez conseguimos fazer mais

actividades e mais dificeis (Grupo 2);

N&o houve da parte dos alunos a percepgéo de que a dificuldade na resolucéo
das tarefas tivesse aumentado; estes, a medida que as iam resolvendo, conseguiam, cada
vez mais, descobrir regras, formular conjecturas e encontrar regularidades e padrdes
mais «sofisticados» ou elaborados, tendo achado, portanto, que a sua preparacao para
desenvolver actividades de investigacdo ia sendo maior. Os alunos parecem estar cientes

da sua evolucéo no decorrer da realizacdo das actividades de investigacao.

@ Estamos mais aptos porque treindmos mais o cérebro (Grupo 1);

® Evoluimos muito, porque nas primeiras actividades comecamos a aprender e
nas outras ja conseguiamos fazer bem melhor (Grupo 4);

@ Sim, evoluimos porgue aprendemos a trabalhar em grupo e a raciocinar (Grupo
3)

Sendo interrogados quanto as actividades de investigacdo de que mais gostaram,

alguns deles responderam:

® A dos fosforos, porque havia muitas coisas para descobrir; houve mesmo muitas
coisas e gostei muito de estar a pensar, sera que é assim, sera que nao é assim
(Aluna 3, Grupo 2);

® A das escadas, porque fomos la para fora, estivemos a subir as escadas, foi uma
actividade diferente e utilizamos materiais diferentes (Aluna 2, Grupo  1);

® A dos fosforos, porque aprendemos mais coisas (Aluno 3, Grupo 3);

@ A das escadas, porque fomos para a rua e subimos as escadas (Aluna 1, Grupo
4);
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®

A das escadas, porque fomos & para fora, foi muito divertido e diferente (Aluno
4, Grupo 5).

As actividades preferidas foram «As escadas» e «Fosforos na construcdo de

triangulos», a primeira porque os alunos a consideraram diferente, gostando do facto de

terem ido para a rua, e a segunda porque deu azo a muitas descobertas.

(OJNO]

Quanto as actividades de que gostaram menos, mencionaram:

N&o sei, acho que as actividades de investigacdo... talvez a dos cubinhos porque
foi com a recorréncia do raciocinio e a regra era igual a das escadas (Aluna 3,
Grupo 2);

A dos cubos, porque era mais facil, era igual a das escadas (Aluna 2, Grupo 1);
As dos berlindes, porque envolvia cabecas mais inteligentes e eu ainda néo
estava muito habituado a resolver as actividades de investigacdo (Aluno 3,
Grupo 3);

A dos cubinhos, porque ndo tinhamos de pensar muito, era igual a outra das
escadas (Aluna 1, Grupo 4);

A dos berlindes 2, porque era idéntica a dos berlindes 1 (Aluno 4, Grupo 5).

As actividades menos apreciadas pelos alunos foram «Torres de cubos» e

«Berlindes» pelo facto de serem semelhantes a outras realizadas anteriormente ou por

serem das primeiras que fizeram, como é o caso dos «Berlindes», e ndo estarem ainda

muito habituados a realizagdo deste tipo de trabalho.

A finalizar, os alunos foram interrogados quanto a continuidade deste trabalho

no préximo ano, deixando expressas as seguintes mensagens:

®

®
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Gostavamos que houvesse sempre aulas de Matematica com actividades de
investigacdo, entre fichas, exercicios e resolucdo de problemas, preferimos as
actividades de investigacéo (Grupo 2);

Gostavamos de continuar com este tipo de trabalho porque é uma forma ludica
e divertida de aprendermos e praticarmos 0 nosso raciocinio; também podemos
enriquecer mais o que aprendemos (Grupo 1);

Deviamos ter mais trabalhos desta forma (Grupo 5);

Deviamos fazer mais actividades destas (Grupo 4);



® Deviamos continuar a fazer estas actividades para 0 ano porque vemos a

Matematica de maneira diferente e divertida.

N&o restam duvidas de que os alunos gostaram de realizar actividades de
investigacdo, reconhecendo-lhes potencialidades para o desenvolvimento do seu
raciocinio. Assim, a opinido global é a de que desejam continuar com este trabalho no

proximo ano lectivo.
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CAPITULO V
CONCLUSOES

5.1. Matriz do estudo

O presente estudo teve como principais motivacfes evidenciar e explicar a
pluralidade dos raciocinios matematicos dos alunos de uma turma do 5° ano de
escolaridade, durante a realizacdo de actividades de investigacdo em sala de aula. Deste
modo, procurou-se perceber as formas de raciocinio matematico produzido pelos alunos
e como € que as mesmas foram explicitadas no decurso de actividades de investigacao,
bem como averiguar a adequacdo e eficacia dos métodos «pessoais» de resolucdo
exibidos pelos alunos (nomeadamente 0os métodos que ndo se basearam na aplicacdo
directa de conteddos matematicos especificos). Para o efeito, foi desenvolvido um
trabalho, em sala de aula, nas areas curriculares de Matematica e Estudo Acompanhado,
0 qual consistiu na realizacdo de nove actividades de investigacdo ao longo de todo o
ano lectivo 2008/2009. Os alunos trabalharam sempre em grupo, tendo sido mantidos os
mesmos grupos heterogéneos durante toda a fase de implementacéo do projecto na sala
de aula.

A recolha de dados teve por base a observagdo participante, as entrevistas
espontaneas, as entrevistas semi-estruturadas e centradas nas tarefas e as entrevistas
finais, tendo os dados sido registados em audio ou através de notas de campo da
professora/investigadora, incluindo-se ainda 0s registos escritos dos alunos no
desenrolar das actividades, os relatorios de grupo e as reflexdes individuais dos alunos
também apresentadas por escrito.

Como pilares teodricos do estudo, foram estudados e discutidos a natureza, o
papel e as caracteristicas das actividades de investigagdo na educacdo matematica e
aprofundado o conceito de raciocinio/pensamento matematico, tendo em vista o
significado tedrico que Ihe ¢ atribuido, a identificacdo e analise de maltiplos processos
de raciocinio e, ainda, a relacdo entre as actividades de investigacdo e o

desenvolvimento do raciocinio matematico.
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No que diz respeito aos propositos e caracteristicas das actividades de
investigacdo, e tendo em conta as orientacdes curriculares actuais, podemos afirmar que
a sua realizacdo oferece oportunidades aos alunos para explorarem determinadas
situacbes abertas, mediante a procura de regularidades, a formulacdo e o teste de
conjecturas, a argumentacéo e a comunicacao de conclusdes, quer oralmente, quer por
escrito. Assim, numa actividade de investigacdo, o aluno terd como finalidade a
exploracdo matematica, através da experimentacdo, da pesquisa, da construcdo de
hipdteses e da sua validacdo ou refutacdo. Verifica-se uma valorizagdo dos processos
matematicos, muito para além da preocupacdo imediata de que os alunos alcancem «a
resposta correcta»; importa sim que explorem possibilidades, formulem conjecturas e se
convengam a si préprios e aos outros das suas descobertas.

Como argumentos favoraveis a inclusdo destas actividades na Matematica
escolar, muitos trabalhos realizados neste dominio apontam: a ligacdo que estas tém
com a actividade matematica genuina, o envolvimento que os alunos podem ter no
trabalho, o recurso a diferentes estratégias de resolugdo, o estabelecimento de relacdes
entre conhecimentos matematicos, o caracter transversal, o reforco de aprendizagens
mais elementares, o desenvolvimento das capacidades de comunicacao e de raciocinio,
a auto-confianga, a criatividade, os habitos de trabalho e a persisténcia.

O raciocinio matematico, ou pensamento matematico, tal como é referido por
alguns autores, € uma capacidade transversal que todos os alunos precisam de
desenvolver, independentemente dos ciclos de ensino em que se encontram. Como tal,
ndo se trata de uma habilidade exclusiva dos alunos com maior aptiddo para a
Matematica. Contudo, é importante criar as condi¢des para os alunos evidenciarem o
seu raciocinio matematico, o que passa ndao sé pela proposta de actividades de
investigacdo como também pela ajuda no desenvolvimento de um héabito de pensamento
que tem a ver com o «porqué das coisas». Por outras palavras, é possivel e desejavel a
aprendizagem da capacidade de raciocinar matematicamente.

Dos varios processos envolvidos no raciocinio matematico, Mason, Burton &
Stacey (1982) atribuem uma especial importancia a particularizacao/clarificacdo e a
generalizacdo, os quais sdo entendidos como a chave para o «getting unstuck» —
«desencalhar», segundo a perspectiva de Mason (1999).

Na particularizacao, observam-se casos ou questdes especificas com o objectivo
de se clarificarem os seus significados, podendo-se, simultaneamente, providenciar o

«alimento» do processo reverso — a generalizacdo. Quando clarificamos uma questéo ou
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uma situacdo, poderemos reconhecer e seleccionar exemplos que permitirdo isolar
algumas propriedades gerais, de modo a conseguirmos ver e apreciar essas propriedades
— 0 processo de generalizar. A Matemaética € abstracta apenas quando usamos entidades
que ndo nos inspiram confianca, devendo portanto fazer-se uso da particularizacdo para
clarificar significados e, numa fase posterior, proceder a generalizacdo. Estes dois
processos séo similares, podendo caminhar muitas vezes lado a lado; generalizar refere-
se a verificagdo de modelos ou constatacdo de padrBes e propriedades comuns mas a
prépria generalizacdo pode-se particularizar para produzir os casos que a generalizaram.
As generalizacdes precisam de ser verificadas em exemplos especificos antes de se
procurar um argumento convincente (Mason, 1999).

Além disso, quando uma ideia ou técnica € encontrada pela primeira vez tende a
ser turva, indistinta e imprecisa. Mesmo depois de se conseguir falar dela, é ainda muito
dificil passar para o papel o que se compreende de uma forma coerente. SO
gradualmente, com a experiéncia, toma forma até ser razoavelmente estavel, quase
cristalina — a clarificagdo; os alunos, na exibic¢do dos seus raciocinios, ainda na auséncia
de uma clara generalizacdo, acabam por recorrer, muitas vezes, a exemplos genéricos
como uma aproximacdo a generalizacdo; na transicdo entre o exemplo genérico e a
generalizagdo, o primeiro assume a funcionalidade de uma antecamara da generalizagéo
(Mason & Pimm, 1984).

Uma das caracteristicas do pensamento matematico consiste no nimero de vezes
que se atravessa uma determinada espiral: manipular objectos com confianca —
pensamento — sentido de uma nocao geral comum as generalizagcbes — pensamento —
anotacdo cada vez mais sucinta através de figuras, palavras e simbolos — nova
confianca na manipulacdo dos objectos (Mason, 1999). Deste modo, raciocinar
matematicamente passa, inquestionavelmente, por lidar com o particular e com o geral,
mas esta interaccdo pode assumir maltiplas variantes — a ndo linearidade, referida por
Brocardo (2001) e as transicdes da manipulacdo para a clarificacdo e para a
representacdo, com vista a uma nova manipulacdo mais convincente (Mason, 1999).

Os alunos, independentemente dos niveis de ensino ou dos conhecimentos
matematicos que possuam, sdo capazes de perceber e exibir raciocinio matematico,
podendo utilizar varios processos para o efeito (Francisco & Maher, 2005).

Assim, as conclusdes resultantes deste estudo, para além de irem ao encontro
dos objectivos centrais da investigagdo e de procurarem responder as questdes que

norteiam a investigagdo, estando intimamente relacionadas com o raciocinio e
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respectivos processos evidenciados, permitem abordar outros aspectos relacionados com
a propria esséncia das actividades de investigacdo e 0 seu impacto na actividade dos
alunos e na minha prética pedagdgica enquanto professora/investigadora. Deste modo,
as conclusdes foram organizadas e apresentadas em quatro pontos:
e Diversidade de formas de raciocinio e processos matematicos utilizados
pelos alunos;
e Evolucdo do desempenho dos alunos em actividades de investigacédo e o
desenvolvimento de competéncias matematicas;
e Actividades de investigacdo como metodologia para o desenvolvimento
do curriculo e para a motivacéo dos alunos;

e \/oltando ao raciocinio matematico.

5.2. Conclusodes do estudo

5.2.1. Diversidade de formas de raciocinio e processos matematicos utilizados pelos

alunos

Processo de concretizagdo de dados

Relativamente aos processos de raciocinio evidenciados, destacaram-se algumas
evidéncias — a necessidade de os alunos concretizarem os dados (por vezes de uma
forma exaustiva), antes de conseguirem alcancar alguma forma de abstraccdo. Numa
fase inicial, as tarefas envolveram momentos mais livres, mais informais ou mesmo «de
brincadeira», que permitiram, além de criar uma certa motivagdo — geralmente atraves
do manuseamento dos materiais ou da experimentacdo a partir da situacdo proposta — a
apropriacdo da actividade e das suas caracteristicas essenciais pelos alunos.
Posteriormente, avangou-se para uma abordagem mais profunda, até porque era
necessario que os alunos percebessem e ganhassem familiaridade com os conceitos
matematicos envolvidos ndo se limitando a aplicacdo de heuristicas e procedimentos
préprios de determinados tipos de problemas (Hung, 2000). Contudo, esta necessidade
de concretizagdo da situacdo foi sentida em graus diferentes. Enquanto alguns alunos
«se socorreram» desta possibilidade, em todas as actividades, despendendo bastante

tempo com a manipulagdo dos materiais e demorando a concentrar-se nos aspectos
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importantes da investigacdo, outros houve que depressa a ultrapassaram,
nomeadamente, recorrendo a formas de representacdo diversas: a utilizacdo de letras, o
recurso a palavras, a elaboracéo de tabelas, o desenho e pintura de figuras, a elaboracdo
de esquemas ou 0s registos algoritmicos. Alias, segundo Ponte & Serrazina (2000),
embora os alunos realizem variadas experiéncias, que permitem a familiarizacdo com o
sentido da tarefa, muitos ndo se preocupam em registar os dados por iniciativa propria e,
se o fazem, frequentemente utilizam modos de representacdo ndo convencionais, Como
desenhos ou notacdes pessoais.

Neste estudo, também foi notdria a necessidade de os alunos articularem os seus
raciocinios mediante as varias representacGes feitas em torno da situacdo (esquemas,
desenhos, verbalizacdo), antes de procederem a qualquer tipo de formaliza¢do. Contudo,
importa salientar que, com o decorrer da realizacdo das actividades de investigacdo, essa
tendéncia foi diminuindo gradualmente. A dada altura, os alunos depressa partiam para
0 registo sistematico e para formas de organizacdo dos dados, em particular através da

construcao de tabelas.

Processo de registo e organizacdo de dados

Todos os grupos envolvidos neste estudo utilizaram tabelas para registarem e
organizarem os dados recolhidos, embora nas actividades iniciais este facto tenha
surgido por sugestdo minha. De uma maneira geral, 0 recurso as tabelas foi assim
justificado pelos alunos: «Fizemos uma tabela para nos facilitar descobrir uma regra,
regularidades e se possivel alguns padrdes; tal como nas outras actividades facilitava
as descobertas»; «as tabelas sdo uma éptima ajuda para mim, com elas faco tudo o que
quero, acrescento-lhe e tiro-lhe. S&o elas que conduzem ao resultado final».

A maioria dos alunos revelou uma organizacdo ldgica, sistematica e pertinente
dos dados representados nas tabelas. No entanto, é de notar que este procedimento veio
a ser aperfeicoado ao longo do tempo. Inicialmente, os dados registados nao se
encontravam totalmente organizados ou ordenados, limitando-se ainda a poucas
hipoteses ou situa¢bes decorrentes das questdes iniciais propostas nas actividades.

Outra questdo que importa aqui referir é a persisténcia no registo de dados que

foi evidenciada por alguns alunos, capacidade essa que é mencionada por Fonseca
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(1999), ao citar Kissane (1988), tendo em conta algumas das razdes importantes para se
reservar espaco no curriculo para as actividades de investigacéo.

No entanto, relativamente ao uso de tabelas, € de salientar que um dos grupos
(Grupo 5) tirou pouco proveito deste procedimento, utilizando apenas as tabelas porque
0s materiais manipuldveis ndo eram suficientes para visualizarem o pretendido e
avancarem para casos mais gerais. De qualquer forma, tiveram de analisa-las a fim de
determinarem as regras, ainda que as enunciassem com 0 recurso a exemplos muito
particulares.

O registo e a organizacdo dos dados resultantes das experiéncias permitiu aos
alunos a possibilidade de estabelecerem relagdes entre eles, muitas vezes com o recurso
aos algoritmos, e facilitou-lhes a formulacdo das primeiras conjecturas, nalguns casos

com a minha intervencao e noutros autonomamente.

Processo de procura de regularidades e padroes

Nem todos os alunos funcionaram da mesma maneira na procura de
regularidades ao longo de todo o trabalho investigativo. Para alguns alunos foi uma
preocupacdo constante e uma intencdo deliberada, enquanto que para outros foi
surgindo pontualmente. De qualquer forma, todos o fizeram, ainda que alguns tenham
ficado apenas pela descoberta de casos mais simples, como o dos multiplos de um
ndmero ou 0s «resultados da tabuada», ou aumenta 1, depois 2, depois 3, depois 4...,
ainda que tenham conseguido ser igualmente produtivos nas suas respostas. Noutros
casos, este processo foi mais usual e muito mais rico, tendo os alunos estabelecido
algumas regularidades decorrentes da procura de relagbes entre a ordem e o termo da
sequéncia com grande espontaneidade, perspicacia e flexibilidade. Na determinacao
dessas regularidades, os alunos trabalharam e reforcaram principalmente o dominio das
operacdes aritméticas e de algumas propriedades dessas operacdes, como € 0 caso da
propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo, aquando da realizagdo da
actividade «Berlindes 2». Contudo, é de reforcar, mais uma vez, que nem todos 0s
alunos conseguiram chegar as mesmas ideias, talvez pela falta de dominio de alguns
procedimentos matematicos, nomeadamente a divisdo, em alguns casos. Isto foi referido
por alguns alunos, por exemplo, ao afirmarem que «...ja envolvia cabegas mais

inteligentes». Em todo o caso, todos os alunos foram capazes de identificar
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regularidades. Alias, tal como referem Francisco & Maher (2005), os alunos,
independentemente dos niveis de ensino ou dos conhecimentos matematicos que
tenham, sdo capazes de perceber e exibir raciocinio matematico, podendo utilizar varios
processos para o efeito. Importa, no entanto, dar-lhes as condi¢Ges necessarias para o
promover. Neste caso, o trabalho em grupo e as discussdes colectivas, em grande grupo,
permitiram a partilha de descobertas e o entendimento de diversos processos de
raciocinio.

Algumas regularidades encontradas, por exibirem raciocinios tdo interesantes,
até por serem inesperadas, para mim, e por demonstrarem a capacidade de os alunos
verem e explicarem estruturas matematicas para além dos dados nas tabelas, passam
aqui a ser apresentadas ou relembradas.
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Figura73. Determinacéo de regularidades na actividade «Berlindes 2», Aluna 3, Grupo 2
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Aluna 3: Acho que € assim: Aqui [apontando para a primeira linha da coluna
referente ao nimero de avides] é 3 x 3 + 0, que d& 9, depois é 4 x 3 + 1,
que da 13, depois é 5 x 3 + 2, que da 17, depois é 6 x 3 + 3, que da 21,
depois € 7 x 3 + 4, que da 25, depois ...

Eu: Entdo, o que é que se esta a passar?
Aluna 3: E sempre 0 nimero vezes 3 mais um ndmero que é sempre mais um

do que 0 que se somava anteriormente.

Esta aluna revelou grande facilidade em explorar casos particulares,
organizando-os e procurando encontrar regularidades, aspectos do raciocinio indutivo
sublinhados por Polya (1977) como de grande importancia para a aprendizagem da

Matematica.

Também, como é mencionado por Ponte (2006), os dados mostram que o estudo
de regularidades conduziu os alunos a raciocinar sobre o0s objectos matematicos e as
relagOes entre eles.

A andlise dos dados nas tabelas, além de permitir aos alunos a descoberta de
regularidades, também facilitou a determinacdo de padrdes, processo este que, por sua
vez, decorreu do estabelecimento de conexdes (neste caso mais precisamente com 0S
numeros pares e impares), tal como outros estudos ja o evidenciaram (Alvarenga, 2006
e Barbosa, 2007) e outros investigadores o afirmaram (Vale, Barbosa, Borralho,
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Barbosa, Cabrita, Fonseca & Pimentel, 2009; Orton & Orton, 1999; Ponte, Brocardo e
Oliveira, 2006; Arcavi, 2006).

Convém, no entanto, realcar que a determinacdo de padrdes, além do aspecto
numérico, também assumiu o aspecto visual, de repeticdo, como por exemplo na
actividade «Os saltos das Réas» ou mesmo algebrico, como no caso das actividades
«Berlindes» e «Os Avides», em que alguns alunos determinaram a lei de formagao.

Ao longo das diferentes actividades os alunos evidenciaram bastante gosto por
explorar padrdes, embora esta situacdo tenha sido mais notdéria em alguns alunos, 0s
quais queriam descobrir cada vez mais, tendo podido, deste modo, ndo sé apreciar a
beleza da Matematica mas essencialmente desenvolver o seu poder matematico
(NCTM, 1989). Além disso, os alunos puderam diminuir a imagem redutora e dualista,
em termos de certo-errado, da Matematica e obter uma imagem mais positiva da
mesma, Visto sentirem grande atraccdo e motivacdo por este tipo de tarefas, como
também se verificou em estudos anteriores (Orton & Orton, 1999; Vale & Pimentel,
2005 e Vale, Palhares, Cabrita & Borralho, 2006).

Processo de formulacéo e justificacdo de conjecturas

A analise dos dados das tabelas, com o consequente reconhecimento de
regularidades ou analogias entre as questdes a investigar e outros assuntos ja conhecidos
dos alunos, com base em estratégias geométricas (elaboracdo de desenhos ou esquemas,
verificacdo de simetrias) em estratégias aritméticas (contagem, experimentacdo
algoritmica) ou em estratégias verbais (elaboracdo de listagens, explicacao,
justificacdo), permitiu o surgimento das primeiras conjecturas.

Contudo, é de mencionar o papel que assumi, aquando da resolucdo das
primeiras actividades, jA& que muitas vezes essas conjecturas ndo eram formuladas
inicialmente pelos alunos, traduziam-se apenas de forma implicita ou eram parcialmente
verbalizadas, tal como outros estudos anteriormente corroboraram (Ponte, Brocardo &
Oliveira, 2006).

Em todo o caso, e com o decorrer do tempo, o processo de formulagéo de
conjecturas foi aquele que adquiriu maior relevo no conjunto de actividades realizadas,
0 que é coincidente com os resultados obtidos por Fonseca (2000) e Rocha (2003), em

estudos nesta linha de trabalho, com alunos de anos de escolaridade mais avangados.
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Assim, e segundo a perspectiva de Semana & Santos (2008), apoiando-se em
consideracdes de Dewey (1910/1997), os alunos ao acederam a compreensdo de
situagBes matematicas e ao examinarem um problema sob vérios angulos, analisando e
estabelecendo relacbes, de modo a transformarem as ideias iniciais em hipdteses que
levaram a formulacdo de conjecturas, evidenciaram claramente a capacidade de
raciocinar matematicamente.

De notar, contudo, que nem todos os alunos estabeleceram autonomamente
relacGes entre os aspectos matematicos do problema e o seu contexto, conseguindo
justificar as suas conjecturas. Esses, segundo a perspectiva de Hung (1998), apenas
atingiram a «cobertura» de nivel simbolico ou equilibrio, envolvendo uma mera
compreensdo numérica ou de calculo, ndo entendendo realmente o porqué da(s)
situacdo(cdes), embora posteriormente, e de uma maneira geral, tenham vindo a
entender o contexto das actividades, quer por explicacdo dos colegas do grupo ou
através das discussdes colectivas na turma. Assim, o trabalho cooperativo entre os
alunos foi eficaz na obtencdo de justificacdes e de fundamentacgéo de conclusoes.

Os alunos que fizeram conjecturas porque compreenderam as condi¢fes da
tarefa e ndo se limitaram a aplicar cegamente procedimentos mecanicos, embora
também tivessem revelado competéncia na execucdo dos célculos numéricos requeridos,
atingiram a «cobertura» ao nivel do problema (problema como um todo) e/ou ao nivel
da situacdo (relacdo de problemas com outros problemas e conceitos matematicos)
(Hung, 1998). Deste modo, estes alunos perceberam as dimensbes conceptuais
envolvidas na situacdo que estavam a investigar. Envolveram-se numa actividade a que
varios autores se referem como «fazer matematica» (Lakatos, 1991; Schoenfeld, 1985).
Ao mesmo tempo, e na perspectiva de Hung (2000), também procuraram significados
matematicos nos niveis de problema e situacionais, conjecturaram aproximacoes
possiveis e ideias relacionadas com a tarefa, negociaram (consigo e com 0s outros) a
fiabilidade das suas conjecturas, experimentaram as suas ideias e resolugdes ao longo da
actividade, organizaram as descobertas em tabelas, esquemas, listagens ou registos
algoritmicos, concretizaram a sua compreensao através da formulacdo de hipoteses e
obtiveram cobertura conceptual da sua compreensao.

Muitas vezes, alguns alunos, por ndo dominarem bem a linguagem especifica da
Matematica, recorriam a outros termos — nomeadamente um que foi muito frequente, o
da «tabuada» — conseguindo, no entanto, formular as suas conjecturas, ainda que apenas

através da experimentacdo de alguns casos e da procura de regularidades entre eles.
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Processo de teste e validacao de conjecturas

Numa primeira fase, a formulacdo de conjecturas pelos alunos assumiu um
modo imediato de aprovacdo ou rejeicdo/refutacdo, quer através da colocacdo de
questdes entre eles, com a fundamentacdo das mesmas, quer com a apresentagéo de
contra-exemplos. Na realidade, o niUmero de casos a estudar ndo era demasiado elevado,
sendo as conjecturas consideradas como possiveis conclusdes; poucos testes chegavam
para as considerarem como verdadeiras para todos os casos, talvez porque a sua
formulacdo resultou do esforgo e do envolvimento dos alunos, sendo dificil para os
mesmos assumir uma atitude critica, tal como outros estudos o registam (Ponte,
Brocardo & Oliveira, 2006; Fonseca, 2000; Brocardo, 2001). Deste modo, e na
perspectiva de Brocardo (2001), os alunos seguiam um processo linear, além de que o
seu raciocinio evidenciava poucas caracteristicas de raciocinio de investigag&o.
Também a testagem de conjecturas nem sempre implicou a formulacdo de novas
conjecturas, com a necessidade de analisar qual o tipo de dados de que dispunham, que
outros dados deveriam recolher e de que forma eles poderiam ser organizados. Assim, e
ainda de acordo com Brocardo (2001), inicialmente, os alunos desenvolveram uma
actividade linear composta por trés fases:

12 Recolha de um conjunto de dados;

2% Organizacdo dos dados;

32Analise dos dados de modo a tirar conclusdes.

Poucos alunos tomaram a iniciativa de procurar argumentos que pudessem
validar as conjecturas. Contudo, com a minha ajuda, estimulando os alunos a testarem
as suas conjecturas e a procurarem contra-exemplos, a maioria deles ultrapassou esta
situacdo, ndo se limitando a investigar 0 que se passava em poucos casos particulares e
ndo partindo logo para uma espécie de conclusdo sem o questionamento da sua
validade; pelo contrério, testavam um elevado ndmero de dados, de forma exaustiva,
procedendo a generalizacdo e justificacdo da regra posteriormente. Deste modo, alguns
alunos, ao conseguirem refutar as conjecturas mediante a apresentagdo de contra-
exemplos, libertaram-se, assim, da linearidade do processo investigativo focada por
Brocardo (2001) e exibindo um processo «em espiral», referido por Mason (1999)
guando caracteriza o proprio pensamento matematico.

Alids, ocorreram casos em que eu propria fui exteriorizando o raciocinio

matematico, pensando em voz alta com os alunos, considerando conjecturas formuladas
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pelos alunos em que ndo tinha pensado anteriormente e que, no momento, ndo me
pareciam evidentes. Verificou-se, assim, uma intencdo deliberada de manifestar o meu
raciocinio perante os alunos, tratando-se também de uma ocasido privilegiada para
evidenciar e reforcar a forma como se aborda o teste de conjecturas (Ponte, Brocardo &
Oliveira, 2006).

A maior parte dos alunos conseguiu formalizar os resultados verbalmente,
usando muitas vezes uma definicdo por recorréncia, embora outros o tenham feito a
partir da manipulacdo ou experimentacdo dos dados, com o recurso a exemplos
particulares e mais simples (particularizacdo ou especializacdo) e a geracdo de mais
exemplos; em alguns casos, até usaram o teste por exaustdo, conseguindo ser
igualmente eficazes, tornando evidente uma estreita relacdo entre o teste de conjecturas
e a especializacao.

Na verdade, com o decorrer do tempo, 0s alunos ndo se contentavam apenas com
a descoberta das conjecturas, queriam prova-las, reformula-las ou refina-las e entendé-
las no contexto da actividade. Surgiram, deste modo, as transi¢des da manipulagédo para
a clarificacdo e para a representacdo, com vista a uma nova manipulacdo mais
convincente (Mason, 1999).

Os alunos revelaram facilidade em testar as suas conjecturas e, sempre que
encontravam contra-exemplos, conseguiam formular novas conjecturas, «voltando
atras» e explorando a situacdo noutros sentidos (Mason 1999), com vista ao «olhar
novamente para os dados recolhidos, decidir sobre a pertinéncia de recolher outros ou
sobre uma nova forma de os organizar» (Brocardo, 2001, p. 541). Observou-se, desta
forma, um movimento desordenado entre os varios momentos da investigacao
matematica, como refere Ponte (2003b); os testes de uma conjectura puderam conduzir
a novas questdes ou, ainda, as questdes e a conjectura inicial surgiram em simultaneo.

Considerando que um dos objectivos da actividade investigativa é conduzir os
alunos a graus progressivos de generalizacao e abstraccdo (Oliveira, 1998), pode dizer-
se que a validacdo das conjecturas formuladas ao longo da investigacdo constituiram a
fase final deste processo (Mestre, 2005). A seguir, serdo especificados os processos de
raciocinio demonstrados que concorreram para este momento final. Além disso, foi
mediante a discussdo e partilha colectiva e o confronto de ideias nos grupos que 0s
alunos colocaram a prova as suas conjecturas, percebendo que elas eram compreendidas
e aceites pelos colegas. Neste sentido, a sua actividade matemética assumiu uma

dimenséo social, dado que a validacdo das suas ideias esteve dependente da aceitacéo
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dos elementos da comunidade onde estdo inseridos (Ponte, Ferreira, Brunheira, Oliveira
& Varandas, 1999; Ponte & Serrazina, 2000). Contudo, é de salientar que no processo
de validacdo ndo foram apresentadas demonstragdes formais e rigorosas mas sim
justificacBes organizadas, com base em raciocinios logicos e de acordo com o contexto
das actividades, até porque a ideia de «prova matematica» estd associada claramente a
um caracter de formalidade que néo é trivial no contexto da matematica escolar, pelo
que Ponte, Brocardo & Oliveira (2006) consideram que esta ideia deve ser introduzida
gradualmente, restringindo-se, numa fase inicial, «a procura de uma justificacdo
aceitavel que se baseie num raciocinio plausivel e nos conhecimentos que os alunos
possuem». Foi isto que se tornou visivel nesta investigacdo, com alguns alunos a
conseguiram validar adequadamente as suas conjecturas, manifestando a esséncia do
pensamento I6gico-dedutivo. Importa mencionar, no entanto, que inicialmente os alunos
ndo sentiram logo a necessidade de provar as suas conjecturas; esta prova, tal como
refere Brocardo (2001) na sua investigacdo, era entendida como uma complicagdo
desnecessaria introduzida pela professor; s6 mais tarde é que os alunos consideraram a
prova como parte integrante da actividade de investigacdo, o que podera dever-se, e

ainda segundo a mesma autora, ao trabalho continuado, ao longo de um ano lectivo.

Processos de particularizacdo/clarificacdo e generalizacéo

Como ja foi referido anteriormente, alguns alunos, para testarem as suas
conjecturas ou para tentarem algum grau de generalizagdo, de modo a extrairem do
contexto algumas relagdes gerais, «socorreram-se», muitas vezes, de alguns exemplos
particulares ou especiais (particularizacdo/especializacdo). Assim, conseguiram fazer a
transicdo entre 0 exemplo genérico e a generalizacdo. Segundo Mason & Pimm (1984),
¢ assim que o exemplo genérico assume a funcdo de antecamara da generalizacdo; 0s
alunos acabaram por ver o geral no particular. Esta evidéncia também estd em
consonancia com as ideias de Mason (1999), pois a necessidade de particularizacdo é
uma forma de os alunos ganharem confianga nos seus raciocinios e representacdes, no
momento anterior ao «salto» para a generalizacdo. Muitas vezes, este salto ndo acontece
abruptamente, necessitando de um processo «em espiral», tal como é referido por este
autor ao caracterizar o proprio pensamento matematico.

A progressiva evolucdo para a generalizagdo acentuou-se com a construgéo de

representagdes mais poderosas, nomeadamente de tabelas, em que a disposicdo dos
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dados permitiu aos alunos identificar relacfes entre as entradas, quer por linhas quer por
colunas. Contudo, muitos alunos sentiram a necessidade de concretizar os dados, até de
uma forma exaustiva, apoiando-se em listagens ou contagens e na descoberta de padrdes
como meios para a obtencdo de conclusdes mais genéricas. Assim, na perspectiva de
Healy & Hoyles (1999), usaram estratégias ndo explicitas, como a contagem, mas
também o modelo recursivo, construindo cada termo com base no anterior, e estratégias
explicitas, como a contextual, a partir da construgdo de uma regra baseada na
informacdo inserida em cada situacdo, relacionando a regra com uma técnica de
contagem.

A presenga de raciocinios que envolveram o conhecimento das operagdes
aritméticas e a sua relagdo com a exploracdo das sequéncias tratadas foi igualmente
visivel em muitas situagdes. Em particular, foi notdria a utilizacdo do significado do
resto da divisdo inteira no contexto da situacdo tratada (nas actividades «Adriana» e
«Fosforos na construcao de triangulos»), a utilizacdo dos mdaltiplos de um namero (nas
actividades «Berlindes»), a paridade (nas actividades «Os saltos das rds» e «Os
Avibes»). Enquanto alguns alunos recorreram a representacdes mais esquematicas,
outros mostraram ser mais «descritivos», mas igualmente habeis na sua forma de
raciocinio matematico, demonstrando a capacidade de traduzir verbalmente (utilizando
palavras) as suas conclusdes e a sua compreensédo das questdes; em algumas situacdes,
estas duas formas de actuacdo complementaram-se. Acima de tudo, importa realcar as
palavras de Dienes (1961), citado por Lannin (2005), «a generalizacdo necessita de
muito tempo [para os estudantes a desenvolverem], considerando-se primeiro nimeros
familiares e pequenos até se chegar a ‘qualquer nimero’. Se esta generalizacdo néo for
feita é impossivel compreender a Algebra» (pp.289-290). Realmente, a determinacéo do
termo ou expressao geral ndo surgiu logo inicialmente, além de que ndo foi conseguida
por todos os alunos. Os que o fizeram também recorreram a esquemas geométricos,
permitindo conectar as regras com a sua representacdo visual; alids, Mason (1996b)
também defende que os estudantes conseguem generalizar melhor se conseguirem ver
uma relacdo entre o seu conhecimento particular e o seu conhecimento geral.

A realizagdo de todas as actividades de investigacdo veio permitir o
desenvolvimento da capacidade de generalizar e de usar a linguagem algébrica para
expressar essas generalizagdes. Verificou-se uma significativa evolucdo dos alunos na
compreensdo da linguagem algébrica relativa aos diferentes significados dos simbolos

em diferentes contextos.
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Posto isto, € evidente que parecem estar presentes na maior parte destes alunos
0s quatro aspectos fundamentais no pensamento matemaético, sugeridos por Mason,
Burton & Stacey (1982): especializacdo ou particularizagdo, formulacéo de conjecturas,
teste e justificacdo (argumentacdo) e generalizacao.

Contudo, convém frisar que, a semelhanca do que acontece no pensamento
matematico, existiram muitos outros processos envolvidos, mas que ndo sdo exclusivos
da actividade matematica, como por exemplo o processo de comunicagdo (falar,
escrever, explicar, concordar, questionar), de raciocinio (analisar, reflectir, classificar,
compreender, criticar), de registo (desenhar, escrever, listar) ou de operacionalizacdo
(recolher, ordenar, classificar) (Mestre & Matos, 2005, citando Frobisher, 1994).

5.2.2. Evolucéo do desempenho em actividades de investigacdo e o desenvolvimento

de competéncias matematicas

Verificou-se uma franca evolucdo dos alunos perante a realizacdo das
actividades de investigacdo, 0s quais mostraram compreender, de uma forma
progressiva, 0 seu papel neste tipo de actividade, libertando-se da linearidade do
processo investigativo (Brocardo 2001), apropriando-se de alguns processos
matematicos essenciais e desenvolvendo algumas atitudes e capacidades fundamentais.

Assim, ao nivel dos processos matematicos, os alunos cada vez mais,
organizavam os dados, particularizavam, generalizavam, encontravam regularidades e
padrbes, formulavam conjecturas e validavam ou refutavam conjecturas através de
contra-exemplos, embora evidenciando sempre alguma diversidade no raciocinio e,
consequentemente, nas estratégias de resolucdo, tal como foi focado anteriormente.
Desta forma, os alunos puderam estimular a sua actividade matemaética e raciocinar
matematicamente (Pdlya, 1967) ou pensar matematicamente (Schoenfeld, 1994; Mason,
Burton & Stacey, 1982), a partir das suas proprias redes de representacfes e das suas
descobertas de estratégias (Hiebert & Carpenter, 1992).

Importa salientar que inicialmente optei por intervir mediante a utilizagdo de um
método de descoberta guiada, segundo a perspectiva de Ernest (1996), em que os alunos
seguiam determinadas orientacGes. Mas depressa notei que estes passaram a assumir o
poder ou lideranca, definindo, desde o inicio, 0 que queriam investigar e 0 processo a

seguir, envolvendo-se numa abordagem investigativa, em que eu apenas escolhia a
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situacdo de partida ou aprovava as escolhas deles; como tal, foi criado um ambiente em
que todos os alunos se sentiram a vontade para apresentar conjecturas, argumentar
contra ou a favor das ideias dos outros, sabendo que o seu raciocinio era valorizado
(Ponte, Oliveira, Brunheira & Varandas, 1998).

Ressaltam ainda muitos outros aspectos que foram reforgados ao longo do tempo
em decorreu o presente estudo, nomeadamente: o envolvimento cada vez maior dos
alunos, manifestando um crescente entusiasmo e empenho na execucdo das tarefas, a
auto-confianca, a criatividade, a autonomia (a dependéncia da professora foi
gradualmente atenuada), a curiosidade (querer descobrir cada vez mais regras,
regularidades ou padrdes), os hébitos de trabalho e a persisténcia, tal como outros
projectos ja o demonstraram anteriormente (por exemplo, Projecto Matemaética Para
Todos, 1995/1999). Além disso, verificou-se uma diminuicdo no tempo de realizacédo
das actividades de investigacdo pelos alunos, derivada da maior familiarizacdo destes
com a dindmica deste tipo de tarefas e, consequentemente, do aumento da sua
autonomia.

Houve também grande mobilizacdo dos conhecimentos matematicos adquiridos,
0s quais tomaram valor para os alunos, quando estes sentiram que precisavam deles para
realizarem as actividades que Ihe eram propostas, a semelhanca do que demonstraram
outros estudos anteriores (Segurado, 1997). Deste modo, foi possivel aos alunos
melhorarem as aprendizagens mais elementares ou 0s conhecimentos mais basicos e
estabelecer conexBes com  conhecimentos anteriores  (numeros/operacoes),
conhecimentos novos (transformacfes geométricas) ou outras areas do conhecimento
em geral, mais precisamente:

*  NUmeros pares e numeros impares

*  Operac0Oes aritméticas basicas e seus termos
*  Mudltiplos de um nimero

*  Propriedade distributiva

*  Sequéncias

*  Perimetros

« Areas

» Poligonos regulares

*  Simetria

*  Figuras geometricamente iguais

» Translagbes/Rotacoes
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*  Sequéncia de Fibonacci

Assim, os alunos além de reconhecerem 0s conhecimentos ja obtidos e de
perceberem como se pensa matematicamente, ou seja, conhecer 0s «habitos
matematicos de pensamento», adquiriram motivacdo e desenvolveram as capacidades
que contribuem para um melhor e maior conhecimento de conceitos, facilitando as
aprendizagens (Goldenberg, 1999; Jaworsky, 1994 e Pirie, 1987), tendo em conta o
ambiente de aprendizagem vivo em que participaram activamente (Pirie, 1987). Os
alunos experimentaram simultaneamente as capacidades basicas — como a memorizagédo
de conceitos e técnicas de célculo e as capacidades de ordem superior — como
conjecturar, argumentar e demonstrar, tal como afirmam Christiansen e Walter (1986).

Outra situacdo bastante relevante, e também focada pelos alunos do presente
estudo, foi o desenvolvimento da capacidade de comunicacédo, quer de raciocinios, quer
de ideias matematicas, oralmente e por escrito, o que foi possivel devido as discussdes
continuas nos grupos e na turma bem como a realizagdo continuada dos relatdrios
escritos das actividades realizadas. Na verdade, os alunos ao reflectirem sobre o
trabalho desenvolvido, resumindo os dados recolhidos, trocando impressdes sobre as
experiéncias realizadas e sintetizando as conclusdes resultantes, na forma de
generalizacdo, também puderam desenvolver um processo de metacognicéo, analisando
de forma consciente o que fizeram e porque é que o fizeram, pondo em uso, mais uma
vez, a sua capacidade de comunicacdo e de argumentacdo; o mesmo foi concluido nos
estudos de Brunheira (2000), Fonseca (2000) e Oliveira (1998).

A qualidade na elaboracdo dos relatdrios de investigacdo melhorou ao longo do
tempo em que decorreu o trabalho com as actividades de investigacdo, ja que
inicialmente, talvez devido a falta de experiéncia dos alunos neste campo, valorizavam
sobretudo os produtos dando pouco énfase aos processos, incluindo somente algumas
enumeraces das descobertas feitas e poucas explicacbes das mesmas. E de considerar,
mais uma vez, o papel de orientacdo que fui desempenhando, ndo interferindo nas
descobertas e nas producdes dos alunos, mas facilitando as discussdes matematicas de
modo a ajudar o aluno a explicar o seu raciocinio (Yackel & Cobb, 1996); assumi uma
presenca essencialmente questionadora e voltada para o incentivo a promoc¢do dos
processos menos evidenciados pelos alunos — a justificacdo ou a prova. Contudo, a
comunicagdo ainda constitui um aspecto a reforcar e a desenvolver neste grupo de

estudo.
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Os alunos também conseguiram progredir na sua capacidade de cooperacao, no
trabalho em grupo, entendendo que tém de trocar ideias uns com 0S outros, pois
trabalhar em grupo ndo é apenas mudar a disposicdo dos elementos no espaco;
verificaram-se mudancas nas atitudes de alguns alunos, tal como eles préprios
indicaram:

® De um modo geral toda a gente colaborou; aprendi a trabalhar melhor em grupo.
® Tivemos algumas discussGes mas todos se empenharam e deram a sua opiniao.
® Em conjunto é mais facil descobrirmos as coisas porque todos dao a sua opiniao.

E de destacar o espirito de entreajuda e a reflexdo critica que se estabeleceu entre
todos os alunos. N&o foram s6 os alunos com melhores classificagcGes na disciplina que
tiveram melhor desempenho. Varios dos alunos com maiores dificuldades envolveram-
se nas actividades, conseguindo atingir os objectivos pretendidos.

Em alguns casos, modificaram as suas concepc¢Oes relativas a Matematica,
demonstrando um crescente interesse pela disciplina, evidenciado pelo seu empenho na
realizacdo das actividades de investigacao e explicitado em algumas entrevistas:

®@ Vimos a disciplina de Matemaética de uma forma diferente e mais facil.

® Eu gostei deste trabalho porque mais uma vez foi de investigacao, e esses trabalhos
eu adoro...

® Aprendi que a Matematica esta presente no que nos rodeia e nas mais variadas
situagdes do dia-a-dia;

@ Interessante, porque é diferente do que costumamos fazer em Matematica, € como
um jogo, onde aprendemos as nogdes matematicas a brincar.

® Eu antes ndo sabia que existia actividades de investigacdo mas desde que comecei a
fazé-las acho que é um vicio que eu tenho dentro de mim, pois cada vez que recebo
uma folha com uma nova actividade fico logo ansiosa por descobrir a regra.

®@ Acho que as actividades de investigacdo séo como uma corrida, uma corrida que
temos que ir treinando e treinando até que, cada vez, vamos conseguindo percorrer
mais distancia e as actividades de investigacdo quanto mais fazemos, mais
facilidade temos para descobrir.

A finalizar este ponto, pode afirmar-se que estes alunos conseguiram entrar no
espirito do trabalho de investigacdo, envolvendo-se cada vez mais nas actividades
desenvolvidas, além de que as suas descobertas ja ndo surgiam apenas nas aulas em que
realizavam actividades de investigagéo, transbordavam para outras situagdes, mesmo
em aulas que mereceram um trabalho mais rotineiro, como a resolugédo de exercicios ou
de outro tipo de questbes. Como tal, e fazendo eco do Gltimo comentario dos alunos

atras registado, estou perfeitamente convicta de que estes alunos «ganharam a corrida» e

192



que esta corrida «ndo foi pequena». O prémio traduziu-se certamente na sua aquisi¢éo

de poder matemético.

5.2.3. Actividades de investigacdo como metodologia para o desenvolvimento do

curriculo e para a motivacédo dos alunos

As actividades de investigacdo permitiram aos alunos contactar com uma parte
fundamental da Matematica (Abrantes, Ponte, Fonseca & Brunheira, 1999) que,
usualmente, ndo Ihes é dada a conhecer mediante a pratica de outro tipo de actividades.
Permitiu-lhes vivenciar o processo de criacdo matematica, no qual estiveram presentes
uma actividade matematica genuina bem como o0s processos de producdo do
conhecimento que lhe sdo caracteristicos (Silva, Veloso, Porfirio & Abrantes, 1999).
Para além de toda a motivacdo e empenho que proporcionaram aos alunos participantes
no presente estudo, a sua inclusdo na pratica pedagdgica torna-se uma prioridade
metodoldgica fundamental para o desenvolvimento do curriculo.

Na verdade, alguns alunos participantes, ao trabalharem nas actividades de
investigacdo, experimentaram momentos de prazer que lhes permitiram apreciar a
Matematica, proporcionar-lhes uma maior confianca na abordagem dos problemas e
dota-los de maior flexibilidade no recurso aos conhecimentos ja adquiridos. O mesmo
foi observado por Matos (1991) num estudo realizado com alunos do 8° ano.

Da experiéncia feita, verificou-se ser possivel explorar uma grande variedade de
temas matematicos, num ambiente de aprendizagem bastante favoravel, com a
valorizacdo e o envolvimento pleno dos alunos. Através da actividade matematica
investigativa, foi possivel aos alunos construirem conceitos e adquirirem e/ou
aprofundarem conhecimentos, estreitando, deste modo, a relacdo entre contetdos e
processos. Além disso, através desta metodologia, estes alunos também puderam
desenvolver o seu poder de reflexdo/argumentacdo e 0 seu raciocinio matematico,
experimentando, de acordo com o seu nivel de maturidade, o trabalho dos matematicos
profissionais. Compreenderam, assim, que a Matematica vai além da aprendizagem de
conceitos, procedimentos e suas aplicacfes e que, mais do que produzir respostas curtas
e exactas, o trabalho em Matematica envolve muita reflexdo, procura e analise de
caminhos diferentes que possam conduzir a descoberta de relag@es, contrariando a visao

dualista da Matematica do certo-ou-errado (Borasi, 1991). Deve, no entanto, salientar-se
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que este estudo ndo se confinou a algumas experiéncias esporadicas com actividades de
investigacdo; pelo contrario, envolveu um trabalho continuado, ao longo de um ano
lectivo. Com efeito, a realizacdo destas actividades de forma isolada e dispersa, apesar
de ser interessante e enriquecedora, ndo abala por si s concepcles e praticas ja
enraizadas (Abrantes, Ponte, Fonseca, & Brunheira, 1999).

Por outro lado, tal como outros autores ja concluiram (Oliveira, Ponte, Cunha &
Segurado, 1997), as tarefas de exploracgdo e de investigacdo estédo ao alcance de todos os
alunos e ndo apenas dos melhores, o que se tornou evidente também com alguns alunos
que participaram neste estudo.

Convém, no entanto, assinalar que o professor exerce um papel influente neste
tipo de trabalho, mais precisamente na forma como o conduz, orientando os alunos com
uma atitude questionadora, mas deixando-os livres na procura das suas descobertas, de
modo a criar um ambiente propicio a aprendizagem em que o raciocinio é francamente
valorizado (Ponte, Oliveira, Brunheira, Varandas & Ferreira, 1998). O professor deixa
de ter o controlo total sobre a conducdo da aula (Ernest, 1991/1996), um cenario que
acarreta exigéncias acrescidas, quer pedagogicamente, quer ao nivel dos conhecimentos
matematicos (Goldenberg, 1999). Ainda assim, com a realizacdo deste estudo, foi
possivel a professora/investigadora desenvolver uma intensa reflexdo e investigacao
sobre a sua pratica pedagogica que promoveu o crescimento do seu conhecimento
profissional. Encontrei formas e oportunidades de mudanca e de inovacdo ao integrar as
actividades de investigacdo na minha pratica lectiva e ao proporcionar aos meus alunos
momentos de entusiasmo, motivacdo e de verdadeira actividade matematica com todos

0s processos de raciocinio que lhe estdo inerentes.

5.2.3. VVoltando ao raciocinio matematico

Face as conclusdes apresentadas, e dando resposta as questdes de investigacao,
considero possivel afirmar que os alunos apresentam formas diferenciadas de raciocinio,
que evidenciam 0s seguintes processos: concretizagdo de dados; registo e organizagéo
de dados; procura de regularidades e padrdes; formulagéo e justificacdo de conjecturas;
teste e validacdo de conjecturas, particularizagédo/clarificacdo e generalizacdo. De notar
gue, embora estes processos se enunciem aqui de forma isolada, muitas vezes ocorreram

em simultaneo no decurso das actividades (Ponte, Brocardo & Oliveira, 2006). Porém,
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nem todos os alunos funcionaram da mesma maneira ao longo de todo este trabalho
investigativo. Para alguns, a execucao de determinados processos foi uma preocupacao
constante e uma intencdo deliberada, enquanto para outros surgiu pontualmente. Assim,
se alguns alunos revelaram grande facilidade, regularidade e persisténcia na formulacéo,
teste e confirmacdo ou refutacdo de conjecturas, além de uma tendéncia para as
formalizar algebricamente, justificando o seu raciocinio, houve outros que se
restringiram a formulacao de algumas conjecturas, acompanhando e compreendendo, no
entanto, os processos dos seus colegas. De notar que estes Gltimos alunos também foram
aqueles que evidenciaram maior necessidade de manuseamento dos materiais e de
experimentacdo da situacdo no processo de concretizagdo dos dados, nem sempre
conseguindo libertar-se deste processo e fazer o salto para a generalizacdo, tal como
sugere Mason (1999). Se o faziam, socorriam-se, muitas vezes, de exemplos genéricos
ou particulares (Mason & Pimm, 1984). Os alunos que conseguiram ultrapassar o
processo de concretizagdo dos dados, recorreram a algumas formas de representacao,
nomeadamente: a escrita simbdlica, o recurso a palavras, a elaboracdo de listagens, o
desenho e pintura de figuras, a elaboracdo de esquemas e 0s registos algoritmicos.

O processo de registo e organizacdo de dados foi usual em todos 0s grupos,
embora numa fase inicial da investigacdo tenha sido sugerido e incentivado por mim.
De realcar, no entanto, que veio a ser aperfeicoado ao longo do tempo; deste modo, se
inicialmente os dados surgiam um pouco ao acaso, posteriormente, passaram a ser
registados de uma forma ldgica, sistematica e pertinente, revelando uma apropriacdo da
actividade, a partir do estabelecimento autonomo das relacdes entre 0s aspectos
matematicos do problema e o seu contexto (Hung 1998).

Verificou-se, contudo, que no desenrolar da investigacdo nem todos os alunos
adoptaram este processo pelas mesmas razées. Como tal, embora a maioria deles o
utilizasse por reconhecer a sua importancia na descoberta de regras, outros tiraram
pouco proveito dele, utilizando apenas as tabelas porque os materiais manipulaveis ndo
eram suficientes para visualizarem o pretendido.

A procura de regularidades e padrdes ao longo de todo este trabalho
investigativo também ndo resultou da mesma forma; enquanto alguns alunos,
esporadicamente, apenas descobriam casos mais simples (talvez pela falta de dominio
de alguns procedimentos ou conhecimentos matematicos, nomeadamente a divisdo ou
as propriedades das operagdes) outros, ao analisar as relagdes entre a ordem e o termo

das sequéncias, estabeleceram algumas regularidades e padrdes com grande
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espontaneidade, perspicacia e flexibilidade, num processo que se tornou bastante
frequente e rico. Houve mesmo alunos que exibiram raciocinios bastante originais e
mesmo inesperados, demonstrando a capacidade de ver e explicar estruturas
matematicas para além dos dados nas tabelas.

Muitos alunos ndo se contentaram apenas com a descoberta das conjecturas,
quiseram prova-las, reformulé-las ou refina-las e entendé-las no contexto da actividade,
verificando-se, deste modo, as transi¢des da manipulagéo para a clarificagéo e para a
representacdo, com vista a uma nova manipulacdo mais convincente (Mason, 1999). No
entanto, a justificacdo e a prova de conjecturas parecem precisar de mais tempo para
serem interiorizadas pelos alunos, visto ndo surgirem tdo frequentemente e regularmente
com alguns alunos do que com outros.

Como ja foi salientado, certos alunos, ao tentarem atingir algum grau de
generalizacdo, «socorreram-se», muitas vezes, de exemplos particulares ou especiais
(particularizacdo/especializagdo), conseguindo fazer a transicdo entre o exemplo
genérico e a generalizagdo. Por outro lado, houve alunos que, com a construcdo de
representacdes mais poderosas, nomeadamente de tabelas, em que a disposicdo dos
dados Ihes permitiu identificar relacBes entre as entradas, quer por linhas quer por
colunas, conseguiram evoluir nitidamente no processo de generalizacéo.

Quanto ao modo como os raciocinios dos alunos lhes permitiram chegar a
resultados, podemos referir que nem sempre recorreram a conteddos matematicos
tratados nas aulas, surgindo, inclusivamente, a oportunidade de abordar novos
contetidos face as descobertas dos alunos, nomeadamente as rotacdes e as translacoes,
as simetrias e as sequéncias, incluindo a sequéncia de Fibonacci. No que diz respeito
aos conteudos tratados nas aulas, salientarei os mais utilizados, que foram: os numeros
pares e impares, 0os multiplos de um namero (ou as tabuadas, como eram referidos por
alguns alunos) e as operacgdes aritméticas basicas e 0s seus termos. Mesmo na obtencédo
dos resultados, com o recurso ou ndo aos conteidos tratados nas aulas, verificou-se
grande diversidade nas formas de resposta dos alunos. Assim, como ja foi referido,
enquanto alguns alunos conseguiram ser mais «esquematicos», outros conseguiram ser
mais «descritivos», demonstrando a capacidade de traduzir verbalmente (utilizando
palavras) as suas conclusdes e a sua compreensao das questfes; outros ainda, embora
em menor numero, mostraram resultados mais «formais» ou «algébricos», apresentando
maior capacidade de abstrac¢do e passando a uma fase mais imediata de determinacgéo

do termo ou expressdo algébrica relativa as situagbes em causa; contudo, em algumas
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situacbes, as diversas formas de representacdo citadas complementaram-se na
elaboracdo de resultados.

No que diz respeito a(s) forma(s) como os alunos compreendem as situagdes
propostas (as descodificam) e de que modo essa apropriacdo evolui com o decorrer da
pratica neste tipo de actividades, poderei mencionar que 0s alunos passaram sempre por
uma fase inicial de experimentagéo, fosse com a manipulagéo dos materiais e realizagéo
de contagens, fosse com a concretizagdo da situagdo, como por exemplo o subir
escadas; globalmente, estiveram muito presentes as estratégias ndo explicitas, referidas
por Healy & Hoyles (1999), que tiveram um papel preponderante na apropriacdo da
actividade pelos alunos. Saliento igualmente que nem todos os alunos demoraram o
mesmo tempo a perceber o sentido e a obter uma compreensdo efectiva das situagoes
propostas. Outra forma de familiarizacdo com o sentido da tarefa foi o registo de dados,
quer em tabelas, quer com o recurso a representagbes menos convencionais, como
desenhos ou notagOes pessoais, tal como referem Ponte & Serrazina (2000).

Com o decorrer da realizacdo das actividades de investigacdo, a tendéncia de
experimentacdo foi diminuindo gradualmente. Em muitos casos, 0s alunos depressa
partiam para o registo e organizacdo dos dados em tabelas, procurando extrair dos
mesmos relagdes que conduzissem a conclusoes.

Além disso, os alunos cada vez mais estabeleciam uma interaccdo entre a
particularizacdo e a generalizacdo, raciocinando matematicamente através de uma forma
que alguns autores descrevem como um pensamento em espiral, o qual pode assumir
maltiplas variantes — a ndo linearidade, referida por Brocardo (2001) e as transicGes da
manipulacdo para a clarificagdo e para a representagdo, com vista a uma nova
manipulacdo mais convincente (Mason, 1999). Assim, pelos resultados obtidos, infere-
se também que a diversidade dos raciocinios matematicos esta associada a forma como
se processa a referida interacgdo, bem como ao modo de lidar com as representacoes
que permitem passar de objectos para objectos matematicos (Mason 1999).

Deste modo, e pela diversidade de raciocinios apresentada, podemos afirmar que
ndo ha «o» raciocinio matematico, mas sim uma multiplicidade de formas de raciocinar
ou de raciocinios. Embora alguns raciocinios apresentem formas mais «avancadas»,
com o recurso a estruturas algébricas que evidenciam maior capacidade de abstraccéo,
ndo é possivel escamotear o facto de que muitos outros modos de pensar
matematicamente tém um papel legitimo e importante, constituindo modos eficazes de

desenvolver trabalho investigativo para muitos alunos. Mais do que propor uma
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hierarquizacdo de raciocinios matematicos, interessa considerar e valorizar a sua
diversidade e analisar a sua presenca num todo complexo. Utilizando uma metéfora da
Fisica, parece Util pensar nesse todo como se fosse um espectro solar (o raciocinio na
sua complexidade) que se decompde em mdltiplas radiactes diferenciadas (os diferentes
raciocinios matematicos).

Face a evolucdo do desempenho dos alunos na realizacdo das actividades de
investigacdo, podemos concluir que foram particularmente propicias ao
desenvolvimento do seu raciocinio matematico. Alias, Tanner & Jones (1997) defendem
que as capacidades de pensamento matematico se aprendem sobretudo num contexto de
problemas abertos. Na mesma linha, Pirie (1987) considera que uma boa investigacao
faculta a exploracdo e a exposi¢cdo do pensamento matematico. Para esta autora, as
investigacGes matematicas desenvolvem a aprendizagem de processos matematicos, ou
seja, dos modos de pensar que sdo independentes das tarefas ou dos conteudos.

Mais ainda, conforme exprime Cunha (1998), citado em Santos, Brocardo, Pires
& Rosendo (2002), as investigacbes, no geral, e em particular a investigacdo
matematica, motiva os alunos, ajudando-os a desenvolver o seu raciocinio.

A finalizar este ponto, e cruzando a investigacdo relevante neste campo com a
minha prépria investigacdo, destacarei que o raciocinio matematico também se aprende
e se constroi em grupo, ndo sendo um fendmeno estritamente cognitivo. Efectivamente,
numa fase inicial, era evidente que os alunos ndo sabiam o que era fazer conjecturas,
nem tdo pouco estavam despertos para a descoberta de regularidades ou padrdes ou
mesmo para a determinacdo de uma expressao algébrica. Com a préatica neste tipo de
actividades, comegaram e continuaram a formular variadas conjecturas, percebendo
também a utilidade do uso de tabelas ou de outras formas de representacdo dos dados.
Efectivamente, posso concluir que os alunos sdo capazes de pensar matematicamente;
cabe ao professor desafia-los adequadamente e apostar nesse objectivo com toda a
convicgéo.

Na verdade, hd que compreender que os alunos, embora ndo enveredem todos
pelo mesmo caminho, conseguem ser eficazes nos seus processos de resolucdo, sejam
eles mais «esquematicos», mais «verbais» ou mais «algébricos», recorrendo ou nao aos
conteudos leccionados ou ja aprendidos. Além disso, as discussdes e as reflexdes
individuais ou conjuntas sobre as actividades desenvolvidas também contribuem para a

clarificacdo do pensamento matematico e para a sua formalizacédo e abstraccao.
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Competira ao professor assumir o desafio de dinamizar aulas com actividades de
investigacdo, estando preparado para enfrentar situacGes imprevistas e adoptando uma
atitude flexivel e confiante, quer no dominio dos conteldos e processos matematicos,
quer na gestdo das diferentes interaccdes e fases do processo investigativo. Também é
preciso envolvermo-nos nos prazeres do pensamento matematico que provém da energia
libertada quando verificamos que as «coisas» que, aparentemente nada tinham a ver

umas com as outras, estdo na verdade relacionadas (Mason, 1999).
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Anexo 1

Actividade de Investigacao

«Vamos unir hexagonos regulares»
Os hexagonos regulares sdo figuras ja tuas conhecidas. Podes lembrar-te, por

exemplo, dos favos das abelhas e reparar que parecem hexagonos regulares

unidos uns aos outros pelos seus lados.

Hoje também vais unir hexagonos, fazer medicGes e algumas descobertas.

Na figura ao lado, unimos dois hexagonos, regulares pelos seus lados.

Se quisermos enfeitar a figura que obtivemos, contornando-a com uma fita
bem juntinha aos seus lados, vamos precisar de uma fita com comprimento igual a 10 lados do

hexagono regular.

1. Constrdi uma figura unindo quatro hexdgonos regulares pelos seus lados.

2. Para enfeitar da mesma forma a figura que construiste, que tamanho deve ter a fita?

3. Existirdo figuras, formadas por quatro hexagonos regulares unidos pelos seus lados, que
possam ser enfeitadas, por fitas com o mesmo tamanho? Investiga.

Regista as figuras que construiste na malha hexagonal e comenta as tuas descobertas.
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Anexo 2

Actividade de Investigacao

Os saltos das ras

No inicio da actividade, as ras azuis encontram-se a esquerda e as ras verdes a direita.

Tens de troca-las (as azuis passam para a direita e as verdes para a esquerda).

Regras:

- As azuis s6 se podem mover para a direita e as verdes sé se podem mover para a esquerda.

L o [og

- Cada ra sé pode mover-se para o lugar que estiver desocupado imediatamente a seguir.

- Cada ra sé pode saltar por cima de uma outra e ndo mais do que uma.

am - - -
= - - -

g 3 AR

Experimenta com 3 rds azuis e 3 ras verdes. Para tal, podes utilizar o applet (aplicagdo interactiva)

existente no seguinte site da internet: http:www.mathsnet.net/puzzles/leapfrog/index.html

Da sempre o mesmo numero de movimentos?
Como serd com um numero diferente de ras?
Es capaz de encontrar uma regra para determinar o nimero minimo de movimentos?

Investiga.
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Anexo 3

Actividade de Investigacao

C .2 ¢ ¢ .2 ¢ ¢ 2 ¢ C 2 p)

(
I N\ X o Z \f Z

‘J

Na nossa turma temos uma rapariga que se chama Adriana.

Se 0 nome Adriana for escrito repetidamente, assim:

ADRIANAADRIANAADRIANAADRI

1. Qual é a 39 letra?
2. Qual é a 1052 letra?
3. Quantas vezes aparece o nome “Adriana” completo se utilizarmos 58 letras?

4. Es capaz de determinar uma regra que permita saber quantas letras sdo necessarias para
que a sequéncia do nome esteja sempre completa até a ultima letra deste?

5. Se tivermos uma sequéncia com 16 “A”, quantas vezes se encontra repetido o nome
“ADRIANA”? E em que letra pode terminar a sequéncia?

6. E com 35 “A”, quantas vezes se encontra repetido o nome “ADRIANA”? E em que letra
pode terminar a sequéncia?

7. Es capaz de descobrir uma maneira de determinar o nimero da posicéo de qualquer letra
A, seja ela a primeira do nome, a segunda ou a terceira?

8. E em relagdo aos “As” consecutivos, és capaz de verificar alguma coisa?

Nota: Expliguem como chegaram as vossas respostas. Podem fazé-lo utilizando palavras,
esguemas ou calculos.
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Anexo 4

Actividade de Investigacao

BERLINDES |

Um saco de berlindes contém berlindes azuis, verdes e brancos.
O nUimero de berlindes brancos é o dobro do nimero de azuis.

O nUmero de azuis é o triplo do nimero de verdes.

Cria 4 sacos de berlindes diferentes que estejam de acordo com estas informacdes.
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Agora, observa os teus sacos de berlindes.

1. Encontras alguma relacdo entre os totais de berlindes dos quatro sacos? Qual?

2. E entre o numero de berlindes brancos e o nimero de berlindes verdes, encontras alguma
relacado?

3. Sera que um saco destes poderia ter um total de 100 berlindes? E de 150 berlindes? E de
137 E de 557? Justifica as tuas respostas.

4. Procura uma forma de dares TODOS os totais de berlindes possiveis.

5. Seré& que consegues descobrir uma propriedade para todos os nimeros possiveis de
berlindes AZUIS?

6. Sera que consegues descobrir uma propriedade para todos 0os nimeros possiveis de
berlindes BRANCOS?
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Anexo 5

Actividade de Investigacao

BERLINDES Il

e ?¥ QgY
.(‘.‘!.'@ ,“gr@

Um saco de berlindes contém berlindes roxos, azuis, verdes e brancos.

O nUmero de roxos é igual ao niumero de verdes.

O numero de berlindes brancos é o dobro do nimero de azuis.

O numero de azuis é o triplo do niumero de verdes.

Cria 4 sacos de berlindes diferentes que estejam de acordo com estas informacdes.
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1. Encontras alguma relacdo entre os totais de berlindes dos quatro sacos? Qual?
2. Sera que um saco destes poderia ter um total 100? E de 111? E de 121? E de 1327

3. Consegues determinar o n° total de berlindes imediatamente a seguir a 132? Explica
como fizeste.

4. Procura uma forma de dares todos os totais de berlindes possiveis.
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Anexo 6

Actividade de Investigacao

As escadas

A casa do Paulo tem uma escadaria com 4 degraus. O Paulo sobe-a de diversas maneiras,

dando passos simples (de um degrau) ou duplos (de dois degraus - saltando por cima de um

degrau).
—
- [ 227N
—
Passos simples Passos duplos Escadaria do Paulo

1. De quantas maneiras diferentes pode o Jodo subir as escadas nestas circunstancias?

2. E se a escadaria tivesse 7 degraus? Quantas maneiras diferentes haveria?

3. E se a escadaria tivesse 10 degraus?

4. Consegues descobrir alguma regra ou regularidade?
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Anexo 7

Actividade de Investigacao

Fésforos na construcéo de triangulos

Com 3 fésforos podes construir um triangulo de perimetro 3.
Com 5 fésforos podes construir uma figura, formada por dois triangulos, com perimetro 4.

Com 7 fésforos podes construir...

1. Quantos fosforos séo precisos para construir uma figura formada por 10 triangulos?

2. Por quantos tridangulos é formada a figura que se contréi com 51 fésforos? Qual € o
perimetro dessa figura?

3. Se o numero de fésforos for muito maior, havera alguma regra que facilite a descoberta
do namero de tridngulos e do perimetro da figura correspondente? Explica como
encontraste essa regra.
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Anexo 8

Actividade de Investigacao

Torres de Cubos

Temos uma grande quantidade de cubos amarelos e de cubos vermelhos.
Com os cubos vamos construir torres, empilhando um cubo sobre outro cubo.

A Unica condicdo a respeitar é que nunca poderao estar dois cubos amarelos juntos.

Exemplos de algumas
torres com 4 de altura.
Pode haver uma torre

s6 de cubos vermelhos.

Entdo, investiga:

Quantas torres diferentes se podem fazer:

- Com 1 de altura?

- Com 2 de altura?

- Com 3 de altura?

- Com 4 de altura?

- Com 5 de altura?

- Com 20 de altura?

Consegues encontrar um padrdo, uma regra para o nimero de torres possiveis?
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Anexo 9

Actividade de Investigacao

Os avibes

Os avibes quando voam em esquadrilha costumam fazé-lo em V, para poupar energia

embora existam outras formas de o fazer, como é o da disposi¢do em w.

Observa a sequéncia de avides que se segue.

o N o B B B

1. Desenha o 32 e 0 42 termos dessa sequéncia. Quantos avides sdo necessdrios em cada

caso?
2. Sera que conseguimos dispor 30 avides em w? Porqué?

3. Consegues descobrir alguma regra que permita saber o nimero necessario de avides
para dispb-los em w?
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Anexo 10

- Guido de elaboracéo do relatério

Um relatério € um trabalho escrito que descreve e
critica toda actividade desenvolvida na exploragdo
de uma tarefa.

Um relatério para qué?

Desenvolver a tua capacidade de comunicar
matematicamente, por escrito.

Desenvolver o teu pensamento critico sobre o
trabalho feito.

Contribuir para aprofundar a tua compreensao sobre
0s varios assuntos estudados.

Pistas para elaborares um relatorio:

- tira apontamentos durante a realizacdo da tarefa;

- descreve o que fizeste de uma forma limpa, clara e
organizada;

- ndo te esquecas de apresentar os teus raciocinios e
descobertas e descrever todas as tentativas que
realizaste até chegar as conclusdes finais, ndo deves
pensar “o professor ja sabe isto, por isso néo vale a
pena eu escrever’’;

- identifica devidamente o teu relatdrio;

- estrutura o relatério em introducéo,
desenvolvimento e concluséo.

Neste ano lectivas, as tarefas vao ser exploradas em
grupo e o relatoério vai ser dividido em duas partes: a
primeira sera feita em grupo e deve incluir a
introducdo e o desenvolvimento do relatorio e a
outra serd feita individualmente e deve compreender
a conclusdo.

« Introducéo (realizada em grupo)
Apresentem a tarefa proposta e
indiquem qual o seu objectivo, usando
as vossas proprias palavras. Indiquem os
materiais utilizados.

« Desenvolvimento (realizada em grupo)
Relatem os passos do trabalho realizado,
explicando como pensaram e as
estratégias usadas.

Descrevam as dificuldades sentidas e
como as ultrapassaram.

Apresentem as conclusdes obtidas,
devidamente fundamentadas.

Podem recorrer a tabelas, representacoes
gréaficas ou esquemas.

« Conclusao (realizada individualmente)
Faz um comentario global sobre o
trabalho desenvolvido.

Auto-avalia o teu trabalho.

Resume o que aprendeste.

Comenta o interesse da tarefa.

Retirado de Semana S. & Santos, L. (2008). A Avaliagido e o Raciocinio Matematico. Educagéo e
Matemdtica, n® 100, pp. 51-60.
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Anexo 11

Exmo. (a) Senhor (a) Encarregado(a) de Educacéo:

Tendo concluido, com aproveitamento, o primeiro ano do Curso de
Especializagdo em Didéactica e Inovagdo no Ensino das Ciéncias — ramo da Matematica,
encontro-me, no presente ano lectivo, a desenvolver um estudo de investigagdo a fim de
realizar a respectiva Dissertacdo de Mestrado.

O trabalho esté subordinado ao tema «O raciocinio matematico no 2° Ciclo do

Ensino Bésico e as actividades de investigacdo» e ird ser orientado pela Professora
Doutora Susana Carreira, do Departamento de Matemaética da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade do Algarve.
Para o efeito, torna-se imprescindivel que, além de se proceder as observacbes e a
recolha documental dos trabalhos produzidos pelos alunos, nomeadamente relatorios,
textos e préprias resolucdes, se efectue o registo, em audio, das entrevistas, aquando da
realizacdo das tarefas.

As gravacdes so serdo usadas no trabalho que irei desenvolver, comprometendo-
me a manter o anonimato dos intervenientes.

Assim, agradeco que se pronuncie quanto a este procedimento.
A Professora,
17/02/2009

(Isa Martins)

|:| Autorizo que o(a) meu (minha) educando(a) seja sujeito(a) a gravacdes audio, em

contexto de sala de aula, com a turma.

|:| Né&o autorizo que o(a) meu (minha) educando(a) seja sujeito(a) a gravacdes audio, em

contexto de sala de aula, com a turma.

Data: [/ |/

Assinatura Enc de Educacéo:
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Anexo 12

Isa Maria dos Reis Correia Martins

Exma. Sra. Presidente do Conselho Executivo da

ESCOlaEB.UI oo

Assunto: Pedido de autorizacao para o desenvolvimento de um trabalho de dissertacgéo.

Tendo concluido, com aproveitamento, o primeiro ano do Curso de
Especializagdo em Didactica e Inovagdo no Ensino das Ciéncias — ramo da Matematica,
encontro-me, no presente ano lectivo, a desenvolver um estudo de investigacdo a fim de

realizar a respectiva Dissertacdo de Mestrado.

O trabalho estd subordinado ao tema «O raciocinio matematico no 2° Ciclo do
Ensino Basico e as actividades de investigacdo» e ira ser orientado pela Professora
Doutora Susana Carreira, do Departamento de Matematica da Faculdade de Ciéncias e

Tecnologia da Universidade do Algarve.

Neste sentido, pretendo evidenciar e explicar a diversidade do raciocinio
matematico presente nos alunos de uma turma do 2° Ciclo do Ensino Basico, perante a
realizacdo de actividades de investigacdo, adoptando uma metodologia de natureza
qualitativa, com a vertente de estudo de caso. SO alguns alunos é que serdo alvo deste
estudo, mais precisamente aqueles que revelem particularidades, especificidades ou
caracteristicas mais significativas, isto €, que apresentem raciocinios mais distintos e

originais.
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Ja iniciei parte do enquadramento tedrico, pretendendo, agora, proceder a recolha
e a andlise de dados. Como tal, é minha intencéo propor, aos alunos das minhas turmas do
5° ano, a realizacdo de tarefas de investigacdo, ndo s6 na disciplina de Matematica mas
também na Area Curricular N&o Disciplinar de Estudo Acompanhado, de forma a n&o

comprometer o normal desenvolvimento das actividades da escola.

Com o intuito de perceber a diversidade de raciocinios e como € que 0S mesmos
sdo explicitados no decurso das actividades de investigacdo, de averiguar a adequacéo
dos métodos «pessoais» de resolucdo exibidos pelos alunos e de verificar a influéncia do
enunciado das questbes propostas, sera necessaria uma andlise aprofundada dos dados, o
que sO sera conseguido se estes forem recolhidos em numero suficiente. Nesta linha,
torna-se imprescindivel que, além de se proceder as observac@es e a recolha documental
dos trabalhos produzidos pelos alunos, nomeadamente relatorios, textos e proprias
resolucles, se efectue o registo, em audio, das entrevistas, aquando da realizacdo das
tarefas.

Irei também realizar um pedido formal aos Encarregados de Educacdo para a
implementacdo das entrevistas aos seus educandos possibilitando a sua gravacdo e
posterior transcricdo para analise.

Como docente do quadro de nomeacéo definitiva, do grupo 230, solicito a V. Exa.
a autorizacdo para o desenvolvimento deste trabalho, nesta escola, comprometendo-me a
manter 0 anonimato dos intervenientes sempre que esse interesse seja manifestado.

Sem outro assunto de momento, subscrevo-me com os melhores cumprimentos.
................... , 17 de Fevereiro de 2009

Isa Maria dos Reis Correia Martins
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Anexo 13

Entrevistas semi-estruturadas

Distribuidos os enunciados pelos grupos, lida a actividade em grande grupo,
colocadas algumas questdes-chave, para verificar a compreensdo da proposta de
trabalho e esclarecidas as duvidas iniciais, o desenvolvimento do trabalho e
principalmente a ordem e o tipo de questdes colocadas dependera das producbes dos
alunos. Contudo, a professora/investigadora (entrevistadora) terd sempre a preocupacgéo

de focar alguns aspectos, procurando obter resposta as seguintes questdes:

e O que estas a tentar fazer?

e Por que estas a fazer isso?

e O que tentaste?

e Viste alguma coisa parecida de algum modo com esta?
e J4tentaste alguns casos mais simples?

e Porque é que estdo a utilizar uma tabela?

e Como é que fizeram?

e Conseguem dizer-me o que esta a acontecer?

¢ Verificaste se funciona?

e Seré que é sempre assim? Experimentem, investiguem.
e E se fosse assim...?

e Porqué?

e Como explicam isso?

e Qual a relacdo entre essas ideias?

e Porque é que dizes que ndo podera ser...?

e O que te leva a pensar isso?

e Porque ndo concordas com a ideia do teu colega?

e Encontraram alguma regularidade?

e Consegues ver algum padréo?

e Chegaram a alguma (s) concluséo (6es)? Quais? Expliquem la.
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Anexo 14

234

Entrevista Final

. O que é para ti uma actividade de investigacao?

. Quais foram as dificuldades que sentiste na resolucdo de actividades de

investigacao?

Notaste alguma evolugcdo no teu desempenho ao realizar as actividades de

investigacdo ao longo deste ano?

. O que é que achas que é preciso ou é fundamental para se fazer uma actividade

de investigagédo?

. Qual foi a actividade que gostaste mais? Porqué?
. Qual foi a actividade que gostaste mais? Porqué?

. Para o ano, como € que gostarias que fossem as aulas de Matematica? Achas que

este tipo de trabalho deve continuar?

. Achas que podes aprender Matematica a partir das actividades de investigacao?

Aprendeste alguma coisa? Matérias ou conteidos?

Lembras-te de algum vocabulario, termos, expressdes ou palavras que fazem

parte das actividades de investigacao?



Anexo 15

Actividade sobre Sequéncias

1.0Observa a sequéncia com as estrelas.
1.1. Completa o preenchimento do respectivo quadro atendendo ao nimero de pontas de cada estrela.

*  hok kokk

Ordem do termo 1 2 3 4 n

Valor do Termo 5x1 =5 5x2=10 D O

2. Observa a sequéncia com as bolas.

2.1. Desenha o quarto e o quinto termo.

Explica as regularidades encontradas nesta sequéncia. Podes usar palavras, desenhos, tabelas ou

esquemas. (\
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