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O Modelo Linear Geral Misto (MLGM) enquadra-se numa classe

de modelos que tem sido tradicionalmente analisada através
de procedimentos de analise de variancia. Nos MLGM exis-
tem trés aspectos fundamentais: estimacao e significancia
dos efeitos fixos, predicao dos efeitos aleatérios e estimacao
das componentes de variancia. Na analise de MLGM desbal-
anceados, a estimacao das componentes de variancia tem
importancia extrema e depende da estrutura de covariancia
e dos métodos de estimacao utilizados. Este artigo pretende
apresentar os principais métodos de estimacdo do MLGM com
estruturas gerais de covariancia dos efeitos aleatorios, dis-
poniveis no procedimento “proc mixed” do Statistical Analysis

System (SAS).
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INTRODUGAO

0s MLGM sao utilizados para
descrever um conjunto de dados cuja
estrutura de tratamentos envolve
alguns factores que sao fixos e outros
que sdo aleatorios, ou seja, modelos
lineares que contém efeitos fixos e
aleatorios, independentemente da
média e do erro. Consequentemente, a
anélise de um modelo misto envol-
ve duas partes: uma andlise para a
parte aleatoria e outra para a parte
fixa. Nos MLGM a analise da parte
aleatoria consiste na predicdo dos
efeitos aleatdrios e na estimacao das
componentes de variancia. A analise
da parte fixa consiste na estimacgéo e
na realizacao de testes de hipoteses
sobre fungbes estimaveis dos efeitos
fixos. Em geral, tanto a predicdo dos
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efeitos aleatorios como a estimagao
dos efeitos fixos dependem da estima-
¢cao das componentes de variancia.
Segundo Scheffé (1959), 0 MLGM foi
amplamente estudado por Fisher em
1918, com grande repercussao nos es-
tudos de genética quantitativa. Tal mo-
delo foi denominado pelo autor como
modelo de componentes de variancia.
Diversos métodos tém sido pro-
postos para estimar as componentes
de variancia, destacando-se o0 método
da maxima verosimilhanga (Maximum
Likelihood: ML) da autoria de a Hartley
e Rao (1967), 0 método da estimacado
quadrética nao enviesada de variancia
minima (Minimum Variance Quadratic
Unbiased Estimation: MIVQUE) descrito
em Rao (1971) e 0 método da maxima
verosimilhanca restrita (Restricted Ma-
Xximum Likelihood: REML) descrito por

Patterson e Thompson (1971). Todos
estes métodos estao disponiveis no
procedimento “proc mixed” do SAS.
Searle et al. (1992) apresentaram
uma ampla discussao sobre estimacao
de componentes de variancia e analise
de modelos mistos, ilustrando-os por
meio de exemplos. Richardson e Welsh
(1995) apresentaram duas defini¢coes
de méxima verosimilhanca robusta
e maxima verosimilhanca restrita
robusta, e apresentaram também, por
meio de simulagao, um estudo para
investigar as propriedades assimpto-
ticas e as vantagens de utilizar esses
métodos robustos. Gilmour et al. (1995)
descreveram e aplicaram o algoritmo
Average Information (Al), na estimacao
de componentes de variancia pelo
método da REML, em modelos mistos
com erros correlacionados.
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Para além destes métodos, tém
sido utilizados no passado recente
outros métodos para a estimacao das
componentes de variancia no contexto
do MLGM. Destaca-se 0 método de
ajustamento de constantes (Hender-
son, 1953; Fuller e Battese, 1973).
Existe, no entanto, evidéncia empi-
rica (Swallow e Monaham, 1984) que
favorece a utilizacao dos metodos de
verosimilhanca. O principal obstaculo
a sua utilizagao reside no grande peso
computacional que podera impedir a
convergéncia ao trabalhar com conjun-
tos de dados de grande dimensao.

Este trabalho tem como objectivos
apresentar métodos de estimacéo das
componentes de variancia disponiveis
no procedimento “proc mixed” do
sistema computacional SAS versao 9.0
e ilustrar a utilizacao desse procedi-
mento na estimacdo de MLGM com
dois factores desbalanceados.

METODOLOGIA

Consideracoes iniciais
Neste estudo adopta-se a forma
matricial para apresentar o MLGM,
descrita em Searle (1987), Searle et al.
(1992), Littell et al. (2006), entre outros:
vy=XB+Zu+e, (1)
onde y é o vector das observacoes
da variavel dependente de dimensao
(nx1); X é a matriz ndo estocéstica de
n valores de p variaveis explicativas,
de dimensao (nxp); B € o vector dos
efeitos fixos, desconhecido, de dimen-
Sa0 (px1); Z é a matriz de desenho
dos efeitos aleatérios, conhecida, de
dimens&o (nxq); u € o vector de efeitos
aleatorios, desconhecido, de dimensao
(gx1) e € € 0 vector de erros aleatorios
ndo observaveis, de dimensao (nx1).
Assim, para o modelo misto (1), as-
sumindo que os efeitos aleatorios u e
e tém distribuicdo normal, com média
zero, e matrizes de variancias e cova-
riancias G e R =021 respectivamente,
0 vector y teréa distribuicao normal mul-
tivariada, com média XB e matriz de
variancias e covariancias V=2GZ+o?I,
ou seja, y~N (XB,V).

Em geral, a matriz de variancias e
covariancias de y € uma funcao linear
de parametros desconhecidos a serem
estimados. Assim, quanto mais ade-
guada for a matriz G, escolhida a priori,
mais 0s resultados das estimativas de
B e u se aproximarao de solucdes BLUE
(Best Linear Unbiased Estimator) e
BLUP (Best Linear Unbiased Predictor),
respectivamente.

Estimacéao dos efeitos fixos

Na anélise do MLGM tem-se, em ge-
ral, interesse na estimacgao e testes de
hipdteses dos efeitos fixos. Entretan-
to, para a estimativa de uma funcao
estiméavel dos parametros de efeitos
fixos € necessario o conhecimento
das estimativas das componentes de
variancia. Assim, as estimativas dos
parametros de efeitos fixos dependem
dos métodos utilizados na obtencao
das estimativas das componentes
de variancia. O Método dos Minimos
Quadrados Generalizados (MMQG),
gue minimiza,

(y-XB)'V! (y-XB) fornece o sistema
de equacdes normais generalizadas .

X'V1XB=X'V'ly Assim, para o
modelo (1) tem-se que 0 BLUE de B €
dado por:

BO)=(X'V(O)X) X'V'(0)y, (2)
onde 6 € um vector de parametros for-
mado pelas componentes de variancia
e (X'V'X)- éuma qualguer matriz in-
versa generalizada de X'V'X (Searle,
1971). Desse modo, as componentes
de variancia sao consideradas nas esti-
mativas dos efeitos fixos. Contudo, nas
aplicacOes préticas, as componentes
de variancia sdo desconhecidas. Nes-
Ses casos, Uma estratégia interessante
e conveniente consiste em obter esti-
mativas das componentes de varian-
Cia, as quais sdo utilizadas em vez das
componentes em V. Substituindo 6 por
6 na expressao (2) tem-se que:

BO=xv' X)XV Gy )

Predicao dos efeitos aleaté6rios

No MLGM (1) o vector u é um vector
de variaveis aleatorias. Uma questéo
gue se coloca frequentemente é a se-

guinte: dado o vector de dados 'y, como
& gque se pode predizer os valores dos
efeitos aleatdrios que poderiam a ele
estar associados, ou seja, qual é “um”
estimador da média condicional E(u|y)
? No caso do MLGM (1) tem-se que

0 melhor preditor linear de u sob a
normalidade é dado por:

U=E(u|y)=GZ' V'(y-XB). (4)

Combinando os conceitos de
predicdo e de melhor estimador linear
nao enviesado, tem-se que o melhor
preditor linear ndo enviesado, ou seja,
0 BLUP de u, é dado por:

i=Gz' V'(y-Xp). (5)

Quando o0s pardmetros de 6 sdo
conhecidos, f5 € 0 melhor estimador
linear centrado de B e 0 € o melhor
preditor linear centrado de u (a este
respeito ver Searle, 1971; Harville,
1990; Robinson, 1991, McLean, Sanders
e Stroup, 1991). Quando as componen-
tes de variancia séo conhecidas, o
calculo do BLUP de u nao apresenta
dificuldades e pode ser obtido através
das conhecidas equacdes normais
(Henderson, 1984):

Eea e

Resolvendo-se esse sistema de
equacoes, obtém-se as solucdes
para os efeitos fixos @, e as predicdes
para os efeitos aleatorios, U. Para o
desenvolvimento precedente, assume-
se que V é conhecida. Quando nao é
esse 0 caso, entao essas variancias
devem ser estimadas utilizando-se um
dos métodos disponiveis na literatura,
como por exemplo 0 método da ML ou
da REML. Entao, substituindo V por \7,
tem-se que as solucdes das equacoes
normais sao dadas por:

et
iz (y-X By 7)

Assim, utilizando-se a expres-

s&0 (7) obtém-se as estimativas dos
efeitos fixos e as predi¢des dos efeitos
aleatérios, @ e U, respectivamente. Um
aspecto interessante das equacoes
normais € que elas podem ser utiliza-
das em procedimentos iterativos para
0s calculos das estimativas ML e REML
das componentes de variancia. Alguns

K'y~N(o,



R'VK)

detalhes do relacionamento entre
essas equacoes e as estimativas ML
e REML sao apresentados em Harville
(1977) e Searle et al. (1992).

Estimacao das componentes
de variancia

Para a obtencao do BLUE de B e do
BLUP de u, exige-se 0 conhecimento
das estimativas dos componentes de
variancia. Um problema relacionado
com a estimacao das componentes de
variancia para dados desbalanceados
assenta na dificuldade de escolher um
método de estimacdo entre 0S muitos
métodos de estimacao disponiveis.
Apresentam-se de seguida alguns mé-
todos de estimacao das componentes
de variancia disponiveis no procedi-
mento “proc mixed” do SAS: ML, REML,
MIVQUEQO.

Método da Maxima Verosimilhanca
(ML)

Hartley e Rao (1967) aplicaram o
método da ML ao MLGM. Este método
consiste em maximizar a fungao de
verosimilhanca, em relacdo aos efeitos
fixos e as componentes de variancia.
Assim, para 0 MLGM (1), assumindo
y~N (XB,V) com V=ZGZ'+0?1, a fun¢do
de verosimilhanca é dada por:

L:(Zn)% V| Zexp [% (y-x B)' V1 (y-x B)l

8)

onde |V| é o determinante de V. O
logaritmo da funcdo de verosimilhanca
¢ dado por:
-2 logL=nlov‘:;(2rr)+log[\/’H(y—Xé)'V’l (y-Xé), %)
0 “proc mixed” implementa 0 método
ML através da construcdo de uma
fungao objectivo para ML minimizando
-2l, ou seja, minimizando:
-2logL=nlog(2m)+log[V|+(y-X B)'V" (y-X B)

(10)

Minimizando a expressao (10) relati-
vamente a B obtém-se:

B=(X'V'X)X'Vly, (11

onde é e V representam as estima-
tivas ML de B e V, respectivamente.
Substituindo B na expressao (10),
tem-se que:
-2logL nlog(Zn)+logV-i}-(y-x BV (y-x8).(12)
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A expressao (12) € a funcao ob-
jectivo para a ML utilizada pelo “proc
mixed” do SAS. Minimizando-se essa
funcao sobre todos os parametros
desconhecidos, obtém-se um sistema
de equacdes cuja solugao fornece as
estimativas ML. Essas equacdes sao
nao lineares e sao resolvidas numeri-
camente, em geral por processos itera-
tivos como o algoritmo de Newton-Ra-
phson. O processo é repetido até que
o critério de convergéncia adoptado
seja satisfeito. Assim, 0 método da
ML supde normalidade dos dados, é
iterativo e fornece sempre estimativas
nao negativas de componentes de
variancia, mas estas sao enviesadas,
pois 0 método ndo considera a perda
de graus de liberdade resultante da
estimacao dos efeitos fixos do modelo.

Método da Maxima Verosimilhanca
Restrita (REML)

Patterson e Thompson (1971) propu-
seram uma modificagcao do método da
ML para MLGM. Os estimadores REML
maximizam a funcao de verosimi-
Ihanca de um vector de combinagdes
lineares das observagdes que sao
invariantes a XpB. Seja K'y esse vector.
Entdo K'y=K'XB+K'Zu+K's é invariante
a XB se e somente se K'X=¢ . Com
y~N(XB,V), tem-se que para K'X=¢
,K'y~N(¢,K'VK). As equacbes REML
também podem ser deduzidas das
equacgdes ML substituindo-se: y por
K'y, X por K'X=0, Z por K'Z e V por K'VK.
O procedimento “proc mixed” do SAS
implementa o método REML cons-
truindo a fungao -2 log da funcao de
verosimilhanca restrita, dada por:
-ZlogLR=(n-k)log(Zn)+log|V|+(y-X~[3)'V"(y»X~B)+log|X'V"X\
. (13)
onde k é a caracteristica da matriz X e
B=xX'V1X)-X'Vly, com e arepre-
sentar as estimativas REML de B eV,
respectivamente.

No método REML a funcao de vero-
similhanca é dividida em duas partes
independentes, uma referente aos
efeitos fixos e outra aos aleatérios, de
maneira que a funcao de verosimilhan-
ca é dada pela soma das funcdes de

verosimilhanca de cada parte.

O método REML tem sido conside-
rado o método preferido para estimar
componentes de variancia de dados
desbalanceados (Harville, 1977, Hen-
derson, 1984; Searle et al., 1992, entre
outros). As razoes para essa preferén-
Cia sao justificadas pelas propriedades
desses estimadores. O método REML
supde a normalidade dos dados, é
iterativo e fornece sempre estimati-
vas ndo negativas das componentes
de variancia, como o método ML. No
entanto, considera a perda de graus
de liberdade devido aos efeitos fixos,
fornecendo estimadores nao enviesa-
dos e de variancia minima para dados
balanceados. A principal diferenca
entre os métodos ML e REML é que
0 ML usa a fungdo de verosimilhanca
de K'y ou o logaritmo desta funcao,
enguanto o REML adopta a funcéo de
verosimilhancga de , o qual é um vector
de combinacoes lineares das observa-
¢oes (com média nula), que representa
efectivamente as observacgoes ajusta-
das para os efeitos fixos.

Método de Estimacao Quadratica
Nao Enviesada de Varidncia Mini-
ma (MIVQUE)

Rao (1971; 1972) propds um método
de estimacdo que é derivado de modo
que o estimador seja uma forma
guadratica das observacdes, ndo
enviesado e de varidncia minima. O
seu desenvolvimento envolve algebra
extensiva e 0 seu conceito utiliza
valores escolhidos, a priori, para as
componentes de variancia a estimar.
Assim, diferentes valores a priori po-
dem levar a diferentes estimativas para
um mesmo conjunto de dados. Obtém-
se portanto “um” estimador MIVQUE e
ndo “0" estimador MIVQUE.

Swallow e Monahan (1984) utiliza-
ram o procedimento MIVQUE com a
hipétese a priori de que a matriz de
variancias e covariancias € a matriz
identidade, MIVQUEO.

Sob normalidade, a estimacgao
das componentes de variancia pelo
método MIVQUEO é feita com base na
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FACTOR A

GENERO

URBANO (J=1)

176

229
MASCULINO

(1=1) 197

212
190

235
266
280
293

FEMININO
(1=2)

FACTOR B = LOCAL DE RESIDENCIA

SEMIURBANO (J=2) RURAL (J=3)

153 207
173 177
189 185
195 220
220 230
252 249

= 199

tabela 1: valores dos niveis de colesterol de 22 pacientes com diagnostico clinico de acidente vascular

cerebral isquémico permanente
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equacgao: .
{tr(PVPV)}S=(SPV.Py} (14)
onde U é o vector de solugOes das
componentes de variancia

e P=I-X(X'X)"'X".

Estruturas gerais de covariancia
Conforme referido acima, a anélise
de modelos mistos envolve duas par-
tes: a analise da parte fixa e da parte
aleatéria. Tanto a estimacao dos efei-
tos fixos como a predicao dos efeitos
aleatoérios depende da estimacdo das
componentes de variancia. A estima-
¢ao dessas componentes depende da
estrutura da matriz G e do método de
estimacao utilizado. Vérias estruturas
de covariancia podem ser especifica-
das para a matriz G (a este respeito
ver Searle et al., 1992; Wolfinger, 1993,
1996; Littell et al., 2006; entre outros).

Neste estudo, decidiu-se adoptar
R=0%I e as seguintes estruturas de

G: componentes de variancia (VC),
diagonal (TOEP(1)), simetria composta
(diagonal mais covariancia comum: CS)
e Huynh-Feldt (HF).

Procedimento “proc mixed” do SAS

O “proc mixed” € o procedimento
do SAS apropriado para a analise de
modelos mistos desbalanceados, pois
distingue claramente os efeitos fixos
dos efeitos aleatorios (Littell et al.,
2006). Este procedimento utilizado
para ajuste de MLGM permite uma
especificacdo geral da matriz de vari-
ancias e covariancias e ajusta 0 MLGM
através do método dos MMQG.

O “proc mixed” ajusta 0 MLGM (1)
com a flexibilidade de modelar ndo so-
mente as médias dos dados, mas tam-

bém as suas variancias e covariancias.
Para além disso, este procedimento
permite uma especificacao geral da
matriz de variancias e covariancias dos
erros e que as componentes de erro
sejam correlacionados e oferece, ain-
da, vérias opcOes para a estrutura de
variancias e covariancias dos efeitos
aleatorios, sendo que essas podem ser
estimadas, por exemplo, através dos
métodos MIVQUEO, ML e REML.

ESTUDO EMPIRICO

Em seguida, apresenta-se uma
aplicacéo pratica com o objectivo de
ilustrar a utilizacdo do procedimento
“proc mixed” no ajuste de modelos
mistos desbalanceados com dois fac-
tores (A fixo e B aleatorio) e interaccgao.
Os dados apresentados na tabela 1,
referem-se aos valores dos niveis de
colesterol de 22 pacientes com diag-
nostico clinico de acidente vascular
cerebral isquémico permanente, com
idade superior ou igual a 60 anos, ob-
servados no Hospital Distrital de Faro e
classificados de acordo com o género
e o local de residéncia.

O modelo utilizado para descrever
0s dados da tabela 1 € 0 modelo misto
desbalanceado com dois factores (gé-
nero fixo e local aleatorio) e interaccao,
caracterizado por:

Y, =Hto+p+Y e, comi=T, 2; j=1,
2,3ek=1,2,..,n, (15)

onde Y,, € o nivel de colesterol do
k-ésimo individuo do j-ésimo local e
do género /; u € a média global; o, € 0
efeito do género;B, € o efeito do local
com B,~N(0;0}) e independentes; Y,
€ 0 efeito cruzado do local e género,
com Y,~N(0;0?) e independentes; g, €
o erro aleatorio, com e, ~N(0;0?) € in-
dependentes. Admite-se também que ,
B, Y, e g, sdo independentes. Assim:

oiL¢
y~N(XB,ZGZ' +0?I) onde L} oglj.

Na figura 1 sao apresentados 0s
programas utilizando o “proc mixed”
do SAS para ajustar os dados da tabela
1. Observa-se que 0s efeitos fixos
sao especificados no “model”, e 0s



aleatérios no “random”. A estrutura de
G é definida no “random”, por meio da
opcao "type”.

No “proc mixed” o método REML é
0 método de estimacao utilizado por

dimento € VC. As outras estruturas de
G consideradas neste trabalho sao: CS,
TOEP(1) e HF.

Com 0 “proc mixed” estimam-se
as componentes de variancia para 0s

-2 Log verosimilhanga restrita

-2 vezes o valor maximo do logaritmo neperiano
da verosimilhanca restrita (-2/).

O critério AIC pode ser usado para comparar modelos

Critério de Informacéo
de Akaike (AIC)

com o0s mesmos efeitos fixos, mas diferentes estruturas
de variancia. O modelo com menor AIC é considerado o
melhor. AIC=-2(/-g), onde q é o nimero de parametros de

covariancia existentes em G e R.

0 modelo com menor AICC é considerado o melhor.

Critério de Informagao
Consistente de Akaike (AICC)

Critério Bayesiano
de Schwarz (BIC)

AICC= -2/+g[In(n*)+1), onde n*=n para ML e n*=n-p
para REML, g é 0 nimero de parametros de covariancia

e paordem de X.

0 modelo com menor BIC é considerado o melhor.
BIC=-2/+gIn(n*), onde n*=n para ML e n*=n-p para REML, g é
0 numero de parametros de covariancia e p a ordem de X.

tabela 2: Algumas informacGes sobre 0 ajuste do MLGM fornecidas pelo “proc mixed”
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fig 2: Resultados obtidos no SAS quando se ajusta o modelo (15) utilizando o método REML,

aopcao E3 e G=VC

defeito para se estimar as componen-
tes de variancia. No “proc mixed” é
possivel especificar varias estruturas
para a matriz de variancias e covarian-
cias dos efeitos aleatérios. A estrutura
de G utilizada por defeito neste proce-
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efeitos aleatorios do modelo de acordo
com o0 método especificado, bem
como as fungbes estiméaveis dos tipos |
e lll conforme as op¢des E e E3 especi-
ficadas no “model” e o teste F usando
as somas de quadrados dos tipos | e llI

para os efeitos fixos. Na tabela 2 sao
apresentadas algumas informagoes

sobre 0 modelo misto ajustado pelo

“proc mixed” do SAS.

Na figura 2 sao apresentados 0s
resultados obtidos por meio do “proc
mixed" utilizando a estrutura de
componentes de variancia para G e
0 método REML para estimacdo das
componentes de variancia. Observa-se
que 0 Processo NUMErico para obter as
estimativas REML convergiu na terceira
iteracao, fornecendo as estimativas
das componentes de variancia.

Assim, as estimativas pelo método
REML, quando G=VC sdo as seguintes:
621ocal=118’05 . 6género*local=80’93 €
6?=469,81 . Portanto, a estimativa de
G ¢é dada por:

118,081, ¢
¢ 80,931

.As fungoes estimaveis dos tipos |
e lll sgo iguais (lemma, 1997), e assim,
a hipdtese que esta sendo testada
para o factor fixo, sexo, € dada por H,
- a,-a,=0. Observa-se na figura 2, que
foram estimados trés componentes
de variancia. Os resultados obtidos
por meio do “proc mixed"” utilizando
as outras estruturas de G e 0s outros
métodos sao analogos aos da figura 2
e ndo sao apresentados neste artigo.

Segundo Wolfinger (1993) um dos
procedimentos utilizado na selec¢ao
da estrutura de variancias e covarian-
cias é o critério AIC, no qual menores
valores sugerem uma estrutura melhor.
Os resultados do critério AIC e dos
testes de hipodteses para o factor de
efeitos fixos, 0 género, de acordo com
as estruturas adoptadas para a matriz
G e 0s métodos de estimacgao utiliza-
dos, estao resumidos na tabela 3.

Quando se comparam as estruturas
de G, observa-se que para 0s trés méto-
dos a "melhor”, no sentido de menor
valor AIC, é a TOEP(1) e a "pior” é a es-
trutura HF. No entanto, a escolha da es-
trutura de G mais apropriada, nao deve
ser exclusivamente baseada nestes
critérios, devem-se também e principal-
mente considerar a natureza dos dados
e a experiéncia do investigador.



ESTIMAGXO DE MODELOS LINEARES GERAIS MISTOS UTILIZANDO O SAS®

METODO ESTRUTURA DE G VAL:I% Do FTIPO Il
VC

CS
TOEP(1)

REML

HF

VvC
CS
TOEP(1)
HF

ML

VvC
CS
TOEP(1)
HF

MIVQUEO

194,0 19,37 0,0479
194,0 17.87 0,0517
192,0 17.87 0,0517
210,0 17,87 0,0517
210,5 30,35 0,0314
*) (*) (*)
208,6 23,76 0,0396
*) (*) (*)
194,0 22,69 0,0414
194,0 17,33 0,0531
192,0 17,33 0,0531
218,5 1,00 0,4229

(*) O Processo numérico para obter as estimativas ML ndo convergiu.

tabela 3: Resultados do AIC e dos testes para o factor de efeitos fixos, obtidos pelo “proc mixed”

O critério AIC nao é adequado para
comparar 0s métodos: MIVQUEO, ML
e REML, e, a menos que se conheca a
matriz de variancias e covariancias da
populacao, torna-se pouco conforta-
vel para o investigador afirmar qual é
0 melhor método. Uma comparacao
analitica torna-se viavel para dados
balanceados e mesmo assim deve ser
feita com cautela, considerando-se
cada modelo em particular. Conforme
visto anteriormente, 0 método REML
tem sido considerado o preferido para
estimar componentes de variancia de
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