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RESUMO
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TiTULO DA TESE: Equacgdes integrais de Sonine

As equagées integrais de Sonine sao equagdes de primeira espécie, de Vol-
terra, K¢ = f, com nucleo as diferengas, tais que existe um ntcleo associado
ao nucleo original de modo que sejam ambos divisores da unidade para a con-
volugao.

No Capitulo | realiza-se a inverséo do operador K no quadro dos espagos L,(R)
e obtém-se as condigdes necessarias e suficientes para que uma fungéo per-
tenga ao contradominio deste operador. Este resultado é conseguido apés in-
vestigagéo das propriedades dos nucleos de Sonine e das condigdes especiais
exigidas para a construgédo da forma de Marchaud do operador inverso. O con-
tradominio do operador K é descrito como subconjunto de um espago de Orlicz.
No Capitulo 1l efectua-se a inversao do operador K no quadro dos espagos
L,(0,b). A inversdo é natural evitando hipoteses que envolvam condigdes no
infinito.

No Capitulo Ill estuda-se uma relagao entre os operadores de Sonine esquerdo
e direito, a qual permite considerar algumas equagdes integrais generalizadas
do tipo de Sonine.

No Capitulo IV estabelece-se a existéncia de isomorfismos entre espagos de
Hdélder generalizados, com e sem ponderagio. Estes resultados exigem o estu-
do da limitagdo dos operadores K e K- nestes espagos.

Palavras chave : equagdes integrais ; nlcleos de Sonine ; integrais e deriva-
das fraccionarios ; médulo de continuidade ; espagos de Holder generalizados.
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ABSTRACT

Sonine integral equations

Sonine integral equations are Volterra first kind integral equations K¢ =f with

a difference kernel such that there exists another kernel associated with the ori-
ginal kernel so that both are unit divisors for the convolution.

In Chapter | the operator K is inverted in the frame of spaces L,(R) and nece-
ssary and sufficient conditions are obtained for a function to belong to the range
of K. This result is obtained after an investigation of Sonine kernels properties
and of the special conditions required to construct the Marchaud representation
of K'. The range of the operator K is described as a subset of an Orlicz spa-
ce.

In Chapter Il the inversion of operator K is attained in the frame of spaces
L,([0,6]). The inversion is natural being related to the kernel values in [0,b] and
avoiding conditions at infinity.

In Chapter Il a relation between the left-hand sided and right-hand sided Sonine
operators is studied, which allows considering of some generalized Sonine-type
integral equations.

Chapter IV establishes the existence of isomorphisms between generalized
Hélder spaces, weighted and non-weighted. These results require the study of
the boundedness of operators K and K~' in these spaces.

Key words: integral equations ; Sonine kernels : fractional integrals and deri-
vatives ; continuity modulus ; generalized Hélder spaces .
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SINOPSE

A Tese é dedicada ao estudo dos operadores integrais de Sonine e as corres-
pondentes equagdes integrais de primeira espécie. Um operador de convolu-
¢ao do tipo de Volterra

Keo(x) :=J.k(x—y)(p(y)dy, a<x<b -w<a<ow, -w<bh<ow

a

com k € L{([0,b - a]) chama-se operador de Sonine se o seu nicleo satis-
fizer a condicédo de existir outro nticleo / € L¥°([0,5 - a]) , chamado nucleo
associado de £, tal que

[ ke =p)iydy = 1,
0

(isto &, k € um divisor da unidade em relagdo a convolugéo de Volterra).

As equagdes integrais da primeira espécie K¢ =f com a condigdo anterior

relativa ao nucleo sdo conhecidas por equagées de Sonine devido ao artigo

[SON.1] de N. Sonine (1884), o qual introduziu aquela condigdo como gene-

ralizagéo da condicdo que se tem para a equacao integral de Abel. No caso
. da equagéo de Abel temos k(x) = x*', [(x) = Saty-a (< g < |.

Assim, os operadores de Sonine representam uma larga generalizagéo dos

operadores de integracéo fraccionaria. A teoria da integro-derivagao fraccio-

naria que remonta a Riemann, Liouville, Letnikov, Griinwald, Sonine, é apre-

sentada no livro [SAM.2].

A ideia de Sonine é poderosa no sentido em que se conhecermos o nticleo

associado, entéo a solugéo da equagdo K¢ =f ¢é imediatamente obtida. O

préprio Sonine deu exemplos n&o triviais, diferentes do nucleo de poténcia,

envolvendo fungbes de Bessel e outras.

As equagdes deste tipo provaram ser importantes nas aplicagdes, ver o livro

[SON.2]. Muitos exemplos de pares de nucleos k(x),/(x) , que satisfazem a

condigao de Sonine, podem ser dados em termos de fungdes especiais.

Alguns destes exemplos s&o considerados nesta Tese, ver em especial a

Secgédo 11.

Muito mais tarde, uma ideia proxima de uma condi¢ido semelhante sobre o ni-

cleo foi considerada no artigo [PIN] (1945) , numa forma diferente.

Com o desenvolvimento da teoria das equagées integrais, provou-se, [WIC]

(1968), que qualquer nucleo da forma ““~ com uma fungéo analitica a(x),

a1
yl-a
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a(0) # 0, tem o nulcleo associado /(x) = ”)ff," , com uma fungao analitica b(x) ,

cujos coeficientes de Taylor podem ser calculados em termos dos coeficientes
de a(x), e nos artigos [RUB.3](1979) , [RUB.1] (1982) mostrou-se que a cla-
sse de nucleos localmente integraveis k(x) que admitem um nucleo associa-
do localmente integravel I/(x) é de facto muito mais extensa.

Embora a solugédo das equagées integrais de Sonine fosse formalmente co-
nhecida ha muito tempo, néo existia uma investigagao teorica funcional. Em
particular, as seguintes questées permaneciam em aberto : guais sdo as cla-
sses correctas para este tipo de equagdes integrais de primeira espécie ?
Dado um espago X no qual procuramos solugdes, qual é o contradominio
K(X) ?

Um dos objectivos principais desta Tese € responder as questdes acima.
Mostramos que, se na classe de todos os operadores de convolugéo do tipo
de Volterra destacamos um subconjunto de operadores de Sonine, entdo é
possivel caracterizar explicitamente o contradominio K(X) , por exemplo para
X=1L,.

Aléem disso, mostramos que para todos os operadores de Sonine existe uma
escala apropriada de classes correctas. Nomeadamente, os espagos genera-
lizados e ponderados de Hélder HE(p) fornecem esta escala : sob certas con-
digdes impostas ao nicleo, para qualquer operador de Sonine e para um dado
modulo de continuidade @ de uma certa classe, existe outro modulo de conti-
nuidade o, tal que é valido o isomorfismo

K[HE(p)] = Hg' (p),

o0 que resolve completamente o problema de descrigdo do contradominio.
Antes apenas se conheciam afirmagdes do tipo de imerséo: K[Hg(p)] - HS'(p),
ver [SAM 4].

A realizagdo destes objectivos foi possivel devido ao facto de termos construi-
do uma nova forma de inverséo dos operadores de Sonine. Esta forma pode
ser considerada como uma generalizagéo da férmula de inversdo de Marchaud
para os operadores de integragao fraccionaria. Esta nova forma provou ser
bem adequada para espagos como os de Lebesgue L, ou os espagos gene-
ralizados e ponderados de Holder HE(p).

A forma classica de inversdo nao era adequada para 0os nossos objectivos,
visto que s6 funciona no caso p = 1 dos espagos de Lebesgue e nao funcio-
na nada bem no caso dos espacgos de Hélder generalizados.

A apresentacao da Tese é a seguinte.

Nas Secgdes 1-2 do Capitulo | comegamos com definicbes e alguns prelimi-
nares. Entre os preliminares, o mais importante é o Lema 2.3 que da - num
quadro bastante geral - as condicées para que o operador de convolugéo
seja aproximado pelo operador de identidade num espagco funcional arbitrario
de Banach, sob alguns axiomas simples e naturais. Este Lema tem um papel
crucial na ulterior justificagédo da inversdo do operador de Sonine por meio da
construcéo do tipo de Marchaud.

Na Subsecgéo 2.4 assinalamos que a desigualdade de Chebyshev para uma






fungdo mondtona € valida numa situagdo mais geral do que a usualmente indi-
cada, resultado que usaremos na continuagéo.

Nas Secgdes 3-7 do Capitulo | estuda-se a equagao de Sonine para o caso

a = -—oo0,

Na Secgédo 3 damos uma justificacdo das férmulas de inversio classicas pa-
ra solugées em L., caracterizando o contradominio em termos da continuida-
de absoluta de um certo integral.

A Secgéo 4 contém uma deducéo de varias propriedades especiais dos nu-
cleos de Sonine. Mostra-se que, a partir da condigao de Sonine sobre a exis-
téncia de um nucleo associado localmente integravel, é possivel deduzir mui-
tas propriedades uteis de k(x) e de /(x) que fornecem informagéo detalhada
sobre 0 seu comportamento quando x — 0 . Este Gltimo facto é importante pa-
ra a ulterior justificagédo da inversdo dos operadores de Sonine.

Na Secgéo 5 construimos o operador inverso na forma generalizada de Mar-
chaud, a qual utiliza um certo tipo de integral hipersingular. Nesta secgéo estu-
da-se em especial o resultado da aplicagao do operador hipersingular trunca-
do ao operador de Sonine.

Na Seccéo 6 prova-se que as truncaturas acima convergem para a solugao
(no caso de solugdes em L,), sendo a convergéncia na norma do espago. Isto
da-nos a férmula de invers&o na forma de Marchaud. Obtemos também a ca-
racterizagao do contradominio K(L,) em termos de convergéncia destas trun-
caturas.

Na Seccéo 7 consideramos algumas condigées sobre o ntcleo k(x) , suficien-
tes para a existéncia do niicleo associado /(x) e apresentamos varios exem-
plos.

O Capitulo Il & dedicado as equagées de Sonine num intervalo finito

(~0 < a < b < ) oqual & mais importante nas aplicagcdes e nos permite con-
siderar muitos mais exemplos, visto que a partir daqui podemos evitar a utiliza-
¢ao de informagéo acerca do comportamento dos nucleos no infinito. Esta in-
formagéo €, de facto, restritiva para alguns nucleos concretos.

. Na Secgéo 9 deduzimos propriedades adicionais dos ntcleos de Sonine.
Mencionamos, em primeiro lugar, a desigualdade generalizada de Hardy na
Subsecgédo 9.3 a qual tem interesse por si propria, independentemente da ul-
terior aplicacédo que dela fazemos.

A Secg¢ao 10 contém uma modificagdo da construgéo hipersingular anterior-
mente mencionada, melhorada para o caso do intervalo finito. Esta modifica-
¢ao permite construir o operador inverso e também caracterizar o contrado-
minio do operador de Sonine.

A Secgéo 11 aplica os resultados obtidos a varios nucleos concretos, envol-
vendo principalmente fungdes especiais.

Nas Secgdes 12-14 do Capitulo |1l estuda-se a possibilidade de expressar o
operador direito de Sonine via operador esquerdo com o mesmo ncleo, e
em toda a recta. Sabemos, pelo caso dos operadores de integragao fraccio-
naria, que tal ligagéo é dada em termos de operador singular, pelo que procu-
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ramos um operador de tipo singular que possa ser utilizado com o mesmo ob-
jectivo para operadores de Sonine arbitrarios. Consideramos este método na
generalidade e depois estudamos varias situacées concretas. Nestes casos
concretos damos especial atengéo ao estudo do comportamento na origem e
no infinito dos nucleos singulares resuitantes (alguns dos nucleos séo singula-
res apenas na origem).

Esta ligacao via operador de tipo singular permite reduzir a resolugao de algu-
mas equagoes generalizadas de Sonine & resolugédo de algumas equacgoes
singulares.

O Capitulo 1V, constituido pelas Secgées 15-18, & dedicado ao estudo dos
operadores de Sonine em espagos generalizados e ponderados de Hélder
0(p) . Sao recordadas algumas propriedades dos médulos de continuidade
na classe de Zygmund-Bari-Stechkin ® e definem-se algumas classes de
ponderacéo. Um dos principais resultados obtidos neste capitulo é a estimati-
va do tipo de Zygmund do médulo de continuidade o(K~'f, h) para o operador
inverso K~'f via médulo de continuidade w(f,h) da fungdo f. Este resultado
exigiu os principais esforgos visto que foi necessario mostrar com exactidso
que o médulo de continuidade w(K™'f, k) piora em comparagéo com o(f,h) ,
dependendo das propriedades do nticleo associado I(x) .
A estimativa anterior do médulo de continuidade é crucial para a posterior de-
monstracao do isomorfismo realizado pelos operadores de Sonine entre es-
pagos generalizados e ponderados de Hélder. Consideramos separadamen-
te casos ndo ponderados e ponderados nas seccdes 17 e 18 com vista a
simplificar a apresentagéo : no caso mais dificil de ponderagdo a demonstra-
¢ao utiliza o isomorfismo provado para o caso de nao ponderagéo.

vii






I. EQUACOES INTEGRAIS DE SONINE NA RECTA
1.INTRODUGCAO

Neste capitulo vamos estudar equacgdes integrais de Volterra,de primeira
espécie,definidas na recta real

x

Ko(x) = | k= )p(0)dt = fix)

(1.1)

sob a condig¢do de existir um nucleo /(x) tal que

jZ(x— Dkt =1, x> 0,
0
(1.2)

que € a condi¢éo de Sonine. Sonine estudou equagdes integrais num intervalo
finito,[SON.1].

Um ndcleo k(x) € L°(R,) designa-se por nicleo de Sonine se existir outro
nicleo I(x) € L¥°(R,) tal que seja valida a relagéo (1.2).

E bem conhecido o caso do ncleo da integracéo fraccionaria,[SAM.2],

k)=—1— x>0,0<a<]l,

ey t-o°

(1.3)

para o qual se tem

_ 1
IGx) = r'-oxe *

(1.4)

que satisfazem a condigao (1.2).

Na resolucao formal de (1.1) obtemos

[ o)ds = [ 16— ynyat

(1.5)

e

o) = £ [ 1 - Ofte)at.

(1.6)



Questées em aberto: condigées sobre fque assegurem a existéncia de ¢, unicidade
de ¢, existéncia de /.

2. PRELIMINARES
2.1. EQUAGOES INTEGRAIS DE SONINE. NUCLEOS DE SONINE

DEFIN. 2.1. Um nucleo k(x) € L¥*(R,) designa-se por nticleo de Sonine se existir
outro nuicleo  I(x) € LY*(R,) tal que seja valida a relagéao (1.2).

O operador K em (1.1), com um ntcleo de Sonine k(x), chama-se operador inte-
gral de Sonine.

O nucleo {(x) chama-se nucleo associado ao nucleo k(x) e é também um nucleo

de Sonine.

A relagao (1.2) mostra que k(x) e I/(x) sdo necessariamente nao limitados quando

x -~ 0. De facto, suponha-se que k(x) é limitado. Entao

X

[ 16~ k(o)
0
0 que nao é possivel.

1 =

< C |lix = 1)lde = C [Ji(s)lds ~ 0
0 0

2.2, APROXIMAGOES A IDENTIDADE

Um operador 4. diz-se uma aproximagao ao operador identidade num espaco de
Banach X se

l4ef = flIl = 0, quando € - 0.
2.1)

Vamos considerar um operador de convolugéo

A:9(x) = [ alt)plx—1)ds, & > 0.
4

(2.2)

Séo conhecidas as condigdes suficientes para que o operador de convolugéo
4 seja uma aproximacéo a identidade nos espagos L, :

1) lim [au(e)de = 1,
0



2.3)

2) T|a£(t)|dt < M < oo, M independente de &,
0 (2.4)
3) lim flac(lar = 0, v > 0.
’ 2.5)

Vamos estabelecer a seguir as condi¢des suficientes para que 4. seja uma aproxi-
magéo a identidade num espaco arbitrario X = X(R), que satisfaca dois axiomas:

1) X é invariante a translacéo

Ifex=m)ll, < Clfll,, C independente de % € R,

e verifica-se a continuidade média relativamente a norma

ox(f,6) = sup|flx-h)-fAx)||, -~ 0, quando § - 0,
|h|<6

(2.6)
onde wx(f,0) € o mddulo de continuidade de 1.
2) E vélida a desigualdade integral de Minkowski:
J. fde]|| < Illf(t) | .
R X R
(2.7)

OBS.2.2. As hipéteses 1) e 2) sdo validas em espagos L,(R), 1 <p <o, €
tambeém em espacos de Orlicz Lo(R), com uma fungédo de Young que satisfaca a
condicao A; :

O(2x) < kdD(x),

para x suficientemente grande e algum % > 0.

De facto, a validade da desigualdade integral de Minkowski € uma consequéncia da
definicéo da norma de Orlicz e ndo carece da condigdo A, Por outro lado, a continui-
dade média para @ ja exige a condigdo A,,[KUF], p.179.



LEMA 2.3. Seja X um espago de Banach que satisfaz os axiomas 1 ) e 2). Seja
uma familia de fungbes a.(t) que satisfazem as condicées (2.3) — (2.5).

Entdo A. definido por (2.2) é uma aproximagéo ao operador identidade no
espaco X.

Além disso, € vélida a seguinte estimativa para qualquer & > 0 :

l4ef =fllx < Cle, )11l + Morx(£,6),

(2.8)
C(e,6) < || aux)dx| + [ tacGoia.
R [x|>6
(2.9)
Em particular,se a.(x) = 81 a(% ), aestimativa (2.8) reduz-se a

I4ef = fllx < CEflly + Mox(feln L),
(2.10)

Ce)=2 | la@)ldr, M= [la@)ax.

|x|>ln% R
@.11)
DEM. Seja
lef=fll = ||| aeOftx - e -fixy || <
R X
< || el =6y~ )|+ |[ aueya - l‘][f(x)ll)(: Ce + Ds.
R X R
2.12)
D, = J.ae(t)dt—l A=)l - 0, quando & - 0 por (2.3).
R
= jae(r)[/(x—r) —f0Jde|| < j a0 — 1) — f0)Jde || +
R X 5 X




+ .[ae(t)[f(x—t)—f(x)]dt = ES 4+ FO,

|t|=6

X
(2.13)

Pela desigualdade de Minkowski (2.7) e atendendo a invariancia da translacao
em X

Fe = || [ aelftx - 1)~ fla)Jar

|t|>6

< [ lla@ e — 1) = )]l et =

x ks

= [ eIt — 1) = fx) | .

1>

Mas

A =) =f) e < e = )l + IR < CAR) Ny + A N =
= {T+Olf) My

e portanto
[ lac®lfex =) = foo)ll e < 1+ O AR Iy [ las(®)lat.
[t>6 |¢|>6

(2.14)

Por (2.5) vemque F? > 0, quando ¢ -~ 0, paratodoo § > 0.
Por outro lado,aplicando a continuidade média (2.6) e a condigéo (2.4) :

E: = || [ ac)lftx 1)~ fla))ar

|t}<d

< [ la®llfe =0 = A | et <

y  li<s

< suplftx =) =) | lauOlde < Mox(£9).

Jj<é

(2.15)

Reunindo as estimativas:

lAef —flly < Co+De < E§+ FE+ D, <

< Mox(£,8) + (1 + Oy [ la@ldt+ ([ acrd—1 {101 =
[[>29) R
- |[f(x)|lx{(1 +0) [ laco)lde+ |[ ac(t)de ~ 1 }+wa(f,5).
j|>6 R




Escrevemos

C(e,8) = (1 +C) j las(£)|dt +

le|>6

fae(t)dt— 1 l

R

I4ef = fllx < Cle,)fx) || x + Mox(£,8), que & (2.8).

Atendendo a (2.3)-(2.5), a arbitrariedade de 8, e a que wx(f,§) — 0 quando
6 - 0, obtemos o limite

lim{|4ef - f] = 0.
Escolhendo 6 = clnL e com a,(x) = J-a(X) obtém-se (2.10). W
2.3. AEQUAGAO INTEGRAL DE SONINE NOS ESPAGOS L,

Seja
Ko(x)= [ k(x~0)p(t)ds = flx), x e R.
Para podermos considerar o operador de Sonine em L,(R) é preciso condicionar o

nucleo k(x) de modo a garantir a existéncia do integral para funcées ¢ € L,(R).
Se o nucleo for do tipo

k(x) = ':,(fj , x>0, ae(0,1), sup|m(x)| < o,
x>0

(2.16)

entao e conhecido o seguinte teorema,[SAM.2] :

TEOREMA: Seja (2.16). Entdo o operador K é limitado de L,(R) em Ly(R)
seesése y=+4-a, l<p<i,

Para um nucleo de Sonine arbitrario,o conjunto de fungées f= K¢ ja ndo pertence
a qualquer espaco L,(R), mas podera estar imerso nalgum espaco de Orlicz, como
se vera no Teorema 2 4.

Observamos em primeiro lugar que a convolugdo com um nucleo k(x) localmente
integravel fica bem definida para qualquer fungéo f e L,(R) desde que exista um
numero N > 0 tal que

L -
LyL =1,

[l P dx < o,
N

€
o
p



(2.17)
De facto
0 N 0
j K(E)f0x — t)dt = j k() — £)dt + J' k(E)fCx — £)dt.
0 0 N
(2.18)
O primeiro termo existe quase sempre pela desigualdade de Minkowski e o segundo

termo é limitado, pela desigualdade de Hélder.
No Teorema 2.4 usamos a notagéo

k() = L jk* (5)ds,
0

(2.19)
onde,

k*(s) = inf{t > 0 : m(k,t) < s},
representa o rearranjo nao crescente de |k(x)|, inverso da funcgéo de distribuigao
m(k,t) =med{x € R : |k(x)| > ¢}.

Tem-se ainda que
k(@) = k@), ke, =kl 1<p <o,
(2.20)

Ik, < Fllkl, 1<p<ow,
(2.21)

pela limitagdo do operador de Hardy H(x) = < | fir)dt em L,, [HAR].

(= e ]

O Teorema 2.4 & um caso particular do Teorema de O'Neil, [ONE], sobre a
limitacdo do operador de convolugéo nos espacos de Orlicz.

TEOREMA 2.4. Seja um nucleo k(x) € LP(R). O operador de convolucdo K é



definido para toda a fungdo ¢ e L,(R), 1 < p < o, se for verificada a condigao
(2.17), ou a seguinte condigdo para algum N > 0,

X

I/e** )|
J.—,dx < 00,
N

(2.22)

Sob a condigdo (2.22) o operador K é limitado de L,(R) no espaco de Orlicz
Lo(R), sendo a fungdo de Young definida pela sua inversa

o 1/x o0
@4@)=ij”m=p[ﬁjm@wm+[*f%k}
g o JF
0

1/x n °

(2.23)
OBS. 2.5. A condigéo,
[l dx < oo,
N
(2.24)

paraalgum m < p é suficiente para assegurar a validade de (2.22), a qual se
obtém pela desigualdade de Hélder e pelas propriedades (2.20) e (2.21).

OBS. 2.6. A partir de (2.23) e por derivacéo directa obtém-se

ey _ ke ()l (k) 1]

-1
dax L2

(2.25)

2.4. A DESIGUALDADE DE CHEBYSHEV

No caso de os nucleos k(x) e I(x) serem ambos mon6tonos no mesmo sentido,ve-
rifica-se a seguinte desigualdade de Chebyshev:

ﬁu—nmmﬁs}jﬂmypmm,x>a
0 0 0
(2.26)



Na demonstragéo classica desta desigualdade,[YAK], é utilizada a hipétese de o
produto k(#)I(t) serintegravelem [0,¢], o que ndo acontece no caso dos nicleos
de Sonine. Mas é possivel provar (2.26) sem esta hipotese.

Truncando inicialmente a origem observamos que o integral

x~6 x—0

[ [t = 0 = k)G~ 0) ~ 19)]dtay,

é 6

e positivo se k(x) e /(x) forem monétonos no mesmo sentido e é negativo se forem
mondtonos em sentidos contrarios.
Entéo, para nucleos monétonos no mesmo sentido obtemos

x—6 x-6 x—6

(x=26) [ k()I(0)dr > [ k@yar [ 1oyar
)

& )

Para nicleos monétonos em sentidos contrarios o sinal da desigualdade inverte-se.
Mas se k(x) e /(x) s&o mon6tonos no mesmo sentido,entéo k(x — t) e /(¢) serdo mo-
nétonos em sentidos contrarios e ter-se-a

x-6 x—8 x—6 x—6 x—8

(x - 28) j k(x — OI()dt < f k(x — £)dt j I(t)dt = J' k(s)ds j I(t)dt,
S5

S 1 $ é

que tende para (2.26) quando § - 0.
3. EQUAGOES INTEGRAIS DE SONINE EM L(-,b)
3.1. AINVERSAO FORMAL DA EQUAGAO INTEGRAL DE SONINE

Consideramos L. (-0, b),com b < +c0. Seja o operador

X

LAx) = J' I(x - AL,

(3.1)

onde /(x) é o nucleo associado a k(x).



Aplicando formalmente o operador L ao operador K, utilizando a formula de Dirichlet
e usando a propriedade (1.2) obtemos

LKe(x) = I @(s)ds J- I(x—s—uwk(u)du = '[ (s)ds.
—0 0 —0
(3.2)
Entéo a solugcdo de (1.1) é, formalmente
p(x) = K'flx) = £ j 10x — OF)dt.
B (3.3)

3.2. CONTINUIDADE ABSOLUTA , EXISTENCIA E UNICIDADE DA SOLUGAO

Para justificar a inversao anterior para solugdes em Li(—,b) precisamos da
seguinte definicdo,[SAM.2].

DEFIN. 3.1. Uma fungéo g(x) diz-se absolutamente continua em (—00,b), b < o,
que se escreve g(x) € AC (—,b) se for absolutamente continua em todo o
subintervalo limitado de (-, b) e se tiver variagdo limitada em [0, b].

Além disso, a condicdo g(x) € AC (—,b) é equivalente a representagao

g(x) = [ p@dr+C, com g(x)  Ly(,b),

—00

(3.4)

epara g(x) € AC (—o0,b) existe g'(x) = ¢(x) q.s..

TEOREMA 3.2. Seja k(x) um niicleo de Sonine e seja I(x) o seu niicleo associado.
A equagéo (1.1) € resolivel em L (~x,b) se e s6 se a fungéo

X

gi(x) = Il(x—t)f(t)dt,

satisfizer as condigbes,

gi(x) € AC (-0,b) e gi(—0) = 0.

10



(3.5)

Nestas condigbes a equagéo (1.1) tem solugdo Gnica dada por (3.3).
DEM. A demonstracéo deste teorema é directa e omite-se. W

O Lema que se segue da uma condigéo suficiente para a validade das condiges
(3.5) em termos da prépria fungao f.

LEMA 3.3. Seja,

X

L(x) = j I(s)ds.

0

(3.6)
Se,
a) flx) € AC (~o0,b), f(—w) =0,
b) j FOIx - 1)dt € Ly (=0, b),
c) I f(s)L(x - s)ds & convergente, para todo 0 x € (~w,b),
entdo  gi(x) € AC (-»0,b) e g/(~w) = 0.
Além disso, g/(x) pode ser representada por,
gi(x) = [ £()L0x - s)ds.
(3.7)
DEM. Pela hipétese a) f(x) tem derivada q.s.. Entao
X !
gi(x) = j I(x — £)dt j £ (5)ds.
(3.8)

Podemos escrever

gix) = [ f ()ds [ 16— 0)dt = [ £ (5)Lx - 5)ds,
e atendendo a hipétese c) a expressao obtida é a representagéo (3.7).
Escrevendo

11



gi(x) = jﬁ l(x~1) If(s)dsdt . jiljjlf(s)l(t— s)ds:ldt,

—c0 —ol_ -0

expressao que pode ser verificada pela troca da ordem de integragéao, e
atendendo a hipétese b) e a definicio 3.1 vé-se que gi(x) € AC (—o0,b)
!

visto que [ £'(5)I(¢ ~ s)ds & Li(~0,5). W

—00

4. OS NUCLEOS DE SONINE
4.1 UMA PROPRIEDADE PRINCIPAL DOS NUCLEOS DE SONINE

LEMA 4.1. Suponha-se que o nicleo de Sonine k(x) e o nucleo associado I(x) tém
derivadas localmente integréveis e que satisfazem as condicdes

limek(r) = 0, limd(t) = 0.
@.1)
Entéo
j:l’(t)[k(x) ~ k(x—))dt = k(x)I(x), x>0 q.s.,
0 (4.2)

(paratodo o x>0 se k'(x),I'(x) existirem em todo o ponto x > 0.)

DEM. Por (4.1) deduzimos integrando por partes que existem os integrais ,
1 1

[w@ar e [ @a.

0 0

De (1.2) decorre que

X 1
L= {1 - 0k(eydt = x [ 1~ xtyicaryat,
0 0
(4.3)

1 1
x [10Ge = xt)(1 = YkCxt) + IGx = xe) (el + [ 16x = x)(eryai = o.
0
0 (4.4)

Usando s = xt obtemos:

12



j I'(x — $)(x — )k(s)ds + j I(x — $)K'(s)sdls + j I(x — $)k(s)ds = 0.
0 0 0

(4.5)
Observamos que por (1.2) o ultimo integral é igual a 1.
Para o segundo integral utilizamos d[k(s) — k(x)] = k'(s)ds e
integramos por partes,
J 106 = s)sali(s) = R)] = {5t = )[k(s) ~ k() ]y 75 — [[kCs) — k) | 289 g,
0 0
Temos

{slx = )[k(s) = k()13 = LimA{slx — )[k(s) — (x)]} = lim{si(x — s)[k(s) — k(x)]}-

De (4.1) deduzimos que ltir(n)q I(O)[k(x)—k(x-8)]=0, x>0, q.S..

R(x)—k{x—t)
t

Além disso existe o limite ltirg’ , x > 0, gq.s.. Obtemos entédo

lim{sl(x — s)[k(s) — k(x)]} = xl’i_{(r)l I(O[k(x—t) —k(x)] =0,
lim{sl(x — s)[k(s) - k(x)]} = O,
pelo que

[/ 10x = 5k (s)sds = ~ [[k(s) — k()] D1 g,
0 0

Entdo (4.5) reduz-se a

J. I'(x— $)[xk(s) — sk(x)]ds + k(x) .[ (x—5)ds =0,
0 0

ou

[ 1@k = kG- 01de = 22 [ dlai(o)),
0 0

que conduz imediatamente ao resultado pretendido. Il
OBS. 4.2. No Lema 4.3 mostrar-se-a que a condigéo (4.1) é automaticamente

satisfeita para 4(x) e I(x), desde que estes nucleos sejam decrescentes numa
vizinhanga da origem.

13



4.2 HIPOTESES ADICIONAIS SOBRE 0S NUCLEOS

A inversédo da equacgéo de Sonine em L, sera feita sob as seguintes hipéteses
adicionais relativas aos ntcleos k(x) e /(x).

i) MONOTONIA PERTO DA ORIGEM

Admite-se que existe uma vizinhanca (0,g0) na qual se verifica:

k(x) 20, I(x) >0, k(x) |, I(x) |, 0 <x<gp
(4.6)

ii) INTEGRABILIDADE ABSOLUTA DAS DERIVADAS NO INFINITO

Admite-se que as derivadas dos n(cleos existem,pelo menos em sentido gene-
ralizado (sentido distribucional),s3o localmente integraveis e verificam:

o0

[IF@ldr <o, [|@)|ds <0, 5> 0.
) 6
4.7)

Um nucleo que satisfaz (4.7) estabiliza no infinito, isto &,
3limk(x) = k(w), |k(w)] < oo.
(4.8)
Com as hipéteses adicionais (4.6) e (4.7) é possivel obter diversas propriedades
especiais para um nucleo de Sonine, como por exemplo o seu comportamento perto
da origem e no infinito, assim como algumas estimativas integrais.

Os dois lemas seguintes tratam destas propriedades e sao indispensaveis para ob-
termos outras demonstragées.

4.3 OUTRAS PROPRIEDADES DOS NUCLEOS DE SONINE

LEMA 4.3. Qualquer niicleo de Sonine que satisfaga (4.6) tem as seguintes
propriedades:
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xk(x)I(x) <1, 0<x<egg

k) [1(0de <1, Ix) [rode<1, 0<x<e
0 0
I(x) j k(£)dt + k(x)jz(r)dt >1, O<x<eo
0 0

[ keyae [idr>x,  0<x<e,
0 0

lirglk(x) = lirorll(x) = +00,

lir()qu(x) = lirorlxl(x) =0,

Oiggo[pk’(t)]dt J:tl(s)dsJ <1

DEM.
a) Prova-se (4.9) pela condigdo de monotonia (4.6) em (1.2). Para
0 <t<x<ego temos que k(r) > k(x) e I(x—t) > I(x). Entao,

= f KO - Odt > k(x) j I(x — £)dt > k(x)i(x) j dt = xk(x)I(x).
0 0 0
b) Por (4.6) temos :

15

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)



2x x

2x 53 2x
1 = I K()I(2x ~ £)dt = j k(t)I(2x — £)dt + j k(6)I(2x — £)dt < I(x) J' k(E)dt + k(x) j 1(2x — t)dt.
0 0

0 X x

(4.16)
Daqui obtém-se obtém-se (4.11).

c) A propriedade (4.12) decorre da desigualdade de Chebyshev (2.26) atendendo
a(l.2).

d) Retome-se (1.2). Como I(x-¢) > [(x) resulta que,
I(x) [ Kty < [ k)i~ yae = 1.
0 0

Como k(t) > k(x) verifica-se que

1= [ KOl -t > kz) [ 10~ ydr = kx) j I(s)ds
0 0 0

e (4.10) fica provado.

e) Suponha-se que (4.13) n&o € valido para k(x). Entdo k(x) seria limitado e
de (1.2) obtemos quando x - 0*

1 < supk(x) j I(t)dt - 0,
0

0 que nao é possivel. Portanto (4.13) tem de ser valido.
f) (4.14) é consequéncia imediata de (4.13).

g) Observamos que

€ €

j | ()]t [ 1(s)ds = - [ i(s)ds [ K@®ar = - [ 1)k)1z ds = - [ 1)k(e) - ke - 9)] =
0 et

0 = 0 0
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. jz(s)[k(s — ) — k(&) ]ds = j I(s)k(e — $)ds — k(e) f I(s)ds < 1,
0 0 0
(4.17)

0 que prova (4.15). W

LEMA 4.4. Seja um nucleo de Sonine k(x) que satisfaz a condigéo de integra-
bilidade absoluta (4.7) e k(x) = 0 e seja I(x) o seu nicleo associado.Entéo

N+a

lim j Kt)dt =0, Ya> o0,
N

(4.18)

[ ke < [lke+e) ~kryidr, 0 <6 < so.
0 0

(4.19)

Se k(x) satisfaz (4.6) e (4.7) entdo as seguintes propriedades séo vélidas:

j|k(x+ h) — k(x)|dx < o, Vh e R,
0

(4.20)
sup l:l(a) j|k(x+ £) —k(x)ldx:l < o,
<g<gq :
(4.21)
oigﬁo[ g Keyae [ K 0) Idtil < o,
(4.22)

DEM. a) Comegamos por provar (4.18). Esta relagdo decorre da desigualdade
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N+a

[ Ks)ds

N

< aj'lk’(t)[dt,

N

(4.23)

pela condicao de integrabilidade (4.7). A desigualdade (4.23) decorre da se-
guinte representacéo 6bvia

N+a N+a 0
j k(s)ds = — j ds f K (£)dt.
N N

b) Vamos provar (4.20). Temos

0 0 h
Iy =[x+ h) = k() e = [ ([ Gt rya
0 0 0

< j:dt]o|k‘(s) lds.
0 t

(4.24)

Seja & > gq.Entéo,

€0 0 h €9 h ©
M e Jlidtj.[k'(s)]ds+jidt_“k'(s) |ds = —fdtjk’(s)dﬁjdtf[k’(s)|ds =
0 ! 0 g 0 ¢ 0 ¢

h h
= [a j |K'(s) |ds + j k(£)dt — hk(eo)
0 0

0]

€ Ccomo k(gp)h > 0, resulta que

0 h
I < h[|k’(x)|dx+jk(t)dt,
& 0

(4.25)
e daqui decorre (4.20).

Seja agora & < ¢;. Retomando a expressao (4.24), com ¢ < h < ¢,
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h 0 eg|[ o
I < [t [|K @) |ax < j[ﬂk’(x)jabc]dr < .
0 t 0 t
c) Para provar (4.21) multiplicamos (4.25) com h = ¢ por I(e) :

I(e)]. < €l(e) j |k (x) | e + I(e) f k(t)dt,
0

€0

e observamos que por (4.10) o Ultimo termo ¢ limitado por 1.
Por (4.14) temos lirgsl(e) = 0, e por (4.7) o integral & finito, o que prova (4.21).

d) A prova de (4.22) é directa:

jz(:)dtﬂk‘(t) |dt = jf(z)dzﬁ—k“(t)dm ]3|k'(t)}dr:l = —jl.'(t)dt]g k' (¢)dt +

0 E 0 £ EQ 0 €

+ J' I(t)dt T |k (t)|at,
0 €0

(4.26)
e ainda

j I(t)dt j |K' () |dr = [k(e) - k(eo)] j' I(H)dt + C f I(t)dt.
0 c 0 0

(4.27)
Observamos que

C = ﬂk’(t)]dr, k(s)_[l(t)dt <1, k(so)J-l(t)dt >0, 0<t< e
€0 0 0

Entéo

€

[ia[[Kola<1+clima, 0<r<e,
0

0 €
ou ainda

oii‘io[j Koy [ |K' ) ldt:l <,

0 £
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e) Falta provar (4.19). Tem-se

€ N N N-¢ N N
[ kyar = | ()|t - [k(e)\dr = [ Ikt + [ eylar - (1Ko .
0 0 & 0 N—¢ €
Entao:
€ N—-¢ N
Jrodr = [ k)|~ e+ o)l + [ ey
0 0 N—e
(4.28)
Mas

()| — k(t + €)] < k(1) = k(2 +€)| = |k(z + &) - k(£)],

N
e observamos que J'[k(t)|dt - 0 quando N - o, por (4.18).
N-¢

Portanto,quando N — « obtemos J.k(t)dt < .f|k(t+ e)—k(t)|dt, 0<e<eg. M
0 0

5. O OPERADOR INVERSO NA FORMA DE MARCHAUD
5.1. A DERIVADA FRACCIONARIA DE LIOUVILLE

Na teoria da derivagao fraccionaria estabelece-se que a derivada fraccionaria
de Liouville

=)

(DN() = 57 %j Lodr, 0<a<l,

(5.1)

pode ser representada na forma

0

(]D)“f)(x) _ r(a Sx)-Ax-1) dt,

1—0!) 1I+a
0

(5.2)

forma conhecida por derivada fraccionaria de Marchaud,[SAM.2].
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A forma de Marchaud é muito mais conveniente do que a forma de Liouville,
quando estudamos a inversao da integragao fraccionaria no quadro dos espa-
cos L,,[SAM.2].

Como o nosso objectivo & inverter o operador integral K em L,(R), com um
nucleo arbitrario de Sonine, € natural procurarmos uma representacdo de K-!
anéloga a representacgao (5.2).

5.2 REPRESENTACAO DO OPERADOR INVERSO NA FORMA DE MAR-
CHAUD

LEMA 5.1. Admita-se que o nticleo associado de Sonine I(x) satisfaz as
condigBes em (4.6) e (4.7).
Entéo o operador (3.3) pode ser representado por
KNG = Leo)fix) + [ = 1) ~ )V (0yat
0

(5.3)

pelo menos para fungbes f(x) para as quais o integral é convergente (por exem-
plo, f e C7(R)).

DEM. Em primeiro lugar recordamos que /(«) existe pela condigdo (4.7) e esta-
biliza no infinito por (4.8): 3lim i(x) = (), e [i(»)| < .
Entao

© o0 N
K'N@) = < [ ()i - de = j 10 (x = dt = lim J' ) (x - t)dt .
0 0 0

(5.4)
N
Mas i(t) = I(N) - [ 1'(£)d¢, pelo que

N N
K@) = fim | [l(m - [ 1@ }(x ~0ydr =

0
N N

N
= lim [ IV)f (x ~ 1)t - tim [ (- 0t [ 1'(£)d = I - .
0

0 t
Entao

x—N

N
I = im (V) j J = nydt = limI(N) [ f(s)ds =
0 X
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= —lim IV)[fx = N) = fix)] = I()fx),

visto que f{—») = 0.
Temos ainda

N N N p
I = ~fim [/ e 0yt [ ' &) = ~Jim [ 1'€)ag [ 10 - Dy,
0 P ) i
Entéo

N
(RN() = Keo)fx) + fim [ 1A~ 1)~ fix) ek
0

que € o resultado desejado. W

A convergéncia do integral Il' (Oftx —t) - fIx)]dt é percebida atendendo a que
0
para fix) adequada se tem fix—1t)—flx) ~ Ct quando ¢ — 0.

5.3 O OPERADOR INVERSO TRUNCADO DE MARCHAUD-SONINE

Quando invertermos o operador K no quadro dos espagos L, interpreta-
remos o operador inverso (5.3) como limite do correspondente operador
inverso truncado na origem K;' :

K1) = lim Kz (),
(5.5)
(K7 N0x) = Leo)fix) + [ 1()[fx - £) = foo) et
e (5.6)

que é a forma de Marchaud-Sonine do operador inverso do lado esquerdo.
O objectivo € provar que

K'Ko(x)= ¢(x), para ¢ € Ly(R),
para um nucleo arbitrario de Sonine que satisfaga condigbes bastante

gerais, e tratando o limite em (5.5) como limite forte, mais precisamen-
te, como limite na norma de L.
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5.4 REPRESENTAGCAO INTEGRAL DA COMPOSICAO K;'K

TEOREMA 5.2. Admita-se que um nicleo de Sonine k(x) e o seu ntcleo
associado I(x) satisfazem as condi¢bes (4.6) e (4.7) e a condigdo (2.22).
Entéo o operador truncado de Marchaud-Sonine K;'aplicado a

Jx) = (Ko)(x), ¢ € L,(R), 1 < p < o, pode ser representado por

(K;'Ko)(x) = [ Ne())p(x - t)a
0

(5.7)
com

Ne(s) = U)k(s) + [[kals = ) = )T (1),

€

k 0

(5.8)

DEM. Comegamos por recordar que pelo Teorema 2.4 o operador de
convolugéo,

X

(Ro)(x) = [ k(x =)o),

existe g.s. no caso de ¢(x) € L,(R).

Entdo K;'K¢ existe q.s. como convolugdo de uma funcéo do espacgo de
Orlicz com um nucleo integravel '(x) € L(g,), o que se pode deduzir pela
desigualdade integral de Minkowski (2.7), valida em espagos de Orlicz.

Seja entdo = K¢ . Obtemos

fox - 1) = fx) = jk(s)go(x —t=s)ds - [ k(s)p(x - 5)ds =
0 0

= J. k(s — t)o(x —s)ds — I k(s)p(x — s)ds.
‘ 0

Entao

0

for =) = fx) = [[ke(s = 1) = ks)Jp(x - s)ds,
0 (5.9)

com a definicao
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Bl { k(s), s> 0,

0, s<0.
(5.10)
Utilizando a expresséo (5.6) para (K;'f)(x) resulta,
(K:'Nx) = Ueo)(Keo)(x) + [ { [l = 1) — K)o (e - s)ds}l’(r)dr.
e WO
(5.11)

Trocamos a ordem de integragao, justificando esta troca mais tarde:

o0

(K@) = Heo)(Ko)(x) + [ o(x = 5)ds k(s ~ 1) ~ k()1 (1),
0

€

e atendendo a (Ko)(x) = j k(s)p(x — s)ds obtemos
0

(KNG = [ o= s)ds [[kels - 1) = k) (1)dt + 1) [ Ks)p(x - 5)ds =
0 . 0

= J.{I[k+(s — 1) — k()] (t)dt + l(oo)k(s)}(p(x — 8)ds.

0 e

Se escrevermos

Ne(s) = [(kels = 1) = k) (0)dt + [0)k(s),

E

obtemos o resultado procurado
(K:'Ko)(x) = [ Ne()p(x - 1.
0

Temos ainda de justificar a troca da ordem de integracdo em (5.11).
Pelo Teorema de Fubini é suficiente provar a convergéncia, para quase todo o x,
do seguinte integral:

o0

16x) = [lpGx - 5)lds j |1(8) ks (s — £) — k(s)|a.
0 €

(5.12)
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Decompondo o dominio de integragao e tendo em atencao a definicédo de k. (s),

16x) = [ oG = s)lds [|1'(0) | Cs)lde + [lo e = s)ds |1/ |IkCs) e +
0 € [3 s

+{loGe—s)lds [|1' () |Ik(s = 1) ~ k(s)lde = Ty + Lo +1 5 .

4 €

(5.13)
Entao
L+ < [ oG- s)lds [|1'(6)| k() + j|(p(x —s)lds [V (0) | k() dt =
0 € € 5
= [|'® |d¢[ [ k(s)p(x — s)|ds + j k() (x — s)lds:| =
E 0 £
- j |1'(0) |dt'|.|k(s)(p(x ~$)|ds = C, j Ik(s)p(x — s)|ds,
€ 0 0
onde C; = j |1 |dt.
Quanto ao termo [ 5 :
15 = [lpe = sids [|1'(0) k(s — 1) ~ k(s =
= [11'@)at lpGx - )lIk(s =€) ~ k(s)ds <
< [11 @ dt [lo e - 5)Ilts - £)] + [k(s)|Ids.
a ! (5.14)

Podemos ainda escrever:

Is < [0 @)|de [loGx - s)lCs — £)jds + j|1’(r) |dt [1Gx — 5)k(s) .

Pelo Teorema 2.4 existe o integral

g(x) = [lpGx - $)k(s)lds € Lo(R).
0

Entdo, com u=s+1¢:
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gle—1) = [lpCe— 1= s)R(s)lds = [k~ )p(x ~ w)ldu,
0 t

ou,

o0

g0 = 1) = [Ik(s = ) x - )lds.

!

Por outro lado,como 0 < ¢ < ¢, temos ainda a relagéo,

£0) = [0 = 5)k(s)lds > flpCe = )k(s)lds.
0 t
Portanto,

15 < [|1'()|ge -yt + 0o [|1 ()| a.

(5.15)

Os integrais em (5.15) séo convergentes devido a (4.7) e a limitagédo de
g € Lo(R).Portanto I(x) é convergente e a troca da ordem de integracéo
em (5.11) é valida. &

5.5. PROPRIEDADES DO NUCLEO N, (x)

LEMA 5.3. Admita-se que um ndcleo de Sonine k(x) satisfaz as condi¢ées (4.6) e
(4.7). Entéo, além de (5.8), o niicleo N¢(x) admite as seguintes representagbes
equivalentes:

Ne(s) = Ue)[k(s) ~ k(s = )]+ 2 [ Kok (s~ 1)

€

(5.16)
Nols) = Ue)[k(s) — ks —&)] - [ s~k @)dr, s> ¢
(5.17)
Ne(s) = I(e)k(s) + f I'(O)ky (s — £)dt,
E (5.18)
i) = £ I (O(s) - k(s —)]dt, s>,
1(e)k(s), 0O<s<e
(5.19)

DEM.
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a) De (5.8) obtém-se (5.18) :

Ne(s) = fk+(s = O (t)dt — k($)[UD)]; = k(s)UD)]T + U(0)k(s) =

— U(e)k(s) + [ kuls — )l (D,

€

b) De (5.18) deduzimos (5.16). Derivando em ordem a s

o j I(s — Dk ()dt = I(e)ks(s ~ €) + f I (k. (s — t)dt.
0

€

(5.20)
Entao
Ne(s) = le)k(s) + < [ U(s — Ok (e)dr — (e)ki(s — &) =
0
= I(E)[k(s) = ka(s = )] + 4 [ [D)ko(s - D).
¢) Vamos provar (5.19).
Para 0 < s <& temos a partir de (5.16) :
Ne(s) = I()[k(s) — kals — £)] + < j IOk (s — t)dt =
k).
Para s > ¢ temos a partir de (5.8) :
Ne(s) = J.[k(s —£) = k() ()t — f k() (£)dt + 1(o0)k(s).
e S (5.21)
E ainda
Ne(s) = j [k(s — £) — k(s) ]! (£)dt + k(s)i(s) =
- j [k(s — £) ~ k(s)]'(£)dlt — j[k(s ~ 1) = k()] (£)dt + k(s)I(s).
0 0
(5.22)

Mas por (4.2) do Lema 4.1:
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5

[Ukts 1) = KoY (0t = — K(5)iCs),

0

e obtemos (5.19).

d) Provamos (5.17) a partir de (5.19).Para s > ¢ tem-se
Ne(s) = m[[ ko)l ¢yt - [ k(s - t)l'(t)dt:|.
) )

Integramos o segundo integral por partes apés a mudanca de variavel u = s —¢ :

€ §—6
j k(s — )1 (¢)dt = j k) (s - )dt =
S5

S—€
56

= [—k(s — 8)I(5) + k(s — £)I()] + j K (6)i(s - t)dt.

§S~€

Assim

=0
Ne(s) = lim {k(s)[l(s) — 1(8)] - [k(s — €)I(e) — k(s - 8)I(8)] - I K (0)I(s - t)dt} =

S—€

S—E

5—8
= lim {l(S)[k(s ~8) = k(s)] + I(&)[k(s) — k(s — £)] - j K (Di(s - t)dt}.
(5.23)

Atendendo a que k(s) € derivavel para quase todoo s> 0 e por (4. 14) :
gzg[az(a)&“’g“ﬂ] = (0)k'(s) = 0,
e da formula (5.23) obtemos a representagéo (5.17). B

Vamos ver que N(s) tem as mesmas propriedades de aproximacéo a identidade
que a familia a.(t) do Lema 2.3.

LEMA 5.4. Se um nicleo de Sonine k(x) satisfaz (4.6) e (4.7) entdo Ni(x) tem
as propriedades do ntcleo de aproximagédo a identidade (ie. a convolugéo de
Ne(x) e o(x) € um operador de aproximagéo a identidade):

o0

sup [|Ne(x)ldx = M < oo,

O<e<gyp

(5.24)
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lim J' No(t)dt = 1,
0

(5.25)
lim T|Ng(t)|dt =0, 6§>0.
5 (5.26)
DEM. a) Por (5.19) obtemos
T|Ne(s)|ds - ju(a)k(snds + T[Ne(s)us, 0<e<eo
0 0 E (5.27)
Por (4.10) :
l(s)j;k(s)ds <1, 0<s< e
Por (5.17) : 0
Ne(s) = Ue)k(s) — k(s — )] - j I(s =0k (O)dt, s > e,
N e
T[Ng(s)|ds < I(g) T|k(s) — k(s — a)|ds+fds j |I(s — K () |at.
8 s S (5.28)
Por (4.21) :

sup [l(s) j lk(s) — k(s — s)ds:| < o0,

O<e<eg
E

Quanto ao segundo termo do membro direito da desigualdade (5.28), que
designamos por I, obtemos, por inversdo da ordem de integracgao,

I:= j drj|1(s-t)||k’(t)|ds - j|k'(t)|dt_[|l(s—t)|ds.

S—€ €

Decompondo o dominio de integragdo tem-se:

e 2] t+e

/= f[k’(r) |ar J'|l(s —1)|ds + j'|k’(t) |ar j|1(s —f)|ds =
0 ¢ e ‘

= [|# | [1csids + [ | (o) | [iiCs) s
0 €t € 0

29



(5.29)

Por (4.22) do Lema 4.4

ﬁi&[f {(r)dt_“k Q) |a’t:| < o0,

0 £
o segundo termo de (5.29) é uniformemente limitado.

Por (4.15) do Lema 4.3

E~t

0i151<20|:£|k'(t)|dt j l(s)ds:| <1,

o primeiro termo de (5.29) é também uniformemente limitado. Fica estabelecido o
resultado (5.24).

b) Para provar (5.25) utilizamos a representagéo (5.16).

Para o primeiro termo em (5.16) temos:

0
Designando

[k(s) ~ k(s — )]s = ng[jk(s)ds = Ik(s—- s)ds} = lim j k(s)ds = .
0

€ a-t

A(s) = jz(t)k(s ~0dt, s>& Ade) =0,

€

(5.30)

[ We(s)ds = j LA (s)ds = [Ae(5)]® = Ae(00) — Ag(e) = Ag(c0).

0 €
(5.31)

Resta provar que lEiIgAs(w) = 1. De facto,
As(0) = limAc(s) = ;vgrg[ [ 1k(s ~ tyar - | l(t)k(s—t)dt} =
0 0
=1~ lim J.l(t)k(s — t)dt.
0

(5.32)

Se k(w) = 0 entédo a tese fica provada quando s — «. De facto, por (4.7) e
(4.8), |k(0)| = k() < o pelo que:
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€

j I()k(s — t)dt
0

Mas, 0<t<ege = s>s—t>5—¢€ OU s—e<5.<s5, e suplk(s—1)| =
O<t<e

< [lUe)lics = Olde < suple(s — )] o)t
0 0 0

<t<e

S—E<Se<S

= sup Jk(s.)| » 0 quando s - o, & lim jl(t)k(s —t)dt = 0.
0

Portanto, A¢(x) = 1.
Se k(o) + 0 entdo A (o) # 1, mas lin(’)lAs(oo) = 1.

c) Vamos provar (5.26).
Utilizando a representacédo (5.17) de N.(s) e observando que € < § < s :

lim I|Ne(s)[ds < lim f (e)lk(s) — (s - &)|ds + lim j ds f |is = £)k' (1) |de =
1) ) 8

S—E

= lim [ 1e)lis) ~ k(s — )jds + lim j ds j (0K (s = )] de = lim 4, + lim B..
) [ 0
(5.33)

Vamos estimar A4, :

<

j‘-kl(s + t)dt

A < 1) [lk(s + &) — k(s)lds = I(e) jds
0 0

]

< i(e) [t [|K (s +1)|ds.
0 0

Com u = s+t atendendo a (4.7) e recordando que s > > &,

4 < l(s)jdtjik'(s+t)|ds - z(s)jdt j |k (s)|ds < Cie) [ dt = Cel(e).
0 $ 0 +6 0

(5.34)

Portanto, 4. - 0 quando ¢ — 0, por (4.14).
Vamos estimar B; :

€

B, = jdsj|1(t)k'(s—t)|dt = j1(t)dtj|k’(s—t)|ds = [iyar | |K'(5)]ds.
5 0 0 [ 0 60—t
Mas 0<t<e = 6-e<d-t<b,ese 6>2centdo 6—t>e ou 6—t>0.

Portanto, para & > 2e temos por (4.7) que
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[ 1K (s)]ds = c(6) < o0,
5t
e por (4.14),

B, < C(a)jz(t)dt e lmB,=0. M
0

6. INVERSAO DA EQUAGAO INTEGRAL DE SONINE
6.1 O TEOREMA DA INVERSAO

Os Teoremas 6.1 e 6.3 desta secgado representam a vasta generalizagéo dos
resultados do calculo fraccionario com o nucleo de poténcia,[SAM.2],a0 caso
de um nucleo arbitrario as diferencgas.

De facto, a parte principal desta generalizagéo foi feita no Lema 5.4, no qual
mostramos que N;(x) € um nucleo de aproximagao a identidade.

TEOREMA 6.1 Seja um nticleo de Sonine k(x) que satisfaz as condi¢bes (4.6),(4.7)
e (2.22).Entéo

K 'Ko(x)= ¢(x), ¢ € Ly(R), 1<p <o,
6.1)

com
(K1) = loo)(e) + ity [0 =) - Al )

(6.2)
DEM. Recorde-se que
(Lp)
(KN (x) = lim(K; N ().
Pelo Teorema 5.2 tem-se a representagéo (5.7)

(K:'Ko)(x) = | Ne(D)p(x - t)at,
0

representagéo que € valida com as hipéteses do presente teorema.
Pelo Lema 5.4 o operador,
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Bep(x) = [ Ne()p(x - D),
0

é uma aproximacao a identidade no espago de Banach X = L,(R) e podemos
aplicar o resultado do Lema 2.3:

lim||A:@ ~ofl, =0,
ou
lim|K:'Ke - ol =0, ¢eLyR), 1 <p<o,
£~ ]
ou

(Lp)
li_[j]{}K;‘K(p(x)= K'Ko(x)= o(x). W
6.2 O CONTRADOMINIO DO OPERADOR INTEGRAL DE SONINE

No Teorema 6.3 vamos caracterizar o contradominio do operador K,

K(Ly) = {7 : fIx) = (Ko)(x), ¢ € L,(R)},
(6.3)

admitindo que as condicdes (4.6),(4.7) e (2.22) séo validas para o nucleo k(x).
Este contradominio esta imerso num certo espaco de Orlicz.

Nalguns casos, como ja foi mencionado em 2.3, o contradominio pode permane-
cer em L,(R), nomeadamente se existir « € (0,1) tal que

m(x) = x*k(x) e sup|m(x)| < o,

+

(6.4).

No caso geral de um espaco de Orlicz com a fungdo de Young ® definida por
(2.23), é preciso verificar se ® tem a propriedade A,. De facto,temos de utilizar
o Lema 2.3 relativo a aproximacgéo a identidade, o qual depende da invariancia
da norma a translacéo, da continuidade média em relagdo a norma e da desi-
gualdade integral de Minkowski. A continuidade média s6 é verificada se for
valida a condigao A,.

LEMA 6.2. Admita-se que o nticleo k(x) satisfaz (4.7) e (2.22). Entéo a fun-
¢éo de Young definida por (2.23) satisfaz a condigdo A, se e so se,
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0
J.k*(t)@)#d:

X

=
J. k(2)dt
0

(6.5)

DEM. A condigéo A,, isto &, ®(2x) < K®d(x), K > 0, é equivalente a condi-
céo, [KUF],p.138,

[ ud'@)
L’.{%[ () ] < o,

(6.6)
ou, de forma equivalente
ﬁ[%] < oo,
X200 x?;-(l) (_\.‘}
(6.7)
Usando (2.23) e (2.25) obtemos
®~'(x) =p[x+)-'k**(%>+ [ £ |,
m
e
Lo (x) = x7 2k (L)
(6.8)
Entdo (6.7) reduz-se a (6.5). W
No Teorema 6.3 que se segue usaremos a notagéo seguinte:
Y(R) = Lo(R) se k(x) satisfaz (6.5) e (2.22);
Y(R) = L,(R) se k(x) satisfaz (6.4).
(6.9)

TEOREMA 6.3 Admita-se que um nticleo k(x) satisfaz (4.6),(4.7),(6.5),(2.22).
Entédo fix) € K(L,) seesése fix) e Y(R), e se for satisfeita uma das seguintes
condigcbes:

(L;n)
limK;'fel, ou supll]K;'fIIL < .
£-0 e>0 &

(6.10)
DEM. a) Condigdes necessarias

Seja f=K¢ €K(L,), ¢ €L,.
Entao:
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1) se k(x) satisfaz (6.4) tem-se pelo Teorema de Hardy-Littlewood (cf. Teor.2.3)
que flx) e Ly(R) = Y(R);

2) se k(x) satisfaz (6.5),(2.22) tem-se pelo Teorema de O’Neil (cf. Teor. 2.4) que
fx) € La(R) = Y(R).

Nos dois casos o operador K é limitado de acordo com estes teoremas.

A existéncia do limite,

(Lp) .
llrg K:feL,,
E-*

€ consequéncia do Teorema 6.1,mais precisamente,
(Lp) (Lp)
lim(K;'/)(x) = lim(K;'Ke)(x) = ¢ € L.
A limitacao uniforme
sup| KA1l < oo,
e>0 P

€ consequéncia da representacao (5.7) e da propriedade (5.24).

De facto pelo teorema de Young temos
1K', < lgll, [N < Milgll,, < .
0

Portanto
sup [|K: /1l < oo.

O<e<eg
b) Condigoes suficientes

Seja fe Y(R).
Em primeiro lugar provamos que com as hip6teses do Teorema existe uma
funcdo ¢ € L,(R) tal que,

Sx) =flx = h) = (Ko)(x) — (Ko)x—h), Vhe R.
(6.11)

Seja

o]

A)x) = [ an(x - o),
B (6.12)
com

an(t) = ke(t) — ko (£ = h).
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(6.13)

Pela propriedade (4.20)

Ilk(r + 1) — k(£)|de = J.|k(t) — k(t - h)|dt = J' ks () — ko2 — h)|dt < oo,
0 h

—00

Portanto a,(¢) € Li(R) e pelo Teorema de Young deduz-se que,

liglly, <l anll,_ligl,,-

Observamos que
(Arp)(x) = (Ko)(x) - (Ko)(x - h).

(6.13")
visto que
(Anp)(6) = [ k()px — 5)ds — [ k(s)g(x ~ 5~ h)ds.
0 0
Entao:
AiKZ ' Hx) = (KK'N () - (KK (x - h).
Como os operadores sdo de convolugdo, comutam:
(K7 ) = (KT A)(x) = KIKN(x) - KK — h),
(6.14)
pelo menos para fungdes / adequadas, por exemplo f e CY.
Utilizando (5.7) temos
AR N) = [N~ 1) = flx~ 1~ W)]dh,
0
(6.15)

pelo menos para fe CP.

O espago CF(R) é densoem Y(R),[KUF],p.73. No caso de ser Y(R) = Lo(R)
isto ainda é verdade se for valida a condigéo A,.Entdo como os operadores em
(6.15) sao limitados em L, conclui-se que (6.15) & valido em todo o espago
L,(R),isto &, para toda a fungdo f e L,(R).

Agora passamos ao limite quando ¢ ~ 0 em (6.15), na norma de Y, o que é
possivel visto que o membro direito de (6.15) converge para f(x) — flx — k)
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pelos Lemas 5.4 e 2.3.

Portanto

(K 1)) = 00) =l = ).
(6.16)

(Lp)
Suponhamos agora que € valida a primeira condi¢ao suficiente, [ir{f)l K;'f e Lp.
E~¥
Pela limitacdo do operador 4, em L, existe o limite

(Lp) (Lp) (Ly)
hr{)l(AhK;lf)(x) = Ah(lmgK;‘f) (x) = (4p@)(x), com ¢ = lirglK;‘f.
£ E— P
(6.17)
Como 4,K;'f converge na normade Y por (6.16) e na norma de L, por (6.17),
as funcdes limite coincidem q.s. e chegamos a relagdo (6.11).
Admita-se agora que é valida a segunda condi¢éo suficiente
sup | K, < co.
&0 P
Sabemos que os conjuntos limitados em L,, p > 1, séo fracamente compactos,
isto é, para cada sucessao nestes conjuntos existe uma subsucesséao fracamen-
te convergente. Além disso, qualquer operador limitado é fraca e fortemente con-
tinuo.

Escolhemos entdo uma subsucessao {e:},, - 0, tal que K;.f converge fraca-
menteem L, :

lim A (1517 @) = Aol KCIF ) &) = (np)() = g(x) =x) ~flx =,
w
onde lim significa limite fraco.
Portanto somos de novo conduzidos a (6.11).

E preciso observar que a relagéo (6.11) implica indirectamente f{x) = (Kg)(x)
visto que as fungdes com diferengas iguais

[fx) —fx - 1)] = [(Ke)(x) - (Ko)(x = h)],

s6 podem diferir de uma constante,a qual no nosso caso até pode ser zero. M
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7. EXISTENCIA DE NUCLEOS DE SONINE

7.1 CONDICOES SUFICIENTES PARA A EXISTENCIA DE NUCLEOS
DE SONINE

Observe-se que da aplicagdo da transformagéo de Laplace a equagéo (1.2)
resulta que,

[+

SC(s)LIs) =1, com Lfis) = [eAn)dr, s € R, .
0
(7.1)

Esta relagdo permite obter varios exemplos de nucleos de Sonine em forma finita.
O teorema seguinte,[WIC], d4 uma condigao suficiente para que k(x) seja um
nucleo de Sonine.

TEOREMA 7.1 Seja,

k(x) =a(x)x*!, 0<a<1, ak)= Zakx", ao* 0
%=0

(7.2)
Entéo, para cada a € (0,1) existe uma fungéo analitica tnica,
b(x) = D bixt,
=0
tal que,
() = b(x)x™®,
(7.3)

e I(x) e k(x) sdo nucleos de Sonine associados.

A série de b(x) converge onde a série de a(x) convergir.

Os coeficientes b, sdo determinados de modo tnico a partir do seguinte sis-
tema algébrico triangular

aObO — sir;[wr

H

D bianilk+1-a)(a+n—-k) =0, n> 1.
k=0
(7.4)

OBS. 7.2 O Teorema 7.1 foi demonstrado em [WIC] via integragao curvilinea
no plano complexo. Mas a redugéo da condiggo (1.2) ao sistema (7.4) pode ser
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feita de maneira directa substituindo (7.2) e (7.3) em (1.2) e fazendo ¢ = x& :

1 o0 ©
[lvee( =613 awk(1 - &)* 3" berde = 1.
0 k=0 J=0
(7.5)

Multiplicando as duas séries de poténcias e igualando os coeficientes
chegamos a (7.4) depois de calculo directo.

O Teorema 7.1 refere-se a nicleos que sdo semelhantes a fungdes poténcia
perto da origem. A classe de nucleos de Sonine é mais vasta e inclui, por
exemplo, fungbes com singularidades logaritmicas na origem. Mais precisa-
mente , fungbes do tipo

k(x) = h(x)x*! ﬁ[ln...ln(y/x)]v",
k=1
(7.6)

ondea € (0,1), h(x) € ACR), h(0) +#0, vicRse k=2,...,n,e vieZ e
7 suficientemente grande para que In(y/x) > 0, s@o ntcleos de Sonine,[RUB.1].

7.2 EXEMPLOS DE NUCLEOS DE SONINE
Vamos apresentar exemplos de ntcleos que satisfazem (1.2).

EXEMPLO 1. [SON.1],[SON.2]. Fungbes do tipo de Bessel:

k(x) — J_,..(_E‘JG.‘-J e l(x) . l’v—ltzﬁ)

b

()" (=)
(7.7)
ou,simetricamente
_ L@R) _ JQ4R)
ko) = S5 e I = S
(7.8)
hd k 2k4v
J, & a fungdo de Bessel de primeira espécie J,(x) = %)—I-)— e l,éa
k=0
. = 2y
funcdo de Bessel de segunda espécie I,(x) = k—f;%ﬁ)— , e 0<v<l.

k=0
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EXEMPLO 2. Funcgbes poténcia-exponencial

Kx) = w5 720, a e (01),
(7.9)
I(x) = 7° + s [t e)at.
(7.10)
Neste caso Lk(s) = isr, Li(s) = 25 e obtemos (7.1) e (1.2).
EXEMPLO 3. Fungées do tipo de Kummer
k(x) = x*'O(B,a;~yx), a € (0,1),
(7.11)
l(x) . s_ir;[a_rrx—a(b(_ﬁ’l - a;—yx),
(7.12)
onde ® é a fungdo de Kummer ®(B,a;z) = By 4 Referimos [SAM.2], for-

4
k=0 “h

mulas (37.1) e (37.31) que permitem obter (1.2) para k(x) e I(x) em (7.11)e (7.12).

EXEMPLO 4.
k(x) = 1+-%, a>0,

(7.13)
I(x) = — be? feer(b [x), b= al(a),

(7.14)

sao nlcleos associados de Sonine, verificavel via transformacéao de Laplace.
Observamos que fcer(x) € a fungdo complementar da fungéo erro fer(x) :

400
2
e ™“du.

x

feer(x) =1 —fer(x) = 1- —JZ_E—-([ edu = 725—

EXEMPLO 5.
) =1--£, a>0,
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(7.15)
I(x) = bxE141-4(bx'™), b = al'(a),
(7.16)

onde E,p(x) € afuncéo de Mittag-Leffler E,z(x) = Z l'_(a'-tz’:TﬂT
=0
Neste caso a condigdo de Sonine também é verificavel via transformagao de
Laplace, [SAM.2],férmula (1.93).
Este nucleo /(x) e as suas derivadas crescem exponencialmente quando
X — 00,

EXEMPLO 6.
In{(+)+4
Kx) = S
(7.17)
() = pan() = | Frcsdt, h= T -4,
0
(7.18)

onde u.x(x) € afuncéo de Volterra,[VOL.1],[VOL.2], pas(x) = I r’(‘;f_”;) dt.
0

Neste exemplo a condigdo de Sonine (1.2) deriva da férmula

o0

. -]
Ie Plan()de = G, s > et
0

(7.19)

que se verifica directamente.
Pela expressao assimptética da funcéo de Volterra na origem,[VOL.2],0btemos

I'(®) = paria(x) < 0,

perto da origem, pelo que I(x) satisfaz (4.6).Porém, p,,(x) cresce exponen-
cialmente no infinito (~ e"e") € 0 mesmo acontece com a derivada.

OBS. 7.3. Como se vé pelos exemplos apresentados, o nticleo [(x) pode
crescer no infinito e até mesmo de forma exponencial, embora k(x) seja de-
crescente, e neste caso néo é verdade que /' (x) € L;(e,»), pelo que ndo
podemos usar a formula (6.2) para (K™'f)(x).

Portanto o teorema da inversédo,Teorema 6.1, ndo é aplicavel. Porém, a
férmula (6.2) pode ser modificada de modo a ser valida para fungdes f(x)
com suporte em (-N,©), N < o, o que sera feito no Capitulo Il. Em [RUB.2]
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foi obtida uma férmula analoga a (6.2) num intervalo finito para o nucleo (7.17).
A férmula (6.2) é aplicavel, por exemplo, aos nucleos (7.9) e (7. 13).
No caso de (7.9) a aplicagdo de (6.2) a equagdo

o [ e - ey = ),

—00

(7.20)
com solugdes ¢(x) € L,(R), 1<p < o, conduz a
(!—;!J 4 | 0
o(x) = 7*x) + r(+-a) lcljgl I[f(x) - flx—t)]r'Ce"qdr,
(7.21)
Atendendo a férmula (5.81) em [SAM.2]
[ -enyrea = T,
0
(7.22)
observamos que (7.21) coincide com
. BT ) fx = e
() = Wi Lim ,[ [l dt .
(7.23)

Obviamente a férmula (7.23) é aplicavel quando procuramos solugdes tais que
e"o(r) € Ly(R).
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Il. EQUAGOES INTEGRAIS DE SONINE EM L,(0,5)
8. INTRODUGAO

Continuamos o estudo das equacgdes integrais

Ko(x):= Ik(x —He()dt = fix), O0<x<b< oo
0
(8.1)

com um nucleo de Sonine k(x) admitindo a possibilidade de trabalhar com
intervalos limitados.

No Capitulo | obteve-se a solugao de uma equacédo semelhante na recta Re
no ambito dos espacgos L, o que foi feito por construgéo do operador inver-
so limitado de K(L,) em L,(R), 1 < p < oo,

Os resultados obtidos na recta real ainda sao aplicaveis ao semi-eixo real R,
através do prolongamento de ¢(x) por zero em (—»,0).

Porém, nas aplicagdes, as equagdes integrais de Sonine surgem frequente-
mente com dominio de integragéao limitado, do tipo [0,5] .

No caso do intervalo limitado os resultados na recta podem ainda ser aplica-
dos devido a termos uma equacgéo de Volterra.

Mas as condicdes a aplicar no caso da recta devem ser respeitadas quando
se passa ao caso do intervalo limitado.

No caso da recta real admitiu-se que o ntcleo k(x) e o nucleo associado /(x)
seriam diferenciaveis para x suficientemente grande e que as derivadas

K (x) e I'(x) seriam absolutamente integraveis no infinito, ver (4.7).

O operador inverso envolvia valores de /(x) até ao infinito, /().

Queremos agora obter a inversao natural de (8.1) , isto €, uma inverséo rela-
cionada apenas com os valores dos nucleos em [0,b] e evitando hipoteses
do tipo (4.7).

Evitar hipoteses do tipo (4.7) é importante. Por exemplo, os nucleos

k(o) = 20 e k) =1--, a>0,

x x!

tém nucleos associados [(x) que néo satisfazem (4.7).

Pretende-se, por conseguinte, inverter a equacgao (8.1) em L,(0,5) utilizan-
do condicdes naturais sobre o ntcleo k(x) e depois caracterizar o contrado-
minio K[L,(0,5)].
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9. PRELIMINARES

9.1 EQUAGOES INTEGRAIS DE SONINE E NUCLEOS DE SONINE
EM L(0,5)

A partir de (1.2) obtém-se a solugéo formal de (8.1) nomeadamente,

o) = L [lx-0)i)d, 0<b < o,
0
9.1)

Para a equacéo (1.1) na recta real, o operador inverso ajustado a solucgées
emL,é

p(x) = (KN = Leo)fin) + [ 1 ORx ~ 1)~ fox) ek,
0
(9.2)

O nosso objectivo € demonstrar que no caso de (8.1) o operador inverso pode
ser representado na forma

(K™P)0) = 1) + [ 1 Ofx = 1) = f) k.
0
(9.3)

Observamos que a formula (9.3) generaliza a férmula de Marchaud da derivada
fraccionaria a partirde x =0 :

(]1):(1+)(x) r I—!a X7 ﬂX) + r ]a_a (t_l_a)[f(x t) _f(X)]dt,
(1-a) (1-a)
0

correspondente aos nucleos

6 - Tk e KR = ke

Pretendemos provar que (9.3) com o integral convergente na norma de L,
€ o operador inverso para a equagao (8.1) com solugdes em L,.
A semelhanca do que foi feito no Capitulo | admitimos as seguintes condigées:
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1) Existe uma vizinhanga 0 < x < g¢ ha qual se verifica

k(x) >0, I(x) >0, k(x) |, I(x) |, 0 <x < go.
(9.4)

2) As derivadas de k(x) e de /(x) existem no sentido distribucional e verificam

b b
[IK@)dr <o, [|I'@)|dx <, V6 (0,b).
) S

(9.5)
9.2 PROPRIEDADES DOS NUCLEOS DE SONINE

LEMA 9.1 Qualquer ntucleo de Sonine que satisfaga (9.4) — (9.5) tem as
seguintes propriedades:

b
sup [1(8) 1) - ke - g)|de < o,

O<e<gg
4

(9.6)

£ b
niﬁi‘?uh l(r)dtj'\k' (t) \dr:] < o,

€

(9.7)
As propriedades (9.6) e (9.7) foram provadas no Capitulo | para b = .

Vamos verificar que as condigdes (9.4) — (9.5) séo suficientes para garantir
a validade de (9.6) e (9.7) quando b < .

a) A desigualdade (9.6) deriva da desigualdade

b € b
[0 = kx = e)laix < Ce + [k, 0<e<e, C= [|£ @)|a.
€ 0 €0

(4)
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Para demonstrar (4),

b b
[l — ke — ) ax = |

€ €

dx < fabcjlk’(x—aw)]dt:

P 0

[ Gc—e+nyar
0

€ b € b—e+t
- Idt_[|k'(x—s+t)]dx= [ ar [ 1K 0)|ax.
0 £ 0 t
Obviamente

€ b—e+t

€ b € €0 b
Jar [ K e)|ax < [aef|K @)|ax = J-dtI:I|k'(x)|dx+“k'(x)‘dx:l.
0 ! 0 ! 0 ¢ €0

Entao
b € Eo £ b
j]k(x) — k(x - &)[dx < —jdtj k' (x)dx + cj'dt, com C = j[k’(x) |,
e 0 ] 0 [

0 que prova (4). A propriedade (9.6) decorre de (4) em virtude de (4.10) e
(4.14). A relagéo (9.7) demonstra-se de modo analogo. M

9.3 A DESIGUALDADE GENERALIZADA DE HARDY

O seguinte resultado é indispensavel nas demonstracdes efectuadas neste
Capitulo.

TEOREMA 9.2 Seja um nicleo k(x) € Li([0,b]), 0 < b < o, 0 qual satis-
faz a condigéo (9.4). Entdo paracadap em 1 < p < « existe um A = 4, >0,
dependente de p , tal que com ¢ € L,(0,b) é vélida a desigualdade

<Alel
Ly(0,6)

Lp(0,6)°

Ix) [ kG~ D)t
0

(9.8)

para qualquer fungdo I(x) tal que

sup
0<x<50

< 00,

I(x) j k(t)dt
0
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(9.9)

e
[(x)]£C, g <x<b<co.
(9.10)
DEM. A demonstracao baseia-se no facto de o operador
(Ap)(x) = x) [ k(x = Do(t)at,
0
9.11)

ser dominado, numa vizinhanca da origem, pelo operador maximal de Hardy

x+h

(Mp)) = sup 3 [lp(®)lds, 0 <x<b,
h>0 —h
(9.12)
devido a monotonia do nucleo perto da origem.
Em (9.12) admite-se o prolongamento por zero da fungdo ¢(¢) para além do
intervalo [0, 5].

Pelo Teorema de Hardy-Littlewood para fungées de L,(0,5), o operador M é
limitado no espaco L,(0,5) :

Mo || L, (0,6) < Clol L,(0,b)? I <p <o
(9.13)

ver, por exemplo, [STE.2].

Com as hipéteses (9.4),(9.9),(9.10) é valida a seguinte estimativa pontual

< C(Mo)(x),

I(x) [ kx = 0p(0)dt
0

(9.14)

para quase todo 0 x € (0,&0), onde gy € 0 numero da propriedade (9.4).
A demonstragao de (9.14) baseia-se na particdo do intervalo de integracgéo:
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-+l x

Ik(x—t)(p(t)dt Z j k() p(x — £)dt.

m=1 2ty

(9.15)

Pela propriedade (9.4) :

Q-+ I x=2"My

<Zk(2-f"x> [ oG- niar = Zk(ﬂx) [ lo@a <

27y x-—2 —tn+l x

j k(x — ) (£)dt

o X427y 42-MHly
<2k [ jeld = Zk(zmxx)czz-m)[ﬁz,,, | |<p(t)|dt}
m=|

x=2 —m+| x— 2-m+1x

(9.16)

Com A =21y obtemos:

X2y x+h
S5 | e@iar = & [lo@r < (Mp)x).
x=2 —m+l X x-h

A partir de (9.16) :

j k(x — £)o(£)dt

< Ax)(Mp)(x), com A(x) = Zk(2"”x)(x22‘”’)

m=1
(9.17)
A fungdo A(x) pode ser estimada através do nlcleo k(x) :
-+ ] x 2-m+l
jk(z)dr Z [ k> Zk(Z‘”‘“x) j dt = Zk(2-m+1x)(2-mx) =
m=| 2=y =My

= zw:k(Z""x)(Z"”‘lx) > % Zk(2‘”‘x)(2""x) > %A(x)

1

[ee]

m=0 m
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(9.18)

Portanto de (9.17) e (9.18) obtemos:

I(x) j k(x — O)o(2)dt
0

< S(I(x) j k(t)dt)(M(p)(x),
0
(9.19)

e por (9.9) chegamos a (9.14).
Entao em virtude da limitagdo (9.13) obtemos

”M(p”L,,(O,eo) = C”(P” L,(0,c0)° l<p<wo, em [0,80]-

No intervalo [g9 5] a limitagao é trivial visto que /(x) é limitada em [go 5] por
(9.10) e k(x) € um nucleo integravel naquele intervalo. M

COROLARIO 9.3 Admita-se que um nucleo de Sonine k(x) € L,([0,b]) e
0 seu nucleo associado [(x) satisfazem a condigdo de monotonia (9.4) e
que I(x) é limitado para gy < x < b < w. Entdo ainda é valida a desigualda-
de (9.8).

Observamos que no Teorema 9.2 apenas k(x) obedece a (9.4);no Corolario
9.3 k(x) e /(x) obedecem ambos a (9.4), mas é dispensada a condigdo
(9.9) relativa ao supremo.

DEM. Visto que k(x) e I(x) satisfazem (9.4), basta referir que a condi¢édo (9.9)
é satisfeita automaticamente devido a (4.10). Temos

I(x) j k(x ~ Do(t)dt
0

< S(Z(x) j k(r)dt)(M(p)(x).
0

Como /(x) satisfaz (9.4) em (0,¢0) e é limitada em [go, 5] € k(x) é integravel
podemos logo escrever

< CMp)(x), 0<x<b,

I(x) [ kG = p(0)ar
0
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e daqui se obtém de novo a desigualdade (9.8). W

EXEMPLO 9.4 Seja,

k)= 0ca<1, e Ix)= '

x! x(1+In"x|) *

E facil verificar que as condi¢bes (9.9) e (9.10) sao satisfeitas neste caso. Entéo

X

fIn" (x=1)]
,\"'(|+|I|i'l"'.‘(l) {X_”]_fq—(p(t)dt = 4 ” ¢ " Ly(0h)°
0 L(0,6)
com l<p<owo e 0<b <o

(9.20)

10. INVERSAO DA EQUAGAO INTEGRAL DE SONINE EM L,(0,b)

10.1 O OPERADOR INVERSO TRUNCADO

Vamos considerar a truncatura na origem do operador (9.3) na forma

1))+ | T (O[fx— ) —fx)]1dt, se x>,
(K:'Nx) = I
1(x)f(x), se 0<x<e.

(10.1)

Por vezes é conveniente escrever

(KNG = 1)) + (PN ), 0<x<b.

(10.2)

onde

I'Ofx—1) = fx)]dr, se x>,
(PN(x) = I
0 se 0 <x<e

(10.3)
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10.2 O NUCLEO N,(s)

Vamos procurar uma representacao integral do operador truncado K;!f
para f < K(L,) e, neste sentido, vamos utilizar o nucleo N,(s) introduzido
no Capitulo I, ver (5.17) — (5.19).

10.3 REPRESENTAGAO INTEGRAL DO OPERADOR INVERSO
TRUNCADO

LEMA 10.1. Seja um ndcleo de Sonine k(x) que satisfaz (9.4) e (9.5) em
[0,6], 0 <b <o, f=Keo, ¢ €Ly(0,b), | <p <. Entdo para o operador
(10.1) e valida a representagéo,

(K:'N(x) = [ Ne()p(x - s)ds, se &<x<b.
0

(10.4)

DEM. Para f= K¢ obtemos

X

o= 1) =) = [[kals = 1) = )l (x = s)ds.
0 (10.5)

Substituindo (10.5) em (10.3) e usando o Teorema de Fubini obtemos:

(PN = [ 1O~ 1) ~fe)at = [10) [lhals = 1) = ks)Jp(x = )l
€ £ 0

Pelo teorema de Fubini daqui obtemos

(WeH(x) = J.Aa(x,s)qo(x—s)ak, X > g,
0

(10.6)
onde

Ag(x,s) = .[l'(t)[kJ,(s—t)—k(s)]dt, x> e

€
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Obviamente, como k.(s—¢) =0 se s < ¢, obtemos ainda

Ae(x,5) = jz’(t)k(s — 8)dt - k(s) j I'(t)de = j I (ks — t)dt — k(s)[I(x) - I(&)] =

= ]i/s(s) - k(s)El(x).

Por (10.6),

Y Nx) = IAAx,s)go(x —38)ds = J.Ne(s)(p(x —8)ds - I(x) I k(s)p(x —s)ds =
0 0 0

- J.NE(S)(P(X - 8)ds — I(x)f(x),
0

e por (10.2) obtém-se a formula (10.4). H

10.4 PROPRIEDADE DE APROXIMAGAO A IDENTIDADE DO
NUCLEO N,(s)

O lema que se segue ja foi demonstrado no Capitulo | para o caso de b = w,
ver Lema 5.4. Vai aqui ser demonstrado para o caso de 5 < .
Comegamos por definir o ntcleo prolongado:

¥o(s) Ne(s), se 0<s<b,
e\§) =
0, se s ¢ [0,b].

LEMA 10.2. Se um nicleo de Sonine k(x) satisfaz (9.4) e (9.5) entédo o nu-
cleo prolongado N.(x) tem as propriedades do niicleo de aproximagéo a
identidade:

0

sup ||N:(s)|ds < o,

O<e<
8500

(10.7)
lim [Fe(s)as =1,
0

(10.8)
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lim [INes)ds =0, 6> 0.
)
(10.9)

DEM.

a) Utilizando a expressao (5.19) de N¢(s) obtemos

© € b
[I¥e(s)1ds = 1(e) [ k(s)ds + [Ve(s)lds, 0 < e < eo.
0

0 €

Para 0 < ¢ < gy o primeiro termo do segundo membro ¢ limitado devido
a (4.10).
Usando a representacdo (5.17)

Nels) = I(e)[k(s) — k(s — €)] - j I(s - Ok (t)dt, com s > g,

S—€
podemos escrever

b b b K
[Ive(s)lds < 1) [lk(s) = k(s — e)lds + [ s [ |1ts =k ©)a.

E S—&

Por (9.6)
I(e) }Ik(s) —k(s—€)lds = C < .
Seja 6
I = }ds j |I(s — Dk (£) | dt.

Trocando a ordem de integragdo obtemos

tHe b-¢ te b

E b
1= €@t s - t)lds + | €'ty |ae [ 1iGs - O)lds + [ |& ) |ae [lucs - s
0 € € t b—¢ ¢

53



Por (4.15) e para 0 < ¢ < gy obtemos a limitagdo uniforme:

e

ﬂk'(t)|dt J-]l(s— £)|ds = j|k‘(t) |ar f|1(s)|ds <1
0 z 0

et

Por (9.7) e para 0 < ¢ < g9 obtemos analogamente:

b—¢ t+e

b-¢ € E b
[ €@ |ar Jitcs = £y1ds = [ ¥ @)ar [lics)1ds < ju(s);dsﬁk’(t) |dt < oo.
g l € 0 0 &

O ultimo integral na expressao de I é limitado e tende para zero quando ¢ — 0.

b) Vamos demonstrar (10.8) a partir da representagéo (5.16) de N,(s).

w© b b
j Ne(s)ds = i(s) j[k(s) ~ k(s —8)]ds + f [ -4 4,(5) ]ds,
0 0 0

(10.10)

com Ay(s) = [ (ks — 1), s > .

€

Observamos que,

b b b€ b
[Tk(s) = k(s — )1ds = [ k(s)ds - | ks)ds = [ ks)ds.
0 0 0 b-¢
Entéo,
b b
I(g) j [k(s) — k(s — €)]ds| = |ie) j k(s)ds|.
r 0 b—e
b
Seja & < £. Entdo j k(s)ds| < Ce onde C = max Ik(s)|-
b-€ <Lz

Para o termo restante em (10.10) tem-se

b b
[[44:05)Jds = 4e(b) - Acte) = [ HeIK(B =ty

£
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Atendendo a (1.2) € entao possivel escrever

b ©
lim [uokp-nar=1 ou lim [ Fe(s)ds = 1.
0

€

¢) Vamos demonstrar (10.9) a partir da representagao (5.17) de Ng(s)
para s > g, € vamos considerar ¢ < §. Temos

© b b €
lim [ [Ne(s)lds < lim j (&)lk(s) - k(s — &)]ds + lim j ds j 1(e) |k (s 1) |de
M) ) ) 0

= lim/} + lim I2.
e-0 -0

Para o primeiro termo lirgllg, com 0 <eg<d,javimos que
£

=

b
I(e) j' k(s)ds
b-e

b b
I(e) j Ik(s) — k(s — €)|ds| < |I(e) j]k(s) — k(s €)|ds
) 0

< Cel(e) >0 quando ¢—-0, C= 11[1£v;]|k(s)|.

Portanto
lirgl Il =0.

Vejamos o segundo termo lir(r)x]%. Escolhemos ¢ < % e obtemos
E—

£

b € b
B = [ds[ue)|k's—1)|dr = [ ey [|K (s~ )] ds =
) 0 0 'y
£ b—t € b
N J.l(t)a’t [ 1K @)]as < j I(¢)dt j |K'(s) |dis,
0 o—t 0 5~

expressao que tende para zero quando ¢ - 0. B
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10.5 O TEOREMA DA INVERSAO

TEOREMA 10.3. Admita-se que um ntcleo de Sonine k(x) satisfaz (9.4) e
(9.5) em [0,b], 0 < b < 0. Entdo para toda a funcdo S=Ko, ¢ € L,(0,b),
1 < p < o0, a solugdo ¢ calcula-se pela férmula

p(x) = K7 fx) = I()fx) + I I (Ofx = 1) = fx)
0

(10.11)

e a convergéncia do integral em K-'f= lin(’)l K;'f é a convergéncia na
£
normade L, :
. _] - .
ImlKe /=l gp =0
(10.12)

DEM. Pretendemos provar (10.12). Utilizamos a representacéo integral (10.4)
de K;'f com f=Kg,

(K:'N(x) = [Ne(s)p(x —s)ds, se &<x<b,
0

K:Hx) = 1)), se 0<x < e.
Obtemos:

”K;]f_ o ” L(0.,b) < + ”l(x)/(x) ” Ly(0.¢) +

L,;(E,b)

0(x) = | No(s)p(x - 5)ds
0

+ o(x) || L,(0,e)
Usando as fungGes caracteristicas:

Xep)(x) =1 se x € [g,b] e x =0 em caso contrario,
Xpex) =1 se x € [0,e] e x =0 em caso contrario,

e a designagéao
(Aep)(x) = [ Ne(s)p(x —s)ds, x > 5,
0
podemos escrever
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(K H0) = 9(x) = 11 ()(Aep)(x) = 9(x) + £ 0.1 ()(xIAx), 0 < x < b,

ou

(K'NG) = 0(x) = 2161()(Ae@)(x) = 2101 (X)P(x) = 211 ()P(x) + 10, ()HEIRX).

Entédo

IKENE = 0@ 05 < 1)) = 0 0y + NV 0+
+Ho@ 00

Pela desigualdade generalizada de Hardy (9.8) :

G 0.0y = < Aol L0,y

L,(0,e)

I(x) j k(t)o(x — t)dt
0

pelo que
KNG =9GN g < 1(B:0)X) = 90 0y + (1 +DIPE g0,
Além disso
lim(1+4) |96l 0.y = 0.

Resta observar que

1(Aep)() = 9 ey = <

[ Ne()o@x - 9)ds - p(x)
0

Ly(e,b)

#() = | Ne(s)p(x - 5)ds

—00

<

>

L,(R)
(10.13)

com,

o(s) = p(s) se se[0,b] e P(s) =0 em caso contrario,

Ne(s) = Ne(s) se se[0,b] e N.(s)=0 em caso contrario.

Entédo pelo Lema 10.2 e pelas propriedades do operador de convolugéo
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(Ap)(x) = I Ne($)P(x — s)ds num espacgo de Banach, Lema 2.3, tem-se,a

partir de (10.13)

lim | 9G) ~ [ Ne()p-ds | =0,
g Ly(R)
e, portanto
lim |l p(x) — [ Ne()(x - 5)dis 0. m
0 Ly(eb)

10.6 O CONTRADOMINIO DO OPERADOR INTEGRAL DE SONINE

O contradominio do operador integral de Sonine é definido por,

KILp(0,5)] = {f: fix) = (Ko)(x),p € Ly(0,5),1 < p < oo},
(10.14)

que designamos, abreviadamente, por K(L,).Vamos enunciar e demonstrar
um teorema que da as condi¢des necessarias e suficientes para que uma
funcéo pertenca a K(L,).

TEOREMA 10.4. Admita-se que um nicleo de Sonine k(x) satisfaz as condi-
¢bes (9.4) e (9.5) em [0,b], 0 < b < co. Entdo uma fungéo f e L1(0,b), perten-
ce ao contradominio K(L,),1 < p < «, se e s6 se

Ix)f(x) € Lp(0,),

(10.15)
e for satisfeita uma das seguintes condigdes:
Ly

i) g@wyeLAam,

(10.16)
ou

if) oS::Ez,“TEf” Lyp) < %

(10.17)

DEM.

a) Condigoes necessarias

Seja fe K(L,).

Queremos provar que se verificam as condigées (10.15) — (10.17).
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A propriedade (10.15) decorre da desigualdade generalizada de Hardy (9.8).
A condicéo (10.16) foi provada no Teorema 10.3. De facto pelo Teorema 10.3
existe o limite

p(e) = i K:'f0x) = i) + (2 )
e portanto

(Lp)
lim(¥ef)(x) € Ly(0,b).

A condigdo (10.17) deduz-se da representagao integral (10.2) de K;!f

K;fix) = I0)f(x) + (Pef)x),

e da propriedade (10.7),

o0

sup [INe(s)lds = M < o,

O<e<eg

Realmente, usando )
(Aep)(x) = INS(S)(p(x —8)ds, x> ¢,
podemos escrever 0
(K'N() = x10000) (Ae@)(x) + x10.3(x)I(x)Ax), 0 < x < b,
IRN ) S 12EaE @) + 1H0ACHEA -
Utilizando a desigualdade de Minkowski e admitindo a invaridncia da norma

a translacéo, obtemos para o primeiro termo do segundo membro da ultima
desigualdade obtida

!

Falta observar que ”X[O,E](x)l(x)f(x)|||_I,(0’b) < GO || LOe) = const..
Portanto

12EaE AP L 04 = 1(A@)E s =

P .f_l* X b ll’
a!x} ste(f)dr[Ilqo(x—t)l”de =
0

E

X

| Ne(p e = e
0

= 19 o [INe(Olt < o0.
0

sup ” (Kglf)(x) ” L,(0,6) e

O<e<b
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€ como

(K5'N0) = 1)Rx) + (Fef)(x), 0 < x < b,

o resultado (10.17) fica assegurado.

b) Condigdes suficientes

Seja I(x)f(x) € L,(0,b) e fe Li(0,b) e admita-se a validade de uma das

condigbes (10.16) ou (10.17).

Queremos provar que existe ¢ € L,(0,6), 1 <p <o, talque f= Ko e

fe K(L,).
Observamos que (¥.f)(x) fica bem definido.

De acordo com (10.2) definimos

9e(x) = [)fx) + (YN(x) € L.

Vamos provar que

(Koe)(x) = (ANH),

com
(ANG) = pe(x) + j No()fix - £)dt, & < x < b,
0

(ANHx) =v(x), 0<x <k,

onde N¢(¢) é o nucleo de aproximagao a identidade (5.18) e

Le(x) = j k(x — D) - 1)), € < x < b,
0

v(x) = j k(x — OORD, 0 < x < &
0

Seja x > &. Para provar (10.19) temos de acordo com (10.3)
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(Kgo)(x) = [ kGx = DA + (L) ]de =
0
- j F(x — t)lil(t)f(t) + I ' ()AL - s) —f(t)]ds:Idt -
0 €

— [ ke = e + [ ke - t)dt{ [ F@-emerds - o - z(s)]}.
0 0 0

Portanto
(Kge)(x) = j k(x — OIOAL)dE + I(e) j k(x — Of()de +
0 €

X—€ x-&

+ [ A& [ k- -p) @)y
0 €
(10.23)

Utilizando (5.18) temos ainda

Ne(x) - I(e)k(x) = j I O)k(x = p)dy, € <x < b,

€

Entdo (10.23) toma a seguinte forma:

(Kpe)(x) = [ kGx = )IOAD: + I(e) j k(x — Of(t)dt +
0 €
+ [ AEEEINx - &) - le)k(x - £)] =
0
= [ kex = 010 + iGe) j k(x — E)fCt)dt +
0 3

X—€

+ [ NeGr =& - U(e) [ hx - ERENE.
0 0

Fazemos as seguintes transformagdes:

[ e -amerds = [Nofix-na,
0 E
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I(e) j k(x — OA)dt = I(e) f kQx — )RE)drt — I(e) j k(x — ORE)dt.
€ 0 0

Combinamos resultados:

X—E

[ kG-t = i(e) j k(x — OAt)dt.
0

X~—E

I(e) j k(e — ORE)de — I(e)
0
Portanto

(Koe)(x) = j ke = DIOAEEE = U(e) [ kGx = Of)de + I(e) [ k- 0fteyde +
0 0

+IN£(t)ﬂx — f)dt,
Ainda por (5.19) E
i(e) | kGx - Ofte)ds = jl(s)k(t)f(x = 8)dt = [ ()t~ et
- 0

X—€ 0

Entao

(Kpo)(x) = [ kGx = 0[i0) - () A)dt + [ Ne(t)fa - ryar + J.Ne(t)f(x —f)dt =
0 0 €

= [ k= 0l - W)Wyt + [ Ne(Oftx - 1yt =
0 0

= pe(x) + [ Ne(Oftx - 1), € <x <b,
0

que é a primeira linha de (10.20).

A segunda linha de (10.20) é dbvia pela definigdo de v(x).

Para completar a demonstragéo das condigdes suficientes precisamos de
passar ao limite quando ¢ - 0 nas representagées (10.19) e (10.20).

b:) Suponha-se que & valida a condigéo suficiente (10.16) além da condicao
ja assumida (10.15). Como

@e(x) = L0)fTx) + (PN (x),
(Lp)
as fungdes ¢.(x) convergem em L,. Escrevemos, entéo, o(x) = lin(‘)l Pe(x).

Vamos ver que, de facto, se tem f= Kp.
Pela continuidade do operador K em L, é suficiente verificar que
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(Ly)
=Ko = linaK(p&
£

(10.24)
Por (10.19)

(Kee)(x) = (Agf)(x),
obtemos

| (Kee)(x) = fx) |l Lb) S + ) |l Ly0e) T

Lp (e,b)

[ Ne(O)ftx - e - fix)
0

+{ pe ) || Ly(5b) + {[ve(e) |l L,(0,)"
ou

I(Kepe)x) = f) M 0p) < + ) L0 +

L,(0,b)

INe(t)ﬂx —)dt - fx)
0

+ e Lo T [veC) |l L,(0.6)"
(10.25)

Como N.(t) € um nucleo de aproximagéo a identidade pelo Lema 10.2, o
primeiro termo do segundo membro da desigualdade tende para zero
quando & - 0, de acordo com o Lema 2.3.

Como f e v estdoem L,(0,5) os termos |fx) || L,0e) € lveG)l L,(0e)

tendem para zero quando ¢ - 0.
Para provarmos que || u:(x)|| Los ~ 0 observamos que I(g) < I(¢) em (10.21)

desde que 0 < ¢ < g.

Entao

Ho(x) < [JCx = DIOAD I,
0

e pelo teorema de Young (valido na recta) e atendendoaque kL, e
ifel,,

[l e () | L,(0.b) < ”k(x) I L;(0,6) [14(x )Ax) I L,(0.6)°

e esta expresséao tende para zero quando ¢ - 0.
Portanto, de (10.25) obtém-se no limite quando ¢ - 0,

lim | (Ko< )(x) = /) | o) = 0,
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ou

(Lp) (Lp)
f= lein(}K(pg = K(lirg(pa) = Ko,
isto &, existe ¢ € L,(0,b) talque f=Kpe fe K(L,).
b,) Admita-se agora que ¢ valida a condigéo suficiente (10.17)

sup ”\Pef”Lp(O’b) < 00,

O<e<h

condigéo que implica a limitagéo do conjunto {Yef} oo

Sabemos que os conjuntos limitados de L, p > 1, sdo fracamente com-
pactos, isto &, para cada sucesséo nestes conjuntos existe uma subsuce-
ssao fracamente convergente,[SCH],p.198. Como {¥f} .. € limitado e aten-
dendo a (10.18) concluimos que existe uma subsucessao {e;} tal que Qs
converge fracamente para uma certa fungio ¢ € L.

Entéo pela representacgao (10.19), ja demonstrada, tem-se

(Kpe)(x) = (Ae)(x),

e podemos passar ao limite fraco.

Como A.f converge fortemente (na norma) para 1, entdo também conver-
ge fracamente para f. Portanto,

(w) ()
l{i_rgK(psk = K(]‘iﬁn&(pek) = Ko,
e por (10.20) e (10.21) e pelo Lema 10.2
2
lim(Ao)(x) = £
que implicam o resultado K¢ =f, W
11. EXEMPLOS
Vamos ver exemplos tratados em L,(0,5), 0 < b < .

EXEMPLO 1. A equagao integral,
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In( L) +4

Ko(x) = L | = p(0di = fix), 0<a < 1, A€ R,
0

(11.1)

foi estudada por Volterra, [VOL.2] . Volterra obteve a solugdo na forma
0(x) = 4 | palx - D)L,
0

onde u,(x) é a funcéo especial de Volterra

_ - ghi _ra
Ha(x) _I My 9 =y 4
0

(11.2)
Neste exemplo temos portanto os nucleos
k(x) = £==[In() + 4],
(11.3)
I(x) = pa(x).
(11.4)
Verifica-se a relagao
I'(x) = Ha(x) = p1sa(x)-
(11.5)

De facto:

o0

[(x) = £ [ geegr = [ L0020 gy - [ 00t g -y ().
0

T(1—a+t) C(1-a+t) I(r-a)
0 0

As condigcdes (9.4) e (9.5) séo satisfeitas. A monotonia de /(x) = pu,(x)
perto da origem deriva do facto de ser I'(x) = u1..(x) < 0 perto da origem,
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como se verifica atendendo a expressdo assimptoética de uy..(x) na vizi-
nhanga da origem, [ERD], sec¢éo 18.3:

Lieg(x) = —C2) {1 + O[W]} quando x - 0.

2 n(1/x)

(11.6)
Podemos entdo enunciar um corolario dos Teoremas 10.3 e 10.4.
COROLARIO 11.1 A solugéo tnica da equagéo,
Ko(x) == ! j NG o dr = fix), 0 <a <1, deR
(p . r’(a) (X'-f)l-u (p k) 2 2
0
no espago L,(0,b), 1 <p < oo, é
#(x) = Ha(X) + [ ra()Ax = 1) - fix)
0
(11.7)

considerando a convergéncia do integral na norma de L,,((10.1) e (10.12)).
O contradominio K(L,) é constituido unicamente pelas fungdes f(x) tais
que

sup J.,up,a(t)[f(x — 1) — fix)]dt < .
e Ly(e.b)
(11.8)
EXEMPLO 2. Este exemplo é devido a Sonine,[SON.1]. Sejam
Jv(2J7)
oy = =)
(11.9)
Lo (24%)
(x) = T O0<v<l
(11.10)

Como I'(x) = I,»(2/X)/(J%)*” as condigdes (9.4) e (9.5) sio satisfeitas.
A partir dos Teoremas 10.3 e 10.4 podemos ent&o enunciar o seguinte
corolario :

COROLARIO 11.2 A solugéo dnica da equacéo integral
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Ko(x) = i%g?@mw=ﬂﬂ,0<v<h
0

(11.11)
no espago L,(0,6), 1 < p <, é dada por
1y (2Jx) l2(2J1) _
o(x) = 28 flx) + j S e - 0 - ),
(11.12)

com a convergéncia do integral na norma de L, e o contradominio K(L,)
descrito pela condigéo

sup
O<e<b

< 0o,

J 12@ DT x = 1) = fix)

Ly(e,b)

EXEMPLO 3. Seja a fungao hipergeométrica confluente (fungdo de Kummer)

O(B;a;x) = gx%,xeR
=0
(11.13)
As fungoes
k(x) = 250(B; a5 7x),
(11.14)
e
l(x) = [“E\'l-fn) (D(_ﬂ;l - aQVx),
(11.15)

com 0<a<1, B,y €R,y>0, sdonucleos de Sonine. Visto que a equagao
(1.2) é equivalente a relacéo

Lkp)Li(p) = 1/p,

(4)
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para as transformadas de Laplace, é suficiente verificar (4).

O célculo da transformada de Laplace é feito directamente sobre as séries
que definem ® em (11.14) e (11.15) obtendo-se:

Lp) = 2=, Lip) =22 55y

-r)?’ phbe’
(11.16)
Utilizando a férmula
L [xb'D(a; b;x)] = (b~ 1)xt20(a;b - 1;%),
deduz-se
I'(x) = [UL(=a)x"*](-B; —a; yx),
(11.17)

e as condigbes (9.4) e (9.5) sdo satisfeitas. Podemos entdo enunciar o
seguinte corolario:

COROLARIO 11.3. A solugéo unica no espago L,(0,b) da equagéo integral

) .[(x — 0 O[B; a7 (x — )]p(t)dr = flx),
0

(11.18)
é dada por
9(x) = Ry @B 1 —asyx)fix) +
trs [ A OBy ) - 1) - f0)1dt,
0
(11.19)

com a convergéncia do integral na norma de L, e o contradominio K(L,) des-
crito pela condigéo

X

JQ )0 B5-esye)ftx ~ 1) - fox) e

€

sup < oo,

O<e<b

Ly(e.b)
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EXEMPLO 4. Seja a fungdo generalizada de Mittag-Leffler

Eop(x) = R:T’;m
k=0
(11.20)
Temos o seguinte par de nucleos de Sonine,
k(x) = ’rf::) -7, 0<ax<l, y>0,
(11.21)
[(x) = x°E1_g)-a(yx"),
(11.22)
0 que pode ser verificado através da transformacao de Laplace.
Temos ainda
l’(x) = x""E)_qa(yx%),
(11.23)

expressao que permite confirmar a validade das condigdes (9.4) e (9.5).
Entao:

COROLARIO 11.4 A solugéo (nica em L,(0,b) da equagéo integral

X

Y— a~|
Ko(x) = [[ 55— 7 Jo(odt = fx), 0<a <1, y>0,
0

(11.24)
é dada por

P(x) = ¥ E1a1-a(rx ) + [ 1B oo (re®)[flx - 1) = i) ek,
0

(11.25)

com a convergéncia do integral na norma de L, e o contradominio K(L,)
descrito pela condi¢do
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sup
O<e<bd

< oo,

[ 1B aa Gt = 1) = fl) el

L,(eb)
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ll. RELACOES ENTRE OPERADORES INTEGRAIS
VIA INTEGRAL SINGULAR

12. PRELIMINARES
12.1 A TRANSFORMAGAO DE FOURIER

A transformada de Fourier de uma fungéo f < L;(R) sera definida por

oo

FRE =1&) = [ e¥finydr, & <R
(12.1)
A transformada inversa sera definida por

FIf) = Jey = f) = L [ eshe)ae.

(12.2)

Para fungées fe L(R) as transformadas ](5) e A(¢) sdo fungdes
continuas e limitadas que tendem para zero quando |£| » .

Se *f(t) € Li(R) para todo 0 o tal que 0 < & < n, entdo f(&) e )
admitem derivadas continuas e limitadas até a ordem #.

12.2 NOTAGOES. TEOREMAS AUXILIARES.

Para os operadores integrais que queremos relacionar usaremos as se-
guintes notagées:

X

Kap)(x) = [ kx - Do, (K-p)(x) = [ Kt -x)p(0)ek

(12.3)

E bem conhecido que

FL(k* )1(E) = k(E)(E).
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(12.4)

Recordamos o Teorema de Mikhlin sobre a limitagéo do operador de convo-
lugdoem L,(R), 1 <p < .

TEOREMA DE MIKHLIN

Seja I}(cf) a transformada de Fourier do nicleo k(x) e admita-se que
k(&) = m(&) € uma fungédo que satisfaz as condigbes

mE)<C<w e [m'(E)|<C<w, £cR.

Entéo o operador dado por F'mJF, apenas por exemplo num conjunto
denso em L,, é limitado em L,(R), 1 < p < .

TEOREMA DE YOUNG
Se k(x) e Li(R) e ¢(x) € L,(R) entdo verifica-se ||k x (pll,_p < Ikl ||(p|||_p.
CRITERIO DE MIKHLIN-HORMANDER,[STE.2],p.96

Seja uma fungdo m(x) e C[R\{0}].
Se

1) |mx)| <B <o,

2)  sup R® I |m'(x)|2dx <B <o,

O<R<o0
R<x|<2R
entdo m(x) € multiplicador de Fourier para L,, 1 < p < .
12.3 UM LEMA SOBRE MULTIPLICADORES DE FOURIER

O seguinte lema sera utilizado quando tratarmos das equacgées generaliza-
das de Sonine.

LEMA 12.1 Se N(&) for um multiplicador de Fourier que satisfaz as con-
digbes do Teorema de Mikhlin e se inf |A +N(§)| > 0, entdo a fungéo
&eR
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1/[4+N(&)] satisfaz as mesmas condigdes.

COROLARIO 12.2 Se inf|a+bA+bN(E)| > 0, onde a,b séo constantes,
el

e N(&) satisfaz as condigbes do Teorema de Mikhlin, entdo o operador
(N®)(x) = [ Mi(x - 1)g(e)at & limitado em  L,(R),1 < p < e, com
R

Nig) = —

a+bA+bN(E)

13. RELAGAO ENTRE OPERADORES INTEGRAIS VIA OPERADOR
SINGULAR

13.1 DEFINIGAO DE NUCLEOS NA RECTA REAL
O objectivo é determinar um operador S tal que

K,p = SK_¢ , para um nucleo k(x) € L*(R,),
(13.1)

pelo menos no caso de "boas" fungdes .

Consideremos entdo um nucleo de Sonine k(s) localmente integravel em R.,.
Prolongamos um nucleo k(x) do seguinte modo:

o) { K)o s>0, { k(-s), s<0,

0, s<0O. 0, s> 0.
(13.2)
Entéo
(Kig)() = [ k(e = Dp(0el.
b (13.3)
(K-9)(x) = | k-(x = Do(0)at.
B (13.4)

Utilizando (12.4) obtemos:
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FIK:0)(6)](E) = k=()(&),

(13.5)
e
fs(€) = j ks (t)dt = j et k(1) dlt,
—o 0
(13.6)
13.2 ARELAGAO K, = SK_
Calculamos a transformada de Fourier de ambos os membros da igual-
dade (13.1) :
FIR+9(x)}(E) = FISK-p(x)1(€) = FISHE)FTk-1(E) Flpl(€),
e portanto
_ Tk
(13.7)
Assim, formalmente,
= —I. _igx_;ﬂ
S(x) = 4 J' ez,
(13.8)
13.3 ARELAGAO K,T = K.
Admitamos a existéncia de um operador T tal que
KiTo = K_gp,
(13.9)
pelo que
T = K{'K_.
(13.10)

Queremos calcular
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(Te)(x) = [Ki'(K-9)1(x).
(13.11)

para fungdes ¢ € C¥ (R).
Pelos resultados do Capitulo | temos, pelo menos formalmente,

X

p(x) = (Ki'NHE) = (KNHx) = 4 .f I(x = O)fCt)dt.

(13.12)

Substituindo a expressao (12.3) de (K_¢)(x) em (13.12) obtemos:

(K7 (K-9))x) = & [ 10~ 0)dt [ ks~ )p(s)ds.

-0

Mudando a ordem de integragéo no integral iterado obtemos

min(x,s)

(K3 (K-p)J) = & [ olo)ds [ 1= 0)k(s— 0yt

(13.13)

N&o podemos derivar sob o sinal de integral , pois o integral obtido ndo con-
verge quando x = ¢ Introduzimos uma expresséo auxiliar truncando o para-
metro x :

(JE(P)(x) =
- [ [ ots)ds j (x— Oks =)t + | p(s)ds [ l(x—t)k(s—t)dt:l =

= |:I @(s)A(x — s)ds + qo(s)B(s—X)dS:|,

0 X+€

com

A(x) = J.k(t)l(x +0d, x>0,
0

B(x) = [ IOk +0dt, x>0,
0 (13.14)
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Entdo definimos

X—& o0

[KMKwH&)=&g%[I¢@M&—Q$+fw@ﬁ@—ﬂﬁ

—0 XtE

Repare-se que pela construcao efectuada tem-se
K3 (K-p) = & lim[(Jop)()],
ao passo que em (13.15) definimos

K;'(K-) = lim £ [(/ep) ().

}

(13.15)

Em geral é preciso demonstrar que estes resultados s&o iguais. Por agora

procuraremos um resultado final que depois podera ser justificado.

A partir de (13.15) obtemos:
[KI'(K-¢)](x) = lim L(Uep)(x)] =
= lim £ [ j 0(s)A(x — s)ds + f @(s)B(s — x)ds

~0) X+€

= lgip(f)][A(a)(o(x —g) - B(e)p(x+¢e)] +

+lei_{glliIA’(x—s)(p(s)ds+ I —B'(s - x)p(s)ds |.

= X+eE

Visto que ¢(x—¢)— @(x+¢) » 0 no caso de "boas" fungdes, obtemos

lim[A4(2)g(x - &) - BE)o(x +8)] = Ap(x),

com

A = lim[4(e) - B(e)] = lim j[k(t)z(t +8) — [(O)k(t + £)]dt.
0

Podemos desdobrar o primeiro integral, e fazendo u = ¢+ ¢ no ultimo

integral da expressao anterior resulta
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[ KOl + e)dr + [ Kyt + e)ar - [ 16e = e)k(tyar =
0

-4 £

= [ KO+ &) ~ 1 = e)de + [ k@)t +e)a.
0

E

Portanto A pode ainda ser representado na forma

A= 13{[/«0)[1(” £) = I(t - &)Jdt + [ K(o)l(e + a)dt].
[ 0

(13.18)

13.4 O NUCLEO SINGULAR A{(x) ASSOCIADO A UM NUCLEO DE SONINE

A partir da expressédo (13.16) podemos escrever:

ng|: [ 46~ 5)p(s)ds + | [——B'(s—x)](p(s)ds:l = | Mox - 9)p(s)ds,

B o _ (13.19)
sendo o nucleo N(x) definido por
Nx) = { A:(x), x>0,
-B(—x), x<0.
(13.20)
Portanto
(To)(x) = [KI'(K-9))(x) = Ap(x) + .fN(x—S)fp(S)dS-
B (13.21)

DEFINIGAO 13.1. Ao nucleo M(x) definido por (13.20) chama-se ntcleo
singular associado ao nucleo de Sonine (x).

A partir de (13.14) é ainda possivel a representacéo:
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Nx) = A'(x) = j KO (xc+0)dt, x>0,
0

o0

Nx) = -B'(=x) = j IOK (¢ —x)dt, x < 0.
0
(13.22)

13.5 A TRANSFORMADA DE FOURIER DO NUCLEO SINGULAR

TEOREMA 13.2. A transformada de Fourier do ntcleo singular N(x) é
dada por

_ ko
M) = k(@) A.
(13.23)
DEM. Usando o operador
(No)) = [ Mox = 5)p(s)ds,
podemos reescrever (13.21) na forma
(KK (K-9)](x) = Ki[Ap(x) + No(x)],
ou
K_¢ = K,[Al + N]o.
(13.24)

Como todos os operadores s&o de convolugao, a passagem a transformada
de Fourier conduz a

k(=€) = [ + MOk (&).
(13.25)

O resultado desejado é imediato. W

Podemos verificar a relagdo K.To = K_¢ para ¢ L,(R). Seja inicialmente
¢ € CF(R). Obtemos

FIKST - K)p(x)] = [k (=€) - k-(&) ]p(&) = 0.

Se nos restringirmos ao espago de Lizorkin ®(R) CF(R) noqual ¢(0) =0
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podemos afirmar que (K,T — K_)@(x) = 0. Por um conhecido teorema de Ba-
nach pode estender-se o resultado a ¢ € L,(R) visto que ®(R) é denso em
L,(R), [KAR.2],p. 93.

14. EQUAGOES GENERALIZADAS DE SONINE COM COEFICIENTES
CONSTANTES

14.1 DEFINIGOES

DEFINIGAO 14.1. Chamamos equacéo generalizada de Sonine com coefi-
cientes constantes a uma equacao integral de primeira espécie da forma

a j k(x - o)t + b [ k(t - x)p(t)dt = fix), x € R.

—c0 x

(14.1)

na qual a,b sdo constantes arbitrarias.

Nesta definicéo supbe-se b + 0. De facto, se fosse b = 0 regressariamos a
equacao integral de Sonine usual.

1
[(e)x'e’

0 < a < 1, € bem conhecido como equacgéo generalizada de Abel com
coeficientes constantes, [SAM.2], p. 622.

Um caso particular da equacédo (14.1) com o nucleo k(x) =

Utilizando (13.3) e (13.4) podemos ainda escrever:

aKip + bK_p = f.

(14.2)
Atendendo a ligacao entre K, e K. via operador singular T , a resolugéo de

(14.2) pode reduzir-se a resolu¢ao de uma equacao integral de Sonine do
tipo usual e a resolucédo de uma equacao integral singular.

14.2 RESOLUGAO DAS EQUACOES GENERALIZADAS DE SONINE
Aplicando (13.24) a equacao (14.2) obtemos

[(a+ b))+ bN]K,¢p = f.
(14.3)
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ou
K+[(a+1b)¢ + bNo] = f.
(14.4)

Para resolver (14.4) temos de comegar por resolver a equacéao usual de
Sonine, e em seguida temos de resolver uma equagéo integral singular

(a+1b)p + bNo = K;'f.
(14.5)

Se procurarmos solugdes ¢ em L,(R) entdo f deve pertencer ao espaco
Ki(Lp) = {f: /=Ko, ¢ € L,(R)}, de modo que K;'f € L,(R).
Se escrevermos ¥ = K.¢ em (14.3), obtemos

(a+bA)¥ + BNV =f,
(14.6)

onde ¥ e K.(L,) e fe K.(L,).Portanto a equagéo (14.6) deve ser resol-
vida em ordem a ¥, n&o no espaco L,(R), mas sim no espago K. (Lp).
Resolvida a equagéo (14.6) em K.(L,) e obtida a solugdo ¥, podemos en-
tao obter ¢ resolvendo a equacgéo de Sonine K, = V.

Pelas razbes indicadas (utilizagao de espacos diferentes) é preferivel traba-
lhar com a equagéo (14.4) em vez de (14.3).

As equacdes (14.4) e (14.3) s&o coincidentes para funcdes suficientemente
boas e podem coincidir em espagos maiores, por exemplo para fungdes

¢ € Lp(R) para valores de p tais que os operadores em (14.3) e (14.4) se-
jam operadores limitados.

A equagéo (14.5) tem, formalmente, solugéo Gnica se

inﬁga + b+ bNE)| > 0,
&e
(14.7)

0 que é o6bvio via transformada de Fourier.

Formalmente

_ Il £¢)
ox) = F [ a+Ab+bM(E) ](x).

(14.8)

Também formalmente, com

¢x) = (Nig)(x),
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(14.9)
(Nig)(x) = [ Mix - g0y,
R

(14.10)
se existir o nicleo N, (x) tal que
M) = a+xa4w(.;)
(14.11)
A condicao (14.7) com b = 0 equivale a afirmacéo
alb ¢ Re,
(14.12)

onde R é o contradominio da fungdo z = G(&) = -4 — (M)(&) = ";‘(;) isto &,

Rg € a curva descrita pelo ponto z quando & percorre a recta real.
14.3 EXEMPLOS

EXEMPLO 1. Seja a equacéo generalizada de Sonine com coeficientes cons-
tantes

X
a “r{x=1) _eTrl-x) _
M(a) 1) 1 (D(I)dt'l' l'(a) J. (=x)\-@ (t)dt _f(x)a
—0

ou
aKip +bK_¢p = f.
(14.13)
com o nucleo (x) e o nucleo associado /(x),
k) = w5 720, ae (1),
() = 7* + s [(eri0 )at
x
(14.13a)

i) Calculo de 4
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Por (13.17)

A= limA, = leirgl[jk(t)l(t+ £)dt ~ j IOk + €)dt
0 0
Por substituicdo obtemos:
_ v e grinw) o e e” _
Ae = () I[ fi-a (t+g) '~ :Idt-l- Ma)r(l-a) .[ {l-e I sl+e ds |dt
0 0 tHe

0

— a =Y (+e) o7
(a)C(1-a) ,[ ()1 J- o-ds |dt.
0

]

(14.14)
Reparamos que
e et
F(a) I: 1 () ]dt =0, ghando & G
(14.15)
o0 I+e 2]
Desdobramos o integral I em _[+_[ e obtemos:
I f He
_ e PR e .
}Le - ]—(ﬂ’)r(l—rz) _”: 1|—a (te) '@ ] I I+ dsdt
+e
e
= o J. P atadd) J. g~
T@)(I-a) J (e J e
0 ‘
(14.16)
Fazemos a mudanca de variavel ¢ = eu e obtemos
_ ag? e~V _ e—ye(l+l) e=r _
AIE - Ce)C(1-a) J.I: (- (H_])l—a ] J. glva d dt
0 &(t+1)
e(t+1)
_ ag? e~s(+l) e Ty
TEOr(-a) I ) J. oo asdt.
(14.17)

Fazemos a mudanca de varidvel s = eu nos integrais em ordema s e
obtemos

o]

_ P _ e—fl:(ﬂ-” eI _
A = Tar-a) J.I: IR ] _[ “a dsdt

t+1
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+1

o0
. a e re(iel) amre
M@ (-a) .[ G I v asdt.
0

1

(14.18)
No limite quando & — 0 resulta
=1 a1 a1
* = Taras .[[ A e T G ]dt'
0
(14.19)
Pela mudancga de variavel x = ﬁ obtemos finalmente
A = cos(arn).
(14.20)
ii) Calculo de A(¢)
Neste caso
k(@) = [ ek (dr = [ eerimi=tar = £ [ etenupiegr = e
0 0 0
Também
k(=€) = '(;f;r
Entao
V() = Rt _ e pegrlT)
ka(£) (y+ig) |y+i§|nelam:mn(-$-]
- eiaarctan('y—é)—iaarctan(;i) -1 = e—2iaarctan(%) -
Portanto
N(&) - e—2iaarctan($) —COS(aﬂ').
(14.21)

iii) Equagao generalizada de Sonine

Vamos resolver a equagéo (14.13).
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Comegamos por determinar K:'f. Pelo Lema 5.1 do Capitulo I, se I(x)
satisfaz a condicao lirgxl(x) =0 ese existir /'(x) € Li(¢,n) para todo

o intervalo tal que 0 < & < n < «, entdo tem-se
(KNG) = eo)fix) + [ = 1) = )l (1),
0

pelo menos para fungdes f para as quais o integral é convergente.
De (14.13a) obtemos

—r
l(x) - 1"(1 —-a) I-m )
assim como

I|l'(x)|dx <o, paratodoo &> 0.

£

Falta observar que

[o2]

llmxl(x) = llmxy + lim lim W ;’,_1: dt =0,

X

Entao pelo Lema 5.1 e para x > 0 obtemos

(K3NG) = Keo)ftx) + [[fix ~ 1) = Ax) U (1)t =
0

~£)=f{x) =t
= 7fx) - iy | LR g = ().
0

(14.22)

Como

N(f) — e—2iaarctan($) _ COS(OU!'),
resulta que

M) <2 < o,

Também

Rr! _ _—igarctan{ & -Ziay

R'(g) = g emm(F) (2 ),
e

eV )] = |pior £ =a<w
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Entdo o Teorema de Mikhlin afirma que o operador

FHUMEHE] = [ Mx - Do@)at,
R

é limitadoem L,(R"), 1 < p < o,
Aplicando a transformacgéo de Fourier a equagao (a+ Ab)¢p + bNg = g obtemos

A _ £(&)
q)(é) - a+bA+bN(E)

(14.23)

Observamos que

la+ b2 + BA(E)| = |a + pe2iazretan(5) | = 1ol

!bl +e—2iaarctan(%) I

Daqui é obvio que

infla + bA + bA(E)| > 0 se e sb se |a| = |b).

Nestas condigées

o(x) = FM(E)EE)] = Wixg)(x) = INI (x — £)g()at.
R

iv) Comportamento do nucleo singular A{x)

Vamos estudar o comportamento do ntcleo singular através do estudo da

funcdo M(x) = xMx), com o fim de obtermos M(0), M(—o0), M(0).
Apresentaremos os resultados na forma de um lema.

Observamos em primeiro lugar que a fungéo hipergeométrica confluente ¥(a, c;x)
pode ser definida , [ERD], p.257, por

I'(1-c¢)
[Ma-c+1)
onde @ é afungdo de Kummer.

I'(c-1)

Y(a,c;x) = @)

®(a,c;x) + x'®(a-c+1,2-c;x),

LEMA 14.2. O nicleo N(x) calcula-se pelas férmulas

2ye-rs
I(~a)

- 21.?’(1’; [W(1 +a,2;-2yx) + L(~yx)*' ], x <.

Y(1+a,2;2yx), x>0,
Nx) =

3
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(14.24)

Além disso
Mx) ~ 225 quando x - 0,
(14.25)
e N(x) tem crescimento exponencial no infinito
Y e X — +oo
—a axa+| > )
Nx) ~ (1;5 I))({Zr)"
_'_Zi’l_e}'x X — —00
Ta)x' : '
(14.26)
DEM.
a) Seja x> 0.
—axer% i il _
M(JC) n XN(X) = Ma)(1-a) (10 (ep) 1o dt =
0
= e .[ o711+ 1)~ e 20y
Co)r(1-a) :
0
(14.27)
A partir desta expressédo podemos calcular M(0*) :
= - a-1 —i-a g, _ sin(ar)
MO) = ity [+ 1 = e,
0
(14.28)
Se 4 =cos(ar) # 0 ainda podemos escrever
M(0*) = ftan(ar), com a#*k+L, k=0,12,..
(14.29)

Usando a férmula 2.3.6(9), p. 324, volume 1, de Prudnikov, [PRU],

86



It"’" (t+z)Pe?dt = T(a)z?¥(a,a + 1 - p; pz),
0
Rea > 0, Rep > 0, jargz| < =,

(14.30)
obtemos
jta-' (1+ )7 21t = T(a)¥(a, 0; 2y).
0
(14.31)
Recorremos a seguir a formula 7.2.2(1), volume 3, Prudnikov, [PRU],
¥(a,c;x) = x'""“W(a-c+1,2 ~c;x).
Entdo de (14.27) e (14.31) obtemos
M(x) = FE2W (1 +0,2;27%),
(14.32)

que justifica a primeira linha de (14.24).

Usamos a seguir a expressao assimptoética da fungdo W,[ERD],p. 278, vol. 1.

n
. K (a) la=ctl), _._ —a-n—1
W(a,c;x) = 3 (-1 G2k 4 O,
k=0
n=0,12,..., x> o, -3 <argx < &

Portanto

M(x) ~ W quando x — +oo,

(14.33)
que justifica a primeira linha de (14.26).

b) Seja x < 0.Temos

0 0

M(x) = x j HOK (= x)dt = x f (O)dTk(t — x) — k(=x)] =

0 0
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= x IOt ~ ) = K(-x)]y5 - x [[k(t - x) = K] (1.
0

Admitimos que {[(1)[k(t —x) — k(-x)]}7 - 0, o que é possivel por (4.14) e (4.7).

Entao

M(x) = —x j [k(t —x) — k(=x)]'(£)d.
0

Substituindo k(x) e ['(¢+) obtemos

0

M(x) =

0

A partir de (14.35) obtemos

M(O")=mfaiﬁj[l_
0

Mas conhecemos o resultado

axe!™ |: asli_ . 1 ] ﬂ_’_
Fa)r(l-a) (r-x)'-= (=x)lme | pi+e

(14.34)

_ae? erx! erst
~ T@r(-a) .”: (141)1-2 :I (lte dt

(14.35)

1 1
(1+.")"“ :I (e dt

(14.36)

1 v TU-BT(Btr)
“:1 Ty ] dt = r(l+y)
0

De facto, integrando o primeiro membro por partes, obtemos

{[ (i+t)7

Admitindo que {[
y=1-a, =

(1+1)r
a, obtemos

-B

s ar =
0

Aplicando a (14.36) com y = 1 —q,

} j 2201+ 1) dt,

]i}: - 0, o que é verdade, em particular, para

7 FA-p)rs+y)

(147)

B = a, obtemos

M(O_) - sin(ﬂmr) ;
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(14.37)

Assim M(x) é continua na origem: M(0~) = M(0*) = ﬂfffi e (14.25) fica
demonstrado.
Falta estimar M(x) quando x - —co. Basta calcular o integral

o0

L) = [[1- 55 [ 4a,

0

(14.38)

observando que a fungdo I,(x) é analitica em relagdo a «.E suficiente, portanto,
calcular I_,(x) e depois substituir a« por —a.

Obtemos
0 o0 a0
| e g e2rsl _ _Ia) _J. o-1 —o=1 ,2yxt
Lax) = [ 2dt- | et = 10— [ (1 ) ey
0 0 0

O integral acima ¢ calculado por (14.30) e obtemos
Io(x) = T(a)[(-yx)™* = ¥(a,0;2yx)].
Entéao
Lo(x) = T(=a)[(-yx)" = ¥(=a,0;=2yx)] = [(-a)[(=yx)" + 2yx¥(1 - @,2;~2yx)].
Portanto

M(x) . re(:) [—27)(3‘{](1 - a,2§"27x) - (_yx)a]'

Usando a expressao assimptética da fungdo ¥ obtemos

M) = fim Fbpa)er =0,

e daqui decorre a segunda linha de (14.26).

EXEMPLO 2.

Seja a equagéo generalizada de Sonine com coeficientes constantes

a [(F=1) "I QE= D)W+ b [ (JT=x )T @2JT=% )p(t)dt = flx),

com b0, pel,(R), 1 <p<o, fe Ki(l,),
(14.39)

89



com o nucleo k(x) e o nucleo associado /(x)

k) = 228 e xy = @) g o,

(Jx)" (b’
(14.40)
i) Calculo de 1
Ao = [TROWE + &) ~ [0)K(E + €)1dt =
0
=) L L L 4
Joo| 267 J7 |y | 262 T+ Jopl 287 JTor ooy | 267 07
I[ o ) B i )]
0 rZ(140)° 7 12 (14)7
(14.41)
O primeiro termo do integrando é igual a
2k 2k
2, c(cha)” & (sham)
-4 —v v—-1
e (1+1) Z WG =) Z HTGey) °
k=0 =
(14.42)
e o segundo termo do integrando é igual a
1 2k 1 2k
gt I(1+1) Z KL (et 1) Z KT(erv)
k=0 -
(14.43)

Substituindo (14.42) e (14.43) em (14.41), destacando o primeiro termo de ca-
da série e tomando o limite quando ¢ - 0 obtém-se

0

- 1 | _ 1
A= Cv)r(1-v) J.[ (1401 a0 ]df
0

Usando = 3£ resulta e a férmula 21, p.297, vol.1, [PRU]obtemos
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1

A= Tora J. [ 7D~ T :Idf = —Foyriy = —cos(vr).
0 (14.44)
iy Calculo de A/(¢)
Temos ) )
k(@) = [eB ()" @Ddt = 2 [ e 1 (anyat,
0 0 (14.45)

Vamos utilizar o seguinte integral, formula 17.2, pag.186, vol.2, [PRU]:

Ie“y’zt“"'Jv(ct)dt =A%), com Rey > 0, Re(a +v) > 0, |arge| < =,
0
(14.46)
onde

v+1

aty,
43(c) = CVY"(EZ—V)2"V"'T|: 2 :| Fy ( aviv+ 1;—%).

(14.47)
Comparando (3.88) com (3.89) :

Introduzimos &, = & + ig, lin(r)lée = £.Entdo:

ki(€e) = 2 [ 60 e, n)dt, com 1= —v
0

Entao
o+
(N 0 _ 2 a
243(2) = 24 24( — ig)” (F)aw-T ui Fi(Spt i) =
1
= {(8__1'5)—(1+M)1-|: +H :|F1|:1 + o+ 1;(i§—8)_1]} —
pw+1
=(—i&)'A[1-vil-v;(iE—e)" ] = (e—i&)" e,
(14.48)
Entao,

ki(8) = (i)',
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(14.49)

k(=€) = (i) e,
(14.50)

pelo que

Me) = (&i))((;) _ 3 = ellv-Dmsign@2 ] + cos(vm).

(14.51)
ili) Equagao generalizada de Sonine
Temos a equacgéo (14.39)

a j (Vx=1) T (2/x=T)p(t)dt + b j(,/——t %) T Q=X )p(t)dt = fx).

Supomos b # 0, ¢ € L,(R), 1 < p <o, feKi(l,).

Comegamos por calcular K;'f. Para podermos aplicar o Lema 5.1 do ca-
pitulo |,temos de verificar se as hipéteses deste Lema sao satisfeitas.
Podemos escrever

I(x) = 22 %) " L (2 4x),

v=2

I =24 2/x) " [a@2/x)] = x T L2 /7).

(14.52)
Entao
[11/Gey | = [ 1@ m) | <@, 0<e <.
(14.53)
Também
limxl(x) = 1ir51x(,/f)““lv_1(2,/f) = 0.
(14.54)

Podemos entéo aplicar o Lema 5.1 do Capitulo I:

(KNG =[x =0) =) F a2 T
0
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e, se o integral convergir, escrevemos

(K¥N(x) = gx).

Temos de verificar se o operador singular correspondente N é operador limi-
tadoemL,(R), | <p < oo.

De facto, no caso presente, as condi¢cbes do Teorema de Mikhlin ndo séo sa-
tisfeitas. Como por (14.51).

M) = el -Dmsian@ 2] | cos(vr),

tem-se |[M&)| < 2 < o, mas

ﬁ/(f) _ ei[(v_])KSign(§)+ZT][i'i(V D+ i%]g - ei[(v—l)nsign(§)+%][_%:|’

’éﬁ/(&)l = |%’ - o0 quando & - 0.

Mas o célculo directo mostra que o critério de Mikhlin-Hérmander é satisfeito.

A condigéo correspondente infla + b4 + bA(E)] > 0 ou | + elo-nmsion@+2]| 5 o
&eR

€ equivalente a condicgao |a| # |b|.
iv) Comportamento do nucleo singular A{(x)

a) Seja x > 0. Escrevemos como no exemplo anterior

M(x) = xN(x) = x [ £5 @t 0)F I T2 (2 X+ )dt =
0

CE(+ 0TI Q%2 (2 5T+ 1) ).

=X

O ) §

Observando que

. w2l . Lo (2 5T
lim ('J:f) = ! e lim o x(v_z)) = 5 11 )
0" ()2 ) =0 )T =

obtemos, quando x - 0%,
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M(0+) . ("_[)f:”(”) J't__v(l +t)v_2dt _ singtwr)
0

(14.55)
b) Seja x < 0. Temos
K (x) = (J8) i (24%),
(14.56)
e
Mx) = x [ £5 0+ 1) F L QY Wt (2=G+ 1) )t
0
(14.57)
« fv—J(ZJ—_XI‘) . | . J—wl(zm) _ 1
Mas lim =)~ T ¢ lm (@)™ T pelo que
M(07) = —usig(u.rr) J'tv_l (t+ l)—v—ldt _ singrvn:) .
0
(14.58)
Por (14.55) e (14.58) M(x) é continua na origem e temos
Mzx) ~ 28 o 0,
(14.59)

EXEMPLO 3.
Seja a equacgao generalizada de Sonine com coeficientes constantes

9 j (x =) O[B,a;—y(x — 1)]p(t)dt + b | (t — x)* ' O[ B, a;—y (t — x)]o()dt = fx),
- b+0,pely(R), 1 ip <o, fe Ki(ly),
(14.60)

com o nucleo k(x) e o nucleo associado /(x)

k(x) = x*'@(B,a;-yx), a e (0,1), ¥ >0,
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l(x) = SFEx2D(-B,1 — a;—yx),

nos quais figura a fungéo confluente hipergeométrica ou funcdo de Kummer,

o0

. (b)y ok
®(a,b;z) = ) oyl

k=0

i) Calculo de A

= [kt + &) ~ IO)k(t + £)]dk
0

tem a forma

le = 5”"5:”‘] J‘ .'l—rl(I]+.')f'r (D(ﬂaa;‘YSt)(D[‘ﬂ,l - a;—'}’S(l + t)]dt—
0

- sin(ar) f e OB, 1 — as—yet OB, a;~ye(1 +1)]dr.
0

O primeiro integrando pode escrever-se na forma:

1 - B (-ye)k B [—ys(]+t)]"
19 144)" [1 + (@), kl }lil + Z (1-a),, :I’

k=1

que tende para W quando ¢ - 0.

O segundo integrando pode escrever-se:

o
(B)y (—re)t B [~re(1+)7*
tﬂ(m)'-'z [ +Z (), & j“:l T et @, A :l’

que tende para quando ¢ - 0.

191+t )I—a

Entao
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00
__ sin(am) i B ) _
A= ”: 1o (1+0)% @(1+1) ]dt = cos(ar).
0

(14.61)

ii) Calculo de A(¢)

Vamos determinar A(¢&) = ﬂ_’"‘g-((';)) — .

Observamos que a fungéo confluente hipergeométrica de Whittaker é defini-
da por (Prudnikov,vol.3,pag.795), [PRU] :

M,,(z) = zu%e-%q)(u—w L2p+1;z), Qu+l) ¢ Z,

pelo que

O(B,a3-yx) = (1) Tx e My_gan (~7x).
(14.62)
Entao,

k(@) = (1) F [ WD My ot (—pr)a.
0
(14.63)

Para calcular o integral em (14.63) usamos a seguinte formula, (Prudnikov,
vol.3,pag.255), [PRU] :

[erer My g(etyar = 1,
0
com Re(g+0)>-1, 2Rep > [Rec],

ou Re(p-q) >0, 2Rep = Rec,
24+t k12

= 27 e iy 1 1 . .2
I, = R F(q+6+ 5 >F2(2 +p+0,5 +q+0;20+1; p )

E facil verificar que a condicédo Re(g+0) > —% é satisfeita no nosso caso.
Entdo
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a

k(€)= (1) F e = ()T TR (o - poasa; L),
onde F, é a fungéo hipergeométrica de Gauss.
Concluimos que
ko(€) = T(a)(=i&)P=(y - i£)®,

(14.64)

que permite escrever

MeE) = o/[mB-m)sign()-2parctan(5) ] _

(14.65)

Notamos que se f = ¢ entdo o nlicleo k(x) = x*'®(B,a;—yx) reduz-se ao
nicleo k(x) = x*'e* e a férmula (14.65) reduz-se a e~2aarctan($) _ 5 que
é a formula (14.21). Observamos ainda que a férmula (14.64) pode ser verifi-
cada directamente, integrando a série

0

: B)y (=r)*
(I)(ﬁJa’_yt) = (a): k| E
k=0

e expandindo a fungéo (1 - i’?)_ﬁ.

iii) Equagao generalizada de Sonine

Seja a equacao,

a [ =001, a5 (e = )Jp()dt + b [(1- ) OB, 3= (¢t~ x) g (0)et = fx).

-0 X

Supomos validas as condigdes b + 0, ¢ € L,(R), 1 <p <o, fe Ki(L,).

a) Determinagéo de K;'f

Pelo Lema 5.1 do Capitulo | se lirgxl(x) =0 e seexistir /'(x) € Li(¢,n) para

todoo 0 < e < n < o, entéo,
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K™x) = Ueo)flx) + [1fe = 1) = o) el
0

pelo menos para fungdes / que assegurem a convergéncia do integral.
Vamos verificar estas condigdes da hipétese do Lema 5.1. Temos, [BEL], p.197,

ll(x) _ [ stn;a?r) xOO(—p, 1 — a;_,},x)] —
= AT, [—ax‘“"d)(—ﬂ, 1 —a;-yx) +x""%<b(l -pB,2- a;—yx)].
(14.66)

Também

[17/6) e = sien) [x=1@-=p.1 - a3 yx)ax +

€ €
n

+£ sin(ﬂt_ﬂr) x| ®(1 - B,2 - a;—yx)ldx.

I-a
€

(14.67)

Os integrais entre 0 e « das fungdes integrandas do segundo membro
de (14.67) séo integrais convergentes, deduzindo-se portanto que os in-
tegrais entre ¢ e n dos mesmos integrandos também convergem.
Temos ainda que

lir{)lxl(x) = SmE,,—‘M)lirgx'""‘d)(—ﬂ,l —a;—yx) = 0.

b) Aplicagéo da transformacao de Fourier.

Temos de verificar se N & operador limitado em L,(R), 1 < p < oo, utilizando
o Teorema de Mikhlin. Pela expressao (14.65) tem-se que |M(&)| < .
Além disso

éN,(é) - éei[fr(ﬂ-a)sign(g)—ZBarctan(%)](ﬂ),

72+§2
|eF @) | < Bl < o
Entéo pelo Teorema de Mikhlin o operador F'[M&)@(£)] é limitado em
L,(R), 1 < p < oo,

Podemos entéo aplicar a transformacéo de Fourier e obter @(&).
A condigao correspondente
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infla + b4 + bA(&)| > 0,
éeR

tem a forma

ay ef[n(ﬂ-a)sign(ﬁ)—warctan(%)]| >0,

0 que € equivalente a |a| + |b|.
iv) Comportamento do nticleo singular A/{x)

a) Seja x > 0. Temos

l/(x) _ sinimr)[ yB O(1-f2-a—yx) _ <D(~,Gi-a -¥x) ]

l-a Xt ylre
(14.68)
e
}’,6 sin{an) O(fa—ye) G{1-2-a; ~y(x+1)]
M(x) - T J- - (x+e)® dt -
0
_ asinéom) xJ‘ ‘l’(ﬁ[ﬂ —yt) ®[-B,1- ﬁ:;(-‘“)] dt = I +I2'
t (x1)
0
(14.69)

Para o integral I, temos

I = — =50 [ fe1(] 4 1) 2D, o —yxr) D[P, 1 — a3 —px(1 + )]a,

L(0+) = —eitien) I U1 4 ¢) 710y = Skem)
0
(14.70)

O integral I, é nulo na origem. Entao

M(0+) sm(ax) )
(14.71)

Falta calcular M(+c0). Aplicando a (14.69) a transformacédo de Kummer e utili-
zando a expresséo assimptética da fungdo de Kummer a fungéo resultante obte-

mos quando x — +co

M(+o0) = 2P narg g < a.
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b) Seja x < 0. Entao

K@) =x (ZE)OB+ 1,0+ 1;—yx) + (@ — 1)x*2®(B, a;—yx),
(14.72)

00

_ -vB sin(ax ) DG(=f,1~a;~yt) O[f+1,a+1;~y(t=x)]
M(e) = () gy [ 2ebbecr) Speterlyon] gy
0

[eo]

+Ha—1) sin(;m) xJ' O(pl-art) VBay(tx] g, _ I + DL,

f il (I_I)Z-n
0

(14.73)

Ointegral I; é nulo quando x - 0~ . Para o integral I, temos

Ix) = (1 —a)28em) f e+ 10,1 — a; yxt) DB, a; yx(t + 1)]dr,
0

(14.74)
e .
M(07) = L(07) = 2em)
Portanto M(x) é continua na origem e por (14.71) e (14.74) temos
M) ~ Sem -y .
(14.75)

Falta calcular M(-w). Aplicando a (14.73) a transformagao de Kummer, utili-
zando a expresséo assimptética da fungido de Kummer para a fungéo resultante
e calculando o limite quando x - —w obtemos

M(—c0) = SMEBT] hara B < a.
Entédo

M) ~ M, B < a.

—rjx|

(14.76)
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IV. OPERADORES INTEGRAIS DE SONINE EM ESPACOS GENERALIZADOS
DE HOLDER

15. INTRODUGAO

Nos capitulos anteriores investigamos operadores de convolugcao em

espacos L,.No presente capitulo vamos estudar estes operadores em

espacos generalizados de Hélder, com e sem ponderagéo.

Como resultado principal provaremos que o operador integral de Sonine

K realiza um isomorfismo entre espacos de Hélder, sendo K definido por
X

Ko(x)= [ k(x - )g(0)dt, 0 <x<b <.
0

Assim, os espagos de Hélder sdo os mais convenientes para os operadores
em estudo, visto que no caso dos espagos L, o contradominio K(L,) néo
coincide com qualquer espago L, .

16. PRELIMINARES
16.1 FUNCOES QUASE MONOTONAS

DEFINIGAO 16.1. Uma fungdo nao negativa f(x), definidaem 0 < x < b < oo,
diz-se quase crescente se flx) < C f{y) paratodo o x <y e diz-se quase
decrescente se flx) < C f{y) paratodo o x > y.

C indica uma constante positiva que podera representar diferentes valores
numéricos em diferentes contextos.

16.2 CONJUNTOS FUNCIONAIS W, ([0,5]), V1([0,5])

Consideramos 0 < b < © .
De acordo com [SAM.4] introduzimos as seguintes definigées.

DEFINIGAO 16.2. Diremos que uma fungdo ndo negativa p(x) pertence ao
conjunto W, ([0,5]) , 1 > 0, de fungdes de ponderagéo se:

1) pi) € C([0,5]);

2) p(0)=0, p(x) >0 se x> 0;

3) p(x) é quase crescente;

4) p(x)/x* é quase decrescente;

5) existe uma constante C > 0 tal que
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px)-py) ™)
’—-;_;—| < O~ x* = max(x,y).

(16.1)

DEFINIGAO 16.3. Diz-se que um nucleo nao negativo k(x) pertence ao conjunto
V.([0,6]), A > 0, se:

1) k(x) > 0;

2) x*k(x) é quase crescente;

3)  [x*k(x)],, = 0;

4) existe g 0 < & < A, tal que x**k(x) é quase decrescente;

5) existe C > 0 tal que

k(x + h) — k(x) k(x)
7 SCx+h , h>0.

(16.2)

16.3 CLASSES DE BARI-STECHKIN-ZYGMUND

DEFINIGAO 16.4. Uma funcéo nao negativa () definida em [0,5] pertence a
classe de Zygmund Z([0,5]) se

1) o(r) € C([0,b]);

2) w(0)=0e () >0 se > 0;

3) w(t) é fungédo quase crescente ;
h

4) J.&dtg Co(h), 0<h<b, C=C(w)>0 e C nidodependede .
0

DEFINICAO 16.5. Uma funcéo no negativa w(z) definida em [0, 5] pertence a
classe de Zygmund Z,([0,5]) se

1) (1) € C([0,5]);

2) w(0)=0 e w(t) >0 se t> 0;

3) o(t) é funcdo quase crescente ;

b
4) | 29 g < cot) 0<h<b,C=C(w)>0 e C naodependede #.
2 h
h

DEFINICAO 16.6. A classe de Bari-Stechkin-Zygmund é definida por
©([0,5]) = Z([0,5]) N Z;([0,5]).
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Tem-se o seguinte resultado util, [BAR]: se w(t) € ®([0,5]) entdo existem nu-
meros positivos 61,62, 0 < 8, < 82 <1 e constantes C,C, > 0 tais que

Cih% < w(h) < Cahdr,
(16.3)

16.4 ESPAGOS DE HOLDER GENERALIZADOS

Designaremos um espaco de Hélder generalizado por H*([0,5]).

DEFINIGAO 16.7. Uma fungdo ¢(x) pertence ao espago H°([0,5]) se o
mddulo de continuidade da fungao satisfizer a condigéo,

o(p,h) = sup |p@x+1t)—ex)| < Co(h).
O<t<h
x+t,x;[0,b]

OBS. 16.8.

i) w(h)é uma funcéo positiva denominada funcéo caracteristica do espaco
H*([0,b]) e tal que w € ®([0,5]) ;

if) a notagdo H§([0,5]) indica o subespago de H®([0,5]) no qual se verifica
¢(0) = 0;

i) a funcédo w(p,x) € uma funcdo sub-aditiva: para todo o x;,x, € [0,b] e tais
que (x; +x2) € [0,b] tem-se

o(@,x1 +x2) < Cro(@,x1) + Cr0(p,x2).

DEFINIGAO 16.9. A norma de uma fungdo ¢ no espaco H® é definida por

_ (9. h)
191 = ol + sup] 2 ]

DEFINIGAO 16.10. Uma funcdo f(x) pertence ao espago generalizado de
Hélder das fungdes ponderadas, que se escreve flx) € Hf(p) se

p()fx) € HE([0,5]),

onde p(x) € uma funcao de ponderagao, nao negativa. Além disso,

Ulus = 1071 -
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16.5 DESIGUALDADES

Com as notagdes ja definidas verificam-se as seguintes desigualdades:

1)
o(p,x) < Cm(wy) , x>y,
(16.4)
que equivale a afirmar que ( x) € uma fungéo quase decrescente.
2) Se 0 <a<1,entdo
co(;p:;h) < CJ‘ mgl(pmt) dt.
(16.5)
3) Se p(x) € W,([0,b]) entao
p(x) < C(3)"pG), x> y.
(16.6)
4) Se p(x) €e W,([0,b]) e 0 < u < 1 entéo
:J(xJ p(y) | < Cp(x) e I p(x)-p(yJ ‘ < Cp(,v)
(16.7)
5) Se k(x) € V,([0,b]) entdo
k) < (5 kG), x<y.
(16.8)
Além disso existe ¢ > 0 tal que
k(x) < (5)7k), x 2.
(16.9)
6) Se A1 <1 entédo
et =y < Clx-yp*', x>y >0.
(16.10)
7) Se 1 >0 entdo
x* —y* < Clx-y)x*!, x>y >0.
(16.11)
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16.6 LEMAS

Os seguintes Lemas sdo importantes para a demonstragéo de resultados no
contexto do presente capitulo.

LEMA 16.11. Se uma funcgéo I(x) satisfaz a condig&o

Hx+h)=i(x)
h

Hx+h)
x+h |?

<C

paratodoox € [0,b]e h>0 ese I(xg) =0, entdo tem-se I(x) = 0 para
todo o x > xy.

H(xg+h)
o+l

DEM. Seja /(xp) = 0. Entao
Seja l(xo + h) + 0 paratodo o 4 > 0. Entao existe uma sucesséo 4, - 0

Hxo+hy) Hxo+hg) s 1
tal que I(xo + A,) + 0. Obtemos — | <C oty | OU G S C|x0+hk|

com A&, — 0 o que € impossivel. Concluimos que deve ser I(xo+4) = 0. B

Hxo+h)
el sc

LEMA 16.12. Seja uma fungéo I(x) que satisfaz as seguintes condigbes:

1) I(x) é quase decrescente em [0,b] e I(x) > 0;
2) I(x+h‘r)=—l(.r) <C Jx) h>o0.

- x+h °
Seja ainda F(x) = I(x)f(x), Ax) € C([0,b]), fI0) =0.
Entéo é valida a estimativa

h » .
o(F,h) <C J. Mdt, C > 0, C independente de h.
0

(16.12)

DEM.
Flx+h)—F(x) = I(x+ )[fx+h) = fx)] + )l + h) = I(x)] = A + A>.
Temos |
41| £ Co(f,h)l(x + h) < Cl(h)o(f,h) < C} Mdt.
0

(16.13)
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Aplicando a condicdo 2) obtemos
42| < Co(f,x)L-I(x) < Co(f,x)i(x)

x+h

(16.14)
Atendendo a que
o(0)iGx) < ¢ [ LO%ED 4| paratodo o x € [0,],
0
resulta, com x < h, que
h /
| < ¢ [ L0 4
0
(16.15)

Se x > h usamos de novo (16.14) :

h
o] < Calfx) L x) < C2LEAR iy < ¢ OER iy < { (alfo) 4
(16.16)

Portanto

h
o(Fh) = suplF(x-+ k) - F(x)| < C | WOILE)
g 0

17. APLICAGAO ISOMORFICA PELO OPERADOR INTEGRAL DE SONINE
EM ESPAGOS Hg([0,5])

Para o operador integral K com o nlcleo k € V, existe o seguinte resultado,
[SAM.4], Teorema 3:

TEOREMA 17.1. Seja uma fungéo w(t) € ®([0,b]) e os niicleos associados de
Sonine I(x),k(x) € V4([0,6]) , 0 < A < 1, que verificam as seguintes condigdes:
1) Ix)>0, k(x)>0, 0<x<b:

2) I(x),k(x) s&o quase decrescentes em [0,b] ;

3) xk(x)o(x) € Z,([0,0]) ;
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4) o(r) e Z2([0,5]) ;

Entéo o operador K ¢ limitado de HZ([0,5]) em HG'([0,56]) , com

o1(t) = th()w(z) .

O nosso objectivo € demonstrar que o operador inverso K~! & limitado de Hg!
em Hf .

17.1 ESTIMATIVA DO MODULO DE CONTINUIDADE DO OPERADOR
INVERSO K-' EM H2([0,5])

O teorema que se segue da uma estimativa do médulo de continuidade do
operador inverso.

TEOREMA 17.2. Seja um nucleo I(x) e V.([0,6]), 0 < 4 < 1, que satisfaz (9.4)
e (9.5) euma fungéo fe HE([0,b]). Entdo é vélida a estimativa
h
o k) < [ HOOED 4y s,
0
(17.1)

DEM. Consideremos o operador inverso na forma de Marchaud (9.3)e

W) = [ (O)fx - 1) - fx)]dr. Entao
0

W+ h) = P(x) = [ IO+ h~1) = e+ )+ fx) — A 1)]de +
0
x+h
+ [ IOWx+h=t)~fix+h))dr = B, + B,
) (17.2)
a) Estimativa de B,.

i) Seja x < h. Entao
h
B[ < 2 [ alfin)|1 () .
0

Mas, pela condicado 5) da Def.16.3 temos [l <c’2 e
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h
B| < C J' O
0
(17.3)

ii) Seja x > A.

X hoox
Decompomos o integral J' = .[+J. € usamos a desigualdade (17.3) no caso do
0 0 A

h
integral I . Obtemos
0

h x h
Bi| < C [ ' i0yalf e + 20 h) [|1' (1) |ae = € [ ol 0t + 200 1),
0 h 0

(17.4)

onde I,(x) = j|1’(t)|dt.
h

Vamos estimar /,(x). Na vizinhanca 0 < f < g, temos |1'(5)] = —1'(¢) pelo que,
para h <t < x < gy obtemos

In(x) = — J' I'(t)ydt = I(h) - I(x) < I(h).
h
Sex>g e h>¢gp istoé, 0<gy<h<t<x<b obtém-se

X b
1) = [/ @lde < [|1@ar <
h

€0

com uma constante C apropriada.
Se 0 < & < g <x entdo ainda pode ser ¢ > gy Ou ¢ < .

x b
1) = [|1'@)|de < 1) - (go) + [1r@|ar =
h €0

= I(h) — (g0) + C1 < CI(h).

Portanto podemos sempre escrever

In(x) = j |1'(0)|dr < ciny,
h
(17.5)
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e a partir de (17.4) obtemos

h
By < cj O
0

b) Estimativa de B,.

x+h x+h

Ba < [ |1 |Iox + =)~ flo + W)|dr < [/ ©]o¢tnar

Com s =t—x resulta

X+

h h
1B2] < C[o(fx + )X ar < € [ oo oa.
0 0

Por (17.3),(17.6),(17.7) e (17.8) tem-se

h
o(¥,h) < C[ B0,
0

(17.6)

(17.7)

(17.8)

(17.9)

Atendendo a expressao (16.12) do Lema 16.12, aplicavel ao primeiro termo
da expressao de K™'f, e a (17.9) obtemos o resultado procurado (17.1). W

17.2 CONTINUIDADE DO OPERADOR INVERSO K!

O teorema seguinte utiliza a estimativa obtida no Teorema 17.2, pelo que

devera obedecer as mesmas hipéteses deste teorema, assim como as

condicdes sobre /(x) que permitem a existéncia de K.

TEOREMA 17.3. Seja um nucleo I(x) € V;([0,6]), 0 < A< 1.

Admita-se que :
b

1) existe /'(x) e [|/'(x)|dx <o, 0<5<b;
é
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2) l(Hw(t) € Z([0,5]);

3) [lx)o(x)],_, = 0.

Entdo K aplica continuamente Hg([0,5]) em Hg' ([0,5]), com
w1(h) = [(h)w(h).

DEM.
Temos de provar que

~ o(K-'f h
IE&N@ e < Cfllyg & sup =G < il

Temos:
K™'Ax) = I(x)f(x) + ¥(x) , com W(x) = jl’ O = £) - fx)]dt .
0

Obviamente

x| < Cl)o(fx) < CUx)o@) [flye < Cillfllyo -

(17.10)
Visto que |I'(x)| < C* para I(x) € V, obtemos
W) < C [ Lo < Cllf g [ 222001 .
0 0
(17.11)
Das estimativas (17.10) e (17.11) decorre que K'£0) =0.
Temos ainda
(x-1%4) (
o(Kf h c _
w(h) < I(h)w(h) _[t ll(t)a)(f’t)dt :
0
(17.11a)
Pela condigédo 2) da hipotese
h
sy | OO yedt < CIA g -
0
(17.12)

Em virtude de (17.10),(17.11) e (17.11a) concluimos que

IE&AC) o, < CllAlyg - ]
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17.3 APLICACAO ISOMORFICA PELO OPERADOR INTEGRAL DE SONINE

TEOREMA 17.4. Com as mesmas hipéteses dos Teoremas 17.1 e 17. 3, 0 ope-

rador K aplica isomorficamente Hg([0,6]) em HE'([0,b]), com wi(h) = %‘))

DEM. Tem-se a imerséo

(Ke)(x) =fx) € Hg'([0,6]) e HG'([0,6]) < L.([0,5)),

e pelos Teoremas 17.1 e 17.3 tem-se também K : H¢ - HY', e K™ : H?' - HY .
Entao é suficiente provar que uma fungéao arbitraria e H2' ([0,5]) é representavel
na forma f= Ko, onde ¢ € L, com algum p > 1, o que acontece se forem verifi-
cadas as condigbes (10.15) e (10.17) .

Pela condicéo [/(x)w(x)],_, = 0 concluimos que

[l(x)f(x)] < Cl(x)o(x) < Cy < o,
pelo que [(x)f(x) € L, para qualquer p > 1.

Temos ainda

X—& X

b
%)l < [ IR0) - fn)l| (e 1) |t < C [ ol i < C [ 129 gt = const.,
0 0 0

pelo que supll‘PEHp < o para qualquer p > 1.
>0

Portanto para toda a fungéo f < Hg'([0,6]) existe a representagédo f= Ko,
@ € Lp([0,6]),1 < p < 0. Visto que K™ aplica continuamente HY' em Hg
obtemos que ¢ c HY. W

18. PROPRIEDADES DO OPERADOR INTEGRAL DE SONINE EM
ESPACOS GENERALIZADOS PONDERADOS DE HOLDER

Consideramos o espago ponderado Hg(p) com o peso p € W, . A limitagdo
dos operadores integrais do tipo K nestes espagos foi tratada em [SAM.4]
onde foi obtido o seguinte resultado:

TEOREMA 18.1. Seja p(x) € W,([0,6]),0 < u <2 e k(t) € V4([0,5]) ,
0 < 4 < 1.Admita-se que:

1) u<l+i;

2) m>xOu-Dey(r) € Z([0,b]) ;
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3) th(t)o(t) € Z,(]0,b]) .
Ent&o o operador K é limitado de HE(p) em H&(p) , com wr(h) = hk(h)w(h).

Observamos que a caracteristica wx(h) = hk(h)w(h) no teorema acima pode ser

substituida por w (k) = “[’((—:)) sob alguma condigéo adicional. Neste contexto é

valido o seguinte Lema.

LEMA 18.2. Suponhamos que k(x) e I(x) sdo ndo negativos e que existem cons-
tantes a, B e (0,1), tais que x%k(x) e xPI(x) sdo quase crescentes .
Entéao

C C,
) < xk(x) < o

DEM. A desigualdade xk(x)I(x) < C, obtém-se como no Lema 4.3. Para a outra
desigualdade temos

1 = f k(x — 0)I(t)dr = j (x = 1)k(x — DIFI(E) ——dt < Cx*Ph(x)I(x) j L gt <
0 0 0

(x=0)tP (x—0)eP -
< Cixk(x)I(x).
=]

O nosso objectivo é estabelecer a limitagdo do operador inverso.

18.1 ESTIMATIVA DO MODULO DE CONTINUIDADE DO OPERADOR
INVERSO

Introduzimos uma condigéo adicional para o ntcleo I(x) . Vamos supor que:
1) I(x) € C*([8,b]) para qualquer & € (0,b);
(18.1)
ro)
SC——, 0<t<x<é.

2) existe § > 0 tal que <
(18.2)

eyt @0
X=i

Observamos que a condigdo (18.2) é valida, por exemplo, para fungdes

I(x) =x“(In4)", a € (0,1), pe R, 4 > b e para fungbes mais complicadas
com somas, produtos e composicdes de fungées de poténcia e fungéo loga-
ritmica.

O lema seguinte & valido para exemplos importantes em aplicages concretas
e em particular para os exemplos tratados na secgéo 11.

LEMA 18.3. Seja /(x) = @ a>0 e a(x) e C*([0,6]) e a(0) = 0. Entdo
I(x) satisfaz as condigbes (18.1) - (18.2) .

DEM. A condicéo (18.1) é 6bvia. A condigao (18.2) reescreve-se na forma
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[1'(x) - 1'(x)| < C(1 -
0<A<l 0<x<8é.

Esta condi¢@o para a fungéo /(x) = x*a(x), depois de simplificada, tem a forma
laa(Ax) - ad'*a(x) + xA'*2a’ (x) — Axa' (Ax) | < C(1 - A)|aa(ix) - Axa' (Ax)].
Designando g(x) = aa(x) ~xa'(x) vemos que a desigualdade anterior é

g(Ax) — A1*g(x)| < C(1 - A)g(Ax),

ou
l+a _8(X) _
A8 1] < (1 -2).
(18.3)

Observamos que g(Ax) # 0,0 <x < §,no casode § pequeno, devido a condi-
¢ao a(0) = 0.

Obviamente

14+a _&(x) 1 l+a | £(x)-g(Ax)
’)L " 1’ SIE=A7+ A 0

Portanto, para obter (18.3) é suficiente demonstrar que

lg(x) —g(Ax)| = C(1 - 2),

o que é valido visto que g(x) € C'([0,4]). W

No teorema seguinte usamos algumas ideias da demonstracdo de um teorema
semelhante provado em [KAR.1] para o caso particular de k(x) = x™, I(x) = Cx*!,
O<ac<l.

TEOREMA 18.4. Seja um nicleo de Sonine I(x) € V;([0,5]), 0 < A < 1.
Admita-se que existe a derivada [ (x) para todo o x € (0,b), que |I'(x)| é
quase decrescente e ainda que [ (x) satisfaz as condig¢des (18.1) — (18.2).
Entéo, com p(x) € W,([0,b]), 0 < u < 2 é vélida a estimativa

o(pKL,h) < Chvj ey )dz+Chj 1000:1) g,

I+y
0

(18.4)
onde y = max(0,u —1).

DEM. Temos

PO (K4 ) () = 10)ftx) + I [ 255 = 0= foe) ]I (Dt = K™(x) + Nftx),

plx=t)

(18.5)
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onde

X

(NHG) = f 20D [ (1)flx ~ 1)t = J' B(x, )f(t)dt,

0

com

B(x,t) = (”(“:;“) I'(x -

(18.6)

A estimativa do médulo de continuidade de K~!f(x) é dada pelo Teorema 17.2.
Vamos estimar «(Nf,/#). Temos

x+h
NfGx+h) = NAx) = [ Bx+ b Ofie)dr + j [BCx + h,t) — B(x, ) f(t)dt =

X

= Gi1(x,h) + Gz(x,h),
(18.7)

Ga(x,h) = IBl(x,h, OADdt, com Bi(x,h,t) = B(x + h,t) — B(x,1).
0

Notamos que ¢ suficiente estimar »(Nf,#) apenas para valores pequenos de 4,
0 <h < %, onde 6 é da condicdo (18.2).No caso de 4 > i a estimativa de o(Nf, )

é trivial, V|sto que a fungdo Nf(x) é limitada (ver pagina 120 e 121). Portanto no

que se segue admitimos que % < %

i) Estimativa de B(x,¢).

Pelas condigdes (16.1) e (16.2) temos

IB(x,t)| < C—20_ < c 0 4 oy

,;;-sz-;- — {

(18.8)

iy Estimativa de G;(x,h).
Temos
h2

Gi(e,h) < C j S yp - rya = CJ. oUxt) o - t)dt+cj' 2Cx) yh — pys.
hi2

Pela desigualdade (16.4) e atendendo a que I(t) é quase decrescente obtemos
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h/2 h2
[ L2 uh-nyar < ¢ [ 24D ey,
0 0

e
B h2 hi2
[ 260 - iy - [ 26 v < ¢ [ °C9 1t)at
hi2 0 g

Temos portanto o resultado

h
Gi(xh) < [ 240 ynyar,
0
(18.9)

iii) Estimativa de B;(x,A,¢) :
Temos

Bi(x,h,t) = ﬁﬂ(’j—‘ﬂl’( +h—1)+

_'_p(:jg(:;(f) [1( +h_t)—l(x—t)] A1+ 4,.

Visto que |/'(x)| < C%, temos

[/ Gc+h~1)]| < cLain,

x+h—t
Pelas desigualdades (16.1) e (16.6) obtemos:

p(x+h)—p(x) <C h{xah !
p(t) "

Portanto

h(.nh)"" I(x+h-t)
| = C==—0

Para estimar 4, utilizamos (18.1) - (18.2). Quando x —¢ < % temos ainda
x—t+h<§ vistoque h < % Portanto podemos usar (18.2) e obtemos

|l'(x+h—t)—1’(x_,«)|<Ch!(v-:) Chls=)

th-t  — (x=1)(x+h=t) *
Entao
i (1)
IA2| = H(xth-1) °
Assim

Bi(e, )| < Ch SB[ B 4 2

! xth—t i il

(18.10)
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iv) Estimativa de G,(x,h%).
Temos

|G2(x, k)| < Ch”: (x+h)u t Lo ] I(x—1) w(ft) oGy 4

Pl X+h—t

(18.11)
Tratamos oscasos 0 < u<1 e 1< U < 2 em separado.
a) Primeiro caso: 0 < u < 1.
Neste caso, com < x temos (-L-) < (L) < 1 pelo que
(Ga(x, )| < Ch j od) Lo gy
Tratamos primeiramente o caso mais facil quando x < 24. Neste caso
x/2
Ga(,h)| < Ch j LUDROPING I 2l fen gy
x/2
(18.12)

No segundo termo atendemos a que w(f; J € quase decrescente e obtemos

x/2

|Ga2(x,h)| < CJ' m(fr)i(t){:ﬂf CJ‘ o(f, r);(;) o0 4

(18.13)

Portanto
)
wl(f, t)I)
|G2(x9h)l S CJ. —r——dt'

(18.14)

No caso de x > 2/ temos
Ga(x, )| < Ch j o) Kb g I DN
(18.15)

No primeiro termo temos x+4—t> h e x—¢ > t. Portanto como no caso an-
terior obtemos
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h
Gate, ) < Ch [ 2629 gy 1 D,
(18.16)

com

D(x,h) = Chf o)t g ChJ' w(f 0 It g ChJ. w(f ) M- g

T~ x+h—t x+h—t

2

= Dl(x,h) + D2 (x, k).
(18.17)
No termo D, (x,k) temos x -t > ¢. Portanto
7 b
Di(eh) < Ch [ 2L 4y < o [0 g
(18.18)
No termo D,(x,n) fazemos a integragéo da seguinte maneira:
x—h
Dash) = Ch [ 242 {5+ o [EL=
2 x—h
No primeiro termo temos % S , , ho segundo termo utilizamos o facto de ser
~L- < 1 e usamos ainda em cada termo a relagio 24" < ”Urff ) pois t>x—t
e m(f,’ 2, € quase decrescente. Obtemos
x=h
Da(x,h) < Ch J‘ a)(fx { I(x t) CJ‘ tu(fx;gf(x—:)
2
%
- O [ 0 o S0
h 0
Daqui
h b
Da(sh) < € [ 2L gy o [ 2G04
0
(18.19)

Pelas formulas (18.18),(18.19), pelas desigualdades (18.14),(18.16) e pela
relagdo (18.17) obtemos
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) b
G ] My 2
0 h
(18.20)

Em virtude das férmulas (18.7),(18.9) e (18.20) deduzimos para w(Nf,4) a

mesma estimativa que em (18.20). Usando ainda a estimativa (17.1) parao
termo K~'f em (18.5), chegamos a estimativa (18.4) do tipo de Zygmund

nocaso 0 < u<1.

b) Segundo caso: | < u < 2. Neste caso

X

(G2, )| < Chix+ By | o) e 4

I“ x+h—t
0

(4)

Consideramos primeiramente o caso x < 4#. Repetindo os raciocinios em
(18.12) — (18.13) obtemos

h
[G2(x,h)| < Ch#! I M -
0

(18.21)
Passamos agora ao caso mais dificil x > 44 Temos
h x
Gale, )| < Che+ my! [ 2L0 10 gy e pypt [ 2Dt gy
0 h

= Cu(x,h) + Dy(x, h).

i
No termo Cy(x,h) temos x—t> £ Portanto &4 < C‘(xjh). Entdo

x+h-t —

h
Ah )
Culr,hy < UL [ 20D 4

(x+h) 2

') & quase decrescente e 4 > j. Portanto

A fungéo e i

"

h
Cul,h) < Chtichy [ 240 g,
0

Visto que [(x) é quase decrescente e # > ¢ obtemos
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h
Cu(x,h) < Ch#! J‘ g(f;ﬂ 4
0
(18.22)

Para o termo D, (x,#) temos

w(f; ’) IG—1) dt —

H x+h—t

D,(x,h) < Ch(x + h)*!

0G0 160 g0\ O+ )

M xth—t

E"—.N]k
;—'—.Npg

= D/(x,h) + D%(x, h).

Notamos que x~t>t e x+h—t> % no termo D) (x,4) e portanto

X
2

D(x,h) < Ch(x + )" J' w(ﬂlL)l(t) .
h

Visto que (x + 4)*2 < 2 obtemos

b -
Dl < ch [ 2L 4
h

(18.23)
Para o termo D2(x,h) fazemos
%’1 x~h  x
Ditehy = ChGe+ by | [+ [+ [ | = E).h) + E(x, ) + B3, b).

h o x—h
2

Esta particao é possivel quando x-# > 20 0 que é valido porque x > 4h. No

termo E|(x, k) utilisamos a relacdo x+h—t > % e obtemos

x+h
2

E;],(xah) < C’h(x+h)“‘2 J. Mdt < ChH!

*

“’(ﬁ H ) 1(%”‘) dt.

()"

© t—y )

x
2

Visto que as fungdes w(lf;’) e [(¢r) sdo quase decrescentes e ¢+ F>te >-t>t

2
obtemos

h
E\(x,h) < Ch#- J' w_(f’,:)&dt.
0
(18.24)
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No termo EZ(x,#) observamos que ¢ > "“2”—” e portanto

offt) | w(fe) g c o)
# S T (xrmyr! =t
: a)(ﬁ £
vistoque ¢>x-+ e —;= équase decrescente. Portanto
T et 3
off, x=t) x- w(f, t)I()
Eiehy < Ch [ 2L et g cp [ 2600 4

xth h

Daqui resulta

b
E}(h) < Ch [ 2L010 g,
h
(18.25)

Finalmente, no termo E}(x,h) utilizamos o factode ser ¢t > x—4 > 2 € portanto

Entao

ol h h

o (f, 1) I(x-t) wlf, x=1 } /(1) a(f, x-1) (1)

E}(x,h) < Ch I ———(,(H)h_,) dt = Ch f -___{f{_r)(f_zh) dt<C J’ 20N 4
X—h 0 0

Visto que x - > ¢ daqui resulta

h
E(h) < [ 20010 g
0
(18.26)
Reunindo as estimativas (18.21) - (18.26) obtemos de novo a estimativa (18.4)

com u>1. B

18.2 CONTINUIDADE DO OPERADOR INVERSO

O teorema seguinte mostra que o operador K- aplica continuamente o espago
§(p) noespago HF'(p), o)(x) = w(x)l(x) com as suposi¢cées naturais sobre
o(x) e p(x).

TEOREMA 18.5. Seja um nicleo de Sonine I(x) que obedece as condigbes
do Teorema 18.4, p(x) € W, ([0,6]), 0 < u <2, e o(x) satisfaz as seguintes
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condigdes:

) @ € quase decrescente;

ii) 3%),—“& € Z([0,b]), y = max(0,u—1);

iif) o@x)(x) € Z,([0,b]).

Entéo o operador K~! aplica continuamente HE(p) em Hy'(p), o1(x) = o(x)I(x).

DEM. Obviamente
K™ HE(p) = HG'(p) = pK'L : HE — HY.
E suficiente demonstrar que

ofpK14.1)

sup ————= < Cllf]l yg-

h>0
(18.27)

Utilizando a estimativa (18.4) temos

h b
o(pK'L, h) < C[hrjwdt+hjﬂ%‘§-‘-’ld:]|[f||ﬂg.
0 h

Pelas condigdes ii) e iij) do teorema obtemos
o(pK' L, h) < CUmo®) ]l yg.

0 que prova (18.27).
Resta provar que [ pK™ %(x)]x=0 =0 para fe Hg(p). Utilizando a expressao
para o operador inverso K~' obtemos

X

j PP fix — )l (e |
0

+

| (PK£) ()] < Hee)fn)| +

[ =) = o)) 0y
0

=D +D; + Ds.

Visto que [I(x)f(x)| < l(x)o(f,x)| < Cli(x)o(x)] e I(x)o(x) € Z, tem-se que
Dy - 0 quando x - 0.
Também

D) < C [l @]d < [ 120 g1 - o
0 0

quando x » 0. Quanto a D3 temos
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X

[p(x)=p(x=1)| o(f, x-t)
|D3| < pr I(t)——=ad.

0
Se u<1 temos

1p(x)=px=1)] t
p(x—t) sG55 x=t?

por (16.7). Se u > 1, por (16.1) e (16.6) obtemos

lp(x)-plx-1)| xt
pG-1) sC G-

(18.28)
Entdo nocaso i <1 temos
ID;| < C j ()20 gr = ¢ j 1(6)250 gy 4 ¢ f KNS gt = Iy + 1.
0 2
Como x—¢ > ¢ no primeiro termo, obtemos
1, SCJ-Mdh»O quando x - 0.
(18.29)
Também, como x-r<¢ em I, deduzimos que
I < CI wds -0 quando x - 0.
(18.30)
No caso u > 1 temos por (18.28)
D3| < G~ [ 120 g 0 quando x - 0,
0
(18.31)

visto que 1'"*/(f)w(z) € Z. A desigualdade em (18.31) obtém-se com raciocinios
analogos aos utilizados em (18.29) - (18.30). W

122



18.3. ISOMORFISMO ENTRE ESPACOS PONDERADOS DE HOLDER

Na demonstracdo do isomorfismo mencionado precisamos do seguinte lema.

LEMA 18.6. Seja 0 < u <2. Se % e Z, onde y = max(0,u - 1), entéo

w(x)

existe po > 1 tal que =3~ € L,(0,b) paratodo o ptalque 1< p <. py.

DEM. Nocaso p <1 usamos o facto de ser w(x) € Z pelo que existe
61 € (0,1) tal que w(x) < Cx%. Entao “;(,’f) < -5 e L,(0,b) com 1 <p< ——

= xH) u=61

se oy<pue l<p<o se § >u
No caso u > 1 usamos o facto de ser € Z pelo que (x) < x* %92 com

82 € (0,1). Entdo 2% < _C_ ¢ L,(0,5) com 1 <p < -

w(x)
Xkl

— Jcl—62 1—52.
— 1 —
Resta observar que nocaso 0 < u < 1 temos py = 3, Se 01 <[ € py=
se 6y >penocaso l<pu<2 temos po=—-—. N

1-5,

TEOREMA 18.7. Admita-se que os niicleos de Sonine k(x) e I(x), o peso p(x)
e a caracteristica w(x) satisfazem as seguintes condigées :

1) kx)eV,, 0<a<lellx)eVg, 0<p<1;

2) I(x) satisfaz as condi¢Ges (18.1)~ (18.2) ;

3) px) eW,, 0<u<1+p;

4) xk(x)o(x) € Z,([0,5]);

9) x7w(x) € Z([0,b]), y = max(0,u—1).

Entéo o operador K aplica isomorficamente o espago H¢(p) no espago H'(p),
com wi(t) = th(t)w(t) .

DEM. De acordo com os Teoremas 18.1 e 18.5 e sob as condigdes correspon-
dentes desses teoremas temos

K : H§(p) > Hg'(p),
(18.32)

K™ : Hg*(p) - HE(p),
(18.33)

w(x)
I(x)
Lema 18.2 temos xk(x) ~ ﬁ Portanto, pela equivaléncia das normas, temos
HG' (p) = H3*(p).

As condigbes 1)-5) do teorema representam a unificagdo das condi¢des dos Teo-
remas 18.1 e 18.5 .

Para afirmar que os resultados (18.32) - (18.33) garantem a existéncia de isomor-
fismo entre os espagos Hf(p) e H§' (p), falta provar que o contradominio do ope-

onde w;(x) =xk(x)w(x) e wy(x) = . Pela condigéo 1) do teorema e pelo
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rador K coincide com o espago HZ'(p) :

K[HG(p)] = HY' (p).
(18.34)

Nao temos descrigao independente do contradominio K[H&(p)], mas no caso de
espagos de Lebesgue L,, a caracterizacdo do contradominio foi obtida pelo Teo-
rema 10.4. Portanto, para demonstrar que qualquer fungéo f e Hy'(p) pertence ao
contradominio K[H§(p)] é suficiente demonstrar que existe p > 1 tal que as condi-
goes (10.15) e (10.17) do Teorema 10.4 sdo satisfeitas para fe Hg'(p).Entéo

0'(p) = K(L,) e neste caso o Teorema 10.3 e a aplicacéo (18.33) garantem que
a commdenma (18.34) é vélida.

i) Verificagdo da condigdo (10.15).
Para fe Hy'(p) temos f= £ com g e HY'. Portanto

[y < CAmW. < c2® oy

paratodo o p talque 1 <p < pg, pelo Lema 18.6.

i) Verificagdo da condigéo (10.17)

Para

_ [ Vaon[20 _ s

We(x) = I [ (x t)l: ) o) ]dl,
0
temos
¥el0)] < p(x) .[ |/ G- 0)|1g(x) - g(t)\de + “l (x - t)||g(t)|| i p(x) dt =
=F +F2.
Como £%) & quase decrescente temos L. < <. Entao
Fi< S|/ @-0)|olgx-nd < < - | LCDICN

: 0

(),

10 resulta

Atendendo a que w(g,t) < C

pelo Lema 18.6.
Resta-nos estimar o termo F,.
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Primeiro caso: 0 < u < 1.

Pelas formulas (16.6) e (16.7) temos

1 _ 1 | <oxt
I p() px) | — Cxt" ’
pelo que
X =5 5
{ { - =2
Fa< S J‘ I— )m(g )d{< %J' I(x ?f"(’) dt+%J. e e");ol(r) dt <
0 0 %
+ 3 »
c | o0 C I(t)en (x—t) c | «®
< E[2ar g [ 1akny < o[ o0y
0 0 0

Visto que o € Z entdo também r'*o(¢) € Z. Portanto

F; £ me(:,{) € Lp,
pelo Lema 18.6.

Segundo caso: 1 < u < 2,

Temos de usar (16.1) e atender a que max(x,t) = x. Obtemos

1 |

p(8) p(x)

x—t
xp(t)

Portanto

X
< J. (X'f)ﬂi(s ") dt.
0

Por estimativas semelhantes as do caso anterior é facil obter F, < C%(ZQ
e portanto

[We(x)| < Fi + Fy < C28

onde C > 0 né&o depende de . Daqui concluimos que sup||W¥, || L, <, para
e>0

1 < p < po, onde po € do Lema 18.5.
Verificadas as condi¢ées do Teorema 10.4 , o teorema fica demonstrado. B

OBS. 18.8. As suposigdes 1) e 2) sobre os nucleos k(x),/(x) no Teorema 18.7
sao satisfeitas nas varias aplicagdes e, em particular, nos exemplos tratados na
seccao 11. Particularmente, a condicéo 2) é valida em todos os exemplos da sec-
¢ao 11 pelo Lema 18.3, e a condigéo 1), isto &, k(x) € V, é satisfeita para qual-

m(x)

quer nucleo da forma —3~, @ € (0,1), m(x) fungdo limitada e diferente de zero
em (0,b).
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