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RESUMO

NOME: Rogério P. Cardoso
FACULDADE: Faculdade de Ciências e Tecnologia
ORIENTADOR: Stefan G. Samko
DATA: 2006
TÍTULO DA TESE: Equações integrais de Sonine

As equações integrais de Sonine são equações de primeira espécie, de Vol-
terra, Kfp =f , com núcleo às diferenças, tais que existe um núcleo associado
ao núcleo original de modo que sejam ambos divisores da unidade para a con-
volução.
No Capitulo I realiza-se a inversão do operador K no quadro dos espaços L,,(]R)
e obtêm-se as condições necessárias e suficientes para que uma função per-
tença ao contradominio deste operador. Este resultado é conseguido após in-
vestigação das propriedades dos núcleos de Sonine e das condições especiais
exigidas para a construção da forma de Marchaud do operador inverso. O con-
tradominio do operador K ê descrito como subconjunto de um espaço de Orlicz.
No Capitulo ll efectua-se a inversão do operador K no quadro dos espaços
L,,(0,b). A inversão é natural evitando hipóteses que envolvam condições no
infinüo.
No Capitulo lll estuda-se uma relação entre os operadores de Sonine esquerdo
e direito, a qual permite considerar algumas equações integrais generalizadas
do tipo de Sonine.
No Capitulo IV estabelece-se a existência de isomorfismos entre espaços de
Hõlder generalizados, com e sem ponderação. Estes resultados exigem o estu-
do da Iimitação dos operadores K e K"' nestes espaços.

Palavras chave : equações integrais ; núcleos de Sonine ; integrais e deriva-
das fraccionários ; módulo de continuidade ; espaços de Hõlder generalizados.
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ABSTRACT

Sonine integral equations

Sonine integral equations are Volterra first kind integral equations K‹p =f with
a difference kernel such that there exists another kernel associated with the ori-
ginal kernel so that both are unit divisors for the convolution.
In Chapter I the operator K is inverted in the frame of spaces L¡,(K) and nece-
ssary and sufficient conditions are obtained for a function to belong to the range
of K . This result is obtained after an investigation of Sonine kernels properties
and of the special conditions required to construct the Marchaud representation
of K". The range of the operator K is described as a subset of an Orlicz spa-
ce .
In Chapter ll the inversion of operator K is attained in the frame of spaces
L,,([0,b]). The inversion is natural being related to the kernel values in [0,b] and
avoiding conditions at infinity.
In Chapter Ill a relation between the left-hand sided and right-hand sided Sonine
operators is studied, which allows considering of some generalized Sonine-type
integral equations.
Chapter IV establishes the existence of isomorphisms between generalized
Hõlder spaces, weighted and non-weighted. These results require the study of
the boundedness of operators K and K"' in these spaces.

Key words: integral equations ; Sonine kernels ; fractional integrals and deri-
vatives ; continuity modulus ; generalized Hõlder spaces .
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SINOPSE

A Tese é dedicada ao estudo dos operadores integrais de Sonine e às corres-
pondentes equações integrais de primeira espécie. Um operador de convolu-
ção do tipo de Volterra

K‹p(x):=_|.k(x-y)‹p(y)dy, a<x<b, -oo5a<0o, -00<bS°0
G

com k e L',°°([0,b - a]) chama-se operador de Sonine se o seu núcleo satis-
fizer a condição de existir outro núcleo 1 e L'¡°“([0,b - a]) , chamado núcleo
associado de k, tal que

j ko -y›f‹›››d›› - 1.
0

(isto é, k ê um divisor da unidade em relação à convolução de Volterra).
As equações integrais da primeira espécie K‹p =f com a condição anterior
relativa ao núcleo são conhecidas por equações de Sonine devido ao artigo
[SON.1] de N. Sonine (1884), o qual introduziu aquela condição como gene-
ralização da condição que se tem para a equação integral de Abel. No caso

, da equação de Abel temos k(x) = x“"' , l(x) = -ii"-,,i'-'f-x““ , 0 < o: < l.
Assim, os operadores de Sonine representam uma larga generalização dos
operadores de integração fraccionária. A teoria da integro-derivação fraccio-
nária que remonta a Riemann, Liouville, Letnikov, Grünwald, Sonine, é apre-
sentada no livro [SAM.2].
A ideia de Sonine é poderosa no sentido em que se conhecermos o núcleo
associado, então a solução da equação Kúp =f é imediatamente obtida. O
próprio Sonine deu exemplos não triviais, diferentes do núcleo de potência,
envolvendo funções de Bessel e outras.
As equações deste tipo provaram ser importantes nas aplicações, ver o livro
[SON.2]. Muitos exemplos de pares de núcleos k(x),l(x) , que satisfazem a
condição de Sonine, podem ser dados em termos de funções especiais.
Alguns destes exemplos são considerados nesta Tese, ver em especial a
Secção 11.
Muito mais tarde, uma ideia próxima de uma condição semelhante sobre o nú-
cleo foi considerada no artigo [PIN] (1945) , numa forma diferente.
Com o desenvolvimento da teoria das equações integrais, provou-se, [WIC]
(1968), que qualquer núcleo da forma , com uma função analítica a(x) ,

iv



E
 

.-
.I



a(0) =s 0 , tem o núcleo associado l(x) == , com uma função analítica b(x) ,
cujos coeficientes de Taylor podem ser calculados em termos dos coeficientes
de a(x) , e nos artigos [RUB.3] (1979) , [RUB.1] (1982) mostrou-se que a cla-
sse de núcleos localmente integráveis k(x) que admitem um núcleo associa-
do localmente integrável 1(x) é de facto muito mais extensa.
Embora a solução das equações integrais de Sonine fosse formalmente co-
nhecida há muito tempo, não existia uma investigação teórica funcional. Em
particular, as seguintes questões permaneciam em aberto : quais são as cla-
sses correctas para este tipo de equações integrais de primeira espêcie ?
Dado um espaço X no qual procuramos soluções, qual é o contradominio
K(X) ?
Um dos objectivos principais desta Tese é responder às questões acima.
Mostramos que, se na classe de todos os operadores de convolução do tipo
de Volterra destacamos um subconjunto de operadores de Sonine, então é
possivel caracterizar explicitamente o contradominio K(X) , por exemplo para
X = Lp .
Além disso, mostramos que para todos os operadores de Sonine existe uma
escala apropriada de classes correctas. Nomeadamente, os espaços genera-
lizados e ponderados de Hõlder H(§(p) fornecem esta escala : sob certas con-
dições impostas ao núcleo, para qualquer operador de Sonine e para um dado
módulo de continuidade ao de uma certa classe, existe outro módulo de conti-
nuidade wj tal que ê válido o lsomorfismo

K[Hli(p)] = HÊ'(P),

o que resolve completamente o problema de descrição do contradominio.
Antes apenas se conheciam afirmações do tipo de imersão: K[H(j'(p)] -› H§”'(p)
ver [SAM.4].
A realização destes objectivos foi possivel devido ao facto de termos construi-
do uma nova forma de inversão dos operadores de Sonine. Esta forma pode
ser considerada como uma generalização da fórmula de inversão de Marchaud
para os operadores de integração fraccionária. Esta nova forma provou ser
bem adequada para espaços como os de Lebesgue Lp ou os espaços gene-
ralizados e ponderados de Hõlder H5”(p).
A forma clássica de inversão não era adequada para os nossos objectivos,
visto que só funciona no caso p = l dos espaços de Lebesgue e não funcio-
na nada bem no caso dos espaços de Hõlder generalizados.
A apresentação da Tese é a seguinte.
Nas Secções 1-2 do Capitulo I começamos com definições e alguns prelimi-
nares. Entre os preliminares, o mais importante é o Lema 2.3 que dá - num
quadro bastante geral- as condições para que o operador de convolução
seja aproximado pelo operador de identidade num espaço funcional arbitrário
de Banach, sob alguns axiomas simples e naturais. Este Lema tem um papel
crucial na ulteriorjustificação da inversão do operador de Sonine por meio da
construção do tipo de Marchaud.
Na Subsecção 2.4 assinalamos que a desigualdade de Chebyshev para uma
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função monótona é válida numa situação mais geral do que a usualmente indi-
cada, resultado que usaremos na continuação.
Nas Secções 3-7 do Capitulo I estuda-se a equação de Sonine para o caso
(II = -00.

Na Secção 3 damos uma justificação das fórmulas de inversão clássicas pa-
ra soluções em L, caracterizando o contradominio em termos da continuida-
de absoluta de um certo integral.
A Secção 4 contém uma dedução de várias propriedades especiais dos nú-
cleos de Sonine. Mostra-se que, a partir da condição de Sonine sobre a exis-
tência de um núcleo associado localmente integrável, é possível deduzir mui-
tas propriedades úteis de k(x) e de ¿(x) que fornecem informação detalhada
sobre o seu comportamento quando x -› 0 . Este último facto é importante pa-
ra a ulteriorjustificação da inversão dos operadores de Sonine.
Na Secção 5 construímos o operador inverso na forma generalizada de Mar-
chaud, a qual utiliza um certo tipo de integral hipersingular. Nesta secção estu-
da-se em especial o resultado da aplicação do operador hipersingular trunca-
do ao operador de Sonine.
Na Secção 6 prova-se que as truncaturas acima convergem para a solução
(no caso de soluções em Lp), sendo a convergência na norma do espaço. Isto
dá-nos a fórmula de inversão na forma de Marchaud. Obtemos também a ca-
racterização do contradominio K(L,,) em termos de convergência destas trun-
caturas.
Na Secção 7 consideramos algumas condições sobre o núcleo k(x) , suficien-
tes para a existência do núcleo associado l(x) e apresentamos vários exem-
plos.

O Capitulo ll é dedicado às equações de Sonine num intervalo finito
(-00 < a < b < oo) o qual é mais importante nas aplicações e nos permite con-
siderar muitos mais exemplos, visto que a partir daqui podemos evitar a utiliza-
ção de informação àcerca do comportamento dos núcleos no infinito. Esta in-
formação é, de facto, restritiva para alguns núcleos concretos.
Na Secção 9 deduzimos propriedades adicionais dos núcleos de Sonine.
Mencionamos, em primeiro lugar, a desigualdade generalizada de Hardy na
Subsecção 9.3 a qual tem interesse por si própria, independentemente da ul-
terior aplicação que dela fazemos.
A Secção 10 contém uma modificação da construção hipersingular anterior-
mente mencionada, melhorada para o caso do intewalo finito. Esta modifica-
ção permite construir o operador inverso e também caracterizar o contrado-
minio do operador de Sonine.
A Secção 11 aplica os resultados obtidos a vários núcleos concretos, envol-
vendo principalmente funções especiais.

Nas Secções 12-14 do Capitulo Ill estuda-se a possibilidade de expressar o
operador direito de Sonine via operador esquerdo com o mesmo núcleo, e
em toda a recta. Sabemos, pelo caso dos operadores de integração fraccio-
nária, que tal ligação é dada em termos de operador singular, pelo que procu-
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ramos um operador de tipo singular que possa ser utilizado com o mesmo ob-
jectivo para operadores de Sonine arbitrários. Consideramos este método na
generalidade e depois estudamos várias situações concretas. Nestes casos
concretos damos especial atenção ao estudo do comportamento na origem e
no infinito dos núcleos singulares resultantes (alguns dos núcleos são singula-
res apenas na origem).
Esta ligação via operador de tipo singular permite reduzir a resolução de algu-
mas equações generalizadas de Sonine à resolução de algumas equações
singulares.

O Capítulo IV, constituido pelas Secções 15-18, é dedicado ao estudo dos
operadores de Sonine em espaços generalizados e ponderados de Hõlder
H5*(p) . São recordadas algumas propriedades dos módulos de continuidade
na classe de Zygmund-Bari-Stechkin (D e definem-se algumas classes de
ponderação. Um dos principais resultados obtidos neste capitulo é a estimati-
va do tipo de Zygmund do módulo de continuidade ú›(K"fih) para o operador
inverso K"'f via módulo de continuidade w(f`,h) da função f. Este resultado
exigiu os principais esforços visto que foi necessário mostrar com exactidão
que o módulo de continuidade ú›(K"f, h) piora em comparação com m(f,h) ,
dependendo das propriedades do núcleo associado l(x) .
A estimativa anterior do módulo de continuidade é crucial para a posterior de-
monstração do lsomorfismo realizado pelos operadores de Sonine entre es-
paços generalizados e ponderados de Hõlder. Consideramos separadamen-
te casos não ponderados e ponderados nas secções 17 e 18 com vista a
simplificar a apresentação : no caso mais dificil de ponderação a demonstra-
ção utiliza o lsomorfismo provado para o caso de não ponderação.
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1. EQuAçoEs |NTEeRA1s DE soN|NE NA REcTA

1JNTRoDuçÃo

Neste capítulo vamos estudar equações integrais de VoIterra,de primeira
espécie,definidas na recta real

JC

11<.‹z›<›‹> z- j ke- z>‹1›<o‹zff =f<›‹=>
(1.1)

sob a condição de existir um núcleo l(x) tal que

jzoz - z)1z(z)dz = 1, zz > 0,
O

(1.2)

que é a condição de Sonine. Sonine estudou equações integrais num inten/alo
finito,[SON.1].
Um núcleo k(x) e Lfl°“`(K+) designa-se por núcleo de Sonine se existir outro
núcleo l(x) e Lfl°°(]R+) tal que seja válida a relação (1.2).

É bem conhecido o caso do núcleo da integração fraccionária,[SAM.2],

k(x)=lzEÍ_-lšm, ;›z>o, o<‹z< 1,
(13)

para o qual se tem
_ 'I

Kx) _ l¬(1-0l)x°i *
(14)

que satisfazem a condição (l.2).

Na resolução formal de (l.1) obtemos
X X

j çz›(.‹)dS = j z(x-z)f(z)dz1,

tw -00 (1.5)
O

.X

¢›(x) = 57 j z(x- z)f(z)dz.

(1.ó)

1



Questões em aberto: condições sobrefque assegurem a existência de ço, unicidade
de (0, existência de Z.

2. PRELIMINARES

2.1. EQUAÇÕES INTEGRAIS DE SONINE. NÚCLEOS DE SONINE

DEFIN. 2.1. Um núcleo k(x) e L'1°°(K.) designa-se por núcleo de Sonine se existir
outro núcleo l(x) e L{°°(K+) tal que seja válida a relação (1.2).
O operador K em (1. 1), com um núcleo de Sonine k(x), chama-se operador inte-
gral de Sonine.
O núcleo l(x) chama-se núcleo associado ao núcleo k(x) e é também um núcleo
de Sonine.
A relação (1.2) mostra que k(x) e l(x) são necessariamente não limitados quando
x -› 0. De facto, suponha-se que k(x) é limitado. Então

hzfiaflwmmgmwm-mmzcmmúso
o que não é possível.

no \

2.2. APROXIMAÇOES A IDENTIDADE

Um operador A. diz-se uma aproximação ao operador identidade num espaço de
Banach X se

||A.,f-f||X-› 0, quando a -› 0.
(2.1)

Vamos considerar um operador de convolução

A@a)=j%omo-om,z>c
RIT

(2.2)

São conhecidas as condições suficientes para que o operador de convolução
As seja uma aproximação à identidade nos espaços Lp :

00

U Eäjaomhzg
O
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(2.3)

2) _í|a8(r)|dt 5 M < oo, M independente de s,
0

(2.4)
3) 11113 j|.zz,(z)|âz = 0, vô > 0.

5

(2.5)

Vamos estabelecer a seguir as condições suficientes para que As seja uma aproxi-
mação à identidade num espaço arbitrário X= X(K), que satisfaça dois axiomas:

1) X é invariante à translação

|lf(x - h) IIX í C|lf||X, C independente de h e K,

e verifica-se a continuidade média relativamente à norma

co),»(flô) :- Ê11|.1%I[f(x- h) -ƒ(x)||X -› O, quando 5 -› O,

(2.6)

onde ú),(»(f,ô) é o módulo de continuidade def

2) É válida a desigualdade integral de Minkowski:

_If(r)dr 5 _I|lf(r) || Xdr.
IR X IR

(2. 7)

OBS.2.2. As hipóteses 1) e 2) são válidas em espaços L,,(lR), 1 ip < oo, e
também em espaços de Orlicz L.¡z.(K), com uma função de Young que satisfaça a
condição Az :

<I)(2x) É k<I>(x),

para x suficientemente grande e algum k > 0.
De facto, a validade da desigualdade integral de Minkowski é uma consequência da
definição da norma de Orlicz e não carece da condição Az Por outro lado, a continui-
dade média para ‹I> já exige a condição Az, [KUF], p.179.

3



LEMA 2.3. Seja X um espaço de Banach que satisfaz os axiomas 1) e 2). Seja
uma família de funções a,(r) que satisfazem as condições (2. 3) - (2. 5).
Então A, definido por (2. 2) é uma aproximação ao operador identidade no
espaço X.
Além disso,é válida a seguinte estimativa para qualquer 6 > O :

II/1J~fllX 5 C(S,5)|lf||X + Mwxtfzö),
(2.s)

c(z,ô) 5 j.zz.(x)a.¬z + j |zz,(x)|â.›z.
IR |x|>õ

(2.9)
Em particulalzse a,(x) = §}a(%), a estimativa (2.8) reduz-se a

llflzf-f|IX É C(8)llf|IX+ M0JX(ƒÃ‹°1lH É),
(2.1o)

c(zz)=2 j |.zz(x)|dx, Mz j|.zz(x)j.zzõz.
R|x|>In %

(2. 1 1)

DEM. Seja

|1A.f-flu- j a.<z›f<x-od:-f<x› é
R X

5 _Ía,(r)[ƒ(x-1:)-f(x)]dr + _Ía,,(r)dr- 1|ll/(x)||X = C., +D.,.
R X R

(2.12)

D, = _|.a,(t)dr-1 |lf(x)||X -› 0, quando a -› 0 por (2.3).
R

C. = j.zz,(z)[f(x-1) -f(x)1dz 5 j z.-z,(z)[f(x-z)-f(x)]di +
IR X |z|<õ ¡[-
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+ _j ‹.z.,(z)[f(x - z) -f(x)]âz = E2 + F2.
|r|:›.z“i X

(2.13)

Pela desigualdade de Minkowski (2.7) e atendendo à invariância da translação
em X

rã- j ¢z.(z›1f<›‹-z)-fooidz 5 j||‹z.(z>lfc›‹z-z› -f<x>1|1,.dz=
|i|:.-5 X |r|>ô

= j l‹z.<f>||1f<›‹ - o -fix) llxdz.
|t|>ô

Mas

|lf(x-Í)-f(x)llXS |lf(X-l)llX+ |lf(x)I|Xí C|lf(X)||X+ |lf(x)||X=
= (1 +C)llf(x)IIX,

e portanto

j 1-zz.<z>||1f<›‹ -z) -f<›‹>|1,,.zzz 5 (1 + C>|1f<.›z› 1,. j |zz.<z›|‹1z=
|r|>ô |:|>ô

(2. 14)

Por (2.5) vem que FÉ -› O, quando s -› 0, para todo o ô > 0.
Por outro lado,aplicando a continuidade média (2.6) e a condição (2.4) :

E1?-| ja.<z›v<x-z>-f(x>1dz 5 j 1a.<f>||1f<x-o-f‹›‹›1|1.df5
lr)-or? X |1.'|<õ

5 ¡¿¡.¿1¿~›1v<x - o -fo) 11,. j laz‹f>1df 5 Mú›X(f.õ>.
|tl<õ

(2.l5)

Reunindo as estimativas:

llflzf-fil), 5 Cz +D. 5 E2 +Fš +Dz 5
5 M@X(f,ô) + (1 + c)1lf(x)||X j |.zz_.,(z)|.zii+ j .zz_.(z)dz-1 |lf(x)¡|X =

IR|t|>ô

= |(f(x)||,,{(1+c) j |‹;z,,(z)|âz=+ j¢z,,(z:)âi-1 }+Mz.›X():ô).
|t|>õ K

5



Escrevemos

C(s,õ) = (1 + C) _I|a8(r)|dr+ J.a_,(t)dt- 1
|r|>6 K

O

ll/lzf¬f|lX S C(8,5)|lf(X) ||X+MwX(fi5), que É (23)-

Atendendo a (2.3)-(2.5), à arbitrariedade de 6, e a que ú›X(fi 6) -› O quando
6 -› 0, obtemos o limite

I€¡§51||Áâf-fllx = 0-

Escolhendo 6 = sin-Ê e com aE(x) = %a(%) obtém-se (2.10). I

2.3. A EQUAÇAO INTEGRAL DE SONINE NOS ESPAÇOS Lp

Seja
JC

11<§‹p(x)= j iz(x - z)¢›(i)dz = foz), zz E is..

Para podermos considerar o operador de Sonine em L,,(lR¿) é preciso condicionar o
núcleo k(x) de modo a garantir a existência do integral para funções go e L,,(K).
Se o núcleo for do tipo

1z(x) = x > 0, zz 5 (0,1), su¿›|m(x)| < az,
JC>

(2.1ó)

então é conhecido o seguinte teorema,[SAM.2] :

TEOREMA: Seja (2. 16). Então o operador K é limitado de Lp(K) em Lq(K)
seesóse 5 = %-a,1<p< -Ê,-.

Para um núcleo de Sonine arbitrário,o conjunto de funções f= Kcp já não pertence
a qualquer espaço L,,(lR), mas poderá estar imerso nalgum espaço de Orlicz, como
se verá no Teorema 2.4.
Observamos em primeiro lugar que a convolução com um núcleo k(x) localmente
integrável fica bem definida para qualquer função fe Lp(K) desde que exista um
número N > 0 tal que

"Ç3›_-
j|k(x)|P*âx<oo, -+4, = 1.
N P

6



(2.17)

De facto
00 N oo

j1z(z)f(zz - z)z.-ll z j lz(z)f(x _- z=)âz + j lz(z)f(x - l)dz.
O

O N (2. 18)

O primeiro termo existe quase sempre pela desigualdade de Minkowski e o segundo
termo é limitado, pela desigualdade de Hõlder.
No Teorema 2.4 usamos a notação

I

1‹**(z) z 5 j1‹*(.z-)ds.
O

(2.19)
onde,

k*(s) i inf{r > O : m(k,t) 5 s},

representa o rearranjo não crescente de |k(x)|, inverso da função de distribuição

m(k,r) =med{x e K : |k(x)| > r}.

Tem-se ainda que

rw0âwm.lvL-um.15p<e
(2.20)

O

nrn5uvn.1<p<a
(2.21)

JI'

pela llmllaçâo do operadorde l-larzzly H(zz) = -,L-jf(z)âz em Lp, [l-lAR].
O

O Teorema 2.4 é um caso particular do Teorema de O'Neil, [ONE], sobre a
limitação do operador de convolução nos espaços de Orlicz.

TEOREMA 2.4. Seja um núcleo k(x) e Ll°“`(K). O operador de convolução K é

7



definido para toda a função (0 e Lp(K), 1 < p < oo, se for verificada a condição
(2. 17), ou a seguinte condição para algum N > 0,

(Ú

1:

-I-|k1#)~|dx<oo.
N *F

(2.22)

Sob a condição (2.22) o operador K é limitado de L,,(K) no espaço de Orlicz
Lz1›(K), sendo a função de Young definida pela sua inversa

oo I/Jr oo

o-1(x) z j ^"*-",i*idz zp xt j|1‹(.‹)|d.‹+ j ii,-ild.z‹ .
l/x HT O I/x 3;”

(2.23)

OBS. 2.5. A condição,

jWoro<o.
N

(2.24)
para algum m < p' é suficiente para assegurar a validade de (2.22), a qual se
obtém pela desigualdade de Hõlder e pelas propriedades (2.20) e (2.21).

OBS. 2.6. A partir de (2.23) e por derivação directa obtém-se

all-'l;.¬l;l _ l="{âl-)+lf[i<'{%}-lifíãlll
dx 2_¡i,

(2.25)

2.4. A DESIGUALDADE DE cHEBYsHEv

No caso de os núcleos k(x) e l(x) serem ambos monótonos no mesmo sentido,ve-
rifica-se a seguinte desigualdade de Chebyshev:

JC JI X

jzoz - r)1z(z)dz: 5 -},- j1‹(l)âzj z(z)âl, x > 0.
O O O (2.2ó)

8



Na demonstração clássica desta desigualdade,[YAK], é utilizada a hipótese de o
produto k(r)l(r) ser integrável em [0,s], o que não acontece no caso dos núcleos
de Sonine. Mas é possivel provar (2.26) sem esta hipótese.
Truncando inicialmente a origem observamos que o integral

x-öx-6

j j lko - 0 - f‹0»>1ll0‹ - 0 - f0»›1dzdy.
õ 5

é positivo se k(x) e l(x) forem monótonos no mesmo sentido e é negativo se forem
monótonos em sentidos contrários.
Então, para núcleos monótonos no mesmo sentido obtemos

x-5 x-5 x-Õ

(zz-25) j1z(l)z(z)dlz j lz(l)dz j l(l)âz.
5 5 5

Para núcleos monótonos em sentidos contrários o sinal da desigualdade inverte-se
Mas se k(x) e l(x) são monótonos no mesmo sentido,então k(x - r) e l(r) serão mo-
nótonos em sentidos contrários e ter-se-à

Jr-6 x-5 x-5 .x-Õ x-5

(zz-25) j k(x- l)l(z)âz 5 j i‹(x- nal j l(z)âz z j /z(.l‹)d.‹ j l(z)âi,
6 5 5 5 5

que tende para (2.26) quando 6 -› 0.

3. EQUAÇÕES INTEGRAIS DE SONINE EM L¡(-oo, b)

3.1. A lNvERsÃo l=oRlvlAl_ DA EQuAçÃo lNTEGRAl_ DE soNlNE

Consideramos Ll(-oo,b),com b 5 +oo. Seja o operador

JC

1l.f(x) z_ j l(x-z)f(l)âz,

(3.1)

onde l(x) é o núcleo associado a k(x).

9



Aplicando formalmente o operador IL. ao operador K, utilizando a fórmula de Dirichlet
e usando a propriedade (1.2) obtemos

X X-S JC

]L]Kço(x) = J. ‹p(s)ds 1. Z(x-s- u)k(u)du = II. ç0(s)ds.
-O0 0 _...

(3.2)

Então a solução de (1. 1) é, formalmente

I

o(zz) = 1l<;-1f(z.z) zz 5;- j foz- z)f(z).zll.

(3.3)

3.2. coNTlNulDADE ABsoLuTA , ExlsTÊNclA E uNlclDADE DA soLuçÃo

Para justificar a inversão anterior para soluções em L¡(-oo,b) precisamos da
seguinte definição,[SAM.2].

DEFIN. 3.1. Uma função g(x) diz-se absolutamente continua em (-oo,b), b S oo,
que se escreve g(x) e AC (-oo,b) se for absolutamente continua em todo o
subintervalo limitado de (-oo,b) e se tiver variação limitada em [-oo,b].
Além disso, a condição g(x) E AC (~oo,b) é equivalente à representação

goz) = j o(z)olz+c, oom ‹p(x) 5 l_,(-oo,b),
-oo

(3.4)
e para g(x) E AC (-oo,b) existe g'(x) = ço(x) q.s..

TEOREMA 3.2. Seja k(x) um núcleo de Sonine e seja l(x) o seu núcleo associado.
A equação (1. 1) é resolúvel em L1(-oo,b) se e só se a função

ooo == j to - ofmdz.
-oo

satisfizer as condiçoes,

gz(x) E AC (-oo,b) e g¿(-oo) = 0.

10



(3. 5)

Nestas condições a equação (1. 1) tem solução única dada por (3. 3).

DEM. A demonstração deste teorema é directa e omite-se. I

O Lema que se segue dá uma condição suficiente para a validade das condições
(3. 5) em termos da própria funçãof

LEMA 3.3. soja,
Loz) = j z(.‹l)‹.i.l¬.

0

(3. 6)
Se,

E-1) xƒ(x) E AC (-oo,b), ƒ(-oo) = 0,

0) j f(z~)z(x _ z).zlz E l_.(-oo,zz›),
-oo

c) Í f (s)L(x - s)ds é convergente, para todo o x e (-oo,b),

então gz(x) e AC (-oo,b) e gz(-oo) = 0.
Além disso, gz(x) pode ser representada por,

JC

g,(zz) z jf(.‹)L(x-.‹)zzz.‹.

(3.7)

DEM. Pela hipótese a) f(x) tem derivada q.s.. Então

JC I

g,(x) = j z(x-z).zlljf(.‹)olS.

(3- 8)
Podemos escrever

I JC JC

g,(x) = jf(.‹)ol.‹jl(x-z)olz= j`f(.‹)L(zz-.v)d.‹l,

e atendendo à hipótese c) a expressão obtida é a representação (3.7).
Escrevendo

11



x t .ir t

g,(x) = j z(x-l) jf(S)oimlz= j [ jf(.‹)z(z-.‹)â.‹}iz~,

expressão que pode ser verificada pela troca da ordem de integração, e
atendendo à hipótese b) e à definição 3.1 vê-se que g¿(x) E AC (-oo,b),

lf

visto que jf(.‹)l(z-mais E l_.(-oo,z›). i

4. os NúcLEos DE soNlNE

4.1 UMA PRoPRlEDADE l=›RlNclPAl_ Dos Núcl.Eos DE soNlNE

LEMA 4.1. Suponha-se que o núcleo de Sonine k(x) e o núcleo associado l(x) têm
derivadas localmente integráveis e que satisfazem as condições

lt¡¿¿1ik(z) = 0, 1¿~¿1l1(l) = 0.
(4. 1)

Então

jr'(l)[iz(zz) - iz(x - z)]âz = 1z(x)z(x), x > 0 qo.,
O (4.2)

(para todo o x > 0 se k*'(x),l'(x) existirem em todo o ponto x > O.)

DEM. Por (4. 1) deduzimos integrando por partes que existem os integrais ,
I 1

I rk' (r)dr e I tl* (r)dr.
O O
De (1.2) decorre que

x I

1 = j l(zz _ l)iz(z)âz = zz j z(x - xz)iz(xz)zzlz,
O O (4. 3 )

O
I I

x j[z*(x - xl)(1 - z)iz(xz) + z(zz - xz)1z*(xz)z]oil + j z(x - xz)1z(xz)zzlz = 0.
0 0

(4.4)
Usando s = xr obtemos:
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JC I I

j 1' (x _ o)(x _ S)k(o)d..‹ + j l(x _ .‹)iz*(.z‹).m'.‹ + j1(x _ .‹)lz(.‹)oi.‹,- = 0.
0 0 0

(4. 5)
Observamos que por (1.2) o último integral é igual a 1.
Para o segundo integral utilizamos d[k(s) - k(x)] = k'(s)ds e
integramos por partes,

.X JC

j to - S).-éilf‹<s> - l‹0o1 = oro - .->l1‹0~› - 1‹0‹›1>:::i; - jrio) - k(x›1A"'-í;“f~fl1-ds.
0 O

Temos

{Sl(x - s)lk(S) - lf(x)1}§iã = l,i¿1,;1{Sl(x - S)lk(S) - k(x)1} ~1Si_13¿1{Sl(x - S)[l‹(S) - kt->‹f)1}

De (4. 1) deduzimos que lim l(r)[k(x) - k(x - r)] = 0, x > O, q.s..
t-›0

Além disso existe o limite ltilãl x > 0, q.s.. Obtemos então

1;5<s1<x - s›li‹<S› - izooil = ›‹1,1_o,¬1‹f›li‹<›‹ - o - kooi = 0.
1,i¿1¿<si<x - s>l1‹(o - /‹0‹›l> = 0.

pelo que

.X .X

j lol _ .‹)1‹*(.‹).m1‹ = _j[1z(.l~) _ /z(x)] Eli*-f_j,'*___j-_floll¬.
0 0

Então (4.5) reduz-se a

Ji' X

j 1' (x _ S)[x1‹(.‹) _ .z~1z(x)]â.‹l~ + 1z(.~›z) j l(x _ .»~)zzi.‹ = 0,
0 0

OU

j 1*0>l1‹0z> - ko - old: = iii j ‹ilz10›i.
O O

que conduz imediatamente ao resultado pretendido. I

OBS. 4.2. No Lema 4.3 mostrar-se-à que a condição (4. 1) é automaticamente
satisfeita para k(x) e l(x), desde que estes núcleos sejam decrescentes numa
vizinhança da origem.
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4.2 HIPÓTESES ADICIONAIS SOBRE OS NÚCLEOS

A inversão da equação de Sonine em Lp será feita sob as seguintes hipóteses
adicionais relativas aos núcleos k(x) e l(x).

i) MONOTONIA PERTO DA ORIGEM

Admite-se que existe uma vizinhança (0,150) na qual se verifica:

k(x) 2 0, l(x) 2 0, k(x) j, l(x) j, 0 < x 5 s()_
(4.6)

ii) INTEGRABILIDADE ABSOLUTA DAS DERIVADAS NO INFINITO

Admite-se que as derivadas dos núcleos existem,pelo menos em sentido gene-
ralizado (sentido distribucional),são localmente integráveis e verificam:

OO OO

jllz'(x)|olx oz oo, j'|l'(zz)|o1x < oo, ô > 0.
5 Õ

(4.7)

Um núcleo que satisfaz (4.7) estabiliza no infinito,isto é,

5j,i_,li,g k(x) = l‹(°°). |lf(°°)I < °°«
(4. 8)

Com as hipóteses adicionais (4.6) e (4. 7) é possivel obter diversas propriedades
especiais para um núcleo de Sonine, como por exemplo o seu comportamento perto
da origem e no infinito, assim como algumas estimativas integrais.
Os dois lemas seguintes tratam destas propriedades e são indispensáveis para ob-
termos outras demonstrações.

4.3 OUTRAS PROPRIEDADES DOS NÚCLEOS DE SONINE

LEMA 4.3. Qualquer núcleo de Sonine que satisfaça (4. 6) tem as seguintes
propriedades:
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xk(x)l(x) 5 1, 0 < x 5 80,

iz(z.z) j l(z)o1r 5 1, zoo) j iz(z)oiz 5 1, 0 < oz 5 oo,
0 0

zoo) j lz(l)o1z+ /o(x)jl(z)oll 5 1, 0 < oz 5 oo,
0 0

X JC

j1z(l)oizj l(z)olz 5 oz, 0 < zz 5 oo,
0 0

lil81k(x) = li1g¿l(x) = +oo,

li181xk(x) = Iil81xl(x) = 0,

E E

Oío£0ü|k*(z)jâz jrl(o)âo1 5 1.

DEM.
a) Prova-se (4.9) pela condição de monotonia (4.6) em (1.2). Para
O < r < x 5 ao temos que k(r) 5 k(x) e l(x- r) 2 l(x). Então,

JC Jl' JC

1 = j io(z)z(zz _ z)oiz 5 k(x)j1(x _ z)oll 5 1z(o)l(x) j dz = xk(x)z(o)
0 0 0

b) Por (4.6) temos :

15
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2x x 2:1' x 2x

_ j 1o(z)l(2x _ z)dz _ j iz(z)z(2o _ l)oiz + j iz(l)l(2x _ l)oil 5 zoo) j k(z).oiz + iooo) j z(2x _ z~)olz.
0 0 ,, 0 ,,

(4. ló)

Daqui obtém-se obtém-se (4. 11).

c) A propriedade (4. 12) decorre da desigualdade de Chebyshev (2.26) atendendo
a ( 1.2).

d) Retome-se (1.2). Como l(x- t) 2 l(x) resulta que,

JI' JC

zoo) j izo)oiz 5 j1z(z)zoz _ l)olz _ 1.
O O

Como k(r) 5 k(x) verifica-se que

JC X I

1 _ j 1z(l)zoz _ z)olz 5 izoo) j zoo _ od: _ /ooo) j l(o)oio
0 0 0

e (4.10) fica provado.

e) Suponha-se que (4. 13) não é válido para k(x). Então k(x) seria limitado e
de (1.2) obtemos quando x -› 0+

1 5 oopko) j l(z)oiz _ 0,
0

o que não é possível. Portanto (4. 13) tem de ser válido.

I) (4. 14) é consequência imediata de (4. 13).

g) Observamos que

8 E B E 8 8

j |lz'(z) lol: j z(.‹.-)olo _ _ j l(o)olo j /o'(z)olz _ _ j 1(o)[1‹(z)]z_,oro _ _ j z(o)[k(o) _ 1z(o _o)] _
0 o_z 0 o_o 0 0

1 6



_ j1(o)[1z(o _ o) _ 1z(o)]oio _ J' z(o)1z(o _ o)olo _ /o(o) j z(o)olo 5 1,
0 0 0

o que prova (4. 15). I

(4.17)

LEMA 4.4. Seja um núcleo de Sonine k(x) que satisfaz a condição de integra-
bilidade absoluta (4. 7) e k(oo) = O e seja l(x) o seu núcleo associado. Então

2".: 83-›

iV+a

j 1o(z)oiz _ 0, vo > 0,
N'

(4. 18)

j iz(l)oiz 5 jl1z(z+ o) _ 1o(z)|oll, 0 < o < oo.
0 0

(4.19)

Se k(x) satisfaz (4. 6) e (4. 7) então as seguintes propriedades são válidas:

(I)

O

0<s<s0

|k(x+ 11) -k(x)[dx < oo, Vh e IR,

(4.20)

sup KK:-:) ƒ|k(x + s) - k(x)|dxiI < oo,
0

(4.21)

Oíëlgoü z(z)olzj|k'(z~) ldzí < oo.

DEM. a) Começamos por provar (4. 18). Esta relação decorre da desigualdade

(422)
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N+a oo

j io(o)olo 5o j |1‹'(z~)lolz,
N N

(423)

pela condição de integrabilidade (4. 7). A desigualdade (4.23) decorre da se-
guinte representação óbvia

N+a N+a oo

j lz(o)âo _ _ j oro-j1z'(z)oiz.
N N S

b) Vamos provar (4.20). Temos

oo oo ir h oo

1,, z_ j|1z(o+1»z)_1z(x)|ooz _ joio jiz'(.o+l)olz 5 jolzj|k'(o)|olo.
0 0 O 0 r

Seja Í? 2 S().EI`IÍãO,

h 6 oo

(4.24)

1,, 5 jdlƒlk'(o)|do+Íolzj|iz*(o)|olo _ _Íolz=Tk"(o)olo+ÍdlÍ|lz'(o)|do _
0 .« 0 S0 0 z 0 eo

h oo h

_ jolzj|1‹'(o) |oio+ j lz(z)oiz_ iziz(oo)
O ao O

e como k(oo)h 5 0, resulta que

oo h

Ji. 5 hj|k'oz) |d›z+jlz(z)dl,
oo 0

e daqui decorre (4.20).

Seja agora h 5 so. Retomando a expressão (4.24), com r < h 5 eo,

18
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1,., 5 ÍoilÍllz'(o)j.zi.o 512U|1o'(x)loõz1dz~< oo.

c) Para provar (4.21) multiplicamos (4.25) com h = a por l(s) :

00 8

l(o)1.. 5 ol(o) j jiäoz) |oio + l(o) j io(i)olz«,
B0 O

e observamos que por (4. 10) o último termo é limitado por 1.
Por (4.14) temos lil~l¿1sl(o) = 0, e por (4.7) o integral é finito, o que prova (4.21)

d) A prova de (4.22) é directa:

Íl(l)âzÍ|i'(f) loll _ Íi(l)ollU_i“(z)oiz+ Í|1z*(zL)lo*l1 _ _Íl(z)oizT lz'(z)olz+
0 s Ú s eo Ú s

E CX)

+j'l(l)zzll j lio'(l)|oiz,
U eo

(4.26)
e ainda

j r(l)olz= j |l: (z) |oiz _ [lz(o) _ i:(oo)1 j l(z)oil + cjl(z)olz:
0 8 0 0

(4.27)
Obsen/amos que

00 E E

c _ j|lz'(l) lolz, lo(o)jz(l)oil 5 1, 1z(oo)jz(l)olz > 0, 0 < z 5 oo.
50 0 0

Então
8 00 E

jz(l)olijl1z*(z)|oli 5 1+ cjz(z)olz, 0 < z5 oo,
0 o 0

ou ainda

0si:l<(ä0|:_([ l(t)dl` _I Ik1(z) |dt:| < oo.
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e) Falta provar (4.19).Tem-se

s N N -

j iz(z)âz= _ j|iz(f)|oil_j|1z(l)|orz _ lz(z)lolz+ j |k(z)|olz_ jlk(z)|oiz.
N-E E<:> ca ca'-1.2

_eo

2 2

Então:

CD'_--¡2

l_¬m

2

jk(z)âz_ |lz(z)l_|lo(z+o)|].ziz+ j llz(z)|olz.
0 N-e

(4.28)

Mas

I¡f(f)l - |Íf(f+ 8)l É |k(i) - k(f+ 8)| = |¡f(i+ E) * k(f)l,
N

e observamos que _I[k(r)|dt -› 0 quando N-› oo, por (4.l8).
N-s

E DO

Portanto,quando N -› oo obtemos _Ík(r)dr 5 _Í|k(t+ s) - k(r)ldr, O < a < so. I
O 0

5. O OPERADOR INVERSO NA FORMA DE MARCHAUD

5.1. A DERIVADA FRACCIONÁRIA DE LIOUVILLE

Na teoria da derivação fraccionária estabelece-se que a derivada fraccionária
de Liouville

x
ÍII(III)af)(JC) = -*l;íl]T)% J- Êdf, O < U < I,

(5.1)

pode ser representada na forma

fl )-fl -)11111”/oro) ~ oii., j dz:
O

(5.2)

forma conhecida por derivada fraccionária de Marchaud,[SAM.2].
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A forma de Marchaud é muito mais conveniente do que a forma de Liouville,
quando estudamos a inversão da integração fraccionária no quadro dos espa-
ços Lp, [SAM.2].
Como o nosso objectivo é inverter o operador integral K em L,,(K), com um
núcleo arbitrário de Sonine, é natural procurarmos uma representação de K*
análoga à representação (5.2).

5.2 REPRESENTAÇÃO DO OPERADOR INVERSO NA FORMA DE MAR-
CHAUD

LEMA 5.1. Admita-se que o núcleo associado de Sonine l(x) satisfaz as
condições em (4. 6) e (4. 7 ).
Então o operador (3. 3) pode ser representado por

00

<K“*f)<›z› _ i<z›‹›>f0‹> + j lfo - o -fo>11'<z>‹zl.
O

(5. 3)

pelo menos para funções f(x) para as quais o integral é convergente (por exem-
plo, fe C5°(K)).

DEM. Em primeiro lugar recordamos que l(oo) existe pela condição (4.7) e esta-
biliza no infinito por (4.8): 3ji¿1¿ll(x) = l(oo), e |l(oo)| < oo.
Então

oo oo N

(115-1f)oz) _ Ê j l(z)foz_z)olz _ j z(z)foz_l)dl _ 5330 J' z(l)f(o_r)oll.
0 0 0

(5.4)
N

lvloo lo) _ l(N) _ j l'(.§)oi¿f, polo quo

Por) - j i*<‹:>d‹§ 1/of - od: _
I N

_ ,1,1¿1¿lOjz(N)f(x _ z)o'z~ _ ' _ z)olz j z'(¿,=)ol§ _ 1, -12.
0 t

2

Ê".;."'2sã
O'--¬2

2:' sã
O'--¬2

*so 'Q2

(K"f)(X) =

-›

Então
N x-N

1, _ ¿¿¿z¿Ol(N) jfo_z)oll _ _,lV1¿~l¿¿1(N) j f(o)olo _
0 .x
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visto que ƒ(-oo) = 0.
Temos ainda

Í2 Ê
-P

= -,(,¡_1};ƒ(N)D'(X -N) -ƒ(X)] = 1(°°)ƒ(x),

2 8
C>'_-¬2

*io /-'NR
2? sã

CD'í_¡

“H

CD

2 2 zm

- z)4~j1'(â)d4 _ _ ', “(‹:)d4= jfoz - z)4.
Então

N

(K-1f)<x) _ 1<‹›‹›)f<›‹) + ,l)¿1,;1, j i'0)lf0‹ - r) -f0z)1‹4.
O

que é o resultado desejado. I

A convergência do integral _Íl'(r)[ƒ(x - r) -ƒ(x)]dr é percebida atendendo a que
O

para ƒ(x) adequada se tem ƒ(x - r) -ƒ(x) ~ Cr quando r -› 0.

5.3 O OPERADOR INVERSO TRUNCADO DE MARCHAUD-SONINE

Quando invertermos o operador K no quadro dos espaços Lp interpreta-
remos o operador inverso (5.3) como limite do correspondente operador
inverso truncado na origem Kg' :

(K-into) _Í¿L¡§zÍ,<1i<;*f)<›‹).
(5. 5)

G

0i5;1f)o) _ io‹›)fo) + j l'0)lfo - 4) -fo)14.
(5.ó)

que é a forma de Marchaud-Sonine do operador inverso do lado esquerdo.
O objectivo é provar que

K"*Kai>(x)= WC). Para iv E I-AIR).

para um núcleo arbitrário de Sonine que satisfaça condições bastante
gerais, e tratando o limite em (5.5) como limite forte, mais precisamen-
te, como limite na norma de Lp.
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5.4 REPREsENTAçÃo lNTEeRAl_ DA coMPoslçÃo 1153115

TEOREMA 5.2. Admita-se que um núcleo de Sonine k(x) e o seu núcleo
associado l(x) satisfazem as condições (4. 6) e (4. 7) e a condição (2.22).
Então o operador truncado de Marchaud-Sonine Kglaplicado a
ƒ(x) = (Kq))(x), (0 e L,,(K), 1 5 p < oo, pode ser representado por

(1I<š;'K<l>)(4) _ j N.o(f)‹l›(x - ddr.
0

(5.7)
COITI

00

N.(o) _ z(oo)iz(o) + j[1o.(o _ l) _ lz(o)]z'(z)ofz,

là , 0o 1‹.(o)_{ (Ã) 8:0 .
,S

DEM. Começamos por recordar que pelo Teorema 2.4 o operador de
convolução,

<i<o)<z‹) _ j ko _ z~)‹l›<l)‹4.
existe q.s. no caso de ‹p(x) e L,,(K).
Então K;'Kq) existe q.s. como convolução de uma função do espaço de
Orlicz com um núcleo integrável l'(x) 5 Ll(s,oo), o que se pode deduzir pela
desigualdade integral de Minkowski (2.7), válida em espaços de Orlicz.
Seja então f= Kq) . Obtemos

foz _ l) _foz) _ i lo(.‹.-)oo _ z _ o)olo _j1‹(o)o(o _ o)olo _
0 0

= 'j-k(s - t)‹p(x - s)ds - I k(s)rp(x - s)ds.
r O

Então

fo _ 4) -fo) _ j lfoo _ z) - l‹<s)1o<›z - s)4‹o
0

(5.s)

(5.9)

com a definição
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Íf , 0,k+(S) = (S) s >
0, s < 0.

(5.10)

Utilizando a expressão (5.6) para (K;'ƒ)(x) resulta,

0000

<K;1f)04) _ 4<4o)<i<<o)<4) + j {j lloo _ 4) _ 1‹<4)i‹.4‹44 _ 4)444}›1*‹4)44.
E O

(5.1l)

Trocamos a ordem de integração, justificando esta troca mais tarde:

OO II)

<K;'f)<4) _ 4<‹›o)<i<o)04) + j oo _ 4)‹4s j lloo _ 4) _ 4‹<4)14'<4)444.
0 o

o alonoonoo ol (1l<;o)(o) _ j1z(o)o(x_o)olo obiomoo
0

(1l<;1f)oz) _ j‹,o().z _ o)oio j[1z.(o _ l) _ 1z(o)]z'(l)ofz + z(oo) j iz(o)o(x _ o)olo _
0 E 0

C>';ú8

8

= {_I[k+(.s -_ t) - k(s)]i'(t)dt + l(oo)k(s)}‹p(x - s)ds.

Se escrevermos

N..,(.-.‹) _ j[lo.(o _ z) _ i:(.‹l)]z*(z)olz + l(oo)lz(o),
E

obtemos o resultado procurado

00

<i<;*i<o)‹4) _ j N.<4)o<4 _ 044.
O

Temos ainda de justificar a troca da ordem de integração em (5. 11).
Pelo Teorema de Fubini é suficiente provar a convergência, para quase todo o x,
do seguinte integral:

OO O0

lfoz) z_ jlooz _ o)|olo j |l (4) | |lz.(o _ 4) _ iz(o)|olz=.
Ú s

(5. 12)
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Decompondo o dominio de integração e tendo em atenção a definição de k+(s)

foz) _ j looo _ o)lolo j ll'(4) ||1z(o)|444 + jlooz _ o)|oio j |l'(4) ||k(o)lol4 +
O 6 1-: s

+j|oo _o)|oloj|4'(4) ||4iz(o _ 4) _ 1z(o)|.z44 _ 1. + to +1 o.

E E (s.13)

Então

E OO DO GO

11 +12 5 j looz _.4)|o4ojl4'(4)j|1z(o)|ol4+j|ooz _.‹)lol.‹ j |4'(4) ||k(o)|oi4 _
O E E S

DO E 00

_ j |4'(4)|ol4[ j llz(o)o(o_o)|olo+ j|1z(o)o(x_o)lo4o1 _
E O E

_ j |4<4) |‹44jlko-)44<44 _ 4)l‹4s _ c. j l4‹‹4)o<›4 _ s)l44s.
3 0 0

onolo C., _ j|z'(4)|ol4.

Quanto ao termo I 3 :
00 S

1 3 _ jlooz _ o)¡olo j|1'(4) ||14(o _ 4) _ l4(o)io'4 _

_ j |4'(4) |ol4j|oo4 _ o)||1‹(.o _ 4) _ l‹(o)|olo 5

5 j|4*<4) |444 j 14404 _ 4)lll1‹<4 _ 4)l + l4<4)ll444.
E (s.14)

Podemos ainda escrever:

DO 00 OO OO

1 3 5 j |4”(4) |o14j|oo4 _ o)||1z(o _ 4)l4io + j|l'(4) [dz j|‹,ooz _ .‹4)i‹(o)|o'o.
E I E l

Pelo Teorema 2.4 existe o integral

CX)

goo) _ j|‹,‹.›o4 _o)k(o)|ol4~ o l_o(a).
0

Então, com 44 = s+ 4:
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OU,

oo _ 4) _ j14414 _ 4 _ s)k<4)l‹44~ _ j14444 _ 4)‹4›04 _ 4414444,
0 1'

oo _ 4) _ j 4144 _ 4)‹4›‹4 _ 4)l444.

Por outro lado,como O < a < 4, temos ainda a relação,

Portanto,

Os integrais em (5. 15) são convergentes devido a (4.7) e à limitação de

CO OO

oo) _ jloo _ 4)/‹<4)l44 > j looz _ 4)4‹<4~)l444.
0 1

CD DO

I I1 3 5 j|l (4) |goz_ 4)ol4+g(x) jjz (4)|â4.
E E

(s.1s)

g E Lo,(K). Portanto I(x) é convergente e a troca da ordem de integração
em (5.1l) é válida. I

5.5. PRoPRlEDADEs Do NúcLEo N_.,o4)

LEMA 5.3. Admita-se que um núcleo de Sonine k(x) satisfaz as condições (4.6) e
(4.7). Então, além de (5. 8), o núcleo No (x) admite as seguintes representações
equivalentes:

DEM.

N_.,(o) _ z(o)[1z(o)_ 4z.(.‹.¬ _ o)] + 43 j l(4)44,.(o _ 4)d4,

N,(.4¬) _ l(o)[1‹(o)_14(o_o)] _ j l(o_4)rz'(4)d4, o > o

S

E

S

S-E

S

Noo) _ z(o)k(o) + j z'(4)14,.(o _ 4)ol4,

No(s) =
j z'(4)[4z(o) _ ko _ 4)]oi4, o > o,
0

l(s)k(s), 0 < s < s.
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a) De (5.8) obtém-se (5.18) :

44.44) _ j loo _ 4)4*<4)‹44 _ 4‹<4)l4<4)1: _ 4‹<4)l4<4)1:°+4<4o)4‹(4) _

_ 4(o)i4(o) + i4.(o _ 4)4'(4)444.

b) De (5.18) deduzimos (5. 16). Derivando em ordem a s

s-e s
ciE; j l(o _ 4)44.(4)444 _ 4(o)14.(.‹.~ _ o) + j 4”(4)l4.(o _ 4)444.

O 1-:

Então

Noo) _ 1(o)14(o) + % j 4(o _ 4)l4.(4)444 _ 4(o)iz.(.‹ _ o) _
0

S

_ l(o)[l4(o) _ iz,.(.4 _ o)] + % j z(4)14,.(o _ 4)4i4.

c) Vamos provar (5. 19).
Para 0 < s < s temos a partir de (5. 16) :

N_.,(o) _ l(o)[14(.4) _ l4.,(.‹4 _ o)] + % j 4(4)14.(o _ 4)ol4 _

_ 4(o)44(o). E

Para s > s temos a partir de (5.8) :

S W

N,(.4) _ j[1z(o _ 4) _ 14(o)]z'(4)4l4 _ j i4(o)l*(4)4l4 + 4(oo)/oo).

E ainda

N_.,(.4‹) _ jilzo _ 4) _ ¡4(o)]4*(4)ol4 + 44(.‹4)z(.4-) _
E

S E

_ j[i4(.o _ 4) _ 14(o)]z'(4)444 _ j[14(.‹.~ _ 4) _ 14(o)]l'(4)444 + i4(.‹4)4(o).
0 0

Mas por (4.2) do Lema 4.1:
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jrizo _ 4) _ /4(o)]4'(4)414 _ _ r4(.‹)4(o),
0

e obtemos (5. 19).

d) Provamos (5. 17) a partir de (5.19).Para s > s tem-se

N.(o)_ 14(o)4'(4)444_ 14(o_4)1'(4)444 .
9441:! 4:43 'Ç-à
E Lô õ :I

integramos o segundo integral por partes após a mudança de variável 44 = s -4 :

s s-ô

j14(o_ 4)l'(4).‹.44 _ j l4(4)l'(.‹.~_ 4)ol4 _
5 .s'-s

s-5

_ [_i4(.4- _ õ)l(õ) + l‹(o _ o)4(o)] + j 14'(4)1(o _ 4)444.

Assim H
s-õ

No(s) = {k(s)[l(s) - [(5)] - [k(s - s)l(s) _- k(s - õ)l(õ)] - j k (t)l(s - t)dt} =
°'›"4-T: ‹-*JB

s-6
i= {l(ö)[k(s -_ 5) - k(s)] + l(a)[k(s) - k(s - 6)] -_ j k (t)l(s -_ t)dt}.oz:ë›B

(5.23)

Atendendo a que k(s) é derivável para quase todo o s > 0 e por (4.14) :

oz'-.èzã[ô4(ô) i"*i~'f*i§¬*i*ii ] _ (0)14*(o) _ 0,

e da fórmula (5.23) obtemos a representação (5. 17). I

Vamos ver que No(s) tem as mesmas propriedades de aproximação à identidade
que a família ao(4) do Lema 2.3.

LEMA 5.4. Se um núcleo de Sonine k(x) satisfaz (4. 6) e (4.7) então No(x) tem
as propriedades do núcleo de aproximação à identidade (ie. a convolução de
No(x) e ç4)(x) é um operador de aproximação à identidade):

0oo<p j|N.o4)|ob4 _ M < oo,
<8 S0 O

(5.24)
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leigo jN,(4)444 _ 1,
0

W

11451 j|N_,(4)|4i4 _ 0, õ > 0.
5

DEM. a) Por (5. 19) obtemos

j|N.(o)|4io _ j|z(o)iz(o)|44o + jlN,(.4)|4lo, 0 < o < oo,
0 rl E

Por (4. 10) :

z(o)j/4(o)44o 51, 0 < o 5 oo.
0

Por (5.17) :

N.(o) _ 4(o)[i4(o) _ 14(o _ o)] _ j lo _ 4)r4'(4)444, o > o,

ez
W W 00 S

ijl1v_.,(.‹)|44o 5 4(o)j|14(o)_14(.4~_o)|olo+j44o j |l(o_4)l4 (4)|4i4.
E E E S-'E

POr (4.21) :

sup |:i(s) j|k(s) - k(s - s)ds:| < 00.
0<s<›;-14;.

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

Quanto ao segundo termo do membro direito da desigualdade (5.28), que
designamos por I, obtemos, por inversão da ordem de integração,

S 00 S CID

1z_ j444j|l(4_4)||14'(4)|44o_ j|1‹'(4)|4i4j|4(o_4)|44o.

Decompondo o dominio de integração tem-se:

1 _ j[i4'(4) l444 jlzo _ 4)|4lo + j|14'(4) (444 j|4(o _ 4)|44o _
0 5 o 4

E E 00 E

_ j[14'(4) |4l4 j|z(o)|44o + j|14'(4) |4z4 jl4(o)|44.4.
O e-4 E 0
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(5.29)

Por (4.22) do Lema 4.4

üoëläüül(4)4l4j|44'(4)|of4j < oo,

o segundo termo de (5.29) é uniformemente limitado.

Por (4. 15) do Lema 4.3

0sl5.l<¡:; |:j|k¡(r)|dt j l(s)ds:| 5 I,
O 0 E-t

o primeiro termo de (5.29) é também uniformemente limitado. Fica estabelecido o
resultado (5.24).

b) Para provar (5.25) utilizamos a representação (5.16).

Para o primeiro termo em (5.16) temos:

DO (1 (1 G

54: sãj[14(o)_14..(.‹4_ o)]oio _ D i4(o)44o_ j ko- ovioj _ ¿i_,o_-¿ j i4(o)44.‹4 _ 0.
O O 6 a-s

Designando

A,(o) _ jz(4)4z(.‹4 _ 4)ol4, o > o, A.,(o) _ 0,

E (530)
W CEI

jN.(o)44.‹ _ j %A.(o)ofo _ [.41,o)];° _ A,(oo) _ A.(o) _ A.(oo).
0 o

(5.31)

Resta provar que limA,,(oo) = 1. De facto,
3-›0

S E

A,(oo) _ l¿4¡_.¿¿A,(o) _ l,1_,o_«¿{j 4(4)l4(o _ 4)4l4 _ j 4(4)44(o _ 4)4-441 _
0 0

_ 1 _ l,_1_,o_¿,1 j4(4)lz(.‹.~ _ 4)444.
O (5.32)

Se k(oo) = O então a tese fica provada quando s -› oo. De facto, por (4.7) e
(4.8), |k(oo)| = k(oo) < oo pelo que:
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E E E

j l(4)k(.‹4 - r)d4 5 _j|i(4)||k(.s _ 4)|d4 5 sup |k(s _ r)| j1l(4)|d4.
O O 0<z<s O

Mas, 0<t<s :-_:› s>s-t>s-s ou s-s<so<s,e sup|k(s-t)|=
0<t<s

s

_ ooo |i4(o,)| _ 0 quando .4 _ oo, o lim jz(4)14(o _ 4)4l4 _ 0.
s-s<so<s 5`*°°

0

Portanto, A,,(oo) = 1.
Se k(oo) 444 0 então Ao(oo) _ 1, mas lin(}A,,(oo) = 1.

c) Vamos provar (5.26).
Utilizando a representação (5. 17) de No(.s-) e observando que s < 6 < s

W 00 W S

lim j|N.(.4)l44o < img j z(o)l14(o) _ z4(o _ o)|4-lo +1im j do j |z(o _ 4)44'(4) |.‹.44 _
E-›0 É E-› 8-›0

ô õ õ o_o
oo oo 4:

z 181451 j 4(o)|/4(o) _ ko _ o)|44.o + 16133 j do jl1(4)14'(.‹ _ 4) (444 z_ l€i¿z¿l.4, +1e1_o¿1B,.
5 5 0

Vamos estimar Ao :

A, 5 l(o) |l4(o+o) _l4(o)|44o _ 1(o) 44.4 l4'(.4 + 4)444 5

5 l(o)j444j|z4'(.‹+ 4) |44o.
0 0

Com 4,4 = s + lr, atendendo a (4.7) e recordando que s > 6 > 4:,

E W E 'III E

(5.33)

A, 5 4(o)j444j|14'(.‹4+4)|44.4 _ l(o)j4l4 j |44'(.‹-)|44.4 5 cl(o) j444 _ coz(o).
O 6 0 :+6 O

Portanto, Ao _› O quando s _› 0, por (4.14).
Vamos estimar Bo :

00 E E 00 E ED

(5.34)

13., _ j44oj|l(4)14'(o_4)|444 _ jz(4)4l4j|14'(o_4) |44o _ jz(4)444 j |14*(.4-)|oi.‹.
6 0 O 6 0 6-4

Mas 0<4<o =› 6-o<6-r<6,ese 652o então 6_45s ou 6-

Portanto, para 6 2 2s temos por (4.7) que
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j|14*(o)|44o _ c(õ) < oo,
6-4

e por (4. 14),

B, 5 c(ô)jl(4)4i4 o 14433, _ 0. I
E-)

0

Ii6. lNvERsAo DA EouAçÃo lNTEGRAL DE soNlNE

6.1 o TEoRElvlA DA lNvERsÃo

Os Teoremas 6.1 e 6.3 desta secção representam a vasta generalização dos
resultados do cálculo fraccionário com o núcleo de potência,[SAM.2],ao caso
de um núcleo arbitrário às diferenças.
De facto, a parte principal desta generalização foi feita no Lema 5.4, no qual
mostramos que No(x) é um núcleo de aproximação à identidade.

TEOREMA 6.1 Seja um núcleo de Sonine k(x) que satisfaz as condições (4. 6), (4. 7)
e (2. 22). Então

1I<í"1I<o(44)= olx), o E I-408). 1 <p < oo.
(ó. 1)

COITI

'II-ill DO ,<ll<¬1f)‹44) _ 4<‹›o)f04) + l,,i;,4,;,= j 1404 _ 4) -fo)14 <4)‹44 .
E

(6.2)

DEM. Recorde-se que

<1i<*4')‹44) _ i,Ê}1'f§(i<;1f)‹4).
Pelo Teorema 5.2 tem-se a representação (5.7)

W

0i<;'Ko)‹4) _ j 4v.‹4)‹.4<44 _ 4)‹44,
0

representação que é válida com as hipóteses do presente teorema.
Pelo Lema 5.4 o operador,
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W

Aooof) = jNo(4)o(x - 044.
0

é uma aproximação à identidade no espaço de Banach X = L,o(K) e podemos
aplicar o resultado do Lema 2.3:

lsigglllooo-ollL,, = 0.
OU

li11¿1ll1l<í;'1Ko E ollo, = 0. o E I-4418). 1<p < oo,
OU

II;-ll) _] _l
IEl_r."5l KE IK(p(x)= IK K(p(x)= (p(x). I

6.2 O CONTRADOMINIO DO OPERADOR INTEGRAL DE SONINE

No Teorema 6.3 vamos caracterizar o contradominio do operador K,

K(|-4) = {f=ƒ(X) = (K<l>)(X)z <P E I-4›(Í8)},
(6.3)

admitindo que as condições (4. 6), (4.7) e (2.22) são válidas para o núcleo k(x).
Este contradominio está imerso num certo espaço de Orlicz.
Nalguns casos, como já foi mencionado em 2.3, o contradominio pode permane-
cer em Lq(K), nomeadamente se existir 04 E (0,1) tal que

m(x) = x“'1k(x) e sš1p|m(x)| < oo,

(6.4).

No caso geral de um espaço de Orlicz com a função de Young ‹I› definida por
(2.23), é preciso verificar se CI) tem a propriedade Az. De facto,temos de utilizar
o Lema 2.3 relativo à aproximação à identidade, o qual depende da invariância
da norma à translação, da continuidade média em relação à norma e da desi-
gualdade integral de Minkowski. A continuidade média só é verificada se for
válida a condição Az.

LEMA 6.2. Admita-se que o núcleo k(x) satisfaz (4. 7) e (2.22). Então a fun-
ção de Young definida por (2.23) satisfaz a condição Az se e só se,
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J.k*(4)(§)li*d4

< oo.
Ik(z)d4

0

(ó.5)
DEM. A condição Az, isto é, <I>(2x) 5 K‹I›(x), K > 0, é equivalente à condi-
ção, [KUF],p.138,

<o
(ó.ó)

ou, de forma equivalente
¬"- 414-'izi

,,__£.4l4-Ig) :I < Oo'
rh '

(6.7)

Usando (2.23) e (2.25) obtemos

o-'o4)_,o oii-144**(_,1,_)+j%>-do ,
T

O

go-1o4) _ z44'4~214**(4).
(os)

Então (6.7) reduz-se a (6.5). I

No Teorema 6.3 que se segue usaremos a notação seguinte:

Y(1R¿) = L.o(K) se k(x) satisfaz (6.5)e (2.22);
Y(K) = Lq(K) se k(x) satisfaz (6.4).

(6.9)

TEOREMA 6.3 Admita-se que um núcleo k(x) satisfaz (4.6),(4.7),(6.5),(2.22).
Então ƒ(x) E K(L,o) se e só se ƒ(x) E Y(K), e se for satisfeita uma das seguintes
condições:

ll-41
Iir;l¿lKz1fE Lp Ou sup||K§'f||¡_p < oo.
ET* t-:>0

(6.10)
DEM. a) Condições necessárias

Seja f= Kq) E ]K(Lp), go E Lp.
Então:
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1) se k(x) satisfaz (6.4) tem-se pelo Teorema de Hardy-Littlewood (cf. Teor.2.3)
que flx) E |--4(i8) = YU8);

2) se k(x) satisfaz (6.5),(2.22) tem-se pelo Teorema de O'NeiI (cf. Teor. 2.4) que
fix) E L‹4›(18) = Y(18)~

Nos dois casos o operador K é limitado de acordo com estes teoremas.
A existência do limite,

15..) I
llrr[;lK;fE Lp,
E-1

é consequência do Teorema 6.1 ,mais precisamente,

'II-,ill III:-:4.1

l_i_H,3(lI<;'ƒ)(x) = i1_rg(K;'1Ko)(x) = o E I-4»

A limitação uniforme

SuplIK;'fIl L < oo.
s>O i”

é consequência da representação (5. 7) e da propriedade (5.24).

De facto pelo teorema de Young temos

ll115;'fll ,,, 5 lo ll L, j lNz<4)l‹44 5 Milo ll L, < oo
0

Portanto
Sup l|1I<š;'fll < oo.

0<E<8() LP

b) Condições suficientes

Seja fE Y(K).
Em primeiro lugar provamos que com as hipóteses do Teorema existe uma
função (4) E Lp(K) tal que,

f(x) -f(x-li) = (Ko)(X) - (K<l>)(x- li), Wi G R -
(õ. 11 )

Seja

W

(Âl4fP)(x) = jG44(x- l`)§0(f)fÍi,

-oo (õ.12)
com

a¡,(t) = k+(t) - k+(t-_ h).
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(6.13)

Pela propriedade (4.20)

OO W W

j|l4(4 + h) _ l4(4)|444 _ j|14(4) _ 44(4 _ 14)|ol4 _ j |1o.(4) _ 14.(4 _ 4z)|ol4 < oo.
O h _00

Portanto a,4,(4) E L1(R) e pelo Teorema de Young deduz-se que,

llz44.‹4›ll.,, 5 ll 44.11,, ll‹.‹›ll,,,.

Observamos que
(A4‹4›)(>4) = (Ko)(x) - (Ko)(x - h).

(ó.13')

visto que

W W

(A;,ço)(x) = jk(s)‹p(x - s)ds -_ j k(s)ço(x - s - h)ds.
0 0

Então:
(A41K;'f)(x) = (KKš'f)(x) - (K1I<;'ƒ)(x - li)

Como os operadores são de convolução, comutam:

(A41I<šš'ƒ)(X) = (Kš]Al4f)(x) = (Íl€šl1Kƒ)(x)-(1Kš'1Kf)(X- li),
(ó.14)

pelo menos para funções f adequadas, por exemplo fE C3”.
Utilizando (5.7) temos

W

<44l5;'f)<4) _ jNo<4)lf04 _ 4) -404 _ 4- 401444.
O (6.15)

pelo menos para fE C3”.

O espaço C“5°(K) é denso em Y(K),[KUF],p.73. No caso de ser Y(K) = Lo(1it.)
isto ainda é verdade se for válida a condição Az. Então como os operadores em
(6.15) são limitados em Lp, conclui-se que (6.15) é válido em todo o espaço
L,,(K),isto é, para toda a função fE L,,(K).
Agora passamos ao limite quando a _› 0 em (6. 15), na norma de Y, o que é
possivel visto que o membro direito de (6.15) converge para j(x) -ƒ(x _ h)
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pelos Lemas 5.4 e 2.3.

Portanto

1íiÍ«f,›<4445;1f)<4) _fo) -fo _ 44).
(ó.1ó)

n 1 n 1 n uSuponhamos agora que e vallda a prlmelra condição suflclente, lil1¿lK;'fE Lp.
li;-ll

Pela limitação do operador A), em Lp existe o limite

I-44(I-›) (I-4) ( )1142¿(A,,ll<-;1f)(z4) _ A,,filiÉz¿lli5;1f)(z4) _ (.41,z,‹,))(4›4), oom o _ 11n¿lli<;;1f.
(ó.17)

Como A;,K;'f converge na norma de Y por (6.16) e na norma de Lp por (6.17)
as funções limite coincidem q.s. e chegamos à relação (6.11).
Admita-se agora que é válida a segunda condição suficiente

sopllliolfllp < oo.
e>0 I'

Sabemos que os conjuntos limitados em Lp, p > 1, são fracamente compactos,
isto é, para cada sucessão nestes conjuntos existe uma subsucessão fracamen-
te convergente. Além disso, qualquer operador limitado é fraca e fortemente con
tínuo.
Escolhemos então uma subsucessão {a¡.}f=, _› 0, tal que Kgjf converge fraca-
mente em Lp :

¿¿š44( 115;,3f) o) _ 44(¿¿o1l5;;f)<4) _ <4z.44)‹44) _ oo) _fo) -fo _ 44).

onde liin significa limite fraco.

Portanto somos de novo conduzidos a (6.11).

É preciso observar que a relação (6.11) implica indirectamente ƒ(x) = (K‹p)(x)
visto que as funções com diferenças iguais

IÍIX) -f(x - 11)] = I(l1<í<0)(X)-(1KfP)(x - l1)],

só podem diferir de uma constante,a qual no nosso caso até pode ser zero. I
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7. ExlsTÊNclA DE Núcl.Eos DE soNlNE

7.1 coNDlçõEs suFlclENTEs PARA A ExlsTÊNclA DE Núcl.Eos
DE soNlNE

Observe-se que da aplicação da transformação de Laplace à equação (1.2)
resulta que 'I

W

o4;i4(o)4:4(o) _ 1, oom z:f(.‹.-) _ j o-S4f(4)o'4, .o o rio..

O (7.1)
Esta relação permite obter vários exemplos de núcleos de Sonine em forma finita
O teorema seguinte,[WlC], dá uma condição suficiente para que k(x) seja um
núcleo de Sonine.

TEoRElvlA 7.1 soja,
koo) _ o(z4)z44~1, 0 < oz < 1, aoz) _ 2441.4444, ao _ 0

lc=0

(7.2)
Então, para cada 04 E (0,1) existe uma função analítica única,

b(x) = Êbkxk,
/o_o

tal que,
K1) = b(X)x"“.

(7.3)

e l(x) e k(x) são núcleos de Sonine associados.
A série de b(x) converge onde a série de a(x) convergir.
Os coeficientes bo são determinados de modo único a partir do seguinte sis-
tema algébrico triangular

61050 = 'wjiio

2bka,,_4o1¬(k+I _- o4)1¬(o4 + rl - k) = O, n 21.
l4_0

(74)

OBS. 7.2 O Teorema 7.1 foi demonstrado em [WIC] via integração curvilínea
no plano complexo. Mas a redução da condição (1.2) ao sistema (7.4) pode ser
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feita de maneira directa substituindo (7.2) e (7.3) em (1.2) e fazendo 4 = xš :

1 W W

j [1/4411 _ 4)1¬*] Zooori _ 4)'*24of4f44 _ 1.
o 14 0 J 0

(7.5)

Multiplicando as duas séries de potências e igualando os coeficientes
chegamos a (7.4) depois de cálculo directo.

O Teorema 7.1 refere-se a núcleos que são semelhantes a funções potência
perto da origem. A classe de núcleos de Sonine é mais vasta e inclui, por
exemplo, funções com singularidades logaritmicas na origem. Mais precisa-
mente , funções do tipo

Yi

izoo) _ r4(o)54f4-1 1'[[1o...1n()z/44)]*'4,
k=1

(7.ó)
ondeol E (0,1), h(x) E AC(K), h(O) 44 0, vo E IR se lc = 2,... ,n, e v1E Z e
y suficientemente grande para que 1n(4y/x) > 0 , são núcleos de Sonine,[RUB.1]

7.2 EXEMPLOS DE NÚCLEOS DE SONINE

Vamos apresentar exemplos de núcleos que satisfazem ( 1.2).

EXEMPLO 1. [SON.1],[SON.2]. Funções do tipo de Bessel:

..=-..i2.l'5F) I-._ 12451k(x) = -:-,_¡?- e l(x) = w1,š},_,, ,

(7. 7)
ou,simetricamente

: 4--411445) = _=*z_412.o1koz) _=_W, o1o4) %ü,_,_.
(78)

W
_ _ ' _ _ ir I.lr+1.-1 IJ., é a função de Bessel de prlmelra especie J,,(x) = e I., e a

eo ...M8É
:=:- c:›

função de Bessel de segunda espécie I,,(x) = , e 0 < v < 1.
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EXEMPLO 2. Funções potência-exponencial

4: "I"k(x) = 'l' E 0,61 G (OJ),
(7.9)

zoo) _ ya + j(o~4f/41+‹4)444.
.X

(7.10)

Neste caso £k(s) = LZl(s) = e obtemos (7.1) e (1.2).

EXEMPLO 3. Funções do tipo de Kummer

l‹(x) = x“'1<I>(fl,o;-rx), 04 E (0,l).
(7.11)

¿(X) = *'°¶"z'f”¿X`“<1>(-43,1 - 04;-rx),
(7.12)

onoo ‹1› é a funçao do Kommor ‹1›(fi,o4;z) _ 2 Ro-forimoo [sAlvl.2], fór-
tl _¡¡|, .

k=0
mulas (37.1) e (37.31) que permitem obter (1.2) para k(x) e l(x) em (7.11)e (7.12)

EXEMPLO 4.
k(x)=1+ÍT_, a>0,

(7.13)
zoo) _ É _ 4›ob24foo4»(4›,/of), 4 _ a1¬(o4),

(7.14)
são núcleos associados de Sonine, verificável via transformação de Laplace.
Observamos que fcer(x) é a função complementar da função erro fer(x) :

+8

fcer(x) = 1 -fer(x) = 1 - -- *”2du = __- '“2du.
Ép-..:l c:›'---.hi

(D

'Q|r~_i
5-‹'í'_¡

N

EXEMPLO 5.
k(x)=1- x,_,,, a>0,
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(7.15)
l(x) = bx`“E1_o,,1_o,(bx1'“), b = a1¬(o4),

(7.1ó)

onde Eo,,o(x) é a função de Mittag-Leffler Eo,p›(x) = 2 ,_-,¿__,,'*f,,,'Í,-,¿,-í
k=0

Neste caso a condição de Sonine também é verificável via transformação de
Laplace, [SAM.2],fórmula (1.93).
Este núcleo l(x) e as suas derivadas crescem exponencialmente quando
JC -> 00.

EXEMPLO 6.

ko) _
(7.17)

lšlzo
W1-44 lr j`Il[zoo) _ ,44,,,,,()4) _ _-,_,__š,¡-.zi4, 14_ ,.,,j,'*,i _.4,

(718)

C>'í›8
Ão

onoo )4,,,,,(o) é a funçao do vollo44a,[vol_.1],[vol_.2], o,,,o(z4) _ %,,444.
Neste exemplo a condição de Sonine (1.2) deriva da fórmula

j ‹4¬:w...z.(4)d44 _ S > or.
O

(7.19)

que se verifica directamente.
Pela expressão assimptótica da função de Volterra na origem,[VOL.2],obtemos

4'o4) _ ,u,,.i,,.(z4) < 0,

perto da origem, pelo que l(x) satisfaz (4.6).Porém, po,;.(x) cresce exponen-
cialmente no infinito (~ exeh) e o mesmo acontece com a derivada.

OBS. 7.3. Como se vê pelos exemplos apresentados, o núcleo l(x) pode
crescer no infinito e até mesmo de forma exponencial, embora k(x) seja de-
crescente, e neste caso não é verdade que i'(x) E L1(o,oo), pelo que não
podemos usar a fórmula (6.2) para (K*1ƒ)(x).
Portanto o teorema da inversão,Teorema 6.1, não é aplicável. Porém, a
fórmula (6.2) pode ser modificada de modo a ser válida para funçõesƒ(x)
com suporte em (-N,oo), N < oo, o que será feito no Capítulo ll. Em [RUB.2]
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foi obtida uma fórmula análoga a (6.2) num intervalo finito para o núcleo (7.17).
A fórmula (6.2) é aplicável, por exemplo, aos núcleos (7.9) e (7.13).
No caso de (7.9) a aplicação de (6.2) à equação

JC

_,-37, j 4-r<r*><44 _ 4)°“‹4(4)444 _fo).
(720)

com soluções ‹p(x) E Lp(K), 1 5p < oo, conduz a

iL.o1 °°
ço(x) = 7/“ƒ(x) + 50%,- 18151 j[ƒ(x) -ƒ(x - t)]t"'°'e`l”dt.

E (7.21)

Atendendo à fórmula (5. 81) em [SAM.2]

j(1 _ o~4)4-1-4444 _ __F“,,,-“l ,
0

(722)

observamos que (7.21) coincide com
(|_-P) DO _ _; “I”

(Mx) = Iflâç) Jšjíoz ")e 'dt'
E

(7.23)

Obviamente a fórmula (7.23) é aplicável quando procuramos soluções tais que
4ro‹4) 5 I-xo)
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ll. EQUAÇÕES INTEGRAIS DE SONINE EM Lp(0,b)

8. INTRODUÇAO

Continuamos o estudo das equações integrais

J'

Kmmelmwfwmmzflw, o<x5ó5Q
O

(sn

com um núcleo de Sonine k(x) admitindo a possibilidade de trabalhar com
intervalos limitados.
No Capítulo I obteve-se a solução de uma equação semelhante na recta IR e
no âmbito dos espaços Lp, o que foi feito por construção do operador inver-
so limitado de iK(L,,) em Lp(lR.), 1 < p < oo.
Os resultados obtidos na recta real ainda são aplicáveis ao semi-eixo real R.,
através do prolongamento de ‹p(x) por zero em (-00,0).
Porém, nas aplicações, as equações integrais de Sonine surgem frequente-
mente com dominio de integração limitado, do tipo [0,b] .
No caso do intervalo limitado os resultados na recta podem ainda ser aplica-
dos devido a termos uma equação de Volterra.
Mas as condições a aplicar no caso da recta devem ser respeitadas quando
se passa ao caso do intervalo limitado.
No caso da recta real admitiu-se que o núcleo k(x) e o núcleo associado l(x)
seriam diferenciáveis para x suficientemente grande e que as derivadas
k'(x) e l'(x) seriam absolutamente integráveis no infinito, ver (4.7).
O operador inverso envolvia valores de l(x) até ao infinito, [(00).
Queremos agora obter a inversão natural de (8. 1) , isto é, uma inversão rela-
cionada apenas com os valores dos núcleos em [0,b] e evitando hipóteses
do tipo (4.7).
Evitar hipóteses do tipo (4.7) é importante. Por exemplo, os núcleos

kuyzfiääl e amzi-¡5,a>o,

têm núcleos associados l(x) que não satisfazem (4.7).
Pretende-se, por conseguinte, inverter a equação (8. 1) em L,,(0,b) utilizan-
do condições naturais sobre o núcleo k(x) e depois caracterizar o contrado-
minio ]l{[Lp(0,b)].
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9. PRELIMINARES

9.1 EQUAÇOES INTEGRAIS DE SONINE E NÚCLEOS DE SONINE
EM L¡(0,b)

A partir de (l.2) obtém-se a solução formal de (8.1) nomeadamente,

JC

aoz) = 2% I foz- z)f(z)âz, 0 < ó < Oo.
O

(9. 1)
Para a equação (1.1) na recta real, o operador inverso ajustado a soluções
em Lp é

‹z›<›‹> = (HW/><›‹› == 1<‹›‹››f‹›‹› + I fioifix - o -fmidz.
0 (9. 2)

O nosso objectivo é demonstrar que no caso de (8.1) o operador inverso pode
ser representado na forma

Ji'

(K-'f›<›‹> z- 1<›«›f<›‹> + l1'<f›if<x - z) -fioidzz
O

(9. 3)
Observamos que a fórmula (9. 3) generaliza a fórmula de Marchaud da derivada
fraccionária a partir de x = O :

X

‹1i»õf+›<x> = ,-,.í;,,_.Jfr›z› + fiz*-“›v<x - z> -fmidz.
0

correspondente aos núcleos

_ 1 __[(36) - ía? e - I¬{fl}1_¬_u .

Pretendemos provar que (9.3) com o integral convergente na norma de Lp
é o operador inverso para a equação (8. 1) com soluções em Lp.
À semelhança do que foi feito no Capitulo I admitimos as seguintes condições:
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1) Existe uma vizinhança O < x 5 so na qual se verifica

k(x) 2 O, l(x) 2 O, k(x) I, l(x) 1, O < x S S0.
(9.4)

2) As derivadas de k(x) e de l(x) existem no sentido distribucional e verificam

b b

l|1‹'(x)|âx < oo, lIz*(x)|zzx < 00, vô E (o,ó).
Õ 5

(95)

9.2 PRoPR|EoAoEs Dos NúcLEos DE soN|NE

LEMA 9.1 Qualquer núcleo de Sonine que satisfaça (9.4) - (9. 5) tem as
seguintes propriedades:

b

Sup Kms) l|1z(zz) _ izoz - z)|âx} < oo,
0<s<a0

(9.6)

¿ b

ÚÊÊLÊÚ 1(z~)dziI1‹'(z~) Iâz:} < 00.

(90)

As propriedades (9.6) e (9.7) foram provadas no Capitulo I para b = oo.
Vamos verificar que as condições (9.4) - (9. 5) são suficientes para garantir
a validade de (9.6) e (9.7) quando b < oo.

a) A desigualdade (9.6) deriva da desigualdade

b a b

l|1‹(zz) - krx- z)|âzz 5 cg +ƒ1z(z)az; o < z 5 zo, c = l|1z'(z)Idz.
c O eo

(A)
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Para demonstrar (A),

Í|k(x)-k(x-s)|dx = É Ík¡(x-s+t)dt dx S jidxílklx-a+t)|dt =
E 0

1-: b 1-: b-E+:

=jâzƒ|iz'(x-z+z)|dx=ldz I |1z'(x)|âzz.
Obviamente O 8 O I

e b-e+z 1-: la .-_: ao

jaz I |1‹“(zz)|.z1zz 5 lâzl|1z'(z.z)]âx =laz~[l|k'(x)|âzz+Í|1z'(x)|d¶.
0 I 0 z 0 z eo

Então

Íikoz) -izoz-z)|d.›z 5 -ÍârÍ|9k'(x)âx+cÍdz, com c = Í|k'(z)|d.›z,
E 0 I o eo

o que prova (A). A propriedade (9.6) decorre de (A) em virtude de (4.10) e
(4. 14). A relação (9.7) demonstra-se de modo análogo. I

9.3 A DESIGUALDADE GENERALIZADA DE HARDY

O seguinte resultado é indispensável nas demonstrações efectuadas neste
Capítulo.

TEoRE|v|A 9.2 seja um núcleo krx) G |_,([o,b]), 0 < ó < 00, O quâfsarfs-
faz a condição (9.4).Então para cadap em 1 < p < oo existe um A = Ap > O
dependente de p , tal que com fp e L,,,(0,b) é válida a desigualdade

I

1<›‹›ƒ1‹<x - f›<z›<f>dz 5 A||‹.‹› ii
0 |_,,(o,à)

(9. 8)

para qualquer função l(x) tal que

sup Z(x)Ik(t)dt < oo,
0<x<s0 O
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(9.9)
9

|l(x)|SC, s0íxSb<oo.
(9.10)

DEM. A demonstração baseia-se no facto de o operador

JC

<A‹p›<x> - lo) I ko - z›<@<f>dz,
O (9. 11)

ser dominado, numa vizinhança da origem, pelo operador maximal de Hardy

x+h

<M<z››<›‹> = íugà limoiâz. o 5 x 5 z›.
>

x-h
(9.12)

devido á monotonia do núcleo perto da origem.
Em (9.12) admite-se o prolongamento por zero da função q:›(r) para além do
intervalo [0,b].
Pelo Teorema de Hardy-Littlewood para funções de Lp(0,b), o operador M é
limitado no espaço L,,(0,b) :

||M‹p||L,,,,,,, 5 C||‹z›||,,,,,,,,. 1 < p < 00.
(9.13)

ver, por exemplo, [STE.2].

Com as hipóteses (9.4), (9. 9), (9. 10) é válida a seguinte estimativa pontual

Kx) lfíx - r)r›(r)df S C(M‹r›)(x),
(9.14)

para quase todo o x e (0,s0), onde ao é o número da propriedade (9.4).
A demonstração de (9. 14) baseia-se na partição do intervalo de integração:
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.X

I izoz - f)¢(z)âz = 2 I 1z(z)¢(zz _ nar
O m 2

Pela propriedade (9. 4) :

DO

'X2 -ru
m= | _ -m+ = -m+l

x+2'"'“x 00 x+2""“"x

521‹<2¬"›‹› I ¢›<z›|dz=Zjk<2mx><x22-'"›I-»;- I |‹z›<f›idfI-
Jr 2 'Jr m I 2 x

Com h = 2"*”¬“'x obtemos:

x no 2

-+lno zm x

= 1 -mfx

-m+ I x 00 x_2 -mx

I koz - z);z›(z)dz~ 5 21z(2¬~x) I Izprx - i)|âz = 2142-mx) I |¢(¢)|dr 5
0 m=l 2-mx m=l x__2-m+lx

x+2 '“"+' x x+h

I |‹‹›<f>|‹›1z-5Ii‹»‹z›iâz5<M‹.‹›><x›.X
x_2 -m+l x _x_h

A partir de (9.16) :

A função A(x) pode ser estimada através do núcleo k(x)

x ao 2-m+ lx oo 2-m+lx O0

I1z(z)zzrz z 2 I 1z(z).zzz 2 zizrz-mflx) I dr = zkrz-m+1x)(2-mx) =
0 m=l 2-mx m=l 2-mx m=l

U3

mi

\.../
= Zkrz-mx)(2*m-lx _ -

O

V
|\_)|--I ÊM8

W*
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(2""x)(2`"*X) 2 %A(X)

xi

(9.15)

(9.1ó)

k(x - t)ço(t)dt É A(x)(M‹p)(x), Com A(x) = Z:/c(2"'”x)(x22"'").
m=l

(9.17)



(9.18)

Portanto de (9.17) e (9.18) obtemos:

l(x) k(x-t)‹p(t)dt 53 l(x) k(t)dt (M‹p)(x),

(9.19)
e por (9.9) chegamos a (9.14).
Então em virtude da limitação (9. 13) obtemos

Lp(0,30) É |_p((),30)› 1 < P < oo: [09 801*

No intervalo [soja] a limitação é trivial visto que l(x) é limitada em [amb] por
(9.10) e k(x) é um núcleo integrável naquele intervalo. I

COROLÁRIO 9.3 Admita-se que um núcleo de Sonine k(x) e L1([0,b]) e
o seu núcleo associado l(x) satisfazem a condição de monotonia (9.4) e
que l(x) é limitado para ao 5 x 5 b < oo. Então ainda é válida a desigualda-
de (9. 8).

Observamos que no Teorema 9.2 apenas k(x) obedece a (9.4); no Corolário
9.3 k(x) e l(x) obedecem ambos a (9.4), mas é dispensada a condição
(9.9) relativa ao supremo.

DEM. Visto que k(x) e l(x) satisfazem (9.4), basta referir que a condição (9.9)
é satisfeita automaticamente devido a (4. 10). Temos

l(x) k(x-t)ço(t)dt S8 l(x) k(t)dt (M(p)(x).

Como l(x) satisfaz (9.4) em (0,a0) e é limitada em [s0,b] e k(x) é integrável
podemos logo escrever

l(x) k(x - t)ço(t)dt S C(Mço)(x), O < x < b,
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e daqui se obtém de novo a desigualdade (9. 8). I

EXEMPLO 9.4 Seja,

I-'H1z(zz)= ';“,__j', 0 < Oz < 1, e foz) =

É fácil verificar que as condições (9.9) e (9.10) são satisfeitas neste caso. Entao

X

wT____|_ __ jIrr”“{:r:i)j_
1"'E|+I¡H"'-fl) J. (1--r}l¬= (p(t)dÍ É A HÇ0 L,,(o.i›)°

O I-.z›<0,f›>
C0m l<p<0oe0<b<oo.

10. INVERSÃO DA EQUAÇÃO INTEGRAL DE SONINE EM Lp(0,b)

10.1 O OPERADOR INVERSO TRUNCADO

Vamos considerar a truncatura na origem do operador (9.3) na forma
X

(Kšlƒxx) Z: z(x)f(x) +I1'(i)[f(x-z)-f(x)]âz, se zz > .‹-z,

l(x)ƒ(x), Se 0 < x < s.

Por vezes é conveniente escrever

(K;'f)(x) = l(x)f(x) + (*Pzf)(x), 0 < x < b.

onde

(qJJ)(x): I1(z)[f(x-z)-f(x)]dz, se x>z,

0 se0<x<s.
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10.2 o NúcLEo N,(.-)

Vamos procurar uma representação integral do operador truncado Kglf
para fe 1K(L,,) e, neste sentido, vamos utilizar o núcleo N_,(s) introduzido
no Capitulo I, ver (5. 17) - (5. 19).

10.3 REPRESENTAÇÃO INTEGRAL DO OPERADOR INVERSO
TRUNCADO

LEMA 10.1. Seja um núcleo de Sonine k(x) que satisfaz (9.4) e (9. 5) em
[0,b], 0 < b < oo,f= Kúp, ge e Lp(0,b), 1 < p < eo. Então para o operador
(10. 1) é válida a representação,

X

(Ii<;1f)(x) = I N,(.‹)‹,›(zz-.e)zzz.‹, ee e < zz < ó.
O (10.4)

DEM. Para f= Ko obtemos

X

fo - f> -fo) = Iifers - z) - 1‹<s>1‹z›<›‹ - .ode
O (10.5)

Substituindo (10. 5) em (10.3) e usando o Teorema de Fubini obtemos:

X JL' JE

<~P.f›<›z› = I uotfrzz -1)-field: - If<z›It1‹.<s - z) - k<s›1‹‹›<›‹ - s›dsdz.
E E O

Pelo teorema de Fubini daqui obtemos

Ji'

(\P,,f)(x) = I A,(x,s)‹p(x-.z~)aS, x > e,
0

(10.6)
onde

A,(x,S) z I z'(z~)[1‹,.(.‹-z) -1z(.§~)].ziz, x > e.
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Obviamente, como k+(s - t) = O se s < r, obtemos ainda

S .X S

A,(x,.‹) = Ir' (z)1z(.‹.~ - z).‹.-tz - ko) I z'(f)dz = I I'(z)1z(S - ndz - k(S)[z(x) » z(e)] =

= N8(s) - k(s)l(x).

POr (10.6),
X X X

(\11,f)(x) = I A,(x,.‹)e(x-.‹.~)âs = I N,(s)e(x-s)dS-Irx) I k(.‹)‹,z›(zz-S)â.«~ =
O O 0

= I N,(s)‹p(x z .ode - Ionfrx),
O

e por (10.2) obtém-se a fórmula (10.4). I

10.4 PROPRIEDADE DE APRoxIMAÇÃo À IDENTIDADE Do
NúcLEo N.(._‹)

O lema que se segue já foi demonstrado no Capitulo I para o caso de b
ver Lema 5.4. Vai aqui ser demonstrado para o caso de b 5 eo.
Começamos por definir o núcleo prolongado:

Nw N_.,(s), se Oísíb,
s S =

0, se s 65 [0,b].

:(1),

LEMA 10.2. Se um núcleo de Sonine k(x) satisfaz (9.4) e (9.5) então o nú-
cleo prolongado J\"Í_.,(x) tem as propriedades do núcleo de aproximação à
identidade:

sup I|Ã7E(s)|ds < oo,
0<8<£-20 O

DO

13193 I I\"i,(e)eI.‹.~ = I,
O
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00

img I |Ãi_.,(e)|de = 0, õ > o.
5

DEM.

a) Utilizando a expressão (5. 19) de N,(s) obtemos

00 1-: b

I|Iv,(e)Ide = zre) I 1z(.‹)eIe + IIN,(e)|de, o < e < eo.
0 0 E

Para 0 < e < eo o primeiro termo do segundo membro é limitado devido
a (4. 10).
Usando a representação (5.17)

S

I'N.(e) z z(e)[1z(e) - fere - e)] - I Ire- z)1z (nar, cem S > e,

podemos escrever

b b b s

I IN,(e)|â.e 5 zre) I |/«(5) _ Izre z e)|de + Ide I |z(e - z)1‹' (1) Idz.

Por (9. 6)
b

tre) I|k(e) - Izre- e)|eIe = c < ee.

Seja
b s

1z= Ide I Izre-z)Iz'(z)|âzf.

Trocando a ordem de integração obtemos

E t+s b-E :+5 b b

no.9)

1=I|k'(z)[âzI|z(e-z)|âe+ I |1z'(z)|zIzIII(.e-I)|.zz.‹+ I |iz'(z)|dzI|z(e-z)|de.
O E E r b E t
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Por (4.15) e para O < e < eo obtemos a limitação uniforme:

E l+8 E E

IItz'rz)|ett Ijtre- t)|tte = I|t‹'rt) |ttz I|tre)|tte 5 1.
O E O E-Í

Por (9.7) e para 0 < e < eo obtemos analogamente:

b-e t+e b-c s E: b

I |tz'rt)|ttz I |tr.z‹-z)|ete z I |tz'rz)|.‹.tz I|tr.‹)Iete 5 I|tr.‹.~)|.zt.‹I|tz'rz)|ett <
3 I E O O E

OO.

O último integral na expressão de Ié limitado e tende para zero quando s -› 0

b) Vamos demonstrar (10. 8) a partir da representação (5.16) de N,.,(s).

no b b

I tí't,r.‹)z.-te = tre) Irtzre) - tare - e)]tt.‹.- + I [ ¡%A,re) Itte,
O O O

eem A,re) = I trt)tzr.‹-z).ztt, S > e.
E

Observamos que,

b b b-5 b

I jtzre) -tz.re-e)]tte = I tzre)tte- I tzr.‹)tte = I tzr.‹)tt.‹z-.
O O O b-E

Então,
b b

tre) I rtzre)-t‹.r.‹-e)]tte z tre) I t‹re)tt.‹,~
' 0 b-e

b

seje e < g. Entâe I tzr.e)tte 5 ce enee cz SerñzÊ›š]|kre)|.
b E 2,

Para o termo restante em (10. 10) tem-se

b b

I[§¿A,re)]tte z A.ró) -A,re) z Itrz)tzrt› - z~)etz.
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Atendendo a (l.2) é então possivel escrever

b oo

III3 Itrz~)tzrt› - z)dz = 1 eu 1Ei_1¡¿I It\7.re)de z 1.
8 O

c) Vamos demonstrar (10.9) a partir da representação (5.17) de N,(s)
para s > s, e vamos considerar s < 5. Temos

no b b E

um I |t\'i,r.‹)|d.‹ < rim I tre)|tzre) -tzre--e)|d.‹+I¡e¿ I de I trz)|t‹'r.‹-t)|dz =
5 0

e-›O _ E-›0 E-›
5 5

= limlë + limlff.
E-›0 8-+0

Para o primeiro termo limI' com 0 < e < 6, já vimos que3 1
8-›0

la b ll

l(e) I|k(s) - k(s - 8)|ds 5 [(3) IIk(s) - k+(s - s)|ds = KE) I IÍt(.5:)I:1's E
5 O lb E

É Csl(s) -› O quando s -› O, C = IF§I:É]|k(s)|.

Portanto
lim 1,1 = 0.
s-›0

Vejamos o segundo termo linglš. Escolhemos e < % e obtemos
E-›

b s .s b

tg z Id.‹Itrt)|tz're-t) Idz = Itrz)dzI|t‹ re-t)|de =
5 O O 5

s b-r 1-: b

= Itrz)dz I |tz'r.‹)Ide 5 I trt)dz I |t‹'re)|de,
O 5-t O 5-t

expressão que tende para zero quando e -› 0. I
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10.5 O TEOREMA DA INVERSAO

TEOREMA 10.3. Admita-se que um núcleo de Sonine k(x) satisfaz (9.4) e
(9.5) em [0,b], 0 < b < ee. Então para toda a função f= Kra, ro E L,,(0,b),
1 < p < ee, a solução ro calcula-se pela fórmula

dez) = K-“fm z- tr›‹>f<›‹› + I 1 rorfrzz- z) -frmdz.
O

e a convergência do integral em IIÇ'f = lirI¿1lK;1f é a convergência na
norma de Lp :

DEM. P t d 10.12 . U`I` "

X

l'

. __] _ :
lslíäl K6 f (P Lp(0,b) 0'

r1o.11)

r1o.12)

re en emos provar ( ) tr Izamos a representaçao integral (10.4)
de K;'f com f= Krp

rI1<;if)rx) = I N,r.~z)rz›rx-e)de, ee e < .zz < t›,
0

Obtemos:

1
.X

(K;'ƒ)(x) = l(x)ƒ(x), Se O < x < 5.

II115;'f- ‹t› II ,,,,,,, 5 erx) - I Ntreerx - eee + IItr›‹›frx› II .,,,,,,, +
O |-¡›(5zb)

+ ll ¢>(x) Il L,,(0,_,,

Usando as funções características:

)¿[,.,,¿,](x) = 1 se x E [e,b] e x = 0 em caso contrário,
)¿[0,_.,](x) = 1 se x E [0,e] e x = O em caso contrário,

e a designação

podemos escrever

X

rA,e)rx) = IN,,re)‹prx -e)de, x > e,
O
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(Kš'ƒ)(X) - fP(X) = XIe.õI(X)(Àz-=fP)(-X) - <P(x) + %t0.eI(x)1(x)f(x)z 0 < X < Õ,

OU

(Kš1f)(X)- Ç0(X) = %Ie.bI(X)(Âe§0)(X) - %I0,eI(X)<0(X) _ XI.-..t›1(x)§0(x) + XIo.e1(X)Í(x)f(X)

Então

II rII<<;'f)rx) - ‹t›<x) II ,,,,,,, 5 II reze)rx) - ‹.‹›r›z) II .,,(,,,, + IItr›‹)frx) II W., +
+"(P(x) |_¡,(r),8)-

Pela desigualdade generalizada de Hardy (9. 8) :

X

IItr›z)fr›‹) II L,,,,,,, = trx) I t‹rz~)‹t›<›‹ - z)dt 5 A II‹t›r›«) II ,,(,,,,.
0 |_,,ro,e)

pelo que

II r)1<;'f)rx) - erx) II ,,,,,,, 5 II re.e)rx) - ee) II .,(.,,,, + (1 +A) Iierx) II L,,(.,,,,.
Além disso

gygtrl +A)IIt›rx) II L,,(,,,,, - 0.
Resta observar que

X

II<e.¢)<x) - eo) II L,(,,,, = I N.rs)‹t›r›‹ - s)‹ts - erx) 5
0 L¡,(s,b)

X

5 tõrx) - I Nt.rs)‹t›rx-s)ds .
-00 LPÍR)

(10.13)

com,
‹'z")(s) = rp(s) se s E [0,b] e r"¡'5(s) = 0 em caso contrário,

l\7,(s) = Ners) se s E [0,b] e l\7,(s) = 0 em caso contrário.

Então pelo Lema 10.2 e pelas propriedades do operador de convolução
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X

(Aço)(x) = I l\78(s)c”;3(x - s)ds num espaço de Banach, Lema 2.3, tem-se,a
-oo

partir de(10.13)

Ile; rórzz) _ I t\"i_,r.‹)¿z›rzz-e)d.‹z = o,
0 Lim)

e, portanto

II_I¿¿ fere) - Itv,re)‹prx _ e)d.‹.~ = o. I
U I_,,re,tz›)

10.6 O CONTRADOMINIO DO OPERADOR INTEGRAL DE SONINE

O contradominio do operador integral de Sonine é definido por,

IKII-z›(0.b)] == {f=ƒ(x) = (K<i>)(x),ft› E |-t›(0,b),1 ip < °°}.
r1o.14)

que designamos, abreviadamente, por lK(L,,).Vamos enunciar e demonstrar
um teorema que dá as condições necessárias e suficientes para que uma
função pertença a lK(Lp).

TEOREMA 10.4. Admita-se que um núcleo de Sonine k(x) satisfaz as condi-
ções (9.4) e (9.5) em [0,b], 0 < b < oo. Então uma função fE L1(0,b), perten-
ce ao contradominio il<(Lp),1 < p < ee, se e só se

l(x)ƒ(x) E Lp(0,b),

e for satisfeita uma das seguintes condições:
(I-z›)

i) lim*P,fE L (0,b),
E-›0 p

OU

ii) sup l|\IJ,,f||Lp(0,b) < oo.
ü<a<ü

DEM.
a) Condições necessárias
Seja fE ]K(Lp).
Queremos provar que se verificam as condições (10.15) - (10.17).
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A propriedade (10.15) decorre da desigualdade generalizada de Hardy (9. 8).
A condição (10.16) foi provada no Teorema 10.3. De facto pelo Teorema 10.3
existe o limite

ee) = Kzlfrx) = Í,ÍzÊz@,Írtrx)frx)+r~1r.f)<x)I.
e portanto

(Lp)gggrvwrx) 5 Lxo.t›).

A condição (10.17) deduz-se da representação integral (10.2) de lK;'f

1I<§;'ƒ(x) = l(x)f(x) + (*Pzf)(x).

e da propriedade (10.7),

eup I|Ã“t,re)|de = M < ee.
0<r.-:<su O

Realmente, usando
X

reze)rz) = I Ners)‹t›r›‹ -s)ds. x > e.
podemos escrever O

(11<íš'f)(X) = XIz.f›1(x)(ÂefP)(x) + %r0.z-=I(x)1(x)f(x)z 0 < X < b,

e IIr115;'f)r›z) II ,,,,,,, 5 |I)tI.,tI<›z)rz‹f)z‹t›)r›‹) II W, + II)tI‹›.e‹›z)tr›z)f<›‹) II ,,,,,,,,.

Utilizando a desigualdade de Minkowski e admitindo a invariância da norma
à translação, obtemos para o primeiro termo do segundo membro da última
desigualdade obtida

llXIe.t›I(X)(Âe<P)(X)||L¡,(0),,) = ||(Âe@)(X)||L,,(,,b) =
I I

b .x I5' F .II tr `r7

- II I t\fzrz)‹t›r›‹-z)‹ztt dzI 5 IN.rf)dtII|¢rx-t)IPd»«I =
e 0 U e

= Iierx) II .,,,,,.,, I IN.rf)Idz < 0°.
O

Falta observar que ||)¿[0,,](x)l(x)f(x)||Lp(O,b) 5 ||l(x)ƒ(x)||L¡,(0,E) = const..
Portanto

-I
0S<l:ÊbH (KS |_p(0,b) < OO
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e como
(1Kšlƒ)(X) = l(X)f(X) + (“Pef)(x)› 0 < X < b,

o resultado (10.17) fica assegurado.

b) Condições suficientes

Seja Z(x)ƒ(x) E L,,(0,b) e fE L1(0,b) e admita-se a validade de uma das
condições (10.16) ou (10.17).
Queremos provar que existe fp E L,,(0,b), 1 < p < eo, tal que f= Krp e
fE K(Lp).
Observamos que (\P,ƒ)(x) fica bem definido.

De acordo com (10.2) definimos

r›z(x) = l(x)ƒ(x)+(*1”zf)(x) E Lp-

Vamos provar que
(1K‹r›e)(x) = (Azƒ)(x),

COÍTI
x

rtx,f)rx) = )t,rx) + I tv,rz)frx- z)dz, e < dz < t›,
(A¿f)(x) i I/(x), O < x < a,

onde N_,(t) é o núcleo de aproximação à identidade (5. 18) e

E

,d,rx) z I tzrx- z)[trz~) _ tre)]frz)dz, e < zz < t›,
O

G
X

vrzz) = I tzrzz - t)trz)frz)dz, o < tz < e.
0

Seja x > e. Para provar (10. 19) temos de acordo com (10.3)
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r11<‹.‹›.)r›‹) - Ike - ›f)Itrz~)fv) + r)1rz.f)rz~)Ie -
O

= I tzrx _ z)Itrz)frt) + I t'r.‹.~)[frz _ e) _frt)]deIdt _
O s

z I tzrx _ z)trz)frt)dt + I tzrx _ t)dz{ I t'rz _ §)fr§)d¿ _frz)[trt) _ tre)]I.
O 0 O

Portanto

rIxe,)rx) = I tzrx _ t)trz)frz)dt + tre) I tzrx _ z)frz)d: +
O s

x-E X-É

+ I ftê)‹tt.= I ke - 2; -y)t'e)dy.
0 e

Utilizando (5. 18) temos ainda

X

tv,rx) _ tre)tzrx) z I t'ry)t‹rx_y)dy, e < ze < t›.

Então (10.23) toma a seguinte forma:

rIx‹,z›,)r›z) = I tzrx _ t)trt)frt)dz + tre) I tzre _ t)frz)dz +
0 E

+ If<‹:)d»:IN.e-ê) -te)t‹e-ê)I =
O

_ tzrx_ t)trz)frz)dz + tre) tzrx _ t)frz)dt +
O a

+ I N..e - ‹:)frê)dê - te) I ke - â)fr¿)dê.
0 O

Fazemos as seguintes transformações:

X"E X

I me - ê)fr§)dê = IN.rt)fe - odz.
0 e

61

r1o.23)



tre) I tzrx _ z)frz~)dz = tre) I tzrx _ z)¡rz)dz _ tre) I tzrx _ t)frz~)dt_
8 0 0

Combinamos resultados:

X X-E X

tre) I t‹rzz_z)frt)dz_tre) I tzrx_z)frz)dz = tre) I t‹rx_t)frz)dz.
O O x-E

Portanto
E 8 X

(Ke, )rx) _ I tzrx _ z)trz)frt)dz~ _ tre) I tzrx _ t)frz~)dz + tre) I tzrx _ t)frz)dt +
O O x-E

x

+I tv,rz)frx _ t)dz.
Ainda por (5.19) E

X E E

tre) I tzrx _ t)frt)dt _ Itre)t‹rz)frx _ t)dz = IN,rz)ƒr.›z _ t)dz.
x-s O O

Então

rI1<‹;›,)rzz) = I tzrx _ z)[trz) _ tre)]frt)dt + Itv,rt)frx _ t)dt + IN,rt)ƒrx _ z)dz =
0 o E

z I tzrx _ z)[trz) _ tre)]frz)dz + I tv.rz~)frx _ z)dz =
O O

X

= ;.z_,rx) + I N,rz)frx_ z)dz, e < x < tz,
O

que é a primeira linha de (10.20).
A segunda linha de (l0.20) é óbvia pela definição de v(x).
Para completar a demonstração das condições suficientes precisamos de
passar ao limite quando e -› 0 nas representações (10.19) e (10.20).

br) Suponha-se que é válida a condição suficiente (10. 16) além da condição
já assumida (10. 15). Como

Ç0e(X) = 1(x)ƒ(x) + (*Pz-;f)(X)›

(L )as funções rp,(x) convergem em Lp. Escrevemos, então, ‹p(x) = 1iÂ¿I‹p£(x).
Vamos ver que, de facto, se tem f= Krp.
Pela continuidade do operador K em Lp é suficiente verificar que
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(l_-z›)
f = Krp = 181551 K‹p,,;_

(10.24)
Por (10.19)

(KfPe)(x) = (Âef)(X),

obtemos
X

I r115‹t.)rx) -fe) II .,,,,.,, 5 I Nzrofe - z)‹z-rf -fe) + life) II ,,(,,,,, +
0 |.,,re,t›)

+11Íf¿8(x) |_¡,(5J¿,) + 111/s(-75) |_¡,(r),8)~

OU

11 (]K(Pe)(x) Tflx) L¡,(r),,5) É INS(Í)ƒ(x _ Údt _ƒ(-75) + L¡,(r),5) +
0 L,,ro,t›)

+11IuB(x) |_¡,(r),,r,) + 11Vs(-75) |_¡,((),¿)-

r1o.25)

Como N,(t) é um núcleo de aproximação à identidade pelo Lema 10.2, o
primeiro termo do segundo membro da desigualdade tende para zero
quando s -› 0, de acordo com o Lema 2.3.
Comof e v estão em L,,,(0,b) os termos |[f(x) IILMOB8) e ||v8(x) ||Lp(0,8)
tendem para zero quando e -› 0.
Para provarmos que |I;.t_,(x) || ,_p(O,¿,) -› 0, observamos que l(e) 5 l(t) em (l0.21)
desde que 0 < s < sr).

Então

d,rx) 5 I Itzrx _ z)trz=)frt)|dz,
O

e pelo teorema de Young (válido na recta) e atendendo a que k E LI e
lfE Lp,

ll l»1e(x) II |_¡,(0,,,) É 11 Íf(X) || |_,(0,¿,) || 10€)/(X) || |_¡,(0,,,),

e esta expressão tende para zero quando s -› 0.
Portanto, de (l0.25) obtém-se no limite quando s -› 0,

"ƒ(x)11|_¡,((),¿,) = 0»
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OU

<_Lz›) <I_-,›)
f=11n¿I]Kço¿ = K lrngrpa = Kra,

isto é, existe gr) E L,,(0,b) tal que f= Kra e fE lK(Lp).

bz) Admita-se agora que é válida a condição suficiente (10.17)

üe<L¿5IIIvd|IL,,(,,,, < ze.

condição que implica a limitação do conjunto {\P.,f}E>0.
Sabemos que os conjuntos limitados de Lp, p > 1, são fracamente com-
pactos, isto é, para cada sucessão nestes conjuntos existe uma subsuce-
ssão fracamente convergente,[SCH],p.198. Como {\If.,ƒ}E>0 é limitado e aten-
dendo a (10.18) concluímos que existe uma subsucessão {sz.} tal que rpg,
converge fracamente para uma certa função tp E Lp.
Então pela representação (10. 19), já demonstrada, tem-se

(KfPfiI.)(x) = (A‹':t<f)(x)›

e podemos passar ao limite fraco.
Como Auf converge fortemente (na norma) paraf , então também conver-
ge fracamente para f. Portanto,

{'›I'1 II'-'II
lim1Krp,.;,, = 1K{1i:flfp¿,) = ]K(p,
I:-›lÍl E-El

e por (10.20) e (l0.2l) e pelo Lema 10.2

1§Ê§rA\..f)<x) -fi

que implicam o resultado Kra =f I

11. EXEMPLOS

Vamos ver exemplos tratados em L,,(0,b), 0 < b < oo.

EXEMPLO 1. A equação integral,
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7 I x 1i`l{?_FT::l¬l"..-'ÍIxerx) z_ rw I U_Ú,_, _drz)dz z frx), o < d < 1, A e R,
O

(1l.1)

foi estudada por Volterra, [VOL.2] . Volterra obteve a solução na forma

ee) = 5 Ietrx- z~)f<z)etz.
O

onde p,,(x) é a função especial de Volterra

O'-_-18
2,d,,rzz)= lã;-1%-dz, tz=%_A.

r11.2)

Neste exemplo temos portanto os núcleos

tee) _ -,t1§%,I1ere)+AI.
(11.3)

101) = mx)-
r11.4)

Verifica-se a relação

fe) -eíze) =ee.zrx).
r11.5)

De facto:

-3-==.
O'í|8

2

8 8
I r-tz hr _ (I-t1t)(JtÍ`""l€h') _ I'--tl:-u] hr _

Hx) já xI_§+z) dt I O I¬rI_d+t) DO df I Tr¬r:_eã dt Iu1+“(x)'
0 0

As condições (9.4) e (9.5) são satisfeitas. A monotonia de l(x) = ,u,,,(x)
perto da origem deriva do facto de ser l"(x) = ,u1+,,,(x) < 0 perto da origem,
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como se verifica atendendo ã expressão assimptótica de p¡+,.,,(x) na vizi-
nhança da origem, [ERD],secção 18.3:

¡.II.,,,,(x) z Irflçfiãgflifitl {1 + quando x _› 0.
(11.6)

Podemos então enunciar um corolário dos Teoremas 10.3 e 10.4.

COROLÁRIO 11.1 A solução única da equação,

___ L x 1I1(¡I_-I-]|+.=l _1Kq)(x) .- Ra) [H},_E rp(t)dt -ƒ(x), O < ct < 1, A E IR,
O

no espaço L,,(0,b), 1 < p < ee, é

ee) = e.ze)fe) + I e.+.zre)If‹›e - f) -fe)Ief.
O (11.7)

I'

considerando a convergência do integral na norma de Lp,((10.1) e (10.12)).
O contradominio K(L,,) é constituido unicamente pelas funções ƒ(x) tais
que

X

sup IuI+,,,(t)[f(x - t) -ƒ(x)]dt < oo.
0<a<b

8 |-t›(fi›Õ)
(ll.8)

EXEMPLO 2. Este exemplo é devido a Sonine,[SON.1]. Sejam

J--1Ê¬.f"1ee -
r11.9)

trx)=iÍ,l, o<v<1.
U5]

r11.1o)

ceme tre) z t,,-zr2r/et)/r,/z?)2'*' ee eenaiçõee r9.4) e r9.5) eâe eetiefeitee.
A partir dos Teoremas 10.3 e 10.4 podemos então enunciar o seguinte
corolário :

COROLÁRIO 11.2 A solução única da equação integral
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1[{q)(x) - I J'É§;_JÍ:,) ço(t)dt =ƒ(x), O < v < 1,
0

(11.11)
no espaço L,,(0,b), 1 < p < ee, é dada por

_ r,. r1,r.?I x t,,_z(2,/F) _ _ee)_ ,fi.,.-.fle)+I-MI.-. [fe t) fe)Ie,
r11.12)

com a convergência do integral na norma de Lp e o contradominio 1K(L,,)
descrito pela condição

X

supb II,,-z(2,/Í)/(,/Í)2_V[ƒ(x-r) -f(x)]dt < oo.
0<s<

5 L,,(r-:,b)

EXEMPLO 3. Seja a função hipergeométrica confluente (função de Kummer)

_ _ Oo (19)<r›r¡3,ez,x) = 2 Ef-*,§, ez e R.
lc=0

(11.13)

As funções

Mx) = %f,<1>(fl;‹1;tfx),
r11.14)

6

1(x) = :F¿`Ég®(-fiâl -‹1;Ifx),
r11.15)

com 0 < et < 1, ,6,y E IR, y > 0, são núcleos de Sonine. Visto que a equação
(l.2) é equivalente à relação

t:tzr,e)t:tr,e) = 1/p,

(A)
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para as transformadas de Laplace, é suficiente verificar (A).

O cálculo da transformada de Laplace é feito directamente sobre as séries
que definem (D em (11.14) e (11.15) obtendo-se:

_, _ IIfikre) - ,í'Í,,.. t11re)= fjä.. e > e.
(11.16)

Utilizando a fórmula

a%[x¿'"'(I>(a;b;x)] = (b - l)x¿"2<I>(a;b - 1;x),

deduz-se

UX) = [1/1¬(-001€'+'“]<Í>(-5;-0r;rx),
r11.17)

e as condições (9.4) e (9. 5) são satisfeitas. Podemos então enunciar o
seguinte corolário:

COROLÁRIO 11.3. A solução única no espaço L,,(0, b) da equação integral

X

eg,-, Ie-z)““'‹1›1tt;ezee- z)Ie‹z)e =fe).
O

(11.18)
é dada por

<t>(x) = r¿`°.ÍÍ,,, <1>(~i3; 1 - ‹r;')fx)ƒ(x) +

+r(Â,,,, I ,.Í..<1>( 13; ‹r;1'f)lf(x-I) -ƒ(x)]df,

O (l1.19)

com a convergência do integral na norma de Lp e o contradominio 1K(L,,) des-
crito pela condição

X

0e<e¿eb I r1/z'+fl)<1›r_fi,_e;yt)[ƒrx _ z) _ƒrze)]dz < ee.
3 L¡,(1-:,b)
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EXEMPLO 4. Seja a função generalizada de Mittag-Leffler

Eezdxl = Ê
k=0

Temos o seguinte par de núcleos de Sonine,

terze)_-¡-:f.-%_e, o<e<1, e>o,

[(35) = x_aEl-ot,l-or (1/x]_a ):=

o que pode ser verificado através da transformação de Laplace.
Temos ainda

free) _ ze-I-flE,-p,-preee‹×),

r11.2o)

r11.21)

(1122)

r11.23)

expressão que permite confirmar a validade das condições (9.4) e (9.5).
Então:

COROLÁRIO 11.4 A solução única em Lp(0,b) da equação integral

X

Kee) = I[~%“ -e]erf)e‹ =fe). 0 < ez <1. e > 0.
O

édada por

X

ee) - e°'EI_.z.1_e<ee'¬*)fr›‹) + I f'-“E1_e._erw“)Ifr›‹ - z) -fe)I‹e.
O

r11.24)

r11.2s)

com a convergência do integral na norma de Lp e o contradominio 1K(Lp)
descrito pela condição
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X

Oeupb It-I¬fl1:,_p,_prezfl)[frx _ t) _frx)]dz < ee
<S<

E |-r›(5›b)
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III. RELAÇÕES ENTRE OPERADORES INTEGRAIS
VIA INTEGRAL SINGULAR

12. PRELIMINARES

12.1 A TRANSFORMAÇÃO DE FouRIER

A transformada de Fourier de uma função fE L1(1R) será definida por

III

ffrê) -je) = I ef@ffrz)ez. ts 5 R

A transformada inversa será definida por

00

f-Iífre) zífre) -fm = de I e~A}rê)e§.

Para funções f E L¡(1R) as transformadas Í(§) e Í(‹§) são funções
contínuas e limitadas que tendem para zero quando |§| -› oo.
Se t“ƒ(t) E LI(1R) para todo o rx tal que O 5 a 5 rz, então Í(./§) e Í(t)
admitem derivadas continuas e limitadas até à ordem n.

12.2 NOTAÇÕES. TEOREMAS AUXILIARES.

(12. 1)

(12.2)

Para os operadores integrais que queremos relacionar usaremos as se-
guintes notações:

X fl)

r11<<+e)e) z- I tee-z)e<z)e. rK_e)e) == I ke-e)ere)ee

É bem conhecido que

fire ›|‹ e)I<‹;=) - i%r‹:)e‹â).

71

(12.3)



r12.4)
Recordamos o Teorema de Mikhlin sobre a limitação do operador de convo-
lução em Lp(R), 1 < p < ee.

TEOREMA DE MIKHLIN

Seja Â:(§) a transformada de Fourier do núcleo k(x) e admita-se que
k(‹,'f) = m(¿§) é uma função que satisfaz as condições

Im(§)|SC<oo e |§mÍ(¿_f)|SC<oo,‹§EIR.

Então o operador dado por J-“I mí*-`, apenas por exemplo num conjunto
denso em Lp, é limitado em Lp(1R.), 1 < p < ee.

TEOREMA DE YOUNG

Se k(x) E L¡(1R) e rp(x) E Lp(1R) então verifica-se ||k›I‹ ‹p||,_p 5 ||k||¡_| ||q)||,_p.

cRITÉRIo DE IvIII‹HI.IN-HõRIvIANDER,[sTE.2],p.9õ

Seja uma função m(x) E C[1R\{0}].
Se

1) |ezrzz)| 5 B* < ee,
2) sup R3 I Imƒ(x) Izdx 5 BJ < oo,

0<R<oo R5Ix|52R

então m(x) é multiplicador de Fourier para Lp, 1 < p < eo.

12.3 UM LEMA SOBRE MULTIPLICADORES DE FOURIER

O seguinte lema será utilizado quando tratarmos das equações generaliza-
das de Sonine.

LEMA 12.1 Se Í§f(§) for um multiplicador de Fourier que satisfaz as con-
dições do Teorema de Mikhlin e se int" IA + Í\l(¿f)| > 0, então a função

‹§ER
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1 l [A + Â¡(§)] satisfaz as mesmas condições.

COROLÁRIO 12.2 Se 1111-`|a + bit + bÍ§i(§)| > 0, onde a,b são constantes,
*ÍJTIÉ

e Âi(§) satisfaz as condições do Teorema de Mikhlin, então o operador
rNg)rx) = Itxnrx _ t)grz)dz é ttmttede em I_prR),1 < p < ee, eem

R

N45:

13. RELAÇAO ENTRE OPERADORES INTEGRAIS VIA OPERADOR
SINGULAR

nl I

13.1 DEFINIÇAO DE NUCLEOS NA RECTA REAL

O objectivo é determinar um operador S tal que

IK+‹p = SlK_‹p , para um núcleo k(x) E L¶°°(1R+),
(13. 1)

pelo menos no caso de "boas" funções cp.

Consideremos então um núcleo de Sonine k(s) localmente integrável em IR...
Prolongamos um núcleo k(x) do seguinte modo:

MS) : I tes), e > 3 MS) : I ter-ge), .e < 0,
s<. s>0.

(13.2)
Então

'III

<K+e)e) - I tee - z~)ert)ee.
“oo r13.3)
O0

rK_e)e) = I tee - zf)ert)‹e.
(13.4)

Utilizando (12.4) obtemos:
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f[(Ke‹P)(x)](‹§) = 1Êe(š)ô(š),

O
O0 CX)

tšprg) = I ef*ffteprz)dz z I e¢fëfterz)dt,
_0o O

13.2 A RELAÇÃO IR. = six-

Calculamos a transformada de Fourier de ambos os membros da igual
dade (13.1) :

f[lK+<t>(x)](¿Í) = f[§K_<v(x)](¿Í) = f1S](‹§)f[k_1(š)7'1fP](š),

e portanto

_ F1H+]t‹§1
flskš) ` 11e_Ir‹â=:=

Assim, formalmente,

3 = _I_. DO -='šxÊ:Êd
(X) 2” 6 fz-ea š'

13.3 A RELAÇÃO 11<§.'1r z IR-

Admitamos a existência de um operador 'l1` tal que

]I<+¶¬(p : K-gov

pelo que
'1[` = 11511115-.

Queremos calcular
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(¶`€0)(x) = [K11(1K-fP)](X)-
r13.11)

para funções re E C5” (IR).
Pelos resultados do Capitulo I temos, pelo menos formalmente,

X

ee) - 01<;'f)e) = 01<:*f)e) _ -,tz I te - z)f0)ez.
(13.12)

Substituindo a expressão (12.3) de (1K_ç0)(x) em (13.12) obtemos:

X CI)

[IR;'rI1<_‹e)]rx) _ á I trx_t)dz I ter.e_z)ere)de-.

Mudando a ordem de integração no integral iterado obtemos

eu min(x,s)

[IR;1r11<_e›)]rze) _ _ I ‹,ere)d.‹.- I tree- z)tere_ z)dz.§¬==_

r13.13)

Não podemos derivar sob O sinal de integral , pois O integral obtido não con-
verge quando x = t. lntroduzimos uma expressão auxiliar truncando O parâ-
metro x :

(JE§9)(x) :

_ I I-,er.‹.-)d.e I trzz_t)tzre_z)dz+ I rer.‹)de I trx_t)tzr.e_z)dtI _
L -UI: -nf: X+8 -

Iii-E oo

= I ço(s)A(x -s)ds + I ço(s)B(s -x)ds:|.
-D3 X+E

COITI
OO

Are) _ Iterz~)trx + z)dt, ez > 0,
0

CD

Brez) _ Itrt)terx+ z)dz, ez > 0.
O r13.14)
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Então definimos

I-E 00

[11<;'r11<<._‹,‹›)]rze) _ 1E1¿z¿%II ‹,z›re)Arez_e)de+ I ere)Br.e_x)d.eI.
_ X+E

Repare-se que pela construção efectuada tem-se

115;'r11<<_e) - ei,-1,1¿e¿11rJee)rx)1.
ao passo que em (13.15) definimos

11<<;'r1K-e) = 1,151 ei-1<.f.e)e)1.
'I

r13.1s)

Em geral é preciso demonstrar que estes resultados são iguais. Por agora
procuraremos um resultado final que depois poderá serjustificado.
A partir de (13.15) obtemos:

115:' r115_e)1e) _ 1,15) f'§,1r.t.e)e)1 =

ní- 1-==-É "¬"'1¬-É-'_-Ú

= ço(s)A(x-s)ds+ Í ço(s)B(s-x)ds:| =

_ I§1Are)e<e - e) - BÍÍ)erx + e)1+
X-E 00

+ 1Ei_1;1ó1I: I A'(x - s)ç0(s)ds + I -B¡(s - x)ro(s)ds:|.

Visto que rp(x - s) - ço(x + s) -› 0 no caso de "boas" funções, obtemos

1,i¿1¿›1A<e)ere _ e) - Be)ee + e)1 _ Aee).
com

DO

tr _ 1E1¿~.¿[Are) _ Bre)] _ 1E1¿-51 I[tzrz)trz + e) _ trz)t‹zrz + e)]dz.
O

Podemos desdobrar O primeiro integral, e fazendo u = t+ a no último
integral da expressão anterior resulta
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I t‹rz)trz + e)dt + I terz)trz + e)dz _ I trz _ e)tert)dz _
O E 8

_ I tzrz)[trz + e) _ trt _ e)]dz + I tzrt)trz + e)dt.
E 0

Portanto Ã. pode ainda ser representado na forma

00 E

,1 _ 1E1¿~51II tzrz)[trz+ e) _ tre- e)]dt+ I t.zrt)trz+ e)dzI.
E O

r13.1s)

13.4 O NÚCLEO SINGULAR J\/(x) ASSOCIADO A UM NÚCLEO DE SONINE

A partir da expressão (13. 16) podemos escrever:

X-E 00 U5

1E1¿e¿1I I .z1~'rx_e)rere)d.e+ I [_B're-_x)]‹,ere-)d.‹I _ Itvrx_e)‹ere)de,

r13.19)

sendo O núcleo A/(x) definido por

N(x) : A'(x), x > 0,
-B¡(-x), x < 0.

(13.20)
Portanto

III

01¬e)e) _ 11<<;'r115-e)1e) _ tee) + I Ne-e)e0~)e~.
r13.21)

DEFINIÇÃO 13.1. Ao núcleo A/(x) definido por (13.20) chama-se núcleo
singular associado ao núcleo de Sonine k(x).

A partir de (13.14) é ainda possivel a representação:
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00

tvrx) _ A'rx) _ I tzrz)t'rzz+z)dt, ze > 0,
0

A/re) _ _B*r_x) _ I trz~)te'rz_x)dz, ez < 0.
O r13.22)

13.5 A TRANSFORMADA DE FOURIER DO NÚCLEO SINGULAR

TEOREMA 13.2. A transformada de Fourier do núcleo singular /\/'(x) é
dada por

_; 1.1-ea _Âfrg) WI ti..
_ r1:‹).23)

DEM. Usando O operador

rNe)e) _ I Ne-s)ee)ee.

podemos reescrever (13.21) na forma

11K+K¬I' (K-<t›)1(x) = 1K+[×1<‹›(x) + N¢(x)1.
ou

K_¢ :

r13.24)

Como todos os operadores são de convolução, a passagem à transformada
de Fourier conduz a

lÊ+(-š) = [Â +JV(¿Í)]¡Ê+(¿Í)›
r13.25)

O resultado desejado é imediato. I

Podemos verificar a relação 1l<,.'l1`q› = 115-0) para tp E Lp(11R). Seja inicialmente
rp E C5°(R). Obtemos

:t=1r115.11 _ 115_)ee)1 _ [ter-té) - t'è-r‹:)]‹t›0:) _ 0.
Se nos restringirmos ao espaço de Lizorkin ‹I›(1R.) E C5°(IR) no qual ‹j`)(0) = 0
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podemos afirmar que (ll<+'11` - 1I§_)rp(x) = 0. Por um conhecido teorema de Ba-
nach pode estender-se O resultado a rp E Lp(1R) visto que <I>(1R) é denso em
Lp(R), [KAR.2],p. 93.

14. EQUAÇÕES GENERALIZADAS DE SONINE COM COEFICIENTES
CONSTANTES

14.1 DEFINIÇÕES

DEFINIÇAO 14.1. Chamamos equação generalizada de Sonine com coefi-
cientes constantes a uma equação integral de primeira espécie da forma

X OO

e I terx _ t)‹prz)dt+ te I tzrz~_x)‹prz)dr _ free), ez e R.

(14.1)

na qual a,l) são constantes arbitrárias.

Nesta definição supõe-se b ee 0. De facto, se fosse b = 0 regressariamos à
equação integral de Sonine usual.

Um caso particular da equação (14. 1) com O núcleo k(x) =
0 < ot < 1, é bem conhecido como equação generalizada de Abel com
coeficientes constantes, [SAM.2], p. 622.

Utilizando (13.3) e (13.4) podemos ainda escrever:

aK+rp + b1K_rp =f.

(14.2)

Atendendo à ligação entre 11<í+ e IK- via operador singular '11` , a resolução de
(14.2) pode reduzir-se à resolução de uma equação integral de Sonine do
tipo usual e á resolução de uma equação integral singular.

14.2 RESOLUÇAO DAS EQUAÇOES GENERALIZADAS DE SONINE

Aplicando (13.24) à equação (14.2) obtemos

[re + t›z1)t+ t›N]115.‹p _ f
(14.3)

79



OU
11<+1(d + ;rt›)‹p + t›Nq›] _ f

r14.4)
Para resolver (14.4) temos de começar por resolver a equação usual de
Sonine, e em seguida temos de resolver uma equação integral singular

re + ;1t›)<p + t›Nre _ Ixjf.
r14.5)

Se procurarmos soluções ‹p em Lp(1R) entãof deve pertencer ao espaço
1K.,(Lp) = {f:f= 1K,.rp, fp E Lp(1R¿)}, de modo que 1K;'fE Lp(1R).
Se escrevermos *P = lK+‹p em (l4.3),obtemos

(ez + b/1)\P + bN*P =f,
(14.6)

onde \P E 1l<,.(Lp) e fE lK.,(Lp).Portanto a equação (14.6) deve ser resol-
vida em ordem a \P, não no espaço Lp(1R), mas sim no espaço 1K,.(Lp).
Resolvida a equação (14.6) em K+(Lp) e obtida a solução \P, podemos en-
tão obter rp resolvendo a equação de Sonine K+‹p = *11.
Pelas razões indicadas (utilização de espaços diferentes) é preferível traba-
Ihar com a equação (14.4) em vez de (14.3).
As equações ( 14.4) e (14.3) são coincidentes para funções suficientemente
boas e podem coincidir em espaços maiores, por exemplo para funções
rp E Lp(1R€.) para valores dep tais que os operadores em (14.3) e (14.4) se-
jam operadores limitados.
A equação (14.5) tem, formalmente, solução única se

Ieãe + ea, + t›Á/rt,=)| > 0,
r14.7)

o que é óbvio via transformada de Fourier.

Formalmente

Aee) _ f='[›á]0z).
(14.3)

Também formalmente, com

<f>(x) = (N1g)(x)z
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r14.9)
<Nze)e) _ INie _ e)e0)ez.

R

r14.10)

se existir O núcleo NI (x) tal que

_ 1
N'(š) _ e+:.à-1.¿›fi.fr.§)`

r14.11)

A condição (14.7) com b ze 0 equivale à afirmação

61/Ô E RG,

r14.12)

onde Re é O contradominio da função z = Grg) = _;I, _ (Á/')(¿) = _ Êšfšãi ,isto é.
'RG é a curva descrita pelo ponto z quando š percorre a recta real.

14.3 EXEMPLOS

EXEMPLO 1. Seja a equação generalizada de Sonine com coeficientes cons-
tantes

X 00

E--I-'1.f.'1'-ri b -3*-[I-.rj _,¬-¿:,,~ I ,,_,,.-. e0)ett+ ep; I fW»e0)e1z -fe).
OU

r14.13)

com O núcleo k(x) e O núcleo associado l(x),

: 5 y 2 O7 a E (091))

tree) _ ea + I re-rf/t1+fl)dz.
X

(14. 13a)

i) Cálculo de Ã
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Por(13.17)

OO C0

21 = leing /Ip = leir13EIk(t)l(t + e)dr _ I l(t)k(r+ e)dr .
0 0

Por substituição obtemos:

,T!¬‹59

CD*-118
Iii

00 00

= __.. ~'f"*" H`“"":' . -if W' Q". ._
ÀS -H r1++eI'"“ :1dt+ Ftfliftl-H) .I z'-° .‹.~'+“ ds)dt

0 t+s
C0 00

-..__-_‹r _. ..@"'“"”_ iii.1¬e)rr1-e) .1 rz+e)'-A em dS)dÍ'
0 t

(14.14)
Reparamos que

E-rf E-r(f++=)-_ _,, U+E),_, Id: -› 0, quando e -› 0.
Â-é5/Q 171

r14.1s)
*'20 l"¬l-E OO

Desdobramoso integral I em I + I eobtemos:
I I t+:-1

III 00
_ I -yr I I-y(r+1:) i 6-7.1' _te - -e-e..t..¬e II ¿..,_ 1 l ~_._ee

Ú t+e
00 Í+8

_ z-flw re-ferre)r0-e)1 rz+e)'-~ 1 .e=+«dSdÍ'
0 1

r14.1ó)

Fazemos a mudança de variável t = eu e obtemos

oo oo
__ não e-yr-:r I 8-yr-:(r+l ) E -j-_-1; _

ÂE _ [¬{¿¡:¡l-¡:|_¿-¿} ¡|-tz (H_1)l-ar 1 I ¿.l+1r

0 ert+1)
s(t+1}

I gi asa* hi e-71=:(l'+l)_ I

1`(‹×)1`(1-‹r) rz+1)'-H e'*“ dsdt'
O'-1-›8 S2

r14.17)

Fazemos a mudança de variável s = eu nos integrais em ordem a s e
obtemos

OO OO

_ H. E -¡r1.'r Í i E-;1‹'r:{I'+I ]_ ¿,-fr.: _
ÃE -_ Ir]-fl' [H_|}|-fu 1 J _¡.1+tI

0 :+1
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oo t+1
a, Í,-ñ¡f11:{I'+1 1 , ,E -_r1:'.1

1¬re)rr1-e) .1 rz+1)1¬= .1 em dsdf'
0 I

No limite quando s -› 0 resulta

/1
DO

Pela mudança de variável x = 1-'-H obtemos finalmente

11) câreure de Á/r‹§)

Neste caso

Â = cos(0ttt).

OO 00 (D

A

= 1 , 1,, 1, 1 1 ,,
1¬<e)rr1-e) .11z=-A 0+1)“ 1°' rz+1)1--A 1°”

0

r14.1s)

r14.19)

r14.20)

+ "_ í:›:¬tš)tz,rt,=) _ I efëftz rz)dz _ É I efëfre-rf/z'-«Ide _ É I e<fë-r>f/tl-«dz _ 4,..
0 O 0

Também

Então

A , _ I _
k+( š) 5 11*-H-51"'

HI 11-FEIE-'I'-l( ~¬cI,,,l,.,Â¡(¿) ,, ie-1-‹§), _, Ã _ _1e-51:, ,, Ã __ ,Ie-151%

: eiotarctan(;)-iaarctan(%) _ Ã = e-2iotarctan(%) _

Portanto

1li:+{àf] 11"'+f-Ê 1 H/+l_š| pela m'1:L1n

II

""¢`_¡-r“

: 6-2io:arctan(%) _cOS(afl_)_

iii) Equação generalizada de Sonine

Vamos resolver a equação (14.13).
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Começamos por determinar 1l<§;'f. Pelo Lema 5.1 do Capítulo I, se l(x)
satisfaz a condição 1in¿1xl(x) = 0 e se existir l'(x) E L1(s,n) para todo
O intervalo tal que 0 < e < n < ee, então tem-se

015-'f)e) _ tr‹e)fe) + Ive _ z) _fe)11'0)dz.
0

pelo menos para funções f para as quais O integral é convergente.
De (14. 13a) obtemos

" ot -fi”
[(75) Tf(1_a) ( _,,_.1¬-1z")›

assim como

II l'(x) |dx < ee, para todo O s > 0.

Falta observar que
OO

° _ ' ° xa _ ,_f5Í3"' _II_1;51xl(x) - Ic1_1›1ó1x)/“ + Ic1_1;1¿1 m_aJ I zm, dt 0.
X

Então pelo Lema 5.1 e para x > 0 obtemos

rH5;'f)re) _ t‹e)fe) +I1fe _ e) _fe)1t'0)ee _
0

= We) _ et.) l "*`";íí*"“ df ~ AA)
0

Como
"'1\I"n

e-2iotarctan(-) _ cOS(an_),Me) _
resulta que

W(‹§)l S 2 < °°-
Também

Âf : e-Zior arctan(-
"11-|'\'\ \.._./

-11'.-:ty )
?.2_¡_š2 7

O

IÉÂ/'(5)' = |2Í0l'l”;É? 5 121071 '% =1f1×2 (X<0O.
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Então o Teorema de Mikhlin afirma que o operador

f-1iN<â›‹@<‹:›1 = [Ne - z›<z›<f›dz~,
R

é limitado em Lp(lR"), 1 < p < oo.
Aplicando a transformação de Fourier à equação (a + Ãb)‹p + bNq› = g obtemos

1
A

(1423)
Observamos que

-locarcan Â a -iaarc an É1zz+z›z1+bN(¿§)| = |zz+z›@ 2 *(=›)| = |z›| ¡;+z 2 *(›‹)|.

Daqui é óbvio que

infla + bíl + b/V(§)| > 0 se e só se |a| ¢ |b|.

Nestas condições

‹z›<›‹> = f-'rN1<ê›â<§>i = <N.›|‹g›<›‹> = l zvzrx - z›g<z›dz.
R

iv) Comportamento do núcleo singular A/(x)

Vamos estudar o comportamento do núcleo singular através do estudo da
função /Vl(x) = xJ\/(x), com o fim de obtermos J\/l(0),M(-oo),/\/l(<>o).
Apresentaremos os resultados na forma de um lema.
Observamos em primeiro lugar que a função hipergeométrica confluente \P(a,c;x)
pode ser definida , [ERD], p.257, por

\P(a,c;x) ¬ -1¬(E(í gia) tIJ(a,c;x) +  x"°®(a - c + 1,2 - c;x),

onde ‹I> é a funçao de Kummer.

LEMA 14.2. O núcleo A/(x) calcula-se pelas fórmulas

1 ¡,.›¿_- err
"--*I"(1+a,2;2*}/x), x > 0,N(x) : 2 W I`{¬-11 1 E

--Ift-Eší-|:\I”(1+a,2;-2yx)+ %(-7/x)°'_ :|, x < 0.
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Além disso

J\f(x) ~ quando x -› O,

e /\f(x) tem crescimento exponencial no infinito

DEM.
a) Seja x > 0

l`(0t)I¬(l-or)

Arfdt " d

e"l'*_-fm X-*+°°=1"(-'fl)(2'lf)“‹'f“
NOC) ~ z. .z -

 e7x, x _.› _.Q0.
f`[t:}x"

/\/l(x) = xN(x) ~ 'CMN ~ “'21” dt -
oo

F{tI]Í¬[l-tt] J. ,|f|'"|:;|_-+¡]|*"" _
O

= _¬l*-2Í“- Í r“"(1 + r)"'“e'2i°“dr.
O

pa |r es a expressao po emos calcular A/l(0+) :

/\/l(0+) = %tan(a1r), com oz ah k+ É, k = 0

OO

_ -fz -1 -l-zz _ sifltwf:/\×l(o+) _ ]..mm_H} [za (1+z) dr- ,, _
0

Se Ã = cos(om) 1: O ainda podemos escrever

Usando a fórmula 2.3.6(9),p. 324, volume 1, de Prudnikov, [PRU],

86

,1,2,...

(1-4.24)

(14.2s)

(14.2ó)

(14.27)

(14.2s)

(14.29)



fra* (t + z)¬°e`P”dt = I¬(a)z°'¬°\P(a,a + 1 - p;pz),
0

Rca > 0, Rep > 0, Iargzl < fr,
(14.30)

obtemos

ít“" (1 + t)`]`°'e'2l”“dt = 1¬(a)*P(o¿,0;2j/x).
0

(l4.31)

Recorremos a seguir à fórmula 7.2.2(1), volume 3, Prudnikov, [PRU],

*P(a,c;x) = x"°\P(a - c + 1,2 - c;x).

Então de (l4.27) e (l4.31) obtemos

./\/l(x) =  T(1 +a,2;2yx),
(14.32)

quejustifica a primeira linha de (l4.24).

Usamos a seguir a expressão assimptótica da função *P, [ERD],p. 278, vol. 1 .

it _

w<a,z;x› = 2<~1›*Wi“¿“flx-«-k + 0<|›‹|-“-"sl ›,
k=0

n = 0,l,2,..., x -› oo, --3% < argx <

Portanto

M(x) ~  , qUandÔ X _* +00,

(14.33)

que justifica a primeira linha de (14.26).

b) Seja x < 0.Temos

/\×l(.~›z) = zz j z(z)1z'(z- xml = x j 1(z)d[1‹(z - x) - 1z(-x)] =
O O
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(I)

= ›z<1<f›t1‹‹f- x) - 1‹‹-›z>1}~:,° - ›‹jr1‹‹f- zo - k‹-x>1l'<f>âz.
O

Admitimos que {l(r)[k(r -x) - k(-x)]}Ê° -› 0, o que é possivel por (4.14) e (4.7)
Então

Ma) = -x jrzzrz -zz) - 1z(-x)]1 mdf.
O (1434)

Substituindo k(x) e l'(t) obtemos

OO (Ú

MW = l.;.Í..Íz.ÍÍ--›no <.x§~-« iffidf- [1,LÍÍÍ-¬z lffídf-
O 0

(14.3s)

A partir de (14. 35) obtemos

M(O_) : níä H:l r1+i1z|'-H ] zlšffldt
0

(14.36)

Mas conhecemos o resultado

_l I _ Y ¡`(|-fiÍl['_tfi+1'}
.WI (1+1)”' :I :Wi dt li I`lÍ|+r} '
O

De facto, integrando o primeiro membro por partes, obtemos

ill~zs1s};°~Ísl‹1+z›~r'dzz
O

Admitindo que {[1 - ÍLIT -› 0, o que é verdade, em particular, para
y =1-a,,6 = oz, obtemos

oo
% Í¿._p(1 + Z.)-y-ldt Í Y FU-fil|`lIfi+rJ _

0
ll I"ll+r1I

Aplicando a (14.36) com y = 1- oz, [3 = a, obtemos

Mw-› =
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(1437)

Assim A/l(x) é contínua na origem: /\/l(0') = /\/l(0+) = e (14.25) fica
demonstrado.
Falta estimar /\/l(x) quando x -› -oo. Basta calcular o integral

f«<x> = l [1 1 ,íí;1»z l 5111 df»
0

(1433)
observando que a função I.,(x) é analítica em relação a a. É suficiente, portanto
calcular I_,,(x) e depois substituir oz por -a.
Obtemos

O0 OO OO

, ir: gl .ri 1" _ _ _.

O O 0

O integral acima é calculado por (14. 30) e obtemos

I¬z(x) = 1¬(0f)[(-Vx)`“ - *F(0fi,0;-2Yx)]~

Então

Mx) = 1`(-0f)[(-"rx)“ - *P(-‹r,0;-21×x)] = F(~‹1)[(-ifx)“ + 2ifx*P(1 - ‹1,2;-2ifx)]-

Portanto

A/l(x) = %;)-[-2yx\P(1 - oc,2;-29/x) - (-yx)“].

Usando a expressão assimptótica da função \P obtemos

Mfi-‹›‹›> = ,mg -%“%<-l›‹›“zr* = 0,
e daqui decorre a segunda linha de (14.26).

EXEMPLO 2.

Seja a equação generalizada de Sonine com coeficientes constantes

zz j(,/T_ z )"“.1_,,(2,/T- z )‹p(z)dz~ + ó jp,/T-x )¬'.f.,,(2,/"`z- zz )‹p(z)dz~ z. foz),

com b #2 O, qo E L¡,(R), 1 <p < oo, fe ]K+(L,,),
(14.39)
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com o núcleo k(x) e o núcleo associado l(x)

~-"-»-=I1¬.l'Íl Í» :(251k(x)=í,- e1(x)=-5-f,-,0<v<1,EJ-T) r,.fí;¬'

i) Cálculo de Ã

OO

1, = j [1‹(z)z(z+ z) -1(z)/z(z+ â)]dz =
O

Às _ 8% .f-.,z(1.t›:%,,.|'Í)l'›.‹-|I(.'~!E%.|'rm) J-v(2aá`,l'Í-L-Êãfv-|v(2aä`4':*-) :|dt

0 ti l+t`i`z'í{|+1;l E” r j

O primeiro termo do integrando é igual a

“L -V v_l °° lj-l}"'{sfs`.,fF)H °° (EÊJÉJEÉ

8 if (Hi)
k=0 k=O

e o segundo termo do integrando é igual a

8_' _ 00 (_¡)l‹{s%`/myà {E_%fi)2lz
- -1

8 “V (1+t)V2 1‹l1¬(l‹+1-tz)
1z=o ZM Pr!l`(k+v)

(14.40)

(1-4.41)

(14.-42)

(14.43)

Substituindo (l4.42) e (14.43) em (l4.41),destacando o primeiro termo de ca-
da série e tomando o limite quando a -› O obtém-se

00

2 1 1 _. .. |_
Ã Ftviftl-==) H zv(1+l)'-V H-"(1+n" ]d¡*

o

Usando 1 = -'32 resulta e a fórmula 21, p.297, vol.1, [PRU]obtemos
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l

_ | 1 1 jftzftltwrl _
Ã ` Fmrfit-V) H f"<1-o zl-vn-z) :|dÍ " r=;¬.»:=1"=:|-=›:› °°S(V”)'

0

ii) câlouio do Á/(â)

Temos
00 GO

Ak+(‹š) = j@*i*(«/Í )¬”.1.1z(2 .lí )dz = 2 j oflfflzl-vJ.v(2z)dr,
O O

Vamos utilizar o seguinte integral, fórmula 17.2, pág.186, vol.2, [PRU]

(14.4-4)

(14. 45)

j o-rf2z«~'J,(ol)âf z Amo), oom Roy > 0, Rom + V) > o, |orgo| < zz,
O

onde
.Gil

A3(z)=@vy-(%¿)2~r-'1¬|: 2 1F1(fl;-1*-;v+1,-§§¡).
v+l

Comparando (3. 88) com (3. 89) :

lntroduzimos lj, = 5+ is, lirgtš, = if. Então:

w

A1‹,(¿,) = 2Iof<š+ffi>f2z1+#J,,(2z)df, com ,J = -v
O

Então

(14.4ó)

(14.47)

EÍLL
2Añ(2) = 2{2it(,¿_ ¡š)“("í")2-it-IFI: Ju-Í1 :IF¡(%;¡,z+1;--T:E%)} =

= {(8-fš)`“"”)1`[ 1+” ¶F1[1+u;¡1+1;(fš-8)`l:|} =
,u+1

= (e - z`§)""F¡ |:1 - v;1- V; (z'‹§ - s)`l:| = (3 - i§)"`le(*¿¬*)_l.

Então,

1'%+‹‹§› = <-fz:>“*'o<*‹f>“',
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G

iè+<-2;) = ‹z'¿§›*'”'o<¬*=f>'*.

pelo que à

/VÍÊ) (Ê¿+*)){{_¿Í} sil = ef[(V"1)"s¡9"('5)+%] + cos(1/fr).

iii) Equação generalizada de Sonine

Temos a equação (14.39)

(14.49)

(14.50)

(14.51)

a _|.(,/x - t )_VJ.,,(2,/x - t )‹p(t)dt + b _|A(.,/t - x )'VJ_.,,(2,/t - x )ço(t)dt = ƒ(x).

Supomos b oo 0, go e L,,(lR), 1 <p < oo, fe lK+(L,,).
Começamos por calcular K1'f _ Para podermos aplicar o Lema 5.1 do ca-
pitulo l,temos de verificar se as hipóteses deste Lema são satisfeitas
Podemos escrever

foz) = 2*¬'<2./f›”“'1.z-.<2./Y),

foz) = 2'-V-,fl<2./z›”“'1.z-.<2./f>] = fiffv-z<2¬/E).
Então

00 CO

jlz'(x)|d.›z = j zz*z'f1,,.z(2,/z?)|âzz < oo, o < o < oo.

Também
g,i9¿1x1<x>= g,1¿1¿1›‹<./f)”"1¬,-l‹2./Y) = 0.

Podemos então aplicar o Lema 5.1 do Capitulo I:

<K.:'f)<x> = jmx - z) -fooiz* * 1.,-z<2./mz,
O
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e, se o integral convergir, escrevemos

(KI'f)(X) = 8(-8)»

Temos de verificar se o operador singular correspondente N é operador limi-
'(ad0 em Lp(IR), 1 < p < oo.
De facto, no caso presente, as condições do Teorema de Mikhlin não são sa-
tisfeitas. Como por (I4. 51).

NG) : ez'[(v-1)zâign(§)+%] + Gosh/n),

tem-se |Âf(š)| 5 2 < oo, mas

: eiüv-l)1rsÍ9fl(fz'Í)+%:|[ii(v _ l)7[ + = ei[(v-l)fcs¡9fl(§)+%J|:_% :|,

G

|¿Ã/'(‹§)| = lgj s O0 quando gs o.

Mas o cálculo directo mostra que o critério de Mikhlin-Hörmander é satisfeito.
A condição correspondente infla + bit + bÂf(‹§)| > O ou

§eR

% +ez'[(v-1)zzsign(.›,=)+§-]| > O

é equivalente à condiçao |a| oo |b|.

iv) Comportamento do núcleo singular N(x)

a) Seja x > 0. Escrevemos como no exemplo anterior

8

/vrcz) = x/\f(zz) z z-foz + z)%2'J_,.(2,/í)1,..2(2,/T+ 1)z11 =

><

O'--18

"$

Observando que

R

Q'-í-¡

'%l+1?J_ 2 xr I,,_z 2 x1+r dr.< 1” xr) (,/‹ ›)

. (zm . 1..z(2,/›‹<1+"‹"›')) 1 11 .. - 1 ~ A.lili->Q' tz-11'? “W e 1331 rz<1+z)1""5_2 F("`”

obtemos, quando x -› 0+
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(X)

: [11-|}si11{wr) J`t__,,(1+t)v-zdtz sin(1/fr)

0

b) Seja x < 0. Temos

f‹'<›‹> = <./f›¬'*'.f_.-1<2./f ›.

G
oo

Mcz) = xjë'-(1 + 1)*`%'"1,.-.(2,/-_x1)J.,.-. (2 ,l-zz(z+ 1) )âz.
O

1,. ,{z,1-fa) I .1-,.-. (z,l-111;1+11) 1
Mas 11331 (./-iT)"1'i P mz) e 1181 (,l-z‹1T1)¬*"" i Ft-V) pe|° que

CD

A/1(o-) z _._..-efiglrti jlx-1(z + 1)-“dr = -*¡“§.,*"'> .
O

Por (l4.55) e (14. 58) /\/l(x) é continua na origem e temos

N(x) ~ srttiínj 9 x _›

EXEMPLO 3.

Seja a equação generalizada de Sonine com coeficientes constantes

.X 00

(14.55)

(14.5ó)

(14.57)

(14.5s)

(14.59)

o j oz - z>“*'<1›t11.o.-1f<x - f)1‹1›<z›oz + o jo - ›z)“"‹1›111.o.-1«<z- x›1o‹f›dz = fo).
-co x

b zh O, go e Lp(R),1<p < oo, fe ]K+(L¡,),

com o núcleo k(x) e o núcleo associado l(x)

k(x) = x“"<D(fi,a;-ix), 01 E (0,1), 1' > 0,
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Kx) = L}'1ra_7Lx_aq)(_fl›l _ a;_7x)›

nos quais figura a função confluente hipergeométrica ou função de Kummer

Fã* QPÚ84'-l'-.-'¬-.2'l'¡'.'."' ¬--f
<D(a,b;z) =

i) Cálculo de Â.

O0

1, = j [1z(z)1(z + z) - z(z)1z(z + .‹z)]â1,
0

tem a forma

1. 5'f1%§fll ,, ‹1›<fi o~~1fzf›<1›1~11.1-o;-1fo‹1+1›1o'f-
O

1+" 3,

- singroz) J' ¡uUL}|_n (I)[f fi,l - a;-yst]<I>[fl,a;--ys(l + t)]dt.
o

O primeiro integrando pode escrever-se na forma:

1 O0 (15), (-1ffil)" 00 _(-16) [-rf-(_1,+r)]**Ê “fã o-.oi 11

que tende para ƒ,_¿ Ú, quando c -› 0.
“ l~|

O segundo integrando pode escrever-se:

1 0° ‹-mz. <-zfzo* `°° _oo›z._ 1-1»z‹1+‹)1_'í
1“(l+t)|_a íl +§ (Í-“là kl }|:l + Ê (001 kl il,

__I_.que tende para t,,U+0,_, quando s -› 0.

Entao
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Â = S¡"L,f'Íl_'.[ I, 1 - - ~ 1 ]dt = cos(om).
o

11) câiouio ao Mg)

DO

-°f(1+z)“ z*=(1+1)'-H

Vamos determinar Âf(š) = - Ã.

Observamos que a função confluente hipergeométrica de Whittaker é defini-
da por (Prudnikov,vol.3,pág.795), [PRU] :

M,.,,(z) = z1*+to-f›;:¢›()z-v+ §,21z+1;z), (2)z+ 1) o z,

pelo que

<1>(13

Então,

.oz-1o‹>= <-l›“fx'%o-fM,-1,1z,1‹~l ›

Â'+(š)= " _/-'x `< ×._./
IQD
_ -_L 1.-J.eI(lš z)t2 lM%_B,%(_y

O

(14.ó1)

(14.ó2)

(14.ó3)

Para calcular o integral em (14.63) usamos a seguinte fórmula, (Prudnikov,
vol.3,pág.255), [PRU]

Com Rc(q+ 0) > -É, 2Rcp > |Rec|,

í _21,H~u+ll'1¿.o1-lfE_ L L L _ . 26L, [2p_ü,ƒ,,,,,, 1¬(q + o + 2 )Fz( 2 + p + o, 2 + q + 0,20 +1,--Hp)

Í o-Pfzq~1M,,,(oz)dz = 1,,
O

ou Re(p-q) > 0, 2Rep = Rcc,

É fácil verificar que a condição Re(q + o) > --Ê é satisfeita no nosso caso.
Então
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im) = <-wtf, = <-of -},%r<‹z)Fz (oz - fi.o.o.
onde F2 é a função hipergeométrica de Gauss.

Concluímos que

l%+<‹*â) = r<o><~z'o›f““‹l - low”.
(14.64)

que permite escrever

_/Wš) = 8¿[zz(,õ'-zz)s1gn(¿j)-2,õoro1on(á)] _ L

(14.65)

Notamos que se B = oz então o núcleo k(x) = x“"<I›(¡8,a;-yx) reduz-se ao
núcleo k(x) = x“"e¬'* e a fórmula (l4.65) reduz-se a e"2“a'°*a“(`5§'") - Ã que
é a fórmula (14.21 ). Observamos ainda que a fórmula (14.64) pode ser verifi-
cada directamente, integrando a série

_ .it1<1><fi.‹zz-1/1) =
PK* OMSse

e expandindo a função (1 - 5.

iii) Equação generalizada de Sonine

Seja a equação,

X CO

zz j of -z)“*‹1>111.oz-1f<z‹ - z>1o<z)‹1f+ f› j<z-›z>““1‹1›11›'.o.-1f‹f -x)1o<z›o1 =f‹x›.

Supomos válidas as condições b zh 0, ‹p e L,,(lR), 1 < p < oo, fe K+(L,,).

a) Determinação de 1K;'f

Pelo Lema 5.1 do Capítulo I se lin¿1xl(x) = O e se existir l'(x) e L1(s,n) para
todo o 0 < â < n < oo, então,
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1<*'f<›‹) = 1<‹›o)foz) + jtfo -1) -f<x)11'<z)‹1z.
O

pelo menos para funçõesf que assegurem a convergência do integral.
Vamos verificar estas condições da hipótese do Lema 5.1. Temos, [BEL] , p.197

foz) = [í“f¿-fl›‹-“<1><-fi.1 - oo-1o‹)] =
= I;-cxx'“"<I)(-¡B,1 - oc;-1/x)+x'“-¡7%<I>(1 - fl,2 - oz;-1/x):|.

(14.66)

Também
OO 00

Í | z'(x) [dx = fx-a-1|‹1›(-,õ,1 - oz,-)zx)|âzz +
E 8

H

_[x"“|<D(l - 8,2 - or;-j/x)|dx.
E

(14.ó7)

Os integrais entre 0 e oo das funções integrandas do segundo membro
de (14.67) são integrais convergentes, deduzindo-se portanto que os in-
tegrais entre s e n dos mesmos integrandos também convergem.
Temos ainda que

1¡n¿x1(x) z 111~z¿x'-flo(-5,1 - oz,-yx) = o.

b) Aplicação da transformação de Fourier.
Temos de verificar se N é operador limitado em L,,(lR), 1 < p < oo, utilizando
o Teorema de Mikhlin. Pela expressão (14.65) tem-se que |Áf(¿)| < oo.
Além disso

šfif :_ še1`[1r(,8-of)Sigr1(¿_f)-Zfiarctan(á) ] ) ,

e

|‹:/v'<õ)| 5 1-ffil < oo
Então pelo Teorema de Mikhlin o operador F' [N(‹§)‹j`)(§)] é limitado em
L¡,(IR), 1 <p < 00.
Podemos então aplicar a transformação de Fourier e obter ç'à(§).
A condição correspondente
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inflo + 1)/1 + õÃf(‹§)1 > 0,
‹§eR

tem a forma

% + 6f[zz(11-zz)s1gn(§)-zrszroton(gi)]N > 0,

o que é equivalente a |a| oo |b|.

iv) Comportamento do núcleo singular N(x)

a) Seja x > 0. Temos

1' sínfimrrj ij/13 tI=-ll]-__j'Íf,2-11;,-¡1f.11']1 Í _tI1[~;3,l--11;-fx)foz) [,_, ,.  oz ].
(14.ós)

G
GU

Mo) = j “““Í:íí:."*'*'-*”- `"“¬'-'fi§;§;:“***>1 dz A
O

OO

't ) ‹1›111.. .- 1 ‹1›1-11.|- 1- 1. 11_&;g=r_xj fz'-1,” A ,Hf},_f;**' dz-1. +12.
O

(14. 69)

Para o integral Iz temos

00

12 = -'ashlz-E ƒf“`1(1 +f)"`“<D(15,01;-1fXf)<I>[-[3.1 - 01;-1×x(1 + f)]dr,
O

G
00

1z(o+) z _.._."*=“'],§f*”f* j z«~'(1 +1)""“dz z _..¬fi¡"§;_f~'f*'f*.
0

(14. 70)

O integral Il é nulo na origem. Então

: SÍI"l|š;Ifl'} 0

(14.71)

Falta calcular A/l(+oo). Aplicando a (14.69) a transformação de Kummer e utili-
zando a expressão assimptótica da função de Kummer à função resultante obte-
mos quando x -› +oo

/\/l(+oo) T É`¬"lÍ“',_Í31"]-, para B < oz.
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b) Seja x < 0. Então

k¡(x) = x“" (5-`§Ê)(I>([i + 1,01 + 1;-yx) + (01 - 1)x“'2<I>(fi,a;-yx),

(14.72)

G
oo

_)\/wc) _ ('35 ) fiiltgrflfilx-I' Fit-fi.lt;fl;-rf) *I`*[1fí'+1(.:1‹_3.]:1;'(f~:fl] ¿¡_¡_

oo O

_... _[]]I:~›BIíI;E;"'Í'f) Íl][la[:1:Ê:;::'IÊ'L_I)] __ + I2.

O

(l4.73)

O integral 11 é nulo quando x -› 0' . Para o integral 12 temos

00

Iz(x) = (1 - Of)-E5-ff-Â lf'“(f + 1)“`2<I>(-16,1 - fr; 1'xf)<I>[fl, 0:; 1fx(f + 1)]df,

O (14.74)

G

Mw) = 1z<0-)=
Portanto /\/l(x) é continua na origem e por (14.71) e (14.74) temos

J\f(x) ~ x -› 0.
(14.75)

Falta calcular A/l(-oo). Aplicando a (14.73) a transformação de Kummer, utili-
zando a expressão assimptótica da função de Kummer para a função resultante
e calculando o limite quando x -› -oo obtemos

/\/l(-oo) = para 13 < a.

Então

N00 ~ 11 < oz.
(14.76)
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1v. oPERAooRes 1NTEcRA1s DE soN1NE E1111 EsPAços oENERA1_1zADos
DE Hö1_oER

15. 1NTRoouçÃo

Nos capitulos anteriores investigámos operadores de convolução em
espaços Lp. No presente capitulo vamos estudar estes operadores em
espaços generalizados de Hõlder, com e sem ponderação.
Como resultado principal provaremos que o operador integral de Sonine
K realiza um lsomorfismo entre espaços de Hõlder, sendo K definido por

z
11§o(x)=j1‹(x - z)‹p(z~)dz, 0 < x < ó < oo.

O

Assim, os espaços de Hõlder são os mais convenientes para os operadores
em estudo, visto que no caso dos espaços Lp o contradominio K(L,,) não
coincide com qualquer espaço L, _

16. PRE1.11v11NAREs

16.1 1=uNçõEs QUASE 1v1oNóToNAs

DEFINIÇÃO 16.1. Uma função não negativaf(x), definida em O 5 x 5 b 5 oo,
diz-se quase crescente se f(x) í Cfly) para todo o x 5 y e diz-se quase
decrescente se f(x) 5 Cf(y) para todo o x 2 y.
C indica uma constante positiva que poderá representar diferentes valores
numéricos em diferentes contextos.

16.2 coN.1uNTos FuNc1oNA1s w,,([0,ó]), vx([0,ô])

Consideramos O < la < oo .
De acordo com [SAM.4] introduzimos as seguintes definições.

DEFINIÇÃO 16.2. Diremos que uma função não negativa p(x) pertence ao
conjunto W,,([0,b]) , 11 > 0, de funções de ponderação se:
1) p(x) E C(I0zbl);
2) p(0) = 0, p(x) > O Se x > O;
3) p(x) é quase crescente;
4) p(x)/xl* é quase decrescente;
5) existe uma constante C > 0 tal que
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IÍ-}""1'UÚ *5 CPÊÂ), x* = max(x,y).

(16.1)

DEFINIÇAO 16.3. Diz-se que um núcleo não negativo k(x) pertence ao conjunto
Vz1([0,b]), Ã > 0, se:
1) k(x) > O;
2) x”~k(x) é quase crescente;
3) [x*k(X)l,=0 = 0;
4) existe a, 0 < s < 1, tal que xi-'Ek(x) é quase decrescente;
5) existe C > O tal que

x(x+1z)-rzr.-z.-),<Ck(x) h>0
1.- - x+h' °

(16.2)

16.3 CLASSES DE BARI-STECHKIN-ZYGMUND

DEFINIÇÃO 16.4. Uma função não negativa co(r) definida em [0,b] pertence à
classe de Zygmund Z([O, bj) se
1) w(f) E C([0zb1);
2) c0(0)=0 e c0(t)>0 Se t>0;
3) c0(t) é função quase crescente ;

h

4) ƒfidzí Cú)(h), 0 <h5 b, C=C(ú)) > 0 e C não depende de h.
0

DEFINIÇÃO 16.5. Uma função não negativa o)(r) definida em [0,b] pertence à
classe de Zygmund Z1([0,b]) se
1) w(f) E C(l0,b]);
2) ú)(0)=0 e ú)(r)>O se t>0;

no3) ú)(r) é funçao quase crescente ;
b

4) _Í°'-f,'ldr5 Cíf'-)-, 0 <h§_ Z), C=C(f0) > 0 e C nãodependede h.
h

DEFINIÇÃO 16.6. A classe de Bari-Stechkin-Zygmund é definida por
<I>([0,b1) = Z(l0.b]) 1) Z1(l0,b])-
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Tem-se o seguinte resultado útil, [BAR]: se ú)(r) e ‹I>([0,b]) então existem nú-
meros positivos 61,62, 0 < 61 < 52 < 1 e constantes C1,Cz > O tais que

clzzôz 5 om) 5 czhôt.
(16.3)

16.4 ESPAÇOS DE HÕLDER GENERALIZADOS

Designaremos um espaço de Hõlder generalizado por H*'°([O,b]).

DEFINIÇAO 16.7. Uma função ‹p(x) pertence ao espaço H'”([0,b]) se o
módulo de continuidade da função satisfizer a condição,

w(‹0,h) == SUP I<P(x+f)-<v(x)I S Cw(h)-
0<1<h

x+t,xe[0,b]

OBS. 16.8.

i) a)(h) é uma função positiva denominada função caracteristica do espaço
H“”([0,b]) e tal que co e ‹I›([0,b]) ;

ii) a notação H11([0,b]) indica o subespaço de H“°([0,b]) no qual se verifica
<0(0) = 0;

iii) a função a)(q;›,x) é uma função sub-aditiva: para todo o x1,xz e [0,b] e tais
que (xl +xz) e [0,b] tem-se

C0(Ç0,X1 +162) S C1c0(ç0,x1)+ C2C0(fP,X2).

DEFINIÇÃO 16.9. A norma de uma função fp no espaço H” é definida por

:alí ,ltrj11‹1›11... -11o11C+§1¿1¿o[-,;§T].
í

QuiDEFINIÇAO 16.10. Uma funçaoƒlx) pertence ao espaço generalizado de
Hõlder das funções ponderadas, que se escreve ƒ(x) e HE*f(p) se

p(>f)ƒ(x) E Hõ”(I0.b]),

onde p(x) é uma função de ponderação, não negativa. Além disso,

Ilfll HW., = Ilpfll Hgz-
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16.5 DESIGUALDADES

Com as notações já definidas verificam-se as seguintes desigualdades:

1)

que equivale a afirmar que Í(('_Í,i é uma função quase decrescente.

í(-"ÍáíeCi§;-ii. xzy.

2) Se 0<a<1,então
h

f°(fPzh) fl>(<°› 1)
'T Í

O

3) Se p(x) e W,,([0,b]) então

p(x) 5 C(%)”p()×). X 2 y-

4) Se p(x) e W,,([0,b]) e 0 < 11 < 1 então

'““.?+,i““-|sCiS.”9- e |i“”“}:II_.,-*`_**”"|5C'”T°°

5) Se k(x) e V),([0,b]) então

k(x) 5 ‹%.”~)i1‹0»). x sy.

Além disso existe s > 0 tal que

6) Se 1 5 1 então

7) Se Ã 2 O então

k(x) é <%)^“:1‹0»). x 2 y.

lx* -J/*I 5 C(x-y)y'*"'. x 2)» > 0-

lxt -yin 5 C<x-y)›z*H. zz 2 J» > 0.

104

(16.4)

(16.5)

(16.6)

(1ó.7)

(1ó.s)

(1ó.9)

(1õ.10)

(1õ.11)



16.6 LEMAS

Os seguintes Lemas são importantes para a demonstração de resultados no
contexto do

LEMA 16.11. Se uma função l(x) satisfaz a condição

presente capítulo.

1'1f.¬=.'¬1¬l1}--i{x} 1' 1'_.1: +11]¬.-~ S C .z I»IWI

para todo o x e [0,b] e h > 0 e se Z(x0) = 0, então tem-se l(x) = 0 para
t`0dO O x 2 xg.

DEM. soja zrxo) = 0. Então -L;,*") I 5 C ii-"'=="*_"*'i |.rg-1 .lr '
Seja l(x0 + h.) 5 O para todo o h > 0 . Então existe uma sucessão h), -› 0
tal uelx +h ¢0.0btemos Ê*,i|5C-“S ou -¿'-<C_1~

U1 l‹q ( 0 lc) Ig+fi¿ _ |X0+h¡,|

com 11;, -› 0 o que é impossível. Concluímos que deve ser l(x0 + h) = 0. I

LEMA 16.12. Seja uma função l(x) que satisfaz as seguintes condições:

i[.1r+1l1]-f1z.1:
1":

Seja ainda F(x) = l(x)ƒ(x),ƒ(x) e C([0,b]),f(0) = 0 .
< __
_ x+l1°h> '

Então é válida a estimativa

DEM.

1) l(x) é quase decrescente em [0,b] e i(x) 2 0;
2) 5* C 'W 0

h - - ¬.

ú)(F,h) 5 C _)  dt, C > 0, C independente de h.
0

(1ó.12)

F(x + 11)- F(x) = l(x + h)[ƒ(x + h) -ƒ(x)] +j(x)[l(x + h) - Z(x)] := A1+Az.

Temos
h

|/111 5 cw(f,h)z(x + iz) 5 c1(iz)o)():iz) 5 C Í -'mlzw-ldz.
0
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Aplicando a condição 2) obtemos
|Á2I S Cc0(f,x)?+"¡-l(x) S Ca)(f,x)l(x)

(16.14)

Atendendo a que

o():x)1(x) 5 cj i(í)°°_t(.fzQd1, para 1oo1o o x 5 [0,z›] ,
O

resulta, com x 5 h , que

h

|.‹=1z| 5 Cj iiiííffldi.
O

(16.15)

Se x 2 h usamos de novo (16.14) :

Í1

|Az| 5 co)():x);,%1(x) 5 c h1(x) 5 cí°%.1»zi(h) 5 cg Êhjidr.

(1ó.1ó)
Portanto

iz
úJ(F,h) =s;1uš)|F(x+h)-F(x)|S C)  dt.

> 0

11. APL1cAçÃo 1so1v1óRF1cA PE1_o oPERADoR INTEGRAL DE soN1NE
E1v1 EsPAços Hr;([0,b])

Para o operador integral K com o núcleo k e V) existe o seguinte resultado,
[SAM.4] , Teorema 3:

TEOREMA 17.1. Seja uma função ú)(r) e <I>([0,b]) e os núcleos associados de
Sonine l(x),k(x) e V;,([0,b]) , 0 < 1 < 1 , que verificam as seguintes condições:
1) l(x)20, k(x)z0, 0<x<b;
2) l(x),k(x) são quase decrescentes em [0,b] ;
3) xk(x)o)(x) e Z1([0,b]) ;
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4) w(t) E Z([0.b]) ;
Então o operador K élimitado de H5”([0,b]) em HÊ'([0,b]) . com
a)1(r) = rk(t)co(r) .

O nosso objectivo é demonstrar que o operador inverso K* é limitado de HÊ'
em H3* .

17.1 EsT11v1AT1vA Do MÓDULO DE coNT1Nu1DADE Do oPERADoR
1NvERso 15"' E1111 Hg°([0,z›1)

O teorema que se segue dá uma estimativa do módulo de continuidade do
operador inverso.

TEOREMA 17.2. Seja um núcleo l(x) e V,1([0,b]), O < Ã < 1, que satisfaz (9.4)
e (9.5) e uma função f e Hä([0,b]). Então é válida a estimativa

h Zo(11«§~1f,rzz) 5 cj ÂÉ”-,I-'Q-zârf, rz > 0.
0

(17.1)

DEM. Consideremos o operador inverso na forma de Marchaud (9.3) e

\P(x) = J z'(z)[f(x- 1) -f(x)].zzz: Emâo
O

~1f(x+rz) -\11(x) = j1'(z)[f(x+1z-z) -f(x+1zz) +f(x) -f(xzz)]dz+
0

x+h

+ƒ l'(r)[ƒ(x+ h-1) -j(x+h)]dr = B1+Bz_

x (17.2)

a) Estimativa de B1.

i) Seja x 5 h. Então

h

|B1| 5 2jw(¡;z)|r'(z)jdz.
O

Mas, pela condição 5) da Def.16.3 temos |l"(x)| 5 CÂÉÍ-l e
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h

|B115 cj z:-1z(z)o)(z:z)dz.
O

(17.3)

ii) Seja x > h.

x h Jr

Decompomos o integral I = _Í+_Í e usamos a desigualdade (17.3) no caso do
h 0 O h

integral _Í . Obtemos
0

h x h

|B.| 5 c j z-110-)o)(f,z)âz + zzoqzh) j jr' (1) jaz = c j z-'z(z)o)(,f,z)dz + 2zo(f,.r‹z)1,,(x),
0 h 0

(17.4)
I

onde 1,,(x) = j|r*(1)|â1 .
h

Vamos estimar I;,(x). Na vizinhança 0 < 1 < ao temos |l'(r)| = -l'(t) pelo que,
para h 5 1* 5 x 5 ao obtemos

X

1,0.) = -J' r'(z)dz = r(1»z)-zrx) 5 r(rz).
h

Se xšsg e hšsr), istoé, 0<s0<h<t<x<b Obtém-Se

x b

.Mm=flMmm5flMmm5c
h ao

com uma constante C apropriada.
Se 0 < h < eo < x então ainda pode ser t > ao ou r < so.

x b

1,,(x) z j|1'(z)|zz11 5 ruz) - rroo) + j|r'(z) |âz =
h E0

= l(h) - l(a0) + C1 5 Cl(h).

Portanto podemos sempre escrever

Ji'

1,0.) z j|r'(z) |.zrz 5 cruz),
h (115)
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e a partir de (l7.4) obtemos

h

1311 5 Cj:-1r(z)w(f,1)dz.
0

(17.6)

b) Estimativa de B2.

Jr+h x+h

1.0215 j|r'(z)|1f(x+iz-z)-f(x+h)|âz5 j|r'(r)|o)(f,z)zrz.

(17.7)

Com s = 1-x resulta

h h

1321 5 cj o)(f,x + z)Lj§,”_',l.z1z 5 c j z-1z(z)w(f;r)d1.
0 0

(110)
Por (l7.3),(17.6),(l7.7) e (l7.8) tem-se

h

o)(\11,rz) 5 cj:-1r(1)o)(f,r).
0

(17.9)

Atendendo à expressão (16.12) do Lema 16.12, aplicável ao primeiro termo
da expressão de K"f, e a (17.9) obtemos o resultado procurado (17. 1). I

17.2 CONTINUIDADE DO OPERADOR INVERSO K4

O teorema seguinte utiliza a estimativa obtida no Teorema 17.2, pelo que
deverá obedecer às mesmas hipóteses deste teorema, assim como às
condições sobre l(x) que permitem a existência de K".

TEOREMA 17.3. Seja um núcleo l(x) e V;1([0,b]), 0 < Ã < 1 _
Admita-se que :

1)
1) o×¡s1or(x)oj|r(x)|âx < oo, 0 < õ < à,

5
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2) ¡(f)C0(f) E Z([0zÕ]);
3) [l(x)co(x)]x=0 = 0.
Então K-' aplica continuamente H5°([0,b]) em Hf¿“([O,b]), com
a)1(h) = l(h)co(h).

DEM.
Temos de provar que

_ co(1K“'jÇ /1)||<K 'f›<x>||c < C |lf||Hfz,› e §;¿¿›¬;,,-(,,,- 5 Cliflifig.

Temos:

K`1f(x) = l(x)ƒ(x) + `P(x) , Com \P(x) = _íl¡(t)[ƒ(x- t) -ƒ(x)]dt
0

Obviamente

|l(x)f(x)I S Cl(X)w(f,x) S Cl(x)w(x)|lf|IH3› S Ci IlfI|H¿› -

Visto que |l'(x)| 5 Cfä para l(x) e V,1 obtemos

Ji' X

|~11(x)1 5 cj i<,lw(¡çz)âz 5 c||f||H5, j -mfiâz.
O O

Das estimativas (17.10) e (l7.1l) decorre que 1K'1ƒ(0) = 0.
Temos ainda

iz
@(K"fi¡°) C .|`-1--1-mim É -_--@ t l(l`)ú)(f,',Í)dt.

o

Pela condição 2) da hipótese

h

míäu,-) I f-11<z>w<z>|v||.%.df 5 Cuf||.igz _
O

Em virtude de (17.10),(17.11) e (17.11a) concluímos que

||‹K-1n<x›||Hm, 5 C|1f¡|.¬5› . I

110

(17.1o)

(17.11)

(11110)

(1112)



ni I

17.3 APLICAÇAO ISOMORFICA PELO OPERADOR INTEGRAL DE SONINE

TEOREMA 17.4. Com as mesmas hipóteses dos Teoremas 17.1 e 1 7. 3, o ope-
rador K aplica isomon°icamente H€§([0,b]) em H“§1([0,b]), com w1(h) =

DEM. Tem-se a imersão

(K<P)(X) =ƒ(X) E HB°'([0›b]) e HÊÍ'([0,b]) C L1([0›b]),

e pelos Teoremas 17.1 e 17.3 tem-se também K : Hä” -› Há", e K* : Hff' -› H5*
Então é suficiente provar que uma função arbitrária fe Hz" ([0,b]) é representável
na forma f= Ko, onde fp e Lp com algum p > 1 , o que acontece se forem verifi-
cadas as condições (10.15) e (10.17) .
Pela condição [i(x)a›(x)]x=0 = O concluímos que

|l(x)ƒ(x)| 5 Cl(x)co(x) 5 C1 < oo ,

pelo que i(x)ƒ(x) e Lp para qualquer p 2 1.

Temos ainda

sr-e x b

|\1f.(x)¡ 5 llfrz) -f(x)||1'(x - zf) |âz 5 cl:-1zz›(;:z)z(i)âz 5 cj' lílfifldz = ama.,
O O O

pelo que sup||\PB||p < oo para qualquer p 2 1.
a>0

Portanto para toda a função f e HÊ§*([0,b]) existe a representação f = Ko,
qo 5 L,,([0,b]),l Sp < oo . Visto que K* aplica continuamente H'¿“ em H8
obtemos que (p 5 Hã _ I

18. PROPRIEDADES DO OPERADOR INTEGRAL DE SONINE EM
ESPAÇOS GENERALIZADOS PONDERADOS DE HÕLDER

Consideramos o espaço ponderado H“§(p) com o peso p e Wu . A limitação
dos operadores integrais do tipo K nestes espaços foi tratada em [SAM.4]
onde foi obtido o seguinte resultado:

TEoRE|v|A1s.1. seja p(x) E w..([o,ó]) ,o < ii < 2 e ko) E v.~i(l0,ô]),
O < Ã < 1 _ Admita-se que:
1) u < 1 + Â. ;
2) z-mfl×<°›l=~1>w(z) E z([o,z›]) ;
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3) rk(r)w(r) 5 Zi([0,b]) .
Então o operador JK é limitado de H8(p) em HÊ`*'(p) , com co¡,(h) = hk(h)co(h).

Obsen/amos que a característica cú,z,(h) = hk(h)úà(h) no teorema acima pode ser
substituída por ú›¡(h) = %fi))- sob alguma condição adicional. Neste contexto é
válido o seguinte Lema.

IU' IJ

ÇLEMA 18.2. Suponhamos que k(x) e l(x) sao nao negativos e que existem cons
tantes oz, B 5 (0, 1), tais que x“k(x) e xfil(x) são quase crescentes _
Então

C C
É É JCÍCQC) Í

DEM. A desigualdade xk(x)l(x) 5 Cz obtém-se como no Lema 4.3. Para a outra
desigualdade temos

1 = g koz-z)z(z)az z grx-z)“1z(x-z)zfi1(z)$dz 5 cx«+flk(x)1(x)£ (T_¡1¡,¡íâz 5

5 ca:/‹(x)1(z.z).
I

O nosso objectivo é estabelecer a limitação do operador inverso.

18.1 ESTIMATIVA DO MÓDULO DE CONTINUIDADE DO OPERADOR
INVERSO

lntroduzimos uma condição adicional para o núcleo l(x) . Vamos supor que:

1) l(x) 5 C2([ô,b]) para qualquer 5 5 (0,b);
(18.1)

2) existe ô> 0 talque 5C£;(,Íl, 0<t<xíõ.

(13.2)
Observamos que a condição (18.2) é válida, por exemplo, para funções
l(x) = x-“(ln %)'°, oz 5 (0, 1), p 5 R, A > b e para funções mais complicadas
com somas, produtos e composições de funções de potência e função loga-
rítmica.
O lema seguinte é válido para exemplos importantes em aplicações concretas
e em particular para os exemplos tratados na secção 11.

LEMA 18.3. Seja l(x) = cz > 0 e a(x) 5 C2([0,b]) e a(0) =# 0. Então
l(x) satisfaz as condições (18.1) - (18.2) _

DEM. A condição (18. 1) é óbvia. A condição (18.2) reescreve-se na forma
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|1'(x) -z'(;lx)| 5 c(1-z1)|z'(1x)
0<Ã<1, 0<xíô.

Esta condição para a função l(x) = x'“a(x), depois de simplificada, tem a forma

|zza(Àx) ~ a,1'+flzz(x) + x,u+@=zz”(x) _ À.zz.zz'(;l.z)| 5 c(1 - À) |aa(iz) - i.›za'(À,.›z) |.

Designando g(x) = aa(x) ~xa'(x) vemos que a desigualdade anterior é

law) - ¡L““g(x)I 5 C(1 - Â)g(Âx),
ou

|À'+fl§äi¡ -1| 5 ou - À).
(18.3)

Observamos que g(2Lx) zh 0 , O < x < 6 , no caso de 6 pequeno, devido à condi-
ção a(0) zh 0 .
Obviamente

l l+a 311] __ I _ l+a l+a: EL'-'_J"¬.šIÍ-'I-'f.'I|Ã -M l5|1 Ã |+Ã E-Í] .

Portanto, para obter (18.3) é suficiente demonstrar que

lá-l(x) *8(ÃX)| É CU _ Â),

0 que é válido visto que g(x) 5 C'([0,b]). I

No teorema seguinte usamos algumas ideias da demonstração de um teorema
semelhante provado em [KAR.1] para o caso particular de k(x) = x'“, l(x) = Cx“"
O < ol < l.

TEOREMA 18.4. Seja um núcleo de Sonine l(x) 5 VâL([0,b]), 0 < Ã < 1.
Admita-se que existe a derivada l'(x) para todo o x 5 (0,b), que |l'(x)| é
quase decrescente e ainda que l'(x) satisfaz as condições (18.1) - (18.2).
Então, com p(x) 5 W,,([0,b]), 0 < ,u < 2 é válida a estimativa

h b
_ l`[ ru , I[)w ,@(p11<1%,h) 5 cizrl -*lfl-É+j,'*-)ai+chl-iállzaf,

O h

(l8.4)
Onde y = max(0,u - 1).

DEM. Temos

JC

p<›o(11<<-' %)‹›‹> = l<x›f<›‹> + ll ííäíflzz - o ~f‹x› ]l'<odf = 115-lfczo + Nm),
O (18. 5)
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onde

(Njxx) -_ l ”f*z;x{l,§"**1'(f)flx - nâz zz 1 B(x,z~)f(z)dz,
O O

COITI

B(x,z) = P'*;_f¶'¡L§*¿¡'-z'(x- z~).
(1s.ó)

A estimativa do módulo de continuidade de K*1f(x) é dada pelo Teorema 17.2.
Vamos estimar ú.›(Nf,h). Temos

x+h Jr

Nfrzz + iz) - Nfpz) z 1 Brx + 1»z,z=)f(z)di+l[B(x + 1»z,z) - Boz, i)]f(z)âi =
X O

zz c,(x,1»z) + c2(x,iz),
(181)

e
x

c2(x,1z) z lB,(x,iz,z)f(z)az, com B,(zz, 11,1) = Boz + 1‹z,z) -Bo.-,z).
O

Notamos que é suficiente estimar ú›(Nf,h) apenas para valores pequenos de h,
0 < h 5 onde 6 é da condição (18.2).No caso de h 2 % a estimativa de ú›(Nf,h)
é trivial, visto que a funçao Nf(x) é limitada (ver página 120 e 121). Portanto no
que se segue admitimos que h <

i) Estimativa de B(x,r).

Pelas condições (16.1) e (16.2) temos

ft-1 lí-)|B(x,z)| 5 5 C-”“,_” , â < x.
(18.8)

ii) Estimativa de G1(x,h).
Temos

h h/2 h

G1(x,1»z) 5 cl iI{1_;Íf,-+iz(iz- nar = cl Ííf;,,"Ç_`flz(h-i)di+ cj' “J-Ê§”'2-:(11-z)zzz~.
O O Í1/2

Pela desigualdade (16.4) e atendendo a que l(r) é quase decrescente obtemos
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G

11/2 h/2

I í(f;,+')z(1»z - nai 5 cl iq'-'lz(z)âz,
O O

h ( :I h/2 h/2
to ,x+t ru ,.1'+."i- to ,l -“f,,,,_z(1zz~z).zzz= I %¡¡i1(z)dz5 c 1 -If-fl1(z)az.

/1/2 O Ú

Temos portanto o resultado

11

c1(zz,1«z) 5 cl @z(z)âz.
0

iii) Estimativa de B1(x,h,r) 1
Temos

B1(x,h,z) = ~Pi=¶§il'lz'(x + 11 - zf) +
+í-E559-[z'(x+h-1) - z'(x-1)] = A1 +Az.

Visto que |l'(x)| 5 Cfli, temos

l f[x+.Ii-l_`,l
Il (JC-I-Í7--l`)I É

Pelas desigualdades (16.1) e (16.6) obtemos:

Portanto

p(z+h)-p(x) < C izr.z-z-iú=*¬l
pu) _ I” `

lilfxí-li)f"' l(x+h-t)
IAII -_ C :P x+h-z '

(1s.9)

Para estimar Az utilizamos (18.1)-(18.2). Quando x - t < % temos ainda
x-1+ h < 6 visto que h < Portanto podemos usar (18.2) e obtemos

Então

Assim

f f rip;-izi iu-:J|z (x+hzz)-lo:-r)| 5 cizí, 5 (mpg.

az»-'foz-z)

x- x l“`I ¡P-|B1(x,i«z,z)1 5 Cl; ghz [fitfjl + HH'

1 15

(1s.1o)



iv) Estimativa de Gz(x,h).
Temos

lGz<›z.iz›1 5 Ch l[ + §§i.' ] Í.Éf,';2 “'”<f'> dz.
O

(18. 11 )
Tratamos os casos O < ,u 5 1 e 1 < u < 2 em separado.
a) Primeiro caso: 0 < 11 5 1.

Neste caso, com 15 x temos H' 5 (31-)'"“ 5 1 pelo que
X

1: .z-|Gz(x,i»z)| 5 cizl áíl-_f§T_"¡I-di.
O

Tratamos primeiramente o caso mais fácil quando x 5 2h. Neste caso

x/2 x
to fl to f, I.|c2(z.z,1»z)| 5 cizl -(,i-'fij-laz+chl -(,i¡f§¡_,,_j¶âz.

O x/2

(1s.12)

No segundo termo atendemos a que é quase decrescente e obtemos

h Jr/2

|cz(x,iz)| 5 cl i,*Í1*'“la1+cƒ Éfflídz.
O 0

(18.13)

Portanto

h

|Gz(x,h)| 5 Cl iílaz.
O

(18.14)

No caso de x 2 2h temos

2 _ I :i:+lr-1 I x+ -t

h x

|c (x,iz)| < c11lí°Êi“¿“*`lz1z+chlí(-1-*lilígil-dz.
O h

(1s.15)
No primeiro termo temos x + h - r > h e x -1 > 1. Portanto como no caso an-
terior obtemos
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h

|cz(x,1z)| 5 cizj`°LV'§-1-'¿“›z1z+D(zz,1‹z),
0

COITI

D(x,h) = C/zz 1 --”(“f') --"*"j,"*l.z1lz=
I+ I-I

li h

I= D1(JC,Í'l) + Dz(X,Í'l).

Olr'
.X-fitsøk

8

É

No termo D1(x,h) temos x-1 > 1. Portanto

No primeiro termo temos ;+}T 5 no segundo termo utilizamos o facto de ser
É; 5 Í e usamos ainda em cada termo a relação 5 pois t > x - r
e «(16

D2(X,Í”l) É

Daqui

xi

I\-IM b

D.(zz,h) 5ciz í”(i“'lâi5C1»z “"_(*"-'lfií-fl'-zzfz.
12 11

Í1 Í1

No termo Dz(x,h) fazemos a integração da seguinte maneira:

x-h x

Dz(zz,iz) = chi -°íÍ;'_)jfj+jfaz+c1zl @§f-di.
Ê- x-h

›1'|\,_¡ã-¡%

Q3'

3"'¢__¡t~.I

60

E

é quase decrescente. Obtemos

h x
(f,x-t)l(x-1) ru{:_f,.r;.-:2l[.t-I) dr

tz-oi

5-5

5611+ A z
x-h

h<{;>fff> .11. C 1L91* zzz.
O

h b

Dz(x,l»z) 5 CI -ííflzim-dz+ Ch! flffildr.
0 h

(1s.1ó)

x
(f› I) iu-11 °°(f› 1) -'1.=‹~r1 ._

I .ar-Hi-r dt + I Í .1r+.I1-1 dt '_

(1s.17)

(1s.1s)

(1s.19)

Pelas fórmulas (18.18),(18.19), pelas desigualdades (18. l4),(18.16) e pela
relação (18. 17) obtemos
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h b

1Gz(x,h)¡ 5 Cl F*-U'-f@dz+ cizl ilfiffiâz.
O h

(18.20)

Em virtude das fórmulas (18.7),(18.9) e (18.20) deduzimos para ‹:ú(N)Çh) a
mesma estimativa que em (18.20). Usando ainda a estimativa (17.1) para o
termo K"f em (18. 5), chegamos á estimativa (18.4) do tipo de Zygmund
nocaso 0 <,u5 1.
b) Segundo caso: 1 < u < 2. Neste caso

.T

|Gz(x,iz)| 5 c1»z(x+h)*“ 1 ijififgdz.
Ú

(Â)

Consideramos primeiramente o caso x 5 4h. Repetindo os raciociníos em
(18. 12) - (18. 13) obtemos

li

1c2(x,1»z)| 5 cizzfl-1 I Lífiíffldz.
0

(1s.21)
Passamos agora ao caso mais difícil x 2 4h.Temos

h x
1- ÚÚ /Ã J- - (0 .Â Jr- _|cz(x,1zz)| 5 c1»z(x+h)* ll-(,_,'l_ffTj-dz+ch(x+h)~ 'I--(,,,l%-az .=

o iz
:= C,,(x,h) +D,,(x,h).

No termo C (x,h) temos x-r> 1-+4. Portanto -Hifi < Cí?-1-. EntãoI* 2 .r:+l`1-l _ J:-1-.I1

F\
'12

hz(H-) zz.›(f,z)C,,(x,h)5C5(x+h§2_p5 z ~dt.

A função é quase decrescente e *-“§*'- > h. Portanto

li

c,,(zz,i»z) 5 chlf-1z(iz)l fi-1j',;l)-af.
O

Visto que l(x) é quase decrescente e h > t obtemos
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C

Paraotermo D,.(x,h) temos

D,,(x,h) 5 Ch(x+h)”`
IJ:-'---¡

il' x+l:--.l

:= Df,(x,h) + Df,(x,h).

“il E1111 + c1»z(x + 1»z)fl'

fl

,,(z.z,1zz) 5 cw-1 1 ífliaf.
O

NH

E

5-‹;,.s›‹

(l8.22)

8 (fif) K1-1) .__í›=_§I1Ud" ~-

Notamos que x -1 > 1 e x + h -1> 1*-tl no termo D},(x,h) e portanto

D},(x,h) 5 Ch(x + h)”`BJ

:H%|\_I)-ç

E

Visto que (x + h)“'2 5 1”'2 obtemos

D

Paraotermo Df,(x,h) faze ITIOS

x+h
2 Jr-/1 .X

(f.1)1<‹),,, dt¡ 

b ; 1},(x,1‹z) 5 ch I É-IJ'-%)-113-dz.
h

(1s.23)

D§,(x,1»z) z ch(x+1z)›“-1 I + I + 1 ) z= E;,(x,1z)+Ef,(x,h)+Ef,(x,h).
hÃ. x+h ._

2 2 x

Esta partição é possível quando x - h > o que é válido porque x 2 4h. No
termo E,',(x,h) utilisamos a relação x + h - 1 > izl e obtemos

r+h
2

E;,(x,h) 5 chez + 1z)~~2 1 flfliídz 5 cizzfl-

Visto ue as fun ões Í-Jífi e l 1 são uase decrescentes e 1+ Â > 1 e i -1 > 1q Ç zl-1 2 2

obtemos

E

L
2

/1
Mxah) S Chu-II 0J(fltL)1(t)

O
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No termo Ef,(x,h) observamos que 1 > iši e portanto

ooo; lí) __ 1 rurlíjz 1) < C a1(/,Jr-Z)
I 9fp fp- Í '_ 7

visto que 1 > x - 1 e é quase decrescente. Portanto

Jr-h i

E2(x,h) < ch 1 “*Íf*“'”i "fi“l111- ch Í -z-Wlaz.
-'f_*f›*l_ h

U _ . -f x+l:-1 1(1+h)

Daqui resulta

b

Ef,(x, h) 5 chi -=»“U¡§I1” 111.
h

(11125)
Finalmente, no termo Ef;(x,h) utilizamos o facto de ser 1 > x - h > ä e portanto

_l_ _ _l ¿ ____C L
ll* _* pr-I 1 E (x_¡.h)11-I 1'

Então

x h li
3 a(¿, 1)1(z5z) _ J' zzz{,r_z1›-111111) 1' zz.z(;:x¬i)11i)E,,(x,1z) 5 ch I -5111-. ch -_-»{I_,W} 1115 1:' í--H111.

x-h O El

Visto que x -1 > 1 daqui resulta

h

Ef,(x,h) 5 cl --_°“`(fiz')'('” 111.
O

(1s.2ó)
Reunindo as estimativas (18.21) -~ (18.26) obtemos de novo a estimativa (18.4)
com ,u > 1. I

18.2 CONTINUIDADE DO OPERADOR INVERSO

O teorema seguinte mostra que o operador K* aplica continuamente o espaço
H3”(p) no espaço HÊ,°'(p), ú›1(x) = w(x)l(x) com as suposições naturais sobre
w(x) G p(x)-

TEOREMA 18.5. Seja um núcleo de Sonine l(x) que obedece às condições
do Teorema 18.4, p(x) 5 W,, ([0,b]), 0 < ,u < 2, e ú›(x) satisfaz as seguintes
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condições:
1) ÊÊQ- é quase decrescente;
ii) 3%,-ifi 5 Z([0,b]), y = max(0,,u - 1);
iii) co(x)l(x) 5 Z|([0,b]).
Então o operador K* aplica continuamente H3”(p) em H§“(p), w1(x) = úà(x)l(x)

DEM. Obviamente

K* r H8”(P) -› HS”'(11) <=> 1>K"% = H8 -› HS"-

É suficiente demonstrar que

w(plK`1%,h)
É CI1f|1|-|5›-

(1s.21)
Utilizando a estimativa (l8.4) temos

h b

w(p11<;-1%, 11) 5 cíhrlif'-“',fl111+hli'i1š*¿f-;°'ifl111:I||f||H,.),.
O h

Pelas condições ii) e iii) do teorema obtemos

w(pK¬ -í-. iz) 5 C1<h›ú›‹h>|1f||..,..
o que prova (18.27).
Resta provar que [p1K"' %(x)]x=O z 0 para f5 H3*(p). Utilizando a expressão
para o operador inverso K* obtemos

|(p1<*'-Ç-)(x)| 5 |1(x)f(x)|+ lrfrx-1)-f(x)]1'(1)111 + I 5,111-1)1*(1)111 z=
O

O I: D1-I-D2 +D3.

Visto que |l(x)f(x)| 5 |l(x)m(;^Çx)| 5 C|l(x)w(x)| e l(x)a›(x) 5 Z, tem-se que
D1 -› O quando x -› 0.
Também

I I

|Dz| 5 cjw(f,1)|1'(1)|11z 5 cj El?-(1111 -› o
O 0

quando x -› 0. Quanto a D3 temos
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T F»-fi
¡D3| < liiiflf-§“z“ii11(1)“(fi,“"} 111.

O

Se ,u 5 1 temos

1111.11-1›1›r-fil __z_
p(x-1) S C 1-1 ”

por(16.7). Se 11 > 1, por(16.1) e (16.6) obtemos

1111-ri-111-1-fil xfl-'1
nbr-I) É C (I-1)” '

(18.28)

Então no caso ,u 5 1 temos

Ã.x 2 X

|Dz1 5 Ci1(1)í°§§'l111 z cl1(1)2%111+ cl1(1)f”»§,í+°111 z= 1, +12.
o o 5

Como x-1> 1 no primeiro termo, obtemos

JC

I15C_I-flf-É-d1~›0 quando x-›0.
O

(18.29)

Também, como x -1 < 1 em Iz deduzimos que

.L
2

Iz 5 CI@,í("1ds-› 0 quando x-› 0.
O

(18.30)

No caso 11 > 1 temos por (18.28)

JL'

[Dal 5 Cx**'l _'-1'-(if,-,ti-5'-*if-l1i1 -› 0 quando x -› 0,
O

(1s.31)
visto que 1'"1*l(1)ú›(1) 5 Z. A desigualdade em (18.31) obtém-se com raciociníos
análogos aos utilizados em (18.29) - (18.30). I

122



18.3. ISOMORFISMO ENTRE ESPAÇOS PONDERADOS DE HÕLDER

Na demonstração do isomorfísmo mencionado precisamos do seguinte lema.

|_E|v|A1s.s. seje o < 11 < 2. se 5 z, enae fy = memo, 11 -1), emâe
existe po > 1 tal que %”) 5 L,,(0,b) para todo o p tal que 1 5p <. po.

DEM. No caso u 5 1 usamos o facto de ser 1e(x) 5 Z pelo que existe
ô. 5 (o,1) ter que eoz) 5 cxôr. Entâe 5 5 |_,,(o,1›) cem 15p< ¡JT!
Se 51<¡.1e 15p<oo Se Õišll.
No caso ,u > 1 usamos o facto de ser 5 Z pelo que w(x) 5 xl'"1¬`52 com
ôz 5(o,1).En1âe 5 5 |_,,.(o,1›) com 15p <

1Resta observarque no caso O < 11 < 1 temos po = ¡T! se 61 < ,u e po = eo
se6|2,uenocaso1<,u<2temos p0=,-_1¿?. I

TEOREMA 18.7. Admita-se que os núcleos de Sonine k(x) e l(x), o peso p(x)
e a caracteristica m(x) satisfazem as seguintes condições :
1) k(x)5V,,,0<a<1el(x)5V,;,0</3<1;
2) l(x) satisfaz as condições (18.1) «- (18.2) ;
3) p(x)5W,,, 0<,u<1+¡6;
4) xk(x)co(x) 5 Z¡([O,b]);
5) x'l'co(x) 5 Z([O,b]), y = max(0,,u - 1).
Então o operador K aplica isomorficamente o espaço H€f(p) no espaço H3°'(p),
com ú›¡(1) = 1k(1)1ú(1) .

DEM. De acordo com os Teoremas 18.1 e 18.5 e sob as condições correspon-
dentes desses teoremas temos

K = H8(P) ~> H8”'(1>),
(1832)

K* = HS”(1>) -› H8(p),
(1s.33)

onde a›¡(x) =xk(x)w(x) e ú›z(x) = Pela condição 1) do teorema e pelo
Lema 18.2 temos xk(x) ~ Portanto, pela equivalência das normas, temos
Hä"(1>) = HÉ'2(›0)z
As condições 1)-5) do teorema representam a unificação das condições dos Teo-
remas18.1e18.5.

R

ÉPara afirmar que os resultados (18.32) - (1833) garantem a existencia de isomor
fismo entre os espaços HÉ§(p) e HB" (p), falta provar que o contradominio do ope-
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rador K coincide com o espaço Hfƒ' (p) :

KlH8(1›)] = H5"'(1›).
(1s.34)

Não temos descrição independente do contradominio 1K[H3”(p)], mas no caso de
espaços de Lebesgue Lp, a caracterização do contradominio foi obtida pelo Teo-
rema 10.4. Portanto, para demonstrar que qualquer função fe H5“(p) pertence ao
contradominio lK[H$ƒ(p)] é suficiente demonstrar que existe p > 1 tal que as condi-
ções (10.15) e (10.17) do Teorema 10.4 são satisfeitas para f 5 H3°'(p). Então
Hfƒ'(p) c lK(L,,) e neste caso o Teorema 10.3 e a aplicação (18. 33) garantem que
a coincidência (18.34) é válida.

i) Verificação da condição (10.15).

Para f5 H5“(p) temos f= -É com g 5 Hf,“. Portanto

|1‹›«>f<x>| 5 5 0%- 5 Lp,
para todo o p tal que 1 5p < po, pelo Lema 18.6.

ii) Verificação da condição (10. 17)

Para

\11,(x)= l1'(x-1)[§% - %]a1,
fl

temos

115615 -,gT, l |1'<›z-1›|15‹›‹› -g‹1>1d1+ l |1'‹›‹-1›|1g<1›1|-,;;,-, - 51,; df ==
O 0

I= F1 + F2.

Como ”_Ê',”)- é quase decrescente temos _1- 5 -Q-. Entãox p(x) xl"

F. 5 72-l|1*(x-1)le(g,x-1)a15 f l “1f*'}““'”a1
O 0

ll J' '

Atendendo a que w(g, 1) 5 C% resulta

X

() ()F.5xL,ƒ2,'-1115c“§,_;f5L,,
O

pelo Lema 18.6.
Resta-nos estimar o termo Fz.

124



Primeiro caso: O < ,u 5 1.

Pelas fórmulas (16.6) e (16.7) temos

_1__ _ _.1_ < CLI
I PU) p(x) _ rf” '

pelo que
MHJr T Jr

F2 É É J'l(x-1):¡Íg.fldr É _? J'  dt+ É I 111-it]-;e,(1)dt S

0 0 5

/\ *Q

C:3‹í_¡t×-HH:

:Ê
É-5

OI*-TH

*Õ

C>'í¡$-<

...Êse Ê:1111 1-11_- -d1+,,J. -(35, 1115- É

Visto que ce 5 Z então também 1'-l“w(1) 5 Z. Portanto

F2 É C-03)-gi G Lp,

pelo Lema 18.6.
Segundo caso: 1 < ,u < 2.
Temos de usar (16.1) e atender a que max(x, 1) = x. Obtemos

__l_ _ l x-t
I PU) p(x) S CIPU) `

Portanto

1.5 ‹; 1 fre-1351.11.
O

Por estimativas semelhantes às do caso anterior é fácil obter F2 5 C-"-°xÊ,Íí)-
e portanto

111111115 F1 +Fz 5 02,5.”-i.
onde C > 0 não depende de s. Daqui concluímos que sup||\P..›. |I|_p < eo, para

s>O
1 < p < po, onde po é do Lema 18.5.
Verificadas as condições do Teorema 10.4 , o teorema fica demonstrado. I

OBS. 18.8. As suposições 1) e 2) sobre os núcleos k(x),l(x) no Teorema 18.7
são satisfeitas nas várias aplicações e, em particular, nos exemplos tratados na
secção 11. Particularmente, a condição 2) é válida em todos os exemplos da sec-
ção 11 pelo Lema 18.3, e a condição 1), isto é, k(x) 5 V0, é satisfeita para qual-
quer núcleo da forma oz 5 (0,1), m(x) função limitada e diferente de zero
em (0,b).
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