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RESUMO

A elevada incidéncia de patologias no sistema cardiovascular leva & necessidade
de elucidar os fend6menos associados ao escoamento do sangue nos vasos sangui-
neos. A Matematica pode ser utilizada como ferramenta, apresentando modelos
que possam descrever o comportamento de todo o sistema cardiovascular. O
objectivo principal deste trabalho é deduzir modelos matematicos que possam
descrever o escoamento do sangue nas grandes artérias. Para tal, ¢ necessa-
rio considerar o sangue como um fluido em movimento e descrevé-lo a luz da
Mecanica dos Fluidos. Este ramo da Fisica é tratado no Capitulo 2, onde sao
considerados conceitos e principios fundamentais da Fisica, e obtidas as equacoes
que governam o escoamento de um fluido homogéneo e incompressivel. Uma vez
que, durante o escoamento, o sangue interage com a parede do vaso, deduz-se no
Capitulo 3 um modelo para o deslocamento da parede. Neste modelo considera-
se a estrutura cilindrica da artéria e, como sélido deforméavel, tem-se em conta a
elasticidade da parede. No Capitulo 4, faz-se uma descricao das propriedades re-
ologicas do sangue e deduz-se um modelo unidimensional para o escoamento do
sangue nas grandes artérias. Estes dois modelos sao os mais simples actualmente
utilizados pela comunidade cientifica no sentido de compreender o escoamento

do sangue nas grandes artérias.

PALAVRAS—CHAVE: Sistema cardiovascular, sangue, equacoes de Navier—

Stokes, modelo unidimensional do escoamento, modelo da parede do vaso.



ABSTRACT

The high incidence of pathologies in cardiovascular system leads to the need to
elucidate the phenomena associated with blood flow in blood vessels. Mathe-
matics can be used as a tool presenting models that can describe the whole car-
diovascular system behavior. The aim of this work is to deduce mathematical
models that can describe blood flow in large arteries. For such, it was necessary
to consider the blood as a fluid in movement and to describe it from Fluid Me-
chanics point of view. This branch of the Physics is treated in Chapter 2, where
concepts and basic principles of Physics are considered and obtained the equa-
tions that govern the flow of an homogeneous and incompressible fluid. Since
blood interacts with the vessel wall, during blood flow, is deduced in Chapter 3
a model for wall displacement. In this model it is considered the cylindrical
structure of the artery and, as deformable solid, the elasticity of the wall is
taken into account. In Chapter 4, is performed a description of blood’s rheolog-
ical properties and is deduced a one-dimensional model for blood flow in large
arteries. These two models are currently the simplest ones used by the scientific

community in order to understand the blood flow in large arteries.

KEY-WORDS: Cardiovascular system, blood, Navier-Stokes equations, one—

dimensional flow model, vessel wall model.
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PREFACIO

“Ao expandirmos o campo do conhecimento

apenas aumentamos o horizonte da ignordncia.”

HENRY MILLER, 1891-1980

Este trabalho surge no culminar do segundo ciclo do Mestrado Integrado
em Engenharia Biologica. Este mestrado resultou da adequacao ao Processo de
Bolonha do curso de Engenharia Biotecnolégica, no qual inicialmente ingressei
com a perspectiva de adquirir conhecimentos nas mais diversas areas. Este
programa de mestrado permitiu igualar o grau em que agora concluo a minha
formacao ao nivel da qualificacdo Europeia. Ao longo destes anos, convivi com
diversos assuntos de diferentes campos da Ciéncia, como a Biologia, a Quimica, a
Fisica, ou a Matematica. Na tentativa de melhorar a minha formagao numa area
menos explorada do programa de mestrado, segui a sugestao que me foi colocada
pelo Professor Doutor Hermenegildo Borges de Oliveira. Confesso que meses
dificeis sucederam & minha decisao de realizar este trabalho. Muitas foram as
vezes em que desesperei, felizmente, noutras tantas exclamei Fureka!. No final,
posso dizer que foi muito gratificante fazer um trabalho fora do roteiro usual
dos alunos deste curso. Sinto-me bastante satisfeita por ter conseguido, neste
trabalho, fazer jus ao significado de biotecnologia que inicialmente me fascinou:
“uso de conhecimentos sobre os processos biologicos e sobre as propriedades dos
seres vivos, com o fim de resolver problemas e criar produtos de utilidade” (p’la
Convengao sobre Diversidade Biologica da ONU).

A citacao de Henry Miller tem, para mim, um significado especial e exprime

de uma forma elegante a minha percepcao sobre a complexidade peculiar dos
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sistemas vivos, e nao s6. Assim, pelo desejo de compreender os fenémenos
biolégicos e pelo fascinio pela complexidade do ser vivo, principalmente, do ser
humano, surge a motivacao fundamental deste trabalho.

A incidéncia de doencas relacionadas com o sistema cardiovascular tem vindo
a aumentar nos tltimos anos, principalmente nos paises desenvolvidos. Hoje em
dia, estas doencas sao a principal causa de morte em todo o mundo, e estao
associadas a factores de risco tais como o tabagismo, o sedentarismo, a obesi-
dade ou a hipertensao. As doencas cardiovasculares tém um elevado impacto
socio-econoémico, reduzindo a qualidade de vida e aumentando a morbidade.
E com esta preocupacdo que tém surgido in@imeros estudos cientificos do sis-
tema cardiovascular nas mais diversas areas. A investigacao Matematica aliada
a Biofisica pode ser uma ferramenta poderosa no desenvolvimento de técnicas
de diagnéstico, progndstico e tratamento deste tipo de doengas. Por exemplo,
na construcao de modelos anatémicos que permitam projectar determinada in-
tervencdo cirtrgica, e aferir a priori o seu desenvolvimento. E no sentido de
compreender os fenémenos que ocorrem ao nivel do sistema cardiovascular que
este trabalho toma forma. Mais concretamente, estudam-se os fendémenos asso-
ciados ao escoamento do sangue nos vasos sanguineos, onde uma grande parte
destas doencas tem origem. Para tal, conciliam-se diversos conceitos bioldgicos,
matemaéticos e fisicos, que auxiliam a compreensao deste fendomeno, apelando a
natureza interdisciplinar da investigacao cientifica no ramo da Hemodinamica.
Neste contexto, apresenta-se um breve estudo da Mecanica dos Fluidos, agru-
pando alguns dos conceitos fundamentais para a modelacao matemaética dos
fluidos. Em particular, descreve-se o sangue a luz da Mecanica dos Fluidos e
expoe-se um modelo matematico que permita descrever o escoamento do sangue
nas grandes artérias. A interaccao do sangue com os vasos por onde circula no
sistema vascular, torna pertinente, também, o estudo dos vasos sanguineos e a
apresentacao de um modelo que descreva o movimento da parede elastica, neste
caso, das grandes artérias.

Muitas foram as pessoas que, ao longo dos anos, contribuiram para a minha
formacao. Quero agradecer & Universidade do Algarve e a todos os professores
pelo contributo que deram para a minha formagcao. Agradego, em particular, ao

meu orientador Professor Doutor Hermenegildo Borges de Oliveira, pelo desa-
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fio. Porém, nao posso deixar de referir a sua notavel capacidade didactica e a
paciéncia e disponibilidade com que me acolheu como aluna. Muito Obrigada.
Aos meus colegas e amigos, agradeco os coffee breaks que tanto me ajudaram a
recuperar forcas para continuar a escrever esta dissertacio. A minha familia e
ao Ricardo, nao tenho palavras para agradecer o amor e o apoio incondicional

demonstrado. A todos, o meu Muito Obrigada.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Todos os fendbmenos que ocorrem ao nivel dos sistemas biolégicos sao extraor-
dinariamente complexos e representam um grande desafio para a comunidade
cientifica. Em particular, o sistema cardiovascular é objecto de elevado interesse
em diversos ramos da investigacao cientifica, nomeadamente na area da mo-
delacao matematica. Este interesse fundamenta-se na problemética crescente
das doencas associadas ao sistema cardiovascular. As doencas cardiovasculares
representam a causa de cerca de 30% das mortes ao nivel mundial e sdo a princi-
pal causa de morte em todo o mundo. E neste enquadramento que a modelacao
matemaética associada a Fisica e & Biologia ¢ realizada, tendo por objectivo en-
contrar modelos matematicos que possam descrever este sistema. Este trabalho
prende-se com a dedugao de um modelo matematico que descreva o escoamento
do sangue nos vasos sanguineos, nomeadamente nas grandes artérias. Neste
capitulo é feita a descricao biologica do sistema cardiovascular e sao, também,
abordados conceitos matematicos fundamentais para a derivacao de um modelo
mateméatico para o escoamento do sangue nas grandes artérias. Este modelo

serd deduzido e explicado nos capitulos seguintes.

1.1 DESCRIQAO DO SISTEMA CARDIOVASCULAR

O sistema cardiovascular é um sistema circulatoério fechado que contribui para a
manutencao da homeostasia do organismo. Deste sistema fazem parte o coracao

e 0S vasos sanguineos, especificamente, as artérias, veias e capilares. O coracao
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¢ considerado a bomba propulsora da circulagao do sangue em todos os vasos
sanguineos do organismo vivo. O coracao de um adulto saudavel com 70 Kg
bombeia, em média, 7200 L de sangue por dia (5 L por minuto). Este 6rgao
possui células que tém a capacidade de gerar potenciais de accao espontaneos
que actuam como sinais eléctricos e que se propagam no miusculo cardiaco. Es-
tes sinais sao os responsaveis pela contraccao muscular do coracao e ocorrem em
intervalos regulares. A diferenca de pressao gerada pelas contracgoes é a forca
motriz da circulagdo do sangue em todo o organismo. A circulagdo sanguinea
compreende dois percursos: a circulagdo pulmonar e a circulagao sistémica (ver

Figuras 1.1 e 1.2). O sangue proveniente dos tecidos entra pelo lado direito do

COg  Og
Capilares Circula@ép
1n0s tecidos para os tecidos
da cabega
|
Pulmao da COy
. - Capilares / - NN O
Circulagao | pulmonares : ) i 2 | Circulacao
pulmonar : Sistémica
- v —
Circulagio
. para os tecidos
Capilares da por¢ao inferior
nos tecidos do corpo
o N
COy 09

Ficura 1.1: Circulacdo sanguinea (fonte: [1]).

coragao, primeiramente pela auricula direita, passando pela valvula trictispide, e
chegando ao ventriculo direito. Quando este enche, contrai e envia o sangue con-
tra as valvulas tricispide e semilunar pulmonar, fechando a primeira. A valvula
semilunar pulmonar abre, e o sangue entra na artéria pulmonar, por onde inicia
a circulacdo sistémica. A artéria pulmonar transporta o sangue desoxigenado
para os pulmoes, onde ocorrem as trocas gasosas. Nos capilares pulmonares, o

dioxido de carbono (COy) é libertado e o oxigénio (Os) difunde-se para o san-
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Veia cava superior Artéria aorta

Artéria pulmonar

Veias pulmonares
Vélvula semilunar esquerdas
adrtica Auricula esquerda

Alvul il , C
Va V;)luéllnif)ﬁlal.runar Valvula bictispide

Auricula direita

Valvula trictspide Ventriculo esquerdo

Ventriculo direito

Veia cava inferior

Fiaura 1.2: Coragao humano (fonte: [1]).

gue. O sangue oxigenado entra nas veias pulmonares, retorna ao coragao pela
auricula esquerda e passa para o ventriculo esquerdo através da valvula bicis-
pide. O ventriculo contrai e impulsiona o sangue contra as valvulas bictuspide e
semilunar adrtica. A primeira fecha, impedindo o retorno do sangue, e a ultima
permite a entrada do sangue na artéria aorta, por onde se inicia a circulacao
sistémica. Da artéria aorta, o sangue ¢ dirigido para todas as partes do corpo
através das artérias de maior calibre para as de menor, passando pelas arteriolas
e chegando aos capilares. Ai fazem-se as trocas necesséarias ao metabolismo celu-
lar e o sangue entra nas vénulas, passando pelas veias de menor calibre, seguindo
até as de maior calibre, e retornando ao coracao pelas veias cavas. Desta forma,
para além de gerar a forca motriz da circulagdo, o coragao também assegura a
fluxo unidireccional, por meio das valvulas que impedem o retrocesso do san-
gue, e regula a distribuicao do sangue de acordo com as necessidades celulares.
Devido & contracgao pulsatil dos ventriculos, o sangue entra nas grandes arté-
rias a uma pressao elevada, para poder chegar a todas as partes do corpo. No
entanto, devido a elevada elasticidade, estas artérias deformam-se, permitindo
regular significativamente o fluxo sanguineo. Assim, em condicOes normais, a

pressao sanguinea na aorta varia entre 80 mmHg e 120 mmHg. A dltima é de-
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signada por pressao sistolica, resultante da contraccao do ventriculo, enquanto
que a primeira é a pressao diastolica, que corresponde ao momento da dilatacao
do ventriculo. A contraccao cardiaca, bem como a pressao arterial, podem ser
reguladas de forma extrinseca por controlo nervoso e hormonal. A medida que
o sangue prossegue pela rede de artérias, capilares e veias, a pressao vai dimi-
nuindo de acordo com o aumento da resisténcia a circulacao. Esta resisténcia vai
aumentando a medida que o diAmetro das artérias diminui. Ao entrar nos capi-
lares, o sangue encontra-se a 30 mmHg, saindo a pressao de 10 mmHg. Quando
chega a auricula direita, o sangue encontra-se, aproximadamente, a 0 mmHg,
sendo que, a resisténcia ao fluxo sanguineo nas veias ¢ relativamente pequena.
As veias possuem elevada distensibilidade ou compliance vascular, isto é, tém
tendéncia para aumentar a capacidade volumétrica aquando do aumento da pres-
sao sanguinea. Assim, quanto maior a capacidade de dilatagao do vaso, maior a
sua distensibilidade e menor a resisténcia a circulacao sanguinea. O retorno do
sangue ao coragao, através das veias, é possivel devido a existéncia de valvulas,
que impedem o retrocesso do sangue por gravidade. O movimento muscular,
principalmente nos membros inferiores, facilita o retorno do sangue ao coracao.
Toda esta complexidade do sistema cardiovascular é, de certa forma, limitante
ao desenvolvimento de modelos matemaéticos que possam explicar o seu funci-
onamento. Pelo que, considera-se apenas o escoamento do sangue nas grandes
artérias, deixando de parte o escoamento nos restantes vasos e o comportamento
pulsativo do coracao.

O sangue ¢ o fluido que percorre o sistema cardiovascular, e transporta subs-
tancias essenciais ao metabolismo celular: gases, nutrientes, produtos de degra-
dacao, enzimas, hormonas. A regulagao do pH e da concentracao de sais também
¢ uma funcao do sangue, assim como, a manutencao da temperatura do corpo.
Mais ainda, o sangue compreende parte do sistema imunitario, protegendo o
organismo contra substancias exogenas, toxinas e microrganismos. A coagula-
¢ao do sangue nas zonas de danificacao dos tecidos estd, também, assegurada
pelo sangue. Do ponto de vista microscopico, o sangue ¢ uma mistura de um
fluido, que se designa por plasma, e de particulas em suspensao nesse fluido (ver
Figura 1.3). As particulas podem ser células ou fragmentos celulares e designam-

se por elementos figurados. Estes, constituem cerca de 45% do volume total do
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— Plaquetas

Eritrécitos

Leucocitos

FiGurA 1.3: Microscopia electrénica de varrimento colorida dos elemen-
tos figurados do sangue humano (fonte: National Cancer Institute, Science
Photo Library).

sangue e os restantes 55% correspondem ao plasma. No plasma cerca de 91%
da massa é agua, 7% sao proteinas e 2% sdo outras substancias organicas e
inorganicas. Dos elementos figurados, 95% do volume sédo eritrocitos, também
designados por hemacias ou globulos vermelhos, e os restantes 5% sao leucocitos,
ou globulos brancos, e plaquetas, ou trombocitos. Os eritrocitos sao as células
responsaveis pelas trocas gasosas, levando oxigénio dos pulmoes até aos tecidos
e removendo o dioxido de carbono da circulacao sanguinea. Os leucocitos, por
sua vez, sao células especializadas do sistema imunitario. As plaquetas sao os
fragmentos responsaveis pela coagulagao sanguinea, actuando directamente nas

zonas danificadas e desencadeando um processo de reconstrucao dos tecidos.

1.2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste texto, todas as quantidades fisicas sao consideradas tensores. Estas quan-
tidades sao definidas em R"™ que corresponde ao espaco euclideano de dimen-
sao n € N, onde N denota o conjunto dos niimeros naturais e R o conjunto
dos ntimeros reais. Um tensor de ordem m num espago de dimensao n é um

objecto matematico que tem n™ componentes e que obedece a determinadas
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regras de transformacdo. Assim, no espaco tridimensional R?, um tensor de
ordem zero tem uma tnica componente e é designado por escalar. Um escalar
é independente do sistema de coordenadas e é completamente descrito pela sua
magnitude. Salienta-se que um escalar nao é necessariamente uma constante
podendo ser funcao da posicao e do tempo. Por sua vez, um tensor de primeira
ordem tem trés componentes e é designado por vector. Este possui magnitude e
direccao e as suas componentes sao descritas por meio de um sistema de coorde-
nadas. O tensor de segunda ordem tem nove componentes, é descrito por uma
matriz de ordem 3 x 3 e é habitualmente designado apenas por tensor. Os esca-
lares sdo representados por letras em italico, por exemplo p ou x. Aos vectores
atribuem-se as letras mintisculas a negrito, como & ou x. Os tensores sao repre-
sentados por letras maitsculas, também a negrito, por exemplo, T. Cada ponto
arbitrario a de R™ tem n componentes e é denotado por a = (ay,as,...,a,),
assim como o vector posicao correspondente. A base canoénica de R™ é dada por
e; = (1,0,...,0), e, = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1). No espago R3
escolhe-se o sistema de coordenadas cartesianas (1, 22, x3) cuja base candnica é
ortonormal e é dada pelos vectores e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1).

Assim, em R”, o vector posicao pode ser descrito por

n

a = (al,...,an) :Zaiei.

i=1
A adicao de dois vectores a = (aq,...,a,) e b= (by,...,b,) é definida por

n

a—l—b:(al—l—bl,...,an—l—bn):Z(ai+bi)ei,
i=1

A multiplicagdo de um escalar A € R por um vector pode ser definida na forma

seguinte:
Aa = (Aar,..., Aa,) =) Aase;.
=1

O produto escalar entre dois vectores a e b é definido por

a-b= i a,-bi,
=1

e o resultado é um escalar. O produto escalar entre dois vectores da base cano-

nica, diga-se e; e e;, com 4,5 = 1,...,n, é dado por

)
ei-ej :5]-,

6
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onde 5; é designado por delta de Kronecker e define-se por

@_{ai#j

Define-se a norma euclideana de um vector a por

lall = va-a=y/ai+--+ai.

O produto escalar entre dois vectores esta relacionado com as normas desses

vectores por
a-b = |all|[b| cos®,

onde 6 é o menor angulo formado entre a e b. No caso particular de n = 3,
define-se o produto vectorial entre dois vectores na forma seguinte:

_ az as . ap as ap a
ax b =det {bz bg} e; — det [51 bg:| e, + det lbl bz} es.

Este produto da origem a um vector cuja direccao é perpendicular ao plano
formado por a e b e cuja magnitude é ||a|||b||senf. Pode-se definir o produto

vectorial de um modo mais simples, mas formal, como

€ €y €3
axb=det|a; as a3
b1 by b3

Qualquer tensor de segunda ordem pode ser descrito na forma matricial seguinte:

All A12 tc Alm
A — A.21 A.22 : AQm
Anl An2 e Anm

Pode-se, ainda, definir um tensor como a transformacao linear das componentes

do vector a nas componentes do vector b:
b=A"a

A matriz identidade denota-se por I e é uma matriz quadrada tal que as suas

entradas sao descritas por

1=y
@‘{ai%j’

7
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com ¢,j = 1,2,...,n. Para n = 3 a matriz identidade é de ordem 3 X 3 e toma
a expressao
1 00
I=10 1 0
0 01
A derivada parcial de uma fun¢do escalar f(zy,...,z,), no ponto (ay,...,a,),

em ordem & variavel x;, é definida por

af o flay,sai Dy an) = flag, .. ag)
axi(a‘lw"aan) _}ILIE% h :

O gradiente é um operador diferencial denotado por V e é definido formalmente

0 0
v_ (8_1‘1’...76_%).

Assim, o gradiente de f é um vector cujas componentes sao as derivadas parciais

por

de f, isto é,
af af
Vi=|=—7,..., :
A divergéncia de um campo vectorial a = (aq, ..., a,) ¢ um escalar e é dada por
daq da,,
di =V-a=—+..- .
v a a 9z, + 8$n

A divergéncia do gradiente de um escalar f também é um operador diferencial
designado por laplaciano de f, e é definido por
0 f 0*f
Af=div(Vf)=—+---+ —=.
No caso de n = 3, o rotacional de um campo vectorial a = (ay,as,a3) é um

vector e é definido por

o 0 o 0 o 0
rota=Vxa=det |92 07 e, —det Oxy O e+ det Ory Oy e
az  as a;  as a;  as

A matriz Jacobiana de uma transformacao f : R — R™, com m e n nao

necessariamente iguais, que transforma os pontos (z1,...,2,) em (Y1, ..., Ym),
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onde f = (f1,..., fm) e yi = fi(x1,...,2,), é dada por

oh . 94
My = 8?1 . a{fcn :[M}
! afm ' aJ}m 0,1 |
a_96’1 or,

No caso da matriz Jacobiana ser quadrada, o que corresponde ao caso em que
m = n, o determinante de M ; designa-se por Jacobiano.

Considera-se um dominio aberto, limitado e conexo €2 C R" cuja fronteira
compacta ¢ denotada por 0€). Dada uma funcdo f : @ — R e um dominio

V C Q, o integral de volume seré representado por

/Vde,

onde dV é um elemento infinitesimal de V. Da mesma forma, um integral de

superficie serd denotado por

fds,
ov

onde dg é um elemento infinitesimal de 9V

1.3 RESULTADOS AUXILIARES

No sentido de complementar a exposicao deste trabalho, apresentam-se alguns
resultados auxiliares que sao validos para qualquer dimensao n > 1 que se con-

sidere.

Teorema 1.1 (Teorema da Divergéncia). Seja V' C R™ um subconjunto aberto e
limitado com fronteira OV suficientemente reqular de modo a que exista em quase
todos os pontos de OV a normal n, e seja a um campo vectorial diferencidvel

num conjunto aberto que contém V e OV. Entao,

/divadV:/ a-n ds.
1% av

Demonstracao. Dias Agudo 2], pag. 130. O
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Teorema 1.2 (Integracdo por partes). Nas condi¢ées do Teorema 1.1, sejam f

e g funcoes diferencidveis em V e OV . Entao,

dg of
/ fawde fg n; ds — /v oz,

onde n; € a i-ésima componente do vector normal a OV e ondei=1,...,n.

Demonstracao. Aplicacao do Teorema da Divergéncia ao produto fg. ]

Aplicando o Teorema da Divergéncia ao produto fa, obtém-se a resultado se-
guinte:

/fdivadV: fa-ndg—/Vf-adV,
1% oV 1%

onde n é o vector normal a 9V

Teorema 1.3 (Teorema de Valor Médio). Seja f uma func¢ao continua num

subconjunto conexo e compacto V-C R". Entao existe um ponto a € V tal que
[ rav=iwi
1%
onde f = f(a) e |V| denota a medida de V.

Demonstracao. Dias Agudo [2], pag. 196. O

Teorema 1.4 (Teorema de Mudanga de Variavel). Sejam V' e A dois subconjun-
tos abertos de R™ e limitados por funcoes diferencidveis. Seja ¢ : A — V uma
funcao bijectiva com deriwadas parciais continuas. FEntao, se f € uma funcao

integrdvel em V', tem-se

[rav=[ foglar= [ feplaian,
v o=1(V) A

onde dV e dA sao elementos infinitesimais de V e A, respectivamente, e J € o

Jacobiano da transformagao.

Demonstracao. Dias Agudo [2], pag. 132. ]
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CAPITULO

MECANICA DOS FLUIDOS

E inserido na Mecanica dos Fluidos que se procura fazer o estudo do escoamento
do sangue no sistema cardiovascular - Hemodinamica. Esta disciplina trata o
sangue como um fluido em movimento, estudando o comportamento deste e
subsequentes efeitos da interaccao com as fronteiras que o delimitam. Neste
capitulo serao abordados os principios fundamentais da Fisica que descrevem
o escoamento de um fluido isotérmico, pelo que, nao serao abordados os prin-
cipios da Termodinamica. E necessario, porém, introduzir alguns conceitos da
Cinemética, de forma a viabilizar a derivacao das equacoes fundamentais que
governam o movimento de um fluido. Estes conceitos e principios aplicados a
Mecéanica dos Fluidos podem ser encontrados nos textos dos autores J. Serrin |3],
G. Duvaut [4], G.T. Mase e G.E. Mase [5] e J.H. Spurk [6], que foram utilizados

neste estudo.

2.1 INTRODUCAO AOS FLUIDOS

Em geral, entende-se por fluido como sendo uma substancia capaz de escoar e
cujo volume adquire a forma do recipiente que o contém. No entanto, esta nocao,
apesar de dar a ideia do que é um fluido, nao constitui uma defini¢ao cientifica.
Por defini¢ao, um fluido é uma substancia cuja estrutura molecular nao oferece
resisténcia & sua deformacao, quando submetida a tensoes de qualquer magni-
tude. Num fluido, entende-se por tensao, como sendo os esforcos internos que

ocorrem como reaccao a forcas externas aplicadas sobre o fluido, ou como reaccao

11



2. MECANICA DOS FLUIDOS

de forcas internas. Entre as tensdes com mais expressao no estudo teérico dos
fluidos, encontram-se a tensao de corte, que esta relacionada com as forcas tan-
genciais aplicadas na superficie, e a tensao superficial. Esta tltima, relaciona-se
com as propriedades coesivas dos fluidos, e explica fendmenos como a formacao
de gotas ou a flutuacao de pequenos objectos. A tensao de corte, & uma tensao
que se cria quando uma forca tangencial é aplicada sobre a superficie do fluido,
e que, por muito pequena que seja, induz a deformacao continua do fluido. Por
outras palavras, da-se o escoamento do fluido, que se mantém enquanto a tensao
de corte se fizer sentir. Para além das tensoes, as caracteristicas mais impor-
tantes que descrevem o escoamento dos fluidos sao a velocidade, a densidade, a
viscosidade e a temperatura. Para caracterizar o comportamento de um fluido,
¢ imperativo o conhecimento do campo de velocidades, que descreve a variacao
no deslocamento deste em relacao ao tempo. A densidade, é uma propriedade
fisica que corresponde a razao da quantidade de matéria, ou massa, por unidade
de volume. Convém frisar que este termo é transposto directamente do inglés
density. No entanto, alguns textos em portugués remetem esta defini¢ao para o
termo massa especifica ou massa volumica, reservando o termo densidade para
a razao entre a densidade, definida anteriormente, da substancia em estudo e a
densidade da substancia de referéncia, a agua. A viscosidade é uma propriedade
intrinseca de cada fluido e caracteriza as tensOes internas que se criam entre
moléculas contiguas, que resultam no deslocamento destas a diferentes velocida-
des. A temperatura, embora nao sendo objecto de estudo neste texto, é muito
importante, pois caracteriza o estado do fluido.

Seja no estado liquido ou gasoso, um fluido é composto, de forma discreta,
por intmeras moléculas que interagem entre si. Seria, portanto, uma tarefa
utdpica analisar o comportamento individual de cada molécula para descrever o
movimento do fluido. Assim, considera-se um fluido como uma substancia infini-
tamente divisivel, isto €, um meio continuo, hipoteticamente compacto, uma vez
que a distancia entre moléculas é desprezavel comparativamente as dimensoes
em andlise. Desta forma, um elemento ou particula de fluido corresponde a um
volume muito pequeno, do ponto de vista macroscopico, mas suficientemente
grande para conter um nimero representativo de moléculas, de forma a atribuir

valores médios as suas propriedades. A densidade de um meio continuo é, por-

12



2. MECANICA DOS FLUIDOS

tanto, um valor médio da razao entre a massa de cada particula e o volume que
cada uma ocupa. Qualquer propriedade em estudo serd considerada como uma
funcao continua que varia no espago e no tempo.

Para além da hipotese da continuidade, o estudo dos fluidos assenta em
trés principios gerais: o principio do determinismo que postula que as tensoes,
num elemento de fluido, sao determinadas pelo historial do movimento desse
elemento; o principio da accao local que estabelece que somente o movimento
das particulas vizinhas de um elemento de fluido podem afectar as tensoes nesse
elemento; e o principio da invariancia ou da indiferenca material que afirma que
o comportamento do fluido é invariante para mudancas de referencial, isto é,
é independente da posicao do observador. Adicionalmente, considera-se que os
fluidos sao substancias isotropicas e, portanto, deformam-se em qualquer sentido

e possuem as mesmas caracteristicas em todas as direcgoes.

2.2 DESCRICOES DE LAGRANGE E DE EULER

O escoamento de um fluido pode ser descrito através de duas abordagens prin-
cipais: descricao de Lagrange e descricao de Euler. A abordagem de Lagrange
procura descrever o comportamento das propriedades de particulas identificaveis
do fluido ao longo das suas trajectorias, avaliando a variagao total dessas propri-
edades. Por outro lado, a abordagem de Euler consiste em identificar um local
fixo no espaco e descrever as propriedades das particulas que por ai passam ao
longo do tempo. Esta descricao permite nao sé verificar a evolucao das proprie-
dades no decurso do tempo num determinado local, como também analisar, num
dado instante, a variacao dessas propriedades em diferentes locais. No sentido
de descrever cada uma das abordagens, fixa-se um intervalo de tempo I = [0, 7],
com T > 0 e considera-se um dominio Q; C R? ocupado pelo fluido no instante
t, com t € [0,7]. Em particular, € refere-se ao dominio ocupado pelo fluido
no instante inicial ¢ = 0 e, portanto, a configuracao inicial. Por analogia, con-
siderando t o instante actual, €; é a configuracao actual. Para se compreender
estas descricoes, considere-se uma particula de fluido cuja forma varia de modo
continuo com o movimento.

Na descrigao de Lagrange, a cada particula na posigao inicial ¢ = 0 associa-se

13



2. MECANICA DOS FLUIDOS

um vector & € €)y. Assim, o vector posicao x € (), num determinado tempo
t > 0, pode ser definido por x = x(&,t), isto é, x ¢ uma fungao da posi¢ao inicial,
&, e do tempo, t. Deste modo, o escoamento do fluido, nesta descricao, pode ser

expresso por
§—x=x(&1) = M(§), (2.1)

onde M; : Q¢ — €); corresponde a uma familia de difeomorfismos, ou seja,
aplicacoes diferenciaveis com inversas também diferencidveis. Esta familia de
aplicacoes relaciona a configuracao inicial, €}y, com a configuracao actual, €.

Desta forma, descreve-se o trajecto da particula & no decurso do tempo, e obtém-

FicurA 2.1: Descricao de Lagrange.

se para cada £ uma trajectoria no espaco ao longo do tempo. A velocidade da
particula no instante ¢ corresponde a derivada do vector posicao em ordem ao
tempo. O campo de velocidades 01 : Qy x I — R? descrito ao longo da trajectoria

¢ definido, na descricao de Lagrange, por

0x B ox

u= ﬁ(éat) = E(svt) - E

Da mesma forma, o campo vectorial que descreve a aceleracao a : €y x [ — R3

(2.2)

é expresso, nesta descricao, por
0?x 0?x

N du on
—aE )= (€0 =6 =16 )=

Assim sendo, as variaveis independentes (&,t) sdo designadas por varidveis de

(2.3)

Lagrange ou materiais, sendo esta tultima designacao para fazer mencao a par-
ticula ou ponto material que se segue ao longo do tempo. Por vezes, a descricao

de Lagrange é denominada por descricao de referéncia ou, ainda, inicial.

14



2. MECANICA DOS FLUIDOS

A descrigao de Euler, também designada por descri¢do actual, permite des-
crever as propriedades do fluido em funcao da posicao no espaco e do tempo.
A particula £ que se encontra na posicao X no tempo t pode ser expressa, na

descricao de Euler, por
x = € = §(x.t) = My (%), (2.4)

onde M; ! corresponde & inversa da familia de aplicacdes M. Assim, num de-
terminado local x no espaco, sao descritas as propriedades da particula que ai
se encontra no tempo t. Nesta descricao, utilizam-se as varidveis independen-
tes (x,t) que se designam por variaveis de Euler. Estas variaveis também sao
designadas por variaveis espaciais por analogia ao local fixo no espago onde se
descreve o escoamento do fluido ao longo do tempo. Quando se fixa um local
no espaco, entende-se que a velocidade nesse local corresponde a velocidade de
que cada particula vem animada. Daqui advém que a velocidade, na descricao
de Euler, seja definida por

ulx, 1) = Pig = 2O (2.5)
onde & = M, *(x). Observe-se, por (2.2) e (2.5), que a velocidade tem a mesma
expressao nas duas descricoes. Na configuracao actual, o fluido é descrito em
funcao, nao s6 do tempo, mas também da posicao, pelo que, a derivada em ordem
ao tempo, na descricao de Euler, nao serd apenas parcial. Para se entender

isto, considere-se uma determinada quantidade escalar f : €2, x I — R. Esta

quantidade escalar tera de ser igual nas duas descrigoes, pelo que,

f(x,t) = f(&1). (2.6)

A taxa de variagao de f ao longo da trajectoria percorrida por £ é dada, sim-
plesmente, pela derivada parcial em ordem ao tempo, uma vez que & esta fixo
e, portanto, nao é funcao do tempo:

df of

_<€7t) = _(5’ t)'

dt ot
Contudo, na configuracao actual, qualquer quantidade f varia no tempo e no

espaco. Por aplicacao da regra de derivagao da funcao composta, obtém-se
dt ot Oxy Ot  Oxy Ot  Oxs Ot

(2.7)
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ou, em notacao vectorial,

df of
=5 tu VL (2.8)

A derivada total de f em ordem ao tempo, expressa em (2.7)-(2.8), designa-se
por derivada material de f. Esta derivada permite aferir que a variacao total
de uma determinada quantidade em ordem ao tempo resulta da soma de duas
contribuicoes. O primeiro termo refere-se a derivada local, isto é, a variacao da
quantidade ao longo do tempo, num determinado local. O segundo corresponde
a variagao da quantidade no espaco, num determinado instante, e designa-se por
derivada advectiva. Estas nocgoes de derivada também se aplicam a quantidades
vectoriais. Assim sendo, a aceleracao pode ser descrita, na configuracao actual,
recorrendo & defini¢do de derivada material. Usando (2.8), obtém-se, para cada

componente da aceleragao na descricao de Euler,

g = . - 2.
a = — 5 +u- Vu,, (2.9)

com ¢ = 1,2,3. Pode-se entao escrever, na forma vectorial,

o — 8u1 8112 8113
S\ ot ot ot

0
) + (u-Vug,u-Vug,u-Vug) = 8—1;+(u Viu. (2.10)

Para o fen6meno em estudo, nao é conveniente identificar e descrever o movi-
mento de cada particula como parte do meio continuo, mas sim identificar uma
regiao no espaco e descrever o que acontece ai ao longo do tempo. Como tal,
neste texto, a descricdo do escoamento do fluido sera feita a partir da configu-
racao actual e, portanto, segundo a descricao de Euler. No entanto, é possivel
obter uma descricao a partir da outra. A passagem da descricao de Lagrange
a descricao de Euler é feita por integracao da velocidade, expressa em variaveis

de Lagrange, ao longo da trajectoria de £&. Com base em (2.2) e (2.5) tem-se a

/ (€,1) dt — /—dt—x) X(0).

Como x(0) = £, obtém-se, em variaveis de Euler, a expressao

igualdade seguinte:

x(t) = €+ /Otﬁ(.ﬁ,t) dt

16
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Por outro lado, conhecidos o campo de velocidades actual e a posigao inicial,
tem-se o problema seguinte, para a descricao do movimento do fluido: para

qualquer & € €y, determine-se a funcao x = x(€,t) que satisfaz as condi¢des

seguintes:
d
d_}t( =u(x,t), Vtel
x(0) = &.

A resolugdo deste problema de Cauchy permite passar da descricao de Euler a

descricao de Lagrange.

2.3 GRADIENTE DE DEFORMACAO

Durante o movimento, os meios continuos deformam-se e as particulas consti-
tuintes podem tomar posicoes relativas diferentes a cada instante. Pelo que,
no estudo dos fluidos é importante caracterizar as deformagoes que ocorrem
aquando do escoamento. Para tal, considere-se um cubo infinitesimal, conforme
ilustrado na Figura 2.2, que corresponde a um elemento de volume do fluido,
e defina-se d€ = (d&;,d&s, d&3) e dx = (dxy, dxy,dxs) como elementos de linha

na configuragao inicial e actual, respectivamente. Assumindo que (2.1) é di-

Qo

dé 3‘ '

FiGgurA 2.2: Gradiente de deformacao.

ferenciavel, tem-se, formalmente, para cada componente do elemento de linha
dx,

dx;
dr; = —2d¢; 2.11
v = el (211)
com i,j = 1,2 e 3. Em notacao vectorial, tem-se
dx
dx = —d€ = Fd 2.12
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sendo F : {0y — (2, uma matriz cujas entradas sao, assim, definidas por

ox;
com i,j = 1,2,3, ou, na forma matricial,

F = Vx(,1). (2.14)

Esta matriz, como tal, ¢ um tensor de segunda ordem que corresponde & trans-
formacao linear dos elementos de linha d€ em elementos de linha dx e que se
designa por gradiente de deformacao. Recordando que as aplicagoes continuas
que definem o escoamento de um fluido sao invertiveis, é condicao necessaria e
suficiente para isto acontecer que o determinante do gradiente de deformacao

seja nao nulo. Este determinante ¢ denominado por Jacobiano e é dado por

J = det F = det Pxi} . (2.15)
agj i,j=1,2,3

Salienta-se o facto de que para o escoamento de um meio continuo, como é o
caso dos fluidos, nao é possivel a mudanca de orientacao dos eixos coordenados
e, neste caso, J toma valores positivos. Pelo contrério, para o deslocamento de
um corpo rigido, J pode tomar valores negativos. E possivel estabelecer uma
relacao entre a variacao do Jacobiano no tempo e a divergéncia da velocidade.

Esta relacao determina as variacoes locais de volume devidas ao escoamento.

Lema 2.1. Nas condigoes de (2.15), tem-se

dJ
i J divu. (2.16)
Demonstracao. Considere-se a definicao do Jacobiano
J = det , 2.17
{85]' (217)
onde 4,j = 1,2,3. Sejam A{ os cofactores de dz;/J¢, na expansao de (2.17) de
modo que
axi a 7
2¢. A = J 0;. (2.18)
Aqui 5; ¢ o delta de Kronecker. Escrevendo (2.18) por extenso, tem-se
07 g1y 0% yo | 0% s 4 5. (2.19)

06 7 08 7 0
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Tomando i = j em (2.19), a variagao do Jacobiano em ordem ao tempo ¢ dada

por

dJ 0 Ox; 0 Ox; 0 Ox;
o A A2,
at oto6 T aron, T ot og

Relembrando que Ox;/0t = u; e que z; é diferenciavel em ordem a &, entao

A3

7

— = Al A? A3 = J.
dt al’l 851 ! + 852 ! + 6§3 ! axz
Finalmente obtém-se a igualdade
ﬁ = Jdivu. O
dt

Por este resultado, conclui-se que a variacao de J no tempo é igual a zero se, e
sO se,
divu = 0. (2.20)

Neste caso, tem-se um escoamento em que ocorre deformacao sem alteragao do
volume. Por isso, os fluidos que satisfazem a (2.20) dizem-se incompressiveis.
A equagdo (2.20) é chamada a equagdo da incompressibilidade e é a primeira
equacao que governa o escoamento de um fluido incompressivel.

Determinadas as deformacoes do fluido, é essencial descrever a forma como
essas deformacoes ocorrem, isto é, averiguar a variacao dessas deformacoes no
tempo. Considerando a variagao do elemento de linha dx ao longo do tempo,

obtém-se, a partir de (2.12),

d d dF
a(dx) — E(F L dg) = o de€ . (2.21)

Refira-se que a segunda igualdade resulta de & ser independente de ¢t. Pode-se

ainda mostrar que

dF dox 0°x Ou Ouodx
= GioE " D =96~ owoe =V (2.22)

onde Vu denota a matriz

Vu= [8%] )
Ox; i,j=1,2,3
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Esta matriz da o gradiente das velocidades e expressa a velocidade das deforma-
¢oes. De (2.12), (2.21) e (2.22) obtém-se a relagao
d

%(dx) = Vu dx. (2.23)

Considere-se, também, o produto escalar entre dois elementos de linha, por
exemplo, dx; e dx,. A caracterizagdo do angulo entre dois elementos de linha
permite verificar de que forma ocorreu a deformacao. Adicionalmente, a va-
riacao do produto escalar, e, portanto, desse angulo, d& informacgao acerca da

dependéncia da deformacao. Desta forma,

d d d
a(dxl : dXQ) = E(dxl) . dXQ + Xm : %(dXQ)

que, por meio de (2.23), resulta em

d

E(dxl ~dxg) = (Vu - dxy) - dxg + dx; - (Vu - dxy) (2.24)
= dx; - Vul - dxy + dx; - Vu - dx, ,

sendo Vu' a matriz transposta de Vu, isto é, a matriz

Vu'l = {8%} )
Ox; ij=1,2,3

Por fim, agrupando os termos de (2.24) num tnico, obtém-se a igualdade

d
%(dxl . dXQ) = 2dX1 -D- dXQ,

onde

8Ui 8%]
+ .
Ox;  Ox; ij=1,2,3

A matriz D esta relacionada com as tensoes internas que se criam durante o

1 1

movimento e, por isso, é designada por gradiente das velocidades de deformacao.
Por outro lado, a matriz Vu pode sempre ser decomposta em duas outras, uma

simétrica e a outra anti-simétrica:
1 1
Vu = 3 (Vu+vu') + 3 (Vu-—vu'). (2.25)

Desta decomposigao, verifica-se que o primeiro termo é, garantidamente, uma
matriz simétrica e corresponde a D. O segundo termo de (2.25) é uma matriz
anti-simétrica, e é definida por

1 8uz an

1
W=3 (Vu-vu') =5 o= - o= |
9 (Vu Vu ) 2 [(%j axiLJ:l,Q,i&
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Observe-se que a matriz W tem todos os elementos da diagonal principal iguais

a zero. Mais ainda, esta relacionada com a rotacao do elemento, pois

rotu = (wy, wq, w3) = W,

onde
wn Wo w3
— = Wi = —Why3, — = Wiz = —Wsy, — = Wy = —Why,
2 2 2
sendo W;; as entradas da matriz W, com 4,5 = 1,2,3. O campo vectorial

w descreve a velocidade angular. Assim, a matriz W descreve as velocidades
sem considerar a deformacao do fluidos, ou seja, como se de um corpo rigido
se tratasse. Por isso, a matriz W designa-se por gradiente das velocidades de
rotacdo. Assim, para o caso em que D = 0 tem-se um deslocamento de corpo

rigido.

2.4 TEOREMA DO TRANSPORTE DE REYNOLDS

No sentido de derivar as equacoes fundamentais que governam o escoamento de
um fluido na descricao de Euler, é conveniente estabelecer uma relagao capaz
de transformar a integracao de uma determinada quantidade sobre um volume
em escoamento, numa integracao sobre um volume fixo. Com efeito, define-se
um volume de controlo fixo no espaco, Vo C €2, e um volume de controlo que
acompanha o escoamento e que, portanto, varia no tempo, V; C ;. O teorema
seguinte é conhecido por Teorema do Transporte de Reynolds e apresenta uma

formula para a variacao, em ordem ao tempo, de uma quantidade.

Teorema 2.1. Considere-se Vo C Qg e Vi C Qy a imagem de Vi sob as aplicacoes
M,. Seja f:Q x I — R uma funcao continua e diferencidvel relativamente a

x et. Entao,

d (o,
= th dx_/w (Eerw(fu)) dx. (2.26)

Demonstracao. Pelo Teorema 1.4 pode-se escrever a relagao seguinte:

d d N
= dx=— | fJd
G ) Tax= g [ 1T de
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onde f = f(ﬁ, t) e onde J é o Jacobiano da mudanca de variaveis. Como Vj nao

depende de t, pode-se fazer

%/Vofjdg: VO%(fJ)dg.

Aplicando a regra de derivagao do produto e com base no Lema 2.1, obtém-se

[y ae=[ (%{JJrf%) €= | (g—{+fdwu)me (227)

Através do Teorema 1.4, tem-se a relagao seguinte:

of df
Lrde= | Zdx. 2.28
ve 01 ¢ v dt (2:28)

Usando (2.8) e (2.28) em (2.27), obtém-se

A(%—I—fdivu) dx:/%(%—i—u-Vf—kfdivu) dx
0
:/Vt (a—{—kdiv(fu)) dx.

2.5 EQUACAO DA CONTINUIDADE

A massa m é uma propriedade directamente relacionada com a inércia do corpo,
ou seja, ¢ a medida de resisténcia de um corpo a alteragoes no movimento. Para
um elemento de fluido V;, pode-se definir a massa de V; por
m = pdv,
Vi
onde p é a densidade do fluido. Considera-se que a massa total de um fluido é
igual & soma da massa de todas as suas particulas. No entanto, a densidade,

definida por p = p(x,t), pode variar de particula para particula.

Principio 2.1 (Principio da Conservacao da Massa). A massa de cada elemento
de fluido mantém-se constante com o escoamento, isto €, a massa do flurdo num

elemento de volume nao varia a medida que o elemento de volume se move com

o fluido.
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2. MECANICA DOS FLUIDOS

Por este principio, pode-se inferir que a variacao da massa m, integrada num
volume de fluido V;, em ordem ao tempo ¢ igual a zero:
dm d

o2 pav=o.
i ~a )"V =Y

Uma vez que p depende do tempo, é conveniente aplicar o Teorema do Transporte

de Reynolds (Teorema 2.1) e, assim, obter

/‘/t(%%-pdivu) av =0.

Uma vez que V; é um volume arbitrario do meio continuo, pode-se escrever

d
L+ p divu = 0. (2.29)

Tomando a definicdo de derivada material (2.8) e utilizando a propriedade da
divergéncia do produto de uma funcao escalar com uma funcao vectorial, obtém-
se a relacao

dp . -
o + div(pu) = 0. (2.30)

Esta relacdo é designada por equacao da continuidade. No caso dos fluidos

incompressiveis, divu = 0 e, de (2.29), tem-se

dp

= 2.31
o, (2.31)

pelo que, p é constante ao longo das trajectérias das particulas. Assim,
P = pPo = p(xa 0)7

onde py é a densidade na posicao inicial £ = 0. Se, além disso, o fluido for

homogéneo, p é constante em todo o fluido, isto é,
p = po = Constante > 0.

Desta forma, para fluidos incompressiveis e homogéneos, a equagao da continui-

dade reduz-se & equagao da incompressibilidade (2.20).
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2.6 EQUACOES DO MOVIMENTO

Considerando a Dinamica dos fluidos, isto é, o estudo das forgas relacionadas
com o escoamento dos fluidos, pretende-se derivar as equagoes que descrevem a
accao das forgas sobre o fluido. Para tal, comeca-se por definir o momento linear

de uma particula de fluido, que ocupa o volume V; C €}, por
p= / pudV. (2.32)
Vi

As equacgoes do movimento vao ser deduzidas a partir do Principio de Conser-

vacao do Momento Linear.

Principio 2.2 (Principio da Conservagao do Momento Linear). A variacao total
do momento linear de um elemento de fluido, que ocupa um volume Vi, € igual

a resultante das forcas que actuam sobre ele.

As forcas que actuam em V; C ), podem ser de dois tipos: forcas de volume e
forcas de superficie ou de contacto. As forcas de volume sao aquelas que actuam,
sem contacto fisico, sobre todas as particulas, e que se distribuem por todo o
fluido. Os campos de forca gravitacional ou electromagnético sao exemplos de

forcas de volume, e sao proporcionais a massa do fluido. Estas forcas podem ser

fv:/k:de,
Vi

onde o campo vectorial f : €; x [ é uma forca de volume especifica e k£ a

expressas por

propriedade fisica relacionada, sendo, ambas, funcoes conhecidas da posicao e

do tempo. Tomando o exemplo da forca gravitica que actua sobre um corpo,

fv:/ pgdv7
Vi

onde, aqui, f é o campo de aceleracao da gravidade, g, e k ¢ a densidade, p. Estas

tem-se

forcas sao, normalmente, de origem externa ao fluido e, por isso, sao também
designadas por forcas externas.

As forcas de superficie sao as forcas exercidas ao longo da superficie, seja
ela a superficie limitante do fluido ou a superficie de um elemento de fluido

arbitrario. As tensoes que ocorrem entre duas superficies distintas, por exemplo
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entre a superficie de uma porcao de azeite em contacto com a superficie da
agua, ou as tensoes que ocorrem entre as superficies de particulas do mesmo
fluido que colidem, sdo exemplos de forcas de superficie ou de contacto. E,
portanto, necessario caracterizar os esforcos que ocorrem no fluido de modo a
descrever estas forcas de superficie. Esta caracterizagao é possivel devido ao

Principio de Cauchy que se enuncia a seguir.

Principio 2.3 (Principio de Cauchy). Eziste um campo vectorial t : Q; x I X S
que define os esforcos que se propagam, num determinado elemento de fluido

Vi C Qy, devido as forcas de superficie:

f, :/ t(x,t;n) d,
Vi

onde S={n € R*: ||n|| =1} e n € o vector normal & superficie do elemento de

volume, dg.

Aos vectores t chama-se esforcos de Cauchy, que, num determinado instante ,
dependem da posicao e da orientacao da normal a superficie do elemento de
fluido. Assim, pode-se escrever o Principio de Conservacao do Momento Linear

na forma p
— [ pudV = / pf dV+/ t(x,t,n) ds. (2.33)

Por aplicagdo do Teorema do Transporte de Reynolds (ver demonstragao) e

considerando que se trata de um escoamento de fluidos incompressiveis, tem-se

d d

S pudv = / dow) (2.34)
dt Jy, v, dt

Tendo em conta, novamente, que o fluido é incompressivel obtém-se, a partir da

equacao da continuidade (2.30),

d d
/—(pu) dV:/ p & av. (2.35)
v, dt WL at

O Teorema das Tensoes de Cauchy, que a seguir se enuncia, permite relacionar

os vectores t com um tensor T, que depende da posicao x e do tempo t.

Teorema 2.2 (Teorema das Tensoes de Cauchy). Suponha-se que para todo
tel, t é diferencidvel em ordem a x € §, para cada n € S. Entdo, eriste um

campo tensorial diferencidvel T : Q, x I — R3*3 tal que

t(x,t,n) = T(x,t) - n.
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Demonstragao. Considere-se I3 o volume de V;. Dividindo ambos os membros da

equagao (2.33) por /2 e passando ao limite de V; a tender para zero, na equagao

i 1
&tu;no (l_2 /aw t d§> = 0. (2.36)

Observe-se que as fungoes integrandas dos integrais de volume em (2.33) sao

resultante, obtém-se

limitadas. A equagdo (2.36) traduz o equilibrio local das tensoes. Considere-
se, agora, um volume de controlo com a forma de um tetraedro, conforme a

Figura 2.3. Sejam n = (n1, ng, n3) a normal a superficie exposta e (—e;), (—es3)

€

F1GuraA 2.3: Elemento de fluido na forma de tetraedro.

e (—e3) as normais as superficies paralelas aos planos coordenados. Recorde-se
que e; = (1,0,0), e = (0,1,0) e e3 = (0,0,1). Sendo ¥ a area da face exposta,
as outras faces tém Aareas Yo3 = n1Xl, 213 = NoX € X9 = N3gX, respectivamente,
onde ¥;; denota a face no plano formado por e; e e;, com ¢, j = 1,2, 3. Indicando
o esfor¢o de Cauchy correspondente a face exposta por t(n) e os outros esforgos
por t(—eq), t(—ey) e t(—e3), pode-se escrever (2.36) na forma

‘}jino {122 [t(n) + t(—e;)n; + t(—e2)ns + t(—eg)ng]} = 0. (2.37)

Sendo X = [? e calculando o limite (2.37), obtém-se a relagao seguinte:
t(n) = —t(—e)n — t(—ez)n2 — t(—e3)ns. (2.38)

Uma vez que os esforcos aplicados em lados opostos de uma mesma superficie

tém a mesma magnitude e sinais opostos, isto é,

t(n) = —t(—n), (2.39)
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entdo, a expressao (2.38) pode ser escrita na forma
t(n) = t(e1)ny + t(ez)na + t(es)ns.

Verifica-se que os esforcos de Cauchy sao funcoes lineares do vector normal.
Desta forma, decompondo os esfor¢os de Cauchy das faces com as normais (—ey),
(—es) e (—e3), obtém-se
t(n) =(71€1 + T12€2 + T13€3)N1+
(To1€1 + To2€2 + Toz€3)N2+ (2.40)
(T31€1 + T32€2 + T33€3)N3

sendo o primeiro indice a direcgao do vector normal, e o segundo a direcgao da

componente. A expressao (2.40) pode ser escrita na forma abreviada

t=T:n,
onde
Ti1 Ti2 713
T=T(x,t)= | Ta1 Too T3 |- (2.41)
T31 T32 733 ]

O tensor obtido em (2.41) ¢é designado por tensor das tensoes de Cauchy. Obser-
ve-se que T ¢é independente da normal n, o que permite caracterizar os esforcos
na superficie de um elemento de fluido de forma mais simples. Neste tensor, os
elementos da diagonal principal correspondem aos esforcos normais, isto é, aos
esforcos na direccao do vector normal, e os restantes elementos sao os esforcos

tangenciais. Na Figura 2.4 representam-se, de forma esquemaética, os esforcos

z :T
AT33

T32

2
Toy 22

Ty

Figura 2.4: Componentes do tensor das tensoes num cubo infinitesimal.
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internos no sentido positivo num cubo infinitesimal. FEsta figura permite com-
preender as nove componentes do tensor das tenstes. Assim, por aplicacao do
Teorema das Tensdes de Cauchy (Teorema 2.2) pode-se escrever, por meio de

(2.33)-(2.34), o Principio de Conservac¢ao do Momento Linear na forma

/pd—udV:/pde—l—/ T nds. (2.42)
v dt Vi Vi

Aplicando o Teorema da Divergéncia (Teorema 1.1) a (2.42), tem-se

d
/p—u dV:/ (pf + divT) dv.
v, dt v,

Como V; é um elemento de volume arbitrario, obtém-se a igualdade

pcjl—? =pf + divT, (2.43)
que traduz a equac¢ao do movimento. A equagao (2.43) governa o escoamento de
qualquer fluido. Porém, a especificidade de cada fluido é expressa pelo tensor das
tensoes T. Desta forma, é importante estudar as propriedades deste tensor, das
quais a simetria é a mais importante. A simetria do tensor T permite efectuar

um estudo matematico dos fluidos e é descrita na forma
Tij = Tji, (2.44)

para quaisquer 7,7 = 1,2, 3. Esta propriedade é obtida a partir do Principio de
Conservacao do Momento Angular. Antes de enunciar este principio, recorde-se
que o momento angular corresponde ao produto vectorial entre o vector posicao
x e 0 momento linear p do elemento de fluido que ocupa o volume V. De igual

modo como se fez para (2.32), define-se 0 momento angular por

m, :/ x X (pu) dV.
Vi

O momento angular é também referido na literatura como o momento do mo-

mento linear.

Principio 2.4 (Principio da Conservagao do Momento Angular). A wvariagao,
em ordem ao tempo, do momento angular € igual ao momento da resultante das

forcas que actuam sobre o elemento de volume V;.
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Considerando as forcas aplicadas num elemento de fluido, tem-se o momento

destas forcas, m¢, na forma

mf:/xx(pf)dv+/ x X t ds.
Vi oV

Deste modo, o Principio 2.4 toma a forma

d xx(pu)dV:/

— x X (pf) dV—i—/ x X t ds. (2.45)
dt Jy, Vi

oV
Aplicando o Teorema do Transporte de Reynolds ao primeiro membro de (2.45),
e tendo em conta que se consideram os fluidos incompressiveis, obtém-se

d

G [xxomav = [ Shocim] av =[x o av. e

Vi Vi
O facto de se considerar os fluidos incompressiveis, juntamente com (2.31), vai
permitir escrever, a partir de (2.46),

d

d
il XX(pu)dVZ/XXp—udV. (2.47)
it )\,

v dt

Usando (2.43) e (2.47) em (2.45), obtém-se

/xx(pf+diVT) dV:/Xx(pf) dV+/ x X t ds. (2.48)
Vi Vi oVy
Usando o Teorema das Tensoes de Cauchy e simplificando a equacdo (2.48),
tem-se
/XXdiVTdV—/ x X (T -n) ds = 0. (2.49)
Vi oWV

Ao primeiro termo de (2.49) aplica-se a regra de integragao por partes

/XxdideV:/ x X (T-n)ds— | VxxTdV. (2.50)

Vi Vi Vi

Usando (2.50), a equagao (2.49) reduz-se a
/ Vx x T dV = 0. (2.51)
Vi

O termo Vx toma o valor de matriz identidade, Vx = I. Desta forma, o integral

de volume em (2.51) é nulo se
IXT:O@[lXT1+[2XT2+[3XT3:O, (252)
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sendo I; e T;, com ¢ = 1,2, 3, os vectores coluna das matrizes I e T, respecti-
vamente. Determinados os produtos vectoriais I; x T; verifica-se que (2.52) é

valida se, e s0 se,
Toz — T2 = 0, 31— Ti3=0 e T2 — 7o =0.

Ora, isto é equivalente a (2.44). Em suma, o Principio de Conservacao do
Momento Angular permitiu mostrar que o tensor das tensoes T é simétrico. No
entanto, a reciproca também é valida, isto é, se o tensor das tensoes é simétrico,

entao, o Principio de Conservacao do Momento Angular é valido.

2.7 LEI CONSTITUTIVA

A relacao entre as tensoes e a deformacao de um meio continuo é designada
por Lei Constitutiva. Estas relagoes exprimem o comportamento especifico de
cada matéria, uma vez que o escoamento e a deformacao decorrem consoante a
natureza fisica do fluido. Como tal, estas equacgoes também sao designadas por
leis de comportamento e correspondem & principal diferenca entre a descricao de
um fluido e de um soélido deforméavel. A lei constitutiva de um fluido relaciona o
tensor das tensoes, T, e o gradiente das velocidades de deformacao D. O ramo
da Fisica que explica de um modo mais simples o escoamento dos fluidos é a
Mecénica dos Meios Continuos. A Teoria Cinética, incluida noutro ramo, embora
possa descrever o escoamento dos fluidos nao o faz com a mesma simplicidade e
elegancia. A luz da Mecanica dos Meios Continuos o tensor das tensdes T, em

qualquer lei constitutiva, deve satisfazer aos postulados seguintes:

1. T ¢ uma func¢ao continua do gradiente das velocidades de defor-
macao D, € independente de todas as outras propriedades cinemdti-

cas e nao depende explicitamente da posicao X:
T = f(D);

2. nao eziste direccao preferencial de comportamento no espago (iso-
tropia);
3. para D =0, T = —pl, onde p é uma funcao escalar designada

por pressao e 1 € a matriz identidade.
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Em termos matemaéticos, a condigao de isotropia traduz-se por
STS ' = f(SDS™1),

para toda a matriz ortogonal S. A lei constitutiva mais simples é descrita para
fluidos inviscidos e é dada por
T = —pl. (2.53)

Ao substituir T, descrito em (2.53), nas equagoes do movimento, obtém-se as
chamadas equacdes de Euler. A grande maioria dos fluidos existentes esté-lhes
associada uma resisténcia interna ao escoamento, a viscosidade. Para explicar
o conceito de viscosidade, considere-se um escoamento unidimensional conforme

a Figura 2.5. Neste caso, o escoamento promove um gradiente de velocidades

T
e ——
i > du
— dx
Ty e

F1GURrA 2.5: Escoamento unidimensional.

uniforme, desenvolvido transversalmente. Desta forma, a tensao de corte 7 é

dada por
du
T=u—
Md$17

onde a viscosidade é o coeficiente de proporcionalidade, u, entre uma tensao de
corte 7 e o gradiente de velocidades desenvolvido transversalmente. Neste caso,
a lei constitutiva além de expressar o efeito da pressao vai, também, expressar
o efeito da viscosidade. Desta forma, a lei constitutiva, no caso do escoamento
unidimensional, é expressa pela relacao escalar

du

T'=-p+~, V= e
I

Generalizando este raciocinio para escoamentos em dimensoes superiores, obtém-
se a lei constitutiva
T =—pl+7, v =2uD, (2.54)

onde p é uma fungao escalar que se designa por viscosidade dinamica. A relagao

(2.54) é conhecida por lei de Stokes e verifica-se que satisfaz aos postulados
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enunciados acima. Os fluidos cuja lei constitutiva é dada pela lei de Stokes
designam-se por fluidos Newtonianos. A equacao (2.54) estabelece uma relagao
linear entre T e D e é validada por resultados experimentais. Em (2.54), o termo
—pI corresponde ao estado de tensao num fluido viscoso em repouso. Pelo que,
neste caso nao se consideram as deformacoes e, portanto, D é nulo. Assim, num
fluido viscoso em repouso, a tensao que se faz sentir é apenas devida a pressao
a que esta sujeito e toma a forma de (2.53), tal como para fluidos inviscidos.
A maioria dos fluidos, liquidos ou gases, que se conhecem podem ser descritos
como fluidos Newtonianos. No entanto, existem fluidos para os quais a lei de
Stokes nao descreve adequadamente a relacao entre as tensoes e as deformacoes.
Este é o caso de alguns polimeros, das tintas e do proprio sangue. Estes fluidos
chamam-se nao Newtonianos e tém leis constitutivas mais complexas. Uma lei
constitutiva mais geral e que engloba tanto Newtonianos como nao Newtonianos
é

T = ol + 5D + 7D?,

onde «a, (B e v sao funcgoes escalares dos invariantes principais da matriz D.

2.8 EQUACOES DE NAVIER-STOKES

As equagoes deduzidas nas seccoes anteriores vao permitir obter as equacoes que
governam o escoamento de fluidos Newtonianos incompressiveis. Pelo Principio
da Conservagao da Massa, obteve-se a equacao da continuidade (2.30)

dp .
yn + div(pu) =0

que, para fluidos incompressiveis e homogéneos, corresponde a equacao da in-
compressibilidade (2.20)

diva = 0.

Pelo Principio da Conservacao do Momento Linear, obtiveram-se as equacoes

do movimento (2.43)

d
pd—ltl =pf + divT.

A lei constitutiva (2.54)
T = —pl+2uD
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caracteriza o comportamento especifico dos fluidos Newtonianos. Usando (2.10)
e (2.54) em (2.43), obtém-se

ou

ot

Para fluidos homogéneos, p é constante. Neste caso, admite-se também que p é

+p(u-V)u+ Vp—2div(uD) = pf.

constante e, considerando fluidos incompressiveis, obtém-se

1
g—?+(u-V)u:f—;Vp+l/Au,

onde v = u/p é designada por viscosidade cineméatica. Observe-se que div(2D) =
Au+V(divu) = Au devido & incompressibilidade. Deste modo, as equagoes que
governam o escoamento de um fluido Newtoniano, homogéneo e incompressivel
Sa0

8—u—l—(u~V)u:f—%Vp—i—VAu

ot (2.55)

divu=0.
Estas equacgoes sao designadas na literatura por equacgoes de Navier-Stokes para

fluidos homogéneos e incompressiveis ou, simplesmente, equacoes de Navier-

Stokes.

2.9 CONDIQ(N)ES INICIAIS E DE FRONTEIRA

No sentido de resolver as equagoes de Navier—Stokes é necessario impor condicoes
iniciais e de fronteira apropriadas. As funcdes que caracterizam o escoamento do
fluido tém de ser definidas na fronteira do dominio ocupado pelo fluido, diga-se
Q). Considera-se, portanto, que estas funcoes sao continuas na fronteira 0{). Em
regime nao estaciondrio (transiente), estuda-se o comportamento do fluido, numa
determinada regidao do espaco, como funcao do tempo t. E necessario, portanto,
estabelecer as condigoOes iniciais que caracterizam o estado do escoamento, no
inicio do intervalo I. Desta forma, o instante t = 0 é imposto como a origem do

intervalo e a velocidade, nesse instante, é definida por
U(X7 0) = U()(X)7

para x € 2. Relativamente as condicoes de fronteira, considera-se que a fronteira

[' C 09) é impermedavel, nao havendo passagem do fluido através da fronteira.

33



2. MECANICA DOS FLUIDOS

Como tal, a velocidade do fluido na direccao da normal a superficie da fronteira
[' é nula, isto é,
u-n=0. (2.56)

Se, de outro modo, se considerasse a fronteira permeével, ter-se-ia um escoa-
mento em que

u-n#0. (2.57)

O escoamento do fluido préoximo da fronteira esta sujeito ao atrito provocado
pela fronteira e é, portanto, necessario perceber o comportamento do fluido
na fronteira. Mais precisamente, pretende-se compreender de que forma estao
relacionados os esforcos tangenciais e a velocidade do fluido, na fronteira. A
expressao proposta por C.L. Navier em 1827 (ver [3]) relaciona a velocidade e

os esforcos na direccao tangencial sob a forma
u-T=at-T, (2.58)

onde 7 é o vector tangente a fronteira 02, e o um coeficiente de proporcionali-
dade. A expressdo (2.58) traduz, assim, o deslizamento do fluido pela fronteira
I' e é designada por condicao de nao aderéncia a fronteira. Para o caso em que
a > 0, o fluido sofre aceleracao provocada pela fronteira. No caso em que o < 0,

a fronteira retarda o fluido. Para a situacao limite onde @ — +o00, tem-se
t-7=0.

Nesta situacao os esforcos na direccao tangencial sao nulos. Para a situacao
limite o — 0, obtém-se que a velocidade do fluido na direccao tangencial é nula,
isto é,

u-7=0.
Se a velocidade na direc¢ao normal também for nula, como no caso da fronteira

impermeével, (2.56), tem-se que
u(x,t) =0, (2.59)

onde x € I' tem menos uma componente do que x € (). Esta expressao, que

deriva de (2.58) numa situagao limite, é designada por condigao de aderéncia a
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fronteira. Se a fronteira se encontrar a uma velocidade ug, a velocidade do fluido
na fronteira é dada por
u(x,t) = uy(x,1).

Desta forma, expressa-se que as velocidades normais e tangenciais do fluido
correspondem as velocidades normais e tangenciais da superficie em todos os
pontos da fronteira. Esta é uma situacao ideal que é, por vezes, admitida, uma
vez que resultados experimentais mostram que as particulas de fluidos Newtoni-
anos aderem a superficies solidas, adquirindo, assim, a velocidade da fronteira.
No caso de fluidos incompressiveis a funcao u, tem de satisfazer & condicao de
compatibilidade

u,-n=0>0,

/divudV:/ u, -n ds = 0.
Q o0

Para o caso em estudo, considere-se, um dominio ramificado, conforme a

Figura 2.6. A fronteira desse dominio é dada por TP UT U = 0, onde I'? é a

re
—/ re
K s
I‘p

F1aUrA 2.6: Representagdo do dominio 2 ramificado.

pois

superficie solida e I'® e I'¥ sao fronteiras ficticias que correspondem a entrada e a
saida do dominio, respectivamente. Considera-se, entao, que I'? é uma fronteira
impermeével, onde se impoe a condigdo de aderéncia a fronteira, (2.59). Nas
fronteiras ficticias toma-se a condi¢ao (2.57) e, portanto, ha passagem do fluido
pelas fronteiras. A entrada do dominio a velocidade prescrita é v : ['* x | — R3
e impoe-se

u(x,t) = v(x,t),

onde x € ['*. Na fronteira I'* é imposto o equilibrio local das tensoes e, assim,

t=T -n=0.
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CAPITULO

MODELACAO DA PAREDE DO VASO
SANGUINEO

O escoamento do sangue in vivo provoca um deslocamento da parede dos vasos
sanguineos. Este deslocamento da parede é significativo nas grandes artérias,
nomeadamente na artéria aorta, e é possivel devido as caracteristicas mecanicas
das diferentes camadas da parede. Neste capitulo serd descrita a estrutura da
parede da artéria e apresentadas a geometria e as hipoteses consideradas para
a exposicao de um modelo para o deslocamento da parede da artéria. Este
modelo serda deduzido a partir dos principios fundamentais da Fisica que, embora
tenham sido descritos no Capitulo 2 para o caso particular dos fluidos, aplicam-
se a qualquer meio continuo. Os estudos de A. Quarteroni e L. Formaggia [7]
foram o apoio bibliografico essencial neste capitulo. Também foram consultadas
as monografias de Y. Fung que representam os fundamentos da Biomecéanica,

das quais se destaca [8].

3.1 ESTRUTURA DAS ARTERIAS

A parede das artérias esta organizada em trés camadas distintas, que estao esque-
matizadas na Figura 3.1. A camada externa é composta por tecido conjuntivo,
que suporta a estrutura fisica da artéria, e é designada por tinica adventicia. A
camada média da parede da artéria ¢ designada por tinica média e é responsavel
pela elasticidade da parede. Esta camada é constituida por tecido muscular liso

e tecido elastico. A camada mais interna é composta por células endoteliais, que
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Tuanica
___ adventicia
Membrana
elastica externa | Tdanica
, . média

Musculo liso
Membrana ]
elastica interna
Lamina propria L, .

s | Thnica
Membrana basal intima
Endotélio

F1GURA 3.1: Vaso sanguineo (fonte: [1]).

se encontram em contacto com o sangue, e é chamada a tinica intima. As arté-
rias mais proximas do coracao tém uma tinica média de maior espessura, que
diminui com a distancia a que estas se encontram do coragao. Evidentemente, o
comportamento elastico da parede das grandes artérias influencia o escoamento
do sangue e, portanto, o deslocamento da parede deve ser considerado. No en-
tanto, tendo em conta a estrutura tridimensional da artéria, bem como o facto
de ser constituida por diferentes camadas, de tecidos distintos, a obtencao de um
modelo para o deslocamento da parede artéria é muito dificil. Porém, a deducao
de um modelo menos complexo é possivel fazendo varias simplificacoes. Neste
estudo, pretende-se derivar um modelo simples, e, portanto, obter uma equacao
diferencial que descreve o deslocamento unidimensional da parede do vaso. Para

tal, admitem-se as hipdteses seguintes:
H.I - A geometria da parede do vaso, na configuracao inicial, toma a
forma de um cilindro circular;

H.I1 — O deslocamento da parede ocorre apenas na direc¢ao radial, isto

€, sequndo e,;

H.III — A espessura h da parede do vaso € relativamente pequena, per-

mitindo supor a parede como uma superficie, sem espessura;
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H.IV — Sob a hipdtese anterior, considera-se que a parede se encontra
num estado plano de tensao, isto €, a espessura reduzida da parede nao
permite que as tensoes na direccao da normal n se desenvolvam, pelo

que, sao nulas;

H.V — A parede do vaso € incompressivel, conservando o seu volume

durante o deslocamento;

H.VI — A parede do vaso tem um comportamento eldstico linear e, por-

tanto, os gradientes de deformacao sao relativamente pequenos.

Convém frisar que na hipotese H.I se afirma que cada seccao do cilindro é uma
circunferéncia, e que seccoes diferentes podem ter raios distintos. Relativamente
a hipotese H.V, salienta-se que a incompressibilidade é, praticamente, uma ca-
racteristica dos tecidos vivos. No que respeita a hipotese H.VI, a elasticidade é
verificada nas grandes artérias, permitindo admitir a hip6tese de comportamento
elastico. A linearidade deste comportamento estd implicita na lei constitutiva
da parede do vaso. Esta lei, para o caso dos solidos deformaveis, relaciona o

tensor das tensoes de Cauchy com o tensor das deformacoes (ver Apéndice).

3.2 GEOMETRIA DO VASO SANGUINEO

Para a derivacao do modelo matemético da parede da artéria, é necessario ter em
consideracdo a forma geométrica da parede. E bastante razoavel admitir que a
artéria toma a forma de um cilindro oco de diametro varidvel. Dada a geometria
cilindrica dos vasos sanguineos (hipotese H.I), é conveniente utilizar o sistema
de coordenadas cilindricas. Antes de se prosseguir, convém referir que, neste
capitulo e apenas para simplificar a exposicao, as componentes x1, T2 € x3 de
um ponto arbitrario de R3 serdo denotadas por z, y e z, respectivamente. Com
esta notacdo, os elementos e, e, e e; da base canoénica de R3 serao denotados
por e,, e, e e, respectivamente. Na Iigura 3.2 apresentam-se os sistemas de
coordenadas cartesianas (z,y,z) e cilindricas (r,6,z), ambas num cilindro de
raio r. Estes sistemas de coordenadas sao ortonormais e estao relacionados por
xr = rcosf r o= \/Wy2

y = rsenfl & ¢ 0 = arctg(y/x) (3.1)
z = z z = z.
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3. MODELAGAO DA PAREDE DO VASO SANGUINEO

FIGura 3.2: Sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas.

Observe-se que de (3.1) tem-se

senf = ——2— o cosf = (3.2)

Desta forma, a posicao espacial da superficie do cilindro é descrita pelas coor-
denadas r, que corresponde a distincia ao eixo longitudinal, 6, que é o angulo
formado entre o eixo e, e a projeccao de r no plano formado por e, e e, e, z,
a distancia ao longo do eixo longitudinal, e,. A transformacgao do sistema de
coordenadas cartesianas para o sistema de coordenadas cilindricas, expressa em

(3.1), pode ser escrita na forma seguinte:

e, = costle,+send e,
eg = —senfle, +cosle,
e, = e,.

A tranformacao inversa pode ser escrita por

e, = cosfe,—send ey
e, = senfe,+cosley (3.3)
e. = e, .

Considere-se, entao, a artéria como um cilindro cujo eixo longitudinal se encontra
alinhado com o eixo dos zz. Supoe-se que o comprimento do elemento da parede
arterial pode tomar valores entre 0 e L. Ao fixar-se a constante z = Z, define-se

uma seccao axial. Considere-se, agora, a fungao
r = R(0,z;t),
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Fiaura 3.3: Elemento de superficie dS.

que descreve, para cada t, a componente radial da superficie do vaso. Entao,
num local genérico do espaco de coordenadas 6 = 6 e z = Z, o elemento de

superficie da parede da artéria dS, esquematizado na Figura 3.3, é definido por

dS:{(T,Q,Z):T:R(H,z;t),ee {§_§7§+§} e {z_%’g_'_%}}.

Tendo em conta a estrutura cilindrica da artéria (hipotese H.I), admite-se que a
configuracao inicial T} corresponde a parede do vaso, de secgao circular, quando

este esta em repouso. Nesta configuracao, o raio do vaso é dado pela funcao
r = Ro(2)

que, evidentemente, toma valores positivos. Assim, a configuracao inicial da

parede da artéria é dada por
Iy ={(r,0,z) : r = Ry(z), 0 €0,27), z € [0,L]}.

Considera-se que o vaso, na configuragao inicial, se encontra ocupado por fluido
com velocidade nula e sob a pressao externa p.,; exercida pelos tecidos adja-
centes. A configuracio actual I'? define a superficie do vaso, num determinado

tempo ¢, e é dada por
Y ={(r,0,z) : v = R(0, z;t), 6 € [0,27), z € [0, L]}.

A Figura 3.4 esquematiza as duas configuracoes, realcando a geometria cilin-

drica da configuragao inicial e o deslocamento da parede. Tendo em conta a
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z=1L

FicuraA 3.4: Configuracoes inicial e actual da parede do vaso.

hipotese H.IT, o campo vectorial que descreve o deslocamento da parede do vaso

sanguineo, 1, tem apenas a componente radial e é descrito por
n =ne, = (R — Ry)e,, (3.4)

onde n ¢ uma funcao escalar de 6, z e t. Por se mostrar conveniente, serao, agora,
deduzidas expressoes que definem o vector normal, n, ao elemento de superficie
dS. Seja

F(r,0,z) =r—R(#,2) =0, (3.5)

a representacao cartesiana da superficie do vaso sanguineo. Como dS é um
elemento desta superficie, por simplicidade da anélise que se vai fazer, pode-se
considerar dS em vez de toda a superficie. A normal a superficie dS pode ser
definida por
VF
n=-——. (3.6)
IVE]

Em coordenadas cartesianas, pode-se escrever
— e, . (3.7)

Tendo em conta (3.1), a expressao (3.7) toma a forma

or (U0 O or ey
orox 00 0x 0z0x) *
(0P 9FG0 GFOF)  (6ror anon oFGr),
orody 000y 0z0y) Y ordz 000z 020z) =
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Derivando as fungoes r, 0 e z, descritas em (3.1), em ordem a z, y e z, obtém-se

OF y 8F> o

x
F= — —— — -
v (JTWQ or 22+ y? 00

(3.8)
_y or ., w OF) - OF
1/x2+y267" x2+y239 Y 0z~
Simplificando a equacao (3.8), por meio de (3.2)-(3.3), tem-se
VF = |( cos Ha—F _ senboF (cosf e, —senf ey)
or R 00 (3.9)
+ sen@a—F—i-COSQa—F (senf e —l—cos@e)—i—a—Fe |
or R 00 ' Vo

Observando que, na equacao (3.9), 0F/0r = 1, obtém-se, simplificando a ex-

pressao e usando (3.5), o gradiente de F' em coordenadas cilindricas:

1 0R oR

VF:eT—}—%%eg—gez.

Por sua vez, a norma de VF', em coordenadas cilindricas, é dada pela expressao

IVE| = \/1 + (%%)2 + (2—5)2. (3.10)

Por fim, o vector normal & superficie dS, em coordenadas cilindricas, é dado por
- LoR\: (om\:\ R0z )

1 7 -

- <R ae) * (az >

Para a componente radial do vector n, tem-se

n-e, = ! (3.11)
"OVElL '

Convém, ainda, definir algumas medidas da superficie, nomeadamente, a area
do elemento de superficie dS, que se designa por do, e a dimensao linear de dS
ao longo do eixo longitudinal, dl. Refira-se que estas medidas estao definidas em
coordenadas cartesianas. A transformacao de do para coordenadas cilindricas

passa pela multiplicacao da area pelo raio R. Fazendo a mudanca de variaveis
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para coordenadas cilindricas e projectando a superficie no plano formado por ey

e e,, obtém-se
do(zy,2) = Rdog.y = ||VF| RAOdz(gs,2)0,)- (3.12)
Por meio de (3.11) e (3.12), tem-se que
n-e.dog,.) =n-eRdogy.) = Rdidz. (3.13)

Por seu lado, fazendo a mudanca de variaveis z = z e fazendo a projeccao sobre
0 eixo e,, obtém-se

OR\ >
—dl =1 (2 , 14
dl, = dl, + ( 82) dz (3.14)

3.3 ESFORCOS DESENVOLVIDOS NA PAREDE

A deducao do modelo do deslocamento da parede do vaso sanguineo passa por
caracterizar as forcas de superficie que actuam sobre a parede. A parede do vaso
sanguineo esté sujeita a diversos tipos de esforgos, sejam eles de origem interna
(fine) ou externa (f..;) a parede. Os esforgos externos sao exercidos pelos tecidos

adjacentes, f' . e pelo fluido que passa no interior do vaso, fe];t. Os esforcos

ext?
devidos aos tecidos adjacentes resultam de uma pressao constante p.,;, exercida

sob o elemento dS, e sao descritos por

! = —Pewt M. (3.15)

e

Os esforgos exercidos pelo fluido a partir do interior do vaso, podem ser repre-
sentados pelos esfor¢os de Cauchy na parede, t¥ (ver Principio de Cauchy 2.3).

De acordo com o Teorema das Tensoes de Cauchy (Teorema 2.2), tem-se
t’ =0 - n,

onde o é o tensor das tensoes de Cauchy na parede do vaso. Denotando por T o
tensor das tensoes de Cauchy descrito para o fluido, considera-se, que as tensoes
na parede sao simétricas a T, de acordo com a 3* Lei de Newton. Esta lei postula
que quando um corpo exerce uma forca sobre outro corpo, simultaneamente esse

corpo exerce sobre o primeiro uma forca com a mesma intensidade e direccao,
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mas de sentido oposto (ver (2.39)). Assim, tendo em conta (2.54), os esforgos

exercidos pelo fluido em dS sao descritos por

f/,=—T-n=pn—2uD-n. (3.16)

ext —

Deste modo, a soma dos esfor¢os externos, descritos em (3.15) e (3.16), é dada
por

o =f,+ fe’;t = (p — Pext)n — 2uD - n. (3.17)

De acordo coma hipotese H.II, considera-se apenas a componente radial do des-
locamento da parede para a deducao deste modelo. Por consequéncia, os esforcos
em causa também sdao considerados na sua componente radial. Assim, a cha-

mada componente radial dos esforcos externos é dada por
fert == fe:}ct ‘€ = (p - pe:}ct)n c€p — QN(D ' n) c €. (318)

Os esforcos internos sao exercidos, de acordo com a hipotese do estado plano
de tensao (ver hipotese H.IV), segundo as direcgdes circunferencial (eg) e lon-
gitudinal (e.). Uma vez que se considera o deslocamento da parede segundo a
direcgao radial, a componente radial dos esforcos internos (f;,,; = f2, + £7,) é
dada por

fint = (fgzt + £ e, (3.19)

onde f? , e f7,, sdo os esforgos circunferenciais e longitudinais, respectivamente. A
caracterizagao destes esforcos sera feita separadamente, pelo que, se consideram
duas secgoes da parede do vaso, uma axial e outra longitudinal. Relativamente
a seccao axial, esquematizada na Figura 3.5, admitem-se hipoteses adicionais

para a derivacao do modelo. Assim, supoe-se que:

A1 - Na seccao azial do vaso, dominam as tensoes circunferenciais,
oy, e, portanto, as tensoes longitudinais o, que actuam sequndo a

direcgcao longitudinal, sao desprezadas;

ALl - O vaso mantém a sua configuracao cilindrica (circular) durante

o deslocamento e, como tal, OR/00 é nula;

ATl — A tensdo circunferencial oy € proporcional ao alongamento cir-

cunferencial relativo e pode ser descrita por
E

09
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onde E ¢ o mddulo de Young e ¢ é a razio de Poisson (ver Apéndice).

Na Figura 3.5 representam-se, simbolicamente, os vectores oy (6+%) e oy (6—42)
que formam com o vector e, angulos de 7/2 + df/2 e —(7/2 + df/2), respecti-
vamente, e onde # é um angulo fixo. Mais ainda, estes vectores tém a direccdo

da normal ny. Assim, os esforcos circunferenciais podem ser descritos por
0 d d n_do
fznt ( 7) + oy ( *) = 0p€y ( 7) + 0p€g ( )

Deste modo, pode-se descrever os esfor¢os internos que se desenvolvem na seccao

axial, segundo a componente radial, sob a forma

b0 =T er = oyleg (7+4) +eg (-4 | -y, (3.21)
Aplicando a defini¢cdo de produto escalar, pode-se escrever a equagio (3.21) na
forma

™ df
b = | lea -] e cos (5 +5)

+llea )] e cos (=5 = ) |

(3.22)

Tendo em conta que e, e eg(6+%) se tratam de vectores unitarios e utilizando
a formula trigonométrica cos(a + ) = cosacos f — senacsen 5 em (3.22), bem

como o facto do cosseno ser par, obtém-se

df
0 = —20psen (7) . (3.23)

Ficura 3.5: Seccao axial.
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Multiplicando e dividindo o segundo membro de (3.23) por df/2, e passando ao
limite df/2 — 0, obtém-se

fo. = —0y db + o(db), (3.24)

]

onde o(df) ¢ um infinitésimo relativamente a df. Substituindo (3.20) em (3.24),
tem-se a expressao para a componente radial dos esforcos circunferenciais na

forma

E 7
0 — — —_
=T @R df + o(db). (3.25)

Considere-se, agora, a seccao longitudinal que estd representada na Figura 3.6.

Novamente, é necesséario fazer uma hipotese suplementar:

L.I — Na direccao longitudinal, as tensoes longitudinais sao dominan-

tes e podem ser expressas por

o,==to0,T, (3.26)

onde T € um vector unitdrio tangente & curva r = R(6, z;t).

ol

F1GURA 3.6: Seccgao longitudinal.

Esta hipotese é confirmada na observacao in vivo do vaso. De facto, observa-se
que o vaso sanguineo encolhe ao ser removido do organismo. Este encolhimento
ocorre, principalmente, na extensao longitudinal e, portanto, entende-se que a
parede do vaso encontra-se sob tensao longitudinal. Este facto sobrepde-se a

elasticidade do vaso na direccao longitudinal, que se admite ser mais relevante
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na direccao circunferencial. A componente radial dos esforcos internos que se

desenvolvem ao longo da seccao longitudinal é descrita por
int = Lint - €7 = [O'z (=+%) + o (2*%)] " €r. (3.27)
Usando (3.26) em (3.27) obtém-se

1, =0, [7‘ (z+%) — T (2—%)} - e,. (3.28)

Os vectores tangentes 7(z+%) podem ser expressos pelas formulas de Frenet-
Serret. Estas formulas permitem descrever propriedades cinemaéticas de parti-
culas que descrevem uma trajectoria curvilinea. Mais precisamente, descrevem
cada um dos vectores tangente, normal e binormal (vector resultante do pro-
duto vectorial dos outros dois) em fun¢ao dos outros. Neste caso, a formula de

Frenet—Serret adequada é
dr

ﬁ:

que descreve o vector tangente 7 em fungao do vector normal & curva n. Na

K1, (3.29)

equacio (3.29), x denota a curvatura da linha r = R(f, 2;t) e dl o comprimento

da linha. A curvatura da linha é dada pela expressao

O°R or\?] "
=— |1 — 3.30
T 0 * (8z ) (3:30)
Pode-se, entdo, escrever (3.28) na forma
spdz) — (5 dz
s, TEE) TES) g (3.31)
dl
Passando ao limite dz — 0 em (3.31), obtém-se
. dr
int = 02 "€ dl + o(dl) - e,. (3.32)

Usando a formula de Frenet—Serret (3.29) em (3.32), obtém-se
fi,=o0.kn-e.dl+o(dl)-e,.
Por meio de (3.11), fZ, toma a expressao

int

1
=0,k ———dl+0o(dl) - e,.
t IVE]
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Devido a hipotese A.IT, OR/06 é nula em (3.10) e, por meio de (3.14), tem-se
Z =0,k dz + o(dz).

int —

Substituindo o termo da curvatura da linha, (3.30), obtém-se a expressdo

o7 —3/2
1 ( )
0z

O termo (OR/0z)?, em (3.33), torna o modelo nao linear e, uma vez que é

o
022

z
int

dz + o(dz). (3.33)

:O‘Z

muito inferior a OR/0z, pode ser desprezado. Tendo em conta que, neste caso,
2 2 3 - 1. .
% = g—zgl, obtém-se uma expressao linear para a componente radial dos esforcos

longitudinais
P n

A componente radial dos esforcos internos que se desenvolvem na parede do vaso
sanguineo ¢, usando (3.19), (3.25) e (3.34), dada por

E 2
a0+ 0.9 4z 4 o(dodz). (3.35)

fint:_l_—CQRo Zazz

3.4 EQUACAO DO MOVIMENTO DA PAREDE

A parede do vaso sanguineo ¢ um solido com comportamento elastico e, como
tal, & deformével. Assim sendo, é também considerada como um meio continuo.
Deste modo, os principios de conservagao da Mecanica Classica, enunciados no
Capitulo 2, também sao aqui validos. Neste caso, o Principio de Conservacao do
Momento Linear (ver Principio 2.2, (2.33) e (2.42)) é escrito na forma seguinte:
% Vpp(fi—?dV:/Vppfp dV—i—/avo'~nd§. (3.36)
Aqui, V e p, sao, respectivamente, o volume e a densidade da parede, dV' é um
elemento infinitesimal da parede e ds é um elemento de area da fronteira V. O
vector 1 descreve o deslocamento da parede e, portanto, dn/dt é a velocidade
da parede. Ainda em (3.36), f, corresponde as forcas de volume na parede que,
devido & especificidade do modelo, podem ser desprezadas. Do mesmo modo

que foi feito para (2.34)-(2.35), pode-se escrever (3.36) na forma

d*n
—dV = -nds. 3.37
i | o-na o
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Recordando o elemento de superficie dS esquematizado na Figura 3.3, verifica-se

/a’-ndgz/ a-ndg+/ a'-ndg+/ o -nds, (3.38)
ov v, vy V-

onde as fronteiras dV,., 0V e OV, correspondem as superficies de 0V nas respec-

que

tivas direccoes. Considerando, entao, que sobre 0V, actuam os esforcos externos
e que sobre dVj e AV, se desenvolvem os respectivos esforcos internos definidos

na Sec¢ao 3.3, tem-se
o-n="»F_ em av,,

em 0V, (3.39)
em aV,.

__r0

_ Z
oc-n=f{f,

Considere-se que, em coordenadas cilindricas, o volume da parede é dado por
V = Rhdddl, (3.40)

e a area das fronteira dV,, com a = r,0, z, é dada por ¥,. Passando, entao, a
coordenadas cilindricas e tendo em conta apenas o equilibrio do momento linear
ao longo da componente radial, de acordo com a hipétese H.II, tem-se, por meio

de (3.37)-(3.40),

0*n

ppw : eTthGdl = fezt . eTET

+ 0 e, Xy + 2

T

(3.41)
€2, +o(dX).

Neste caso, o volume de integracao mantém-se constante devido a incompres-
sibilidade assumida (hipotese H.V). Assim, dado que se consideram gradientes
de deformagao relativamente pequenos (hipotese H.VI), o volume da parede na

configuracao actual é igual ao volume na configuragao inicial
V = hRdfdl = hoRydfdz. (3.42)

Assim sendo, por meio de (3.4) e substituindo (3.18) e (3.35) em (3.41), obtém-se

82
ppa—tZRohodez = (p— Pext)n - €5, — (2uD - n) - e,%,
B sy 0 Py o(d) o)
1-— CQ Ro o 282’2 : ‘
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Considere-se, agora, as areas Y., que corresponde a do em (3.12), ¥y = hdl e
Y, = hRdf. Por meio de (3.13), obtém-se (3.43) na forma

0%n E 7 0%n
P Rohodddz + 1= g hodbd= — 0.5

= (p — Peat)RdOdz — (2uD - m) - €, ||VF | Rdfd= .

9 o Rodbdz + o(dfdz) (3.4

Dividindo (3.44) por dfdz e passando ao limite df, dz — 0, obtém-se

0%n E

0?
Pr a5 8t2 Roho + — U ho (o) nhoRo

1= Ry 02* (3.45)
= (p — pewt)R — (2uD - n) - ,||VF||Rdfd>= .
Pode-se, entao, dividir a equagdo (3.45) por p,hoRy e, admitindo que p é cons-
tante, obtém-se
Pn, E n 0.9

X o AL
o2 1—Cp,R2  p, 022

Pp hO RO

A expressao (3.46) corresponde a equacdo de movimento da parede do vaso e

—(2uDn)-e,

= (p— Peat) . (3.46)

R
:OphO RO

pode ser escrita, de uma forma geral, por

0%n 8277

w— a 2+bT]—C (347)
onde

a= g: b= —E

pp’ pp(l _C2)R3

e
=2 ()= ) —2u(D - n) -, |VF
pph()RO ext ,u r .

A equacdo (3.47) é, entdo, o modelo geral para o deslocamento da parede e
é definida, para todo t € I, no mesmo conjunto que d& origem a configuracao
inicial, I'j. Este modelo pode ser simplificado, por exemplo, desprezando o termo
das tensoes longitudinais e, assim, a equagdo (3.47) é escrita na forma
n
o2

Este modelo simplificado é designado na bibliografia por modelo do anel indepen-

+bn=c

dente. Um modelo ainda mais simples pode ser obtido, desprezando os esforcos
devidos a viscosidade do fluido e a razdao R/ Ry, ficando o termo ¢ independente

da configuragao actual



CAPITULO

ESCOAMENTO DO SANGUE NOS
VASOS SANGUINEOS

O fenémeno fisioloégico do escoamento do sangue nos vasos sanguineos é, como
todos os fendmenos biologicos, complexo. Sao muitos os parametros que podem
ser estudados para a compreensao deste fenomeno. Desta complexidade, inerente
aos sistemas biologicos, é importante estudar a composi¢ao do fluido. Neste caso,
interessa estudar as propriedades reolégicas do sangue, isto é, as propriedades
que influenciam o seu escoamento, de forma a encontrar simplificacoes para um
modelo matematico. Neste capitulo, serao conciliados todos os factores que até
aqui foram considerados, no sentido de obter um modelo para o escoamento do
sangue nas grandes artérias. A abordagem ao estudo do escoamento do sangue
feita neste capitulo tem por base nos trabalhos de A. Quarteroni e L. Formaggia

[7] e a monografia de Y. Fung [8].

4.1 REOLOGIA DO SANGUE

Do ponto de vista microscopico o sangue é composto por diversas moléculas e
células vivas em suspensao. No entanto, a luz da Mecanica dos Fluidos, o sangue
pode ser descrito como um meio continuo e, uma vez que se deforma continua-
mente sob a accao qualquer tensao, é considerado como um fluido. Porém, os
eritrocitos, as células mais abundantes no sangue, adquirem formas diferentes
durante o escoamento e podem tomar orientacoes preferenciais, anulando a con-

dicao de isotropia. Este comportamento é, no entanto, desprezado neste trabalho
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4. ESCOAMENTO DO SANGUE NOS VASOS SANGUINEOS

e assume-se que o sangue ¢ uma substancia isotrépica. A elevada propor¢ao de
agua no plasma permite classificar este fluido como Newtoniano e transpor esta
hipétese para todo o sangue como hipotese simplificativa. No entanto, os eritro-
citos induzem um comportamento nao Newtoniano do sangue. Estas células tém
a forma de discos biconcavos, com 7,6 pm de diametro e 2,8 um de espessura,
em condigoes estaticas. Os eritrocitos possuem uma membrana de revestimento
elastica e, portanto, sao células altamente deformaveis. No entanto, esta elevada
capacidade de deformagao nao provoca grande variacao da area superficial. Es-
tas estruturas sao, entao, caracterizadas pelo seu comportamento viscoelastico,
uma vez que oferecem alguma resisténcia a deformacao e possuem caracteristi-
cas elasticas, voltando a forma original apds a deformacao. Estas caracteristicas
dos eritrocitos, juntamente com a capacidade de formar aglomerados entre si,
fazem com que o sangue apresente um comportamento nao Newtoniano. De uma
forma mais especifica, tém comportamento pseudoplastico, isto é, a viscosidade
diminui com o aumento da taxa de deformacao. Este comportamento é mais
relevante a escala das artérias médias, arteriolas e capilares, onde as taxas de
deformacgao sao baixas, e onde a ordem de grandeza entre os aglomerados e a
parede do vaso é semelhante. Porém, admite-se que o sangue tem um comporta-
mento Newtoniano nas grandes artérias, uma vez que as taxas de deformacao sao
relativamente elevadas nestas estruturas. O escoamento do sangue nas artérias
dé-se me regime laminar. Neste caso, consideram-se varias camadas concéntricas
de fluido que escoam a velocidades diferentes. Desta forma, tem-se um perfil de
velocidades paraboélico em que as camadas mais externas escoam a uma veloci-
dade menor devido a resisténcia imposta pela parede, e as camadas contiguas
apresentam sucessivamente uma velocidade superior. A diferenca de velocidades
que se faz sentir entre as varias camadas de sangue deve-se a sua viscosidade.
A viscosidade do sangue é em cerca de 3 a 4 vezes superior & da adgua, necessi-
tando, comparativamente, de maior pressao para o fazer circular, nas mesmas
condicoes. No entanto, o escoamento do sangue no sistema cardiovascular nao é
sempre em regime laminar. No coragao, nas zonas de ramificagao dos vasos e nas
zonas de estrangulamento é comum o sangue escoar em regime turbulento. Este
regime é caracterizado pelas diversas direc¢oes tomadas pelo fluido e, portanto,

é extremamente dificil de modelar.
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4.2 DERIVACAO DO MODELO

A deducao do modelo matematico do escoamento do sangue nos vasos sangui-
neos, pode ser feita a partir das equacgoes de Navier—Stokes. Para tal, considera-
se que o escoamento do sangue decorre num vaso sanguineo com a estrutura
geométrica descrita na Seccao 3.2. Desta forma, formulam-se as hipoteses se-

guintes:

S.I— A estrutura cilindrica (de seccdo circular) do vaso permanece
durante o movimento. Como tal, todas as quantidades que descrevem
a parede do vaso sao independentes de 0: o raio do vaso, R, depende

apenas de z e t;
S.IT — A parede do vaso desloca-se apenas na direc¢ao radial: 1 = ne,;

S.III — A pressao € constante em cada secgdo: p depende apenas de z

et;
S.IV — As forcas de volume sao desprezadas: f = 0;

S.V — As componentes da velocidade ortogonais ao eixo dos zz $ao
muito pequenas quando comparadas com a componente da velocidade

ao longo do eizo dos zz, e por isso podem ser desprezadas: u, > u,, Ug.

De acordo com a hipétese S.I, a parede do vaso que faz fronteira com o dominio

Q; ocupado pelo fluido, é descrita por
'Y ={(r,0,z) : r = R(2,t),0 € [0,2m),z € (0,L)}.
Segundo S.I e S.I1, o raio do vaso é dado na forma
R(z,t) = n(z,t) + Ro(z, to). (4.1)

Considere-se a sec¢ao axial, denotada por S = S(z,t). A area da secgdo S é

dada, em coordenadas cilindricas, por
27 R
Az, t) = /rdrdé’ = / / rdrdf = TR*. (4.2)
s o Jo
Usando (4.1) em (4.2) tem-se
2
A=m[n(z,t)+ Ro(2)] "
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Assume-se que a componente da velocidade u,, em coordenadas cilindricas, toma

a expressao

uAn@ﬂzﬁ&gj)¢(RLQ, (4.3)

onde u é a velocidade média da componente u,, em cada seccao axial, e ¢ :
R — R é um perfil de velocidades representativo de um escoamento, também

ele, representativo. A velocidade média u pode ser definida por

1
= — 4.4
i A/Suzds, (4.4)

onde dS & um elemento infinitesimal de S. Por meio de (4.3) e (4.4), obtém-se

A:L¢w.

Multiplicando (4.4) pela area A, obtém-se o fluxo médio

Q;M:A%w. (4.5)

A nao uniformidade da distribuicdo das velocidades no escoamento do fluido
no vaso aumenta a complexidade dos modelos mateméaticos. Neste caso, em
que se assume uma velocidade média em cada sec¢ao, é necessario corrigir os
efeitos locais da velocidade na equacao do movimento. Para o caso do fluxo
unidireccional de um fluido homogéneo, introduz-se um coeficiente de correccao

do fluxo do momento, «, tal que
aAu® = /uz2 ds. (4.6)
s

Este coeficiente relaciona o fluxo do momento calculado a partir da velocidade
média da sec¢do, no primeiro membro de (4.6), com a soma dos fluxos dos
momentos de cada ponto dessa seccao, no segundo membro. Considerando,
entao, as hipoteses S.III e S.IV, as equagoes de Navier—Stokes ao longo do eixo

dos zz podem ser escritas na forma

ou, . 10p
P A, = 4.
o + div(u,u) + 9z vAu, =0 (4.7a)
divu=0. (4.7h)
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'y
FCE eTT i F'\C
| > |
ngjz ' AR S l z*+d7z
Iy

Ficura 4.1: Representacao da seccao longitudinal da porgao V.

Considere-se, entao, uma porcao V de (), sobre a qual sera feita a integracao
das equagbes de Navier—Stokes (4.7). Na Figura 4.1 esquematiza-se uma sec¢ao
longitudinal da por¢ao V, com 6 constante, descrita entre z = z* — dz/2 e
z = z*+dz/2. A fronteira desta seccao é denotada por 9V = F%’,UF&, onde I}, é a
fronteira que coincide com a parede do vaso sanguineo, e onde F{: corresponde as
fronteiras ficticias de entrada e saida do dominio V. Considere-se que a fronteira
'Y, ¢ impermeavel (u-n = 0), enquanto que F{: é uma fronteira permeével. Por
outro lado, a velocidade do fluido na parede é igual a velocidade da parede.
Assim, em I, a velocidade ¢ dada por
dn _ .
==
Apresenta-se, agora, um resultado preliminar, que serd fundamental para a in-

tegragao das equacoes (4.7).

Lema 4.1. Seja f : Vx I — R uma funcao axi-simétrica com valor na parede I'},

dado por f,. Denote-se por fe 88—{ os valores médios da funcao f e da variacao de

f em ordem ao tempo, respectivamente. Entao, a relacao seguinte é verificada:
ofA) _ ,of

e AE + 21 RN f, . (4.8)

Demonstracao. Por aplicagao do Teorema de Transporte de Reynolds (Teo-
rema 2.1) em V), seguida da aplicagdo do Teorema da Divergéncia (Teorema

1.1), tem-se

d of . of
%/Vfd]/:/‘}<a+dlv(fv))dv:/va ay + 8va-ndg, (4.9)
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onde dV e dg sao elementos infinitesimais de volume e de area, repectivamente,

da porcao V. Em (4.9), v é a velocidade da fronteira de V, 9V, e é dada por

n em IY,
v = . (4.10)
{ 0 em F{;

Aplicando o Teorema do Valor Médio (Teorema 1.3) aos integrais de volume da

equagao (4.9), tem-se

T e O R I

= LAYz +old2)],

[ st (o) wawr] B

57 (4.12)
= A(z*)a—{(z*)dz + o(dz),

onde A(z*) e f(z*) sdo os valores da area A e da fungdo f, calculados em z*
(valor médio do intervalo de integracao). Por meio de (4.10), e uma vez que

1N = ne,, o terceiro termo de (4.9) toma a forma
fv-nds= / fne, -n ds. (4.13)
v 7,

Note-se que em IY, o elemento infinitesimal ds corresponde ao elemento do,
definido na Secgao 3.2. Usando (3.13) e o Teorema do Valor Médio, obtém-se, a
partir de (4.13),

27 z*—l—d—;
fre, n do = / / FIR dOdz
I‘f} 0 z*f%

_ (4.14)
= or [ Fo () R(2*)i(2)dz + o(dz)]
=27 f,(2")R(z")n(=z")dz + o(dz).
Substituindo (4.11), (4.12) e (4.14) em (4.9), obtém-se a igualdade
d _
— A1 MHOMW .
A(2") == (2")dz + 2r f,(2*)R(2")n(2")dz + o(dz).

ot
Dividindo (4.15) por dz e passando ao limite dz — 0 tem-se, finalmente, a

expressao (4.8). O
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Prosseguindo na deducao do modelo, integram-se as equagoes de Navier—Stokes
(4.7) sobre a porgao V. Sejam S~ e ST as fronteiras ficticias de entrada e saida
da porcao V, de modo que F{, = S~ UST. Sejam, ainda, —e, e e, os vectores
normais a estas superficies, respectivamente. Em primeiro lugar, integra-se a
equagdo da continuidade (4.7b). Por aplicacio do Teorema da Divergéncia e

tendo em conta que a velocidade em I'}, ¢ dada por 7 (ver (4.10)), obtém-se

Oz/divudV:/ u-(—ez)dSJr/ u-eZdSJr/ n-ndo.  (4.16)
% - S+ r

P

\%
Refira-se o facto das fronteiras S~ e ST serem permeéveis e atendendo as hipo-
teses S.IT e S.V, tem-se (4.16) na forma

—/ uZdS+/ uzdS+/ ne, -n do = 0. (4.17)
- S+ r

P
\4

Aplicando (4.14), com f = 1, ao tltimo termo de (4.17), obtém-se a expressao

/F ne, - m do — 2 R(=)0(=*)dz + o{d=). (4.18)

P
v
Por meio do Lema 4.1, com f = 1, obtém-se

0A
2T R(z")n(z") = E(Z*) (4.19)
De acordo com a nocdo de fluxo médio expressa em (4.5), a soma dos outros
dois termos de (4.17) corresponde a variagdo de @) entre as sec¢oes S~ e ST
(dQ). Substitui-se (4.19) em (4.18) e a resultante daqui substitui-se em (4.17).
Dividindo a expressao obtida por dz e passando o limite dz — 0, obtém-se uma
nova expressao para a equacao da continuidade:
0Q 0A
— 4+ —=0. 4.20
0z * ot (420)
Relativamente & equacdo do momento (4.7a), segue-se a integragdo sobre V de
cada termo desta equacdo. Para o primeiro termo de (4.7a), tem-se, pelo Teo-

rema de Transporte de Reynolds (Teorema 2.1) e pelo Teorema da Divergéncia,

ou d d
ZdV:—/ude—/uzv-ndgz—/uzdl/. (4.21)

57



4. ESCOAMENTO DO SANGUE NOS VASOS SANGUINEOS

A segunda igualdade de (4.21) resulta do facto de o deslocamento da parede ser
apenas na direcgao radial e, assim, u, = 0 em I'},. Mais ainda, nas fronteiras

ficticias I, = S~ U S* a velocidade v é nula. Usando (4.11), pode-se escrever

ou, d 0

qy = 4V = ZIA()a(z")dz + o(dz)]. 122
o 1% pr Vuz V= 875[ (z*)u(z*)dz + o(dz)] (4.22)
Por (4.5), sabe-se que Au = Q. Entao, (4.22) pode ser escrita na forma
ou, 0Q
= * . 4.9
S dy = 5 —(2")dz + o(dz) (4.23)

Integrando o segundo termo de (4.7a), obtém-se
/div(uzu) dy = uu-(—e,) dS—l—/ uu-e, dS+/ u,v-ndo. (4.24)
v S— S+ F@

Por meio das mesmas justificagoes usadas em (4.21), o integral de superficie em
(4.24) ¢ nulo. Entao, por aplicacao do Teorema de Valor Médio (Teorema 1.3),

e tendo em conta que (4.6), obtém-se

/div(uzu) dy = —/ u? dS +/ u? dS
v - S+

= — QA (=)0 (=-%) + A (=+%) @ (++%) (4.25)
_804Aﬂ2(
0z

Observe-se que a ultima igualdade resulta do facto do termo anterior ser a vari-

2")dz + o(dz).

acao de aAu? em ordem a z. Para a integracdao do termo relativo & pressao na

equagao (4.7a), utiliza-se o Teorema da Divergéncia para se obter
dp
— dV = pdS+ pdS + pn., do. (4.26)
y 0z - S+ 7,

Observe-se que as componentes dos vectores normais as superficies S~ e ST,
na direccao do eixo dos zz, sao —1 e 1, respectivamente, e que n, é a terceira
componente do vector n normal a I'},. Usando agora a hipotese S.III, obtém-se
de (4.26),

0
/ P dy = A z +dz)p(z*+%) — A (z*—%z)p(z*—%z) +/ pn; do. (427)
Y
Uma vez que n, = (0,0,1) - n, pelo Teorema da Divergéncia, tem-se

/ n, do = 0. (4.28)
)%
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Tomando p(z) = p(z*) + o(dz), isto &, assumindo que a pressdo toma um valor
médio no intervalo considerado e que esse valor é calculado no ponto médio,

obtém-se, por meio de (4.28),

/ pn, do = p(z*)/ n, do +o(dz) = —p(z*)/ n, dS + o(dz)
e e r,

(4.29)
=—p(z") [A(=+%) = A(=-%)] + o(dz).
Substituindo (4.29) em (4.27), obtém-se
dp
dV A Z dz Lxy dz —A L _dz S _dz)
/ )P Grag) m Al p(oy) (4.30)

p(2") [A(+%5) — A(=-%)] + o(dz).
De (4.30), obtém-se, usando da regra de deriva¢ao do produto na segunda igual-
dade,

o oAp) .
92 dy = o (z")dz—p(z")

aa—‘j(z*)dz+o(dz) AP (Ve ro(dz). (431)

0z

Ao ultimo termo da equagao (4.7a) aplica-se o Teorema da Divergéncia e, con-
siderando que —e, e e, sdo os vectores normais as superficies S~ e S™, respec-

tivamente, obtém-se
/Auz dV = Vu, -n dg
% v

:—/ auZdS+/ O a5+ [ Vu. - do.
S S

- 0z + 0z P
v

(4.32)

Para se obter uma simplificacao maior, supoe-se que a variacao da velocidade
do fluido ao longo do eixo dos zz é relativamente pequena, quando comparada
com os outros termos da equacao. Assim, considera-se apenas o tltimo integral

de (4.32), e escreve-se

/Auz dV = Vuz n do. (4.33)

Decompondo o vector n segundo as duas d1recg6es e, e e,, tem-se
n=(n-e)e + (n-e,)e, =n,e +n.e,. (4.34)
Usando (4.34), tem-se

Vu, -ndo= / (n,,VuZ -e, +n,Vu, - ez)da. (4.35)
5, s,
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Como o termo n,Vu, - e, é da mesma ordem de grandeza que o termo Ju,/0z,
pode ser desprezado, resultando de (4.33) e (4.35) a expressao seguinte:
/Auz dy = / n.Vu, - e, do. (4.36)
v Iy,
Para se poder calcular o termo Vu,, recorde-se a expressao do gradiente em

coordenadas cilindricas, (3.9). Neste caso, tem-se, por meio de (4.3),

oo () (i) g (- 55)

Como em I',, r = R(z), a expressdo (4.37) reduz-se a

Vu, = u¢’(1)$(1, —R'(z)). (4.38)

Substituindo (4.38) em (4.36), obtém-se

/V Au. dV = /F @ nru¢'(1)$<1, “R(2)) e, do. (4.39)

Tomando, agora, F' = r — R(z) na expressao (3.9) tem-se VF = (1, —R/(z)) em
(3.6) e, como a norma do vector normal é, neste caso, n,., obtém-se, de (4.39),

iy 1
/VAUZ dy = /Fﬁ’, ug (1)Wn - e, do, (4.40)

onde ¢’ é a derivada de ¢. Recordando a relacao (3.13), onde df = 27, pode-se

escrever (4.40) na forma

z*+d—2z
/ Au, dV = 27r/ u¢'(1) dz = 2ru(z")¢'(1)dz. (4.41)
% z*—%

Para se obter a expressao final para a equacao do movimento, substituem-se
(4.23), (4.25), (4.31) e (4.41) em (4.7a), tendo em conta que se considera p e v
sao constantes. Dividindo a expressao resultante por dz e passando ao limite

dz — 0, obtém-se

0Q OaAu* Adp _
ettt = 4.42
5 + 5, + Py + Ku =0, (4.42)

onde K = —27v¢'(1) é o denominado parametro de friccdo, que depende do

perfil de velocidades escolhido. Tomando « constante e tendo em conta que
u = Q/A, obtém-se, de (4.20) e (4.42), o sistema de equacdes seguinte:
0Q 0A
—+—=—=0 4.43
R (4.432)
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oQ 0 Q* Aodp Q

Desta forma, obtém-se um sistema de equacoes que descreve o escoamento uni-
direccional do sangue nas grandes artérias, onde A, () e p sdo as incognitas deste

problema.
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CAPITULO

CONCLUSAO

A importancia de estudar o sistema cardiovascular humano esta intimamente
relacionada com as varias patologias decorrentes do seu mau funcionamento. Na
populacao adulta existe uma elevada taxa de incidéncia destas patologias e, em
conjunto, constituem a principal causa de morte em todo o mundo. A maior
parte destas patologias tem origem em alteracoes que ocorrem na estrutura dos
vasos sanguineos e que, por consequéncia, perturbam o escoamento do sangue.
E neste sentido que o estudo do escoamento do sangue no sistema cardiovas-
cular tem vindo a ganhar projeccao na modelacao matematica. No entanto, é
um estudo tao vasto e complexo que é necessaria a cooperacao entre as diversas
areas da Ciéncia, com a finalidade de desenvolver técnicas de diagnostico, trata-
mento e prognoéstico deste tipo de patologias. Neste trabalho, conciliaram-se os
fundamentos da Fisica, que permitem descrever o escoamento do sangue e o mo-
vimento da parede do vaso, com o conhecimento da Biologia do corpo humano
e com o rigor da Matematica.

Em termos gerais, o sangue é considerado como um fluido, tanto em termos
fisiologicos como para a modelacao matemética. Neste sentido, foi necessario
derivar, no Capitulo 2, as equacdes que governam o escoamento de um fluido. E
importante realgar o facto de um fluido ser considerado um meio continuo, uma
vez que este tipo de analise matematica implica a continuidade das fungoes que
descrevem o escoamento. Assim sendo, ndo se impoe apenas a continuidade do
fluido como também a isotropia. Nestas condicoes, um fluido pode ser descrito

com base nos principios fundamentais da Fisica, nomeadamente, os principios
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de conservagao da massa e do momento linear. Estes principios dao origem as
principais equacoes que governam os fluidos: a equacao da continuidade, que
garante que a massa do fluido nao varia, e as equacoes do movimento, que per-
mitem modelar o escoamento do fluido de acordo com as forcas a que esta sujeito.
A validade do principio do momento angular permitiu demonstrar que o tensor
das tensoes de Cauchy é simétrico. Este tensor exprime as tensoes em funcao
das deformacoes que ocorrem no fluido, representando a lei constitutiva, carac-
teristica de cada meio. Esta lei constitutiva estabelece uma relagao linear entre
tensoes e velocidades de deformacao para fluidos Newtonianos. Para o caso nao
linear, os fluidos sao nao Newtonianos. A partir destas relacoes, obtiveram-se as
equacoes de Navier-Stokes que governam o escoamento de um fluido homogéneo
e incompressivel.

O escoamento do sangue provoca, efectivamente, alteragoes na estrutura das
artérias, tornando essencial a modelacao da parede destes vasos. A parede das
artérias pode ser modelada através dos mesmos principios descritos na Meca-
nica dos Fluidos, residindo a principal diferenca na lei constitutiva. Por se
tratar de um soélido, foi essencial distinguir a dependéncia do tensor das tensoes
de Cauchy que, nao depende do campo de velocidades, mas sim, do campo de
deslocamentos. Neste caso, a lei constitutiva apropriada foi deduzida para um
solido deformével e elastico, uma vez que a parede da artéria tem na sua cons-
tituicdo uma camada com caracteristicas elasticas. Adicionalmente, a hipdtese
do estado plano de tensao, onde se desprezaram as tensoes que se desenvolvem
ao longo da espessura da parede, tornou esta lei relativamente mais simples. No
entanto, esta lei obtida adequa-se principalmente na modelagao das tensoes cir-
cunferenciais, ja que a elasticidade da parede é mais significativa nesta direccao.
Neste modelo, contabilizaram-se, nao s6 as tensoes internas, como também as
tensoes resultantes do contacto com os meios exteriores, nomadamente, as ten-
soes exercidas pelo fluido a partir do interior do vaso e as tensoes exercidas pelos
tecidos adjacentes. Estas tensoes foram descritas nas suas componentes radiais,
e o modelo obtido ¢ um modelo unidimensional que descreve o deslocamento da
parede apenas na direccao radial. E nesta direccio que o deslocamento da pa-
rede das artérias é mais proeminente, podendo, este modelo, conferir resultados

importantes relativamente ao deslocamento da parede.
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No sentido de modelar o escoamento do sangue, considerou-se o sangue como
fluido e, portanto, como um meio continuamente deforméavel. Embora composto
por inumeras particulas e moléculas, é bastante razoavel, devido & escala do
problema, desprezar a composigao discreta e considerar a continuidade e ho-
mogeneidade do sangue. Neste estudo considerou-se, também, o sangue como
um fluido incompressivel, uma vez que o seu estado fisico nao permite grandes
variacoes de volume. De todos os constituintes, é importante realcar as carac-
teristicas dos eritrocitos que sao os responsaveis pelo comportamento reologico
do sangue que o afasta de um comportamento Newtoniano. A viscoelasticidade
e a capacidade de formagao de aglomerados conferem orientacoes preferenciais e
anulam a condicao de isotropia. Estas caracteristicas sao as mais relevantes para
descrever o comportamento pseudoplastico do sangue. No entanto, dada a espe-
cificidade do problema, pode ser considerando o comportamento Newtoniano do
sangue nas grandes artérias. De facto, nestas estruturas as taxas de deformacao
sao elevadas e, portanto, o comportamento pseudopléastico dos eritrocitos nao
é tao significativo. E de referir que existem trabalhos no mesmo sentido que
consideram o sangue como um fluido nao Newtoniano. O modelo final foi obtido
a partir das equacoes de Navier—Stokes, integradas num dominio de fronteira
impermeéavel, que coincide com a parede do vaso, e de fronteira permeavel, cor-
respondendo a entrada e saida do fluido no dominio de integracao. Este modelo
é representado por um sistema de duas equacoes as derivadas parciais que des-
creve a variacao da area, do fluxo e da pressao ao longo da direccao longitudinal
do vaso e depende, evidentemente, do perfil de velocidades. Obteve-se, portanto,
um modelo unidimensional que descreve o escoamento do sangue nas grandes
artérias.

As solucoes para as equacoes diferenciais deste tipo sao muito dificeis de
obter analiticamente. Neste sentido, é possivel resolver estas equagoes através
de alguns métodos numeéricos capazes de fornecer aproximagcoes das equacoes
diferenciais obtidas, nomeadamente, o método das diferencas finitas (FDM) e o
método dos elementos finitos (FEM). O método dos elementos finitos consiste,
em tracos largos, na divisao do dominio do problema em diversos subdominios,
designados por elementos finitos, e na aproximacao das funcoes em cada ele-

mento. O método das diferencas finitas é mais comum no estudo das equacoes
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diferenciais em regime transiente e consiste na aproximacgao das equacoes por
diferencas finitas. Estes métodos de discretizacao tém sido tao utilizados que
constituem um ramo auténomo da Mecanica dos Fluidos, designado por Di-
namica Computacional dos Fluidos (CFD). Neste ramo, faz-se uso de software
adequado e hardware de alta performance, onde se tratam os fluidos continuos
de uma forma discreta. Desta forma, aproximam-se as equacoes diferenciais
por um sistema de equagoes algébricas que podem ser resolvidas pelo software.
Em suma, define-se a geometria do problema, impondo condigoes de fronteira,
discretiza-se o dominio espacial em pequenas porc¢oes, formando uma malha, e
aplica-se um algoritmo adequado para resolver o sistema de equacoes que gover-
nam o problema. A solucao é processada para posterior analise e visualizacao.

Estes modelos podem ser utilizados para compreender melhor diversas pato-
logias vasculares, nomeadamente, a aterosclerose. Esta patologia é caracterizada
pelo espessamento da parede da artéria e perda de elasticidade. A aterosclerose
resulta de uma sequéncia de acontecimentos, desde a ocorréncia de uma lesao
no endotélio do vaso até a adesao de leucocitos e plaquetas, promovendo a acu-
mulagao de lipidos e tecido fibroso. Desta forma criam-se placas ateroscler6ticas
que diminuem o diametro interno do vaso e restringem o escoamento do sangue,
constituindo uma estenose. Quando ocorre nas artérias coronérias, artérias que
levam o sangue ao musculo do coragao — miocardio, as placas podem obstruir
o vaso e provocar um enfarte do miocardio. Neste sentido, os modelos mate-
méaticos podem ser usados para fornecer alguma informacao acerca dos padroes
do escoamento do sangue em determinadas zonas criticas das artérias, onde se
pensa que a patologia tem origem. Também no ambito das intervencgoes cirurgi-
cas, estes modelos podem desempenhar um papel importante no planeamento e
na prevencao de complicagoes cirirgicas. No caso da angioplastia, que consiste
na dilatacao da estenose através de um cateter balao inserido via cutanea, estes
modelos podem ser tteis na previsao sobre a elasticidade e resisténcia da pa-
rede. Na substitui¢do vascular, enxertos ou anastomoses (enxertos sintéticos),
os modelos podem ser usados, por exemplo, no prognéstico da adaptagao dos
vasos apos cirurgia.

Apenas uma pequena parte do sistema cardiovascular esté retratada no mo-

delo do escoamento do sangue. Relativamente ao sistema vascular, este mo-
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delo aplica-se apenas as artérias onde ocorrem elevadas taxas de deformacao
e, portanto, nao ¢ adequado para o escoamento do sangue em artérias de ca-
libre pequeno, capilares ou veias. O aumento de dimensao torna os modelos
bastante mais complexos. No entanto, poder-se-ia retirar mais informacao dos
modelos, considerando as outras direcgoes, tanto no escoamento do sangue como
no deslocamento da parede. Outros modelos podem ser deduzidos considerando
o comportamento pulsativo do coracao e incorporando as ondas de pressao ao
longo do escoamento. Também o movimento muscular nao estd contabilizado
neste modelo, uma vez que a pressao dos tecidos é considerada constante. A
turbuléncia nas zonas de ramificagao dos vasos ou nas zonas de estrangulamento
pode também ser incorporada neste modelo, o que tornaria o modelo extre-
mamente complexo e bastante caro em simulagoes numéricas. Relativamente a
contabilizacao da temperatura nestes modelos, pode-se, a partir dos principios
fundamentais da Termodinamica, deduzir a expressao para a variacao de tem-
peratura. Embora a temperatura ronde os 37 °C num individuo saudavel, num
estado patologico a temperatura pode variar significativamente. Mais ainda, a
viscosidade é altamente dependente da temperatura, tornando estas variacoes
mais significativas em escoamentos sob baixas taxas de deformacdo. Adicio-
nalmente, o comportamento viscoeldstico do sangue também pode ser incluido
neste modelo. Outros parametros que podem ser conjugados nestes modelos sao
os fenémenos de transferéncia de massa que ocorrem no sangue, nomeadamente,
os fenomenos relativos as trocas gasosas e processos quimicos que ocorrem no

sangue.
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O comportamento dos materiais é definido pela lei constitutiva que corresponde
a principal diferenca entre a modelacao de fluidos ou de sélidos. Assim, é pos-
sivel, também para a parede da artéria, encontrar uma relacao entre o tensor
das tensoes de Cauchy e as quantidades cineméticas que a descrevem. No caso
dos fluidos, a lei constitutiva foi obtida em funcao do campo de velocidades e,
assim, o tensor T foi definido como funcao do gradiente das velocidades de de-
formacao D. Para o caso dos s6lidos deforméveis interessa estudar o campo de
deslocamentos e, como tal, obter uma relacao constitutiva em funcao do desloca-
mento. Neste apéndice serd derivada a lei constitutiva para sélidos deforméveis,
para a qual serd importante considerar alguns resultados obtidos na Seccao 2.3.
Considere-se duas particulas separadas por elementos de linha d&, na posicao

inicial, e dx, na configuragao actual (Figura A-1). Se o deslocamento de uma

Qo n+dn Q;
n
T3
Ty
T

F1GURA A-1: Vector deslocamento.

das particulas ¢ dado pelo campo vectorial 1, o deslocamento da outra ¢ dado

A-1
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por 1 + dn. Desta forma, tem-se que
dé€+ (n+dn) =n+dx < dn=dx —d§.

Para descrever os movimentos e as deformacoes podem ser usadas varias medidas
de deformacao. Para o caso de sélidos deforméaveis considera-se usualmente,
como medida, a diferenca entre os quadrados das distancias entre as particulas

durante o movimento, isto é,
(dx)® — (d€)* = da;dz; — d&dé;.

Por meio de (2.11) e tendo em conta que n = x(&,t) — &, tem-se

dz;  dz;
2= tde,—dgy, — dédeg

dﬂ?i dl’l j ‘
= (dﬁj ic, — 5k) d&;dg,

_ on; i on; ARy ‘
— [(agj +5j) (8@ +5k) 54 d¢;déy,

On; . One | On 8771-)
Sy (el dé:déy.
(5&: o0& 0&; 9, it

Por comodidade da exposi¢ao que se segue, trocam-se os indices ¢ e k e obtém-se

(dx)* — (d€)

(dx)2 — (d£>2 = 2¢;;d&;d¢;,

onde

1 (0On;  On; O Ong
6”_2(8@4_0@4_8&6@- . (A-1)

Este tensor reflecte as deformacoes apos o movimento e é denominado por ten-
sor das deformagoes. Para pequenas deformacoes, os termos €;; sao pequenos
quando comparados com a unidade. Assim, os termos nao lineares podem ser
desprezados e (A-1) pode ser escrita na forma

5-':1 n; | Oy
Y200 04

Em coordenadas cilindricas, o tensor das deformacoes é dado por

) = %(Vn +Vn').

Err Ero Erz
EaB = | €or €00 €0z |,
Ear €20 Ezz
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onde 9 L (10 0
_on 1 (Yon om ) _
= or’ 0=y (r 00 or ) cors
_ny , 10ng L0y  10m.\ _
Egog — r r 09 , €0z 2 (82 r 89 205 (A—Z)
_On, 1 on, n on.\ _
R “r =5\ 02 ar )~

onde 7., mp e 1, sd@o as componentes do vector deslocamento 1. Ainda em
coordenadas cilindricas, o tensor das tensdes de Cauchy pode ser escrito na

forma
Orr Opp Opz

OaB = Oor 000 00z )
Ozr 0z0 Ozz

onde o primeiro indice ¢ a direccao da normal a face e o segundo a direcgao da
componente.

A relagao entre as tensoes e as deformagoes na parede da artéria considera-se
linear. Além disso, considera-se que a parede tem um comportamento elastico,
isto é, nao ha dissipacao de energia durante a deformacgao. Esta relacao, para
pequenas deformacoes, pode ser descrita pela lei de Hooke. Em coordenadas

cilindricas, a lei de Hooke pode ser expressa por
Oap = 2#&15 + )\524677, (A—3)

onde o, 3,7 =1,0, z, e onde p e A sao as constantes de Lamé. Esta lei é definida
nesta forma para materiais isotropicos e homogéneos. As constantes de Lamé sao
adequadas para o tratamento matematico destes problemas. No entanto, pode-
se recorrer a estudos da Mecanica Elementar que dispoem constantes associadas
a medidas experimentais dos materiais. Estas constantes estao relacionadas com

as constantes de Lamé e sao definidas por

(20 +3X)
[+ A

A
BT

Y

onde £ ¢ o modulo de Young e ¢ é a razao de Poisson. As constantes de Lamé
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podem ser expressas por

FE
n= m» (A‘4)
B _
A Troa—20 (45)

Tendo em conta (A-3), (A-4) e (A-5), a lei de Hooke pode ser escrita na forma

CE
(1+¢)(1—2()

Considerando apenas o estado plano de tensao, desprezando, neste caso, as ten-

€ag T 55677.

B FE
70 T 110

soes e deformagoes relativas a coordenada r (o, = g¢, = 0, = 0), tém-se as

relacoes seguintes entre as tensoes e as deformacoes:

r E CE

=T aron s e
E CE
=S ar 0™ T oot (0
E
\ 09, = (1 +C)592'

Somando as tensoes principais, e resolvendo a equagao obtida em ordem a (49 +

€,.), Obtém-se

(1+ 90 = 2¢)

€o9 + €22 = E(l + C) (0'09 + Uzz) . (A—7)
Por substitui¢ao de (A-7) em (A-6) e considerando apenas as tensdes principais,
obtém-se
(E
Ogo = —(1 n C2)599 + —(1 n C2)€zz
(E
Ozz = m&;z =+ mgee-

Para o caso particular em que se considera uma seccao axial, as tensoes circun-

ferenciais sao dominantes em relagao as longitudinais. Neste caso, usando (A-2),

_ E Ui 18779 CE 8771"
TR (?+?W) S (a)

Admitindo que o deslocamento é apenas radial, tem-se

tem-se

E
000 = 77 9\

1+¢)r’
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Neste caso particular, o deslocamento da parede é dado por n = 7,e, e tomando
o raio r = Ry na configuracao inicial, as tensoes circunferenciais tomam a forma

E

=T E R

Aqui, a componente tensorial ogy é designada no texto principal apenas por oy

e a componente 7, é denotada apenas por 7.
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