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Resumo. O nosso objetivo é estudar a aprendizagem de métodos formais na
resolucdo de sistemas de equagdes, no quadro de uma experiéncia de
ensino com alunos do 9.° ano, para o que analisamos as representacoes
usadas por duas alunas. Os dados foram recolhidos durante as aulas da
experiéncia de ensino. Os resultados mostram que a experiéncia informal
realizada com a folha de cdlculo, nomeadamente, através da identificacdo
de varidveis, traducdo de condicoes e identificacdo de solucdes se mostrou
uma abordagem adequada, em especial, para o estudo do método de
substituicdo. No final do estudo, uma das alunas passou a recorrer
sistematicamente aos métodos formais enquanto a outra usa com eficdcia a
folha de cdlculo, que prefere em relacdo aos métodos formais.

Palavras-chave: Pensamento algébrico; sistemas de equagdes; métodos
formais; representacdes matematicas; folha de célculo.

Introducao

O recurso a métodos formais na resolugdo de problemas e em outras situagdes ¢ de
grande utilidade pois permite alcancar a solugdo de uma forma rapida e eficiente. No
entanto, ¢ frequente encontrar alunos que, no uso de métodos formais, operam
mecanicamente com os simbolos, sem entender o seu significado. Estas dificuldades
podem estar relacionadas com o ritmo a que os topicos sao estudados, bem como a
abordagem predominantemente formal com que sdo apresentados (Herscovics &
Lincheviski, 1994). Para facilitar a aprendizagem dos alunos ¢ importante envolvé-los
em experiéncias informais antes da manipulagdo algébrica formal, nomeadamente
através da resolucdo de problemas. Além disso, a folha de célculo permite estabelecer
relacdes funcionais bem como conexdes com a linguagem algébrica, o que pode levar
os alunos a uma compreensdo mais significativa desta linguagem. Nesta comunicagao
analisamos o desenvolvimento do pensamento algébrico de alunos do 9.° ano no que
respeita a aprendizagem de métodos formais no estudo dos sistemas de duas equacdes a
duas incognitas. Olhamos para as representacdes utilizadas por duas alunas, procurando

verificar como estas serviram de suporte para a aprendizagem de métodos formais.
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O pensamento algébrico, representacoes e métodos formais

O pensamento algébrico envolve o conhecimento de varias formas de representacao,
incluindo a simbolica, bem como flexibilidade na mudanca entre os modos de
representacao e capacidade de operar com simbolos em contexto e, quando apropriado
(Schoenfeld, 2008). Num nivel mais avancado, este pensamento manifesta-se através do
uso de expressdes simbolicas e equagdes, em vez de ntiimeros e operagdes (Kieran,
2007). No entanto, para os alunos que ainda ndo aprenderam a notagdo algébrica, as
formas generalizadas de pensar sobre numeros, operagdes € notagdes, como o sinal de
igual, pode ser considerado algébrico. Ou seja, o uso de simbolismo algébrico deve ser
tomado como um indicador do pensamento algébrico, mas a auséncia de notacdo
algébrica ndo deve ser julgada como uma incapacidade para pensar algebricamente

(Zazkis & Liljedahl, 2002).

As representagdes matematicas produzidas pelos alunos sdo poderosas ferramentas que
constituem uma componente essencial da aprendizagem, possibilitando a organizagao e
a comunicacdo de ideias. Constituem também um meio para a aprendizagem
progressiva de métodos formais, aspeto importante no estudo da Algebra. A folha de
calculo permite o acesso a diferentes tipos de representagdes (Haspekian, 2005). O
recurso a esta ferramenta na resolugdo de problemas acentua a necessidade de
identificar todas as varidveis relevantes e, além disso, estimula a procura de relagdes de
dependéncia entre as varidveis. A definicdo de relagdes intermédias entre as diversas
variaveis, por meio de formulas, tem consequéncias decisivas no processo de resolugao

de problemas (Carreira, 1992; Haspekian, 2005).
Friedlander (1998) afirma que

“a folha de calculo constroi uma ponte ideal entre a aritmética e a algebra e
permite aos alunos a livre circulagdo entre os dois mundos. Os alunos
procuram padrdes, constroem expressoes algébricas, generalizam conceitos,
justificam conjeturas, e estabelecem a equivaléncia de dois modelos
conforme as necessidades intrinsecas e significativas e ndo como exigéncias
arbitrarias colocadas pelo professor” (p. 383).

No entanto, continua por investigar o alcance da contribui¢ao folha de célculo para uma
compreensdo mais ampla dos fundamentos dos métodos formais, em particular de

resolucao de sistemas de equagoes.

O estudo dos métodos formais abarca o trabalho com vdrias representacdes como a

algébrica e a grafica. Este trabalho com multiplas representacdes matematicas continua
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a ser um objetivo na aprendizagem da matematica (NCTM, 2000) e tem-se destacado
pela sua grande utilidade na resolucdo de problemas (Kaput 1992; Yerushalmy, 2006).
Os métodos formais sdo eficazes para resolver numerosos problemas, levando os alunos
rapidamente a solucdo e libertando-os de procurar estratégias alternativas. No entanto, a
passagem do nivel informal ao formal ndo ¢ facil para a maioria dos alunos. Além disso,
uma vez adquiridos os procedimentos algébricos e os métodos tornados rotineiros, os
alunos manifestam uma grande tendéncia para cometerem erros que nao sao capazes de
identificar nem corrigir (Wagner, 1983). Muitos dos alunos que apresentam um elevado
desempenho na aplicagdo de procedimentos formais revelam frequentemente uma
compreensdo limitada do seu significado e tém dificuldade em lidar com situacdes
problematicas. Estes alunos mostram reduzida flexibilidade matematica para adaptar os
procedimentos a situacdes novas, a menos que sejam capazes de relaciond-las com

procedimentos informais (Kiichemann, 1981).

No ensino bésico esta previsto o ensino do método de substitui¢do e de resolugdo
grafica, podendo ainda ser trabalhado o método da adi¢do ordenada. O método de
substituicdo assenta no uso da linguagem algébrica onde a ideia de substitui¢do estd
sempre presente. Filloy, Rojano & Solares (2004) mostram que certos alunos tém
dificuldades em resolver problemas com duas incognitas e manifestam dificuldades na
aplicag¢do da “transitividade do sinal de igual” quando se depararam com duas equagdes

do tipo: 4x—3=y e 6x+7=y; ndo reconhecendo a transitividade para obter, por

exemplo, 4x—3 =6x+7. Uma explicagdo para esta dificuldade pode residir no facto de

os alunos considerarem os y ’s como sendo diferentes. No método grdfico predomina a

representacdo grafica, podendo também estar envolvidas a representacdo tabelar e/ou
algébrica. O método da adicdo ordenada apoia-se numa linguagem predominantemente

algébrica, envolvendo a ideia de substituicao.

Metodologia de investigacao
O objetivo deste estudo ¢ analisar o desenvolvimento do pensamento algébrico e
compreender como duas alunas do 9.° ano progrediram na aprendizagem de métodos

formais de resolugao de sistemas de equagdes.

Atendendo a natureza do estudo segue-se uma abordagem qualitativa seguindo o
paradigma interpretativo. A metodologia de experiéncia de ensino € o design adotado,

com recurso a estudos de caso. A primeira autora assume, simultaneamente, o papel de
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professora e investigadora. Analisamos os casos de Ana e de Carolina. Ana ¢ uma aluna
de 14 anos, geralmente empenhada e participativa ¢ ndo manifesta dificuldades a
Matematica. Carolina tem 16 anos, ¢ uma aluna muito espontanea, com uma
participacao e empenho irregular. Ana e Carolina tém vindo a utilizar a folha de célculo
para resolver problemas nas aulas de Matematica como relatado em Nobre, Amado &
Carreira (2012).

Na intervengdo pedagogica a resolugdo de problemas assume o papel principal. Foram
propostas oito tarefas (Fig.1); umas para serem trabalhadas com lapis e papel e outras,
para resolver com recurso a folha de calculo. Neste caso, os alunos também podem
recorrer livremente ao lapis e papel. A tarefa E, em particular, é concebida para explorar
parcialmente com a folha de calculo. Em cada tarefa ¢ criado um momento de discussao
e de sintese, procurando-se promover uma ponte entre o trabalho na folha de calculo e o

trabalho com lapis e papel, recorrendo ao simbolismo algébrico.

Tarefas
ARl o B s [
Diagnéstico Entrevista
[ Lapis e papel B Folha de calculo

Fig. 1: Tarefas propostas no estudo do topico

Em sala de aula procedemos a recolha das produgdes das alunas, em papel e na folha de
calculo e a gravagdo dudio das aulas. Para o registo detalhado dos processos das alunas
na folha de célculo, utilizdmos o software Camtasia Studio que nos permite recolher,
em simultaneo, os didlogos e a sequéncia de ecras no computador. No final do estudo

do topico foi realizada, a cada uma das alunas, uma entrevista clinica.

Resultados gerais
Nas tabelas 1 e 2 pode observar-se a evolucdo de Ana e de Carolina, respetivamente, no

que respeita as representagoes utilizadas nas diferentes tarefas e na entrevista.

No trabalho com lapis e papel, as alunas recorrem sempre a linguagem natural. Este tipo
de representacao ¢ utilizado essencialmente na identificagcdo de incognitas bem como na

explicag¢do dos procedimentos.
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Na resolucdo das tarefas iniciais, por ambas as alunas, as representacdes no sistema de
notagdo numérico tém uma grande expressdo. Para além dos calculos elementares,
utilizam-nas para efetuar calculos por substituigdes numéricas. Ana recorre
maioritariamente a este tipo de representagdo, enquanto Carolina usa fortemente o

sistema de notagdo algébrico.

Tabela 1. Percentagem de utilizagdo de representagdes de Ana por tarefa e na

entrevista
Tarefas/
A B C D E F G H Ent
Representagoes

?'i Linguagem Natural 55 40 25 56 71 53
s Sistema de notagdo numérico 24 35 6 10 0 7
o Sistema de notagdo algébrico 18 15 0 31 29 33
£ Pictoricas 3 10 0 0 0
— Graficas 0 0 0 3 0 7

Linguagem Natural 25 58 25 43

3 .o | Registo Numérico 50 14 19 29

£ B | Registo de Formulas 25 14 0 14

© 8 | Graficos 0 0 19 0

Formatacdo condicional /realce 0 14 6 14

Tabela 2. Percentagem de utilizagdo de representagdes de Carolina por tarefa e na

entrevista
Tarefas/ AB C D E F* G H Ent
Representagdes
E Linguagem natural 61 18 50 30 48 22 38
s Sistema de notagdo numérico 14 0 5 5 13 0 5
o Sistema de notacdo algébrico 219 350 32 67 32
1% Pictoricas 4 0 0 o0 0 0 0
— Graficas 0 0 0 0 7 11 5
Linguagem natural 28 49 15 5
S o | Registo numérico 18 17 15 5
g _8 Registo de formulas 18 17 15 5
£ 8 | Graficos 0 0 15 0
Formatacao condicional /realce 9 17 5 5

* A Carolina ndo realizou a tarefa F.

As alunas recorrem esporadicamente a representacdes pictoricas. Ana utiliza-as em
associacdo com representagdes no sistema de notacdo numérico e Carolina utiliza-as
ainda em associacdo com representacdes no sistema de notacdo algébrico. No que se
refere as representagdes graficas, estas sdo apenas utilizadas nas Ultimas tarefas e quase

sempre quando solicitadas.

Quando recorrem a folha de célculo, as duas alunas utilizam a linguagem natural para

nomear colunas, explicar os procedimentos e apresentar a reposta aos problemas. Por
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vezes, recorrem ao registo numérico usufruindo da geracdo automadtica de sequéncias
com incremento constante ou nulo, em outros casos para inserir formulas gerando
variaveis-coluna. Quanto as representacdes graficas, estas surgem apenas quando
solicitadas. Na parte final das resolugdes, para procurar ou realgar as solugdes, as alunas
valem-se do realce colorido ou da formatagdo automatica para colorir as respetivas

células.

No que se refere aos métodos formais, destacamos, nas secgdes seguintes, 0s principais
aspetos do pensamento algébrico que foram desenvolvidos, no percurso de
aprendizagem de Ana e de Carolina, em especial no que respeita as representacdes

matematicas utilizadas.

Uso do método de substituicao

A escrita de equagodes do 1.° grau com duas incognitas

Problema: Adivinhar o dia de aniversario

A Sofia gosta muito de colocar desafios aos colegas. .ogo na primeira aula de

Matematica, apresentou a seguinte proposta:

- Para descobrires 0 meu dia de aniversario basta multiplicares o dia do meu nascimento
por 12 e o més por 30 e adicionares os dois valores obtidos. Se o resultado for 582 ¢

esse 0 dia e o més do meu aniversario!

Consegues descobrir o dia do aniversario da Sofia?
Fig. 1: Tarefa B

Ana e a colega iniciam a resolugdo selecionando as variaveis independentes: dia e més.
Apoés diversas tentativas, decidem estabelecer relagdes intermédias: o produto do
nimero correspondente ao dia por 12 e entre o produto do niimero correspondente ao

més por 30, efetuando depois a sua soma (Fig. 2).

C D E F G H | 1 K

dia do nascimento més do meu nascimento/Janeiro Soma Fevereiro Soma
1 12 1 30 42 2 60 72
2 24 1 30 54 2 60 a4
3 36 1 30 66 2 60 96
4 48 1 30 73 2 60 108
5 60 1 30 90 2 60 120
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dia do nascimento més do meu nascimento/Jlaneiro Soma Fevereiro Soma

1 =1*12 1 =1*30 =03+F3 2 60 =60+D3
2 =2*12 1 =1*30 =F4+D4 2 60 =J4+D4
3 =3*12 1 =1*30 =F5+D5 2 60 =I5+D5

Fig. 2: Producdo de Ana e colega para a Tarefa B

Este procedimento revela-se moroso e as alunas ndao conseguem concluir a resolugao,
como reconhece Ana na entrevista.
Eu ¢ que compliquei... Foi assim professora, este aqui em trés colunas
conseguimos resolver e eu e a minha colega fomos fazer més a més: Janeiro,
Fevereiro, Margo, Abril... mas depois aqui em Abril e Maio vimos que
comecava a repetir-se tudo depois baralhamo-nos tanto, aquilo comecou a

repetir-se os numeros, tudo, tudo, tudo ... depois disso passamo-nos por
completo....

Ana considera que a estratégia selecionada ndo ¢ a melhor o que as leva a desistir. Por
seu lado Carolina, apds realizar alguns ensaios, apaga tudo e seleciona um conjunto de

células formando um retangulo na folha de célculo (Fig. 3).

Fig. 3: Ensaio de Carolina

Ao efetuar esta experiéncia, Carolina provavelmente lembra-se de uma tabela de dupla
entrada, feita no estudo de outro tema, e afirma de imediato: “Professora, acho que
descobri uma forma! ... J& descobri! Sou um génio!” Rapidamente insere numa coluna
os numeros de 1 a 30 e numa linha os nimeros de 1 a 12. No entanto, talvez por

inseguranga questiona a professora.

Carolina: Mas agora como ¢ que eu vou fazer a tabela? Uma para os dias e
outra para os meses?
Professora: Essa tem muito bom aspeto!

Como reacdo as palavras de apreco da professora, Carolina tenta multiplicar os nlimeros

da coluna pelos da linha e lembra-se que tem de colocar um cifrdo mas ndo se recorda
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de como o fazer, pelo que foi ajudada pela professora. Recorrendo a formatacdo

condicional, obtém as células com o valor 582 realgadas como se pode ver na Fig. 4.

A B C D E, F G H | 1 K L M N
1 DIAS
2 MES x 1 2 3 4 5 13 7 8 9 10 11 12
3 1 42 72 102 132 162 192 222 252 282 312 342 372
4 2 54 24 114 144 174 204 234 264 294 324 354 334
S 3 66 96 126 156 186 216 246 276 306 336 366 396
3 4 78 108 138 168 198 228 258 288 318 348 378 408
7 5 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360 350 420
8 & 102 132 162 192 222 252 282 312 342 372 402 432
9 7 114 144 174 204 234 264 254 324 354 384 414 Eons
10 2 126 156 186 216 246 276 306 336 366 386 426 456
11 9 138 168 188 228 258 288 318 348 378 408 438 468
12 10 150 130 210 240 270 300 330 360 350 420 450 430
13 11 162 192 222 252 282 31z 342 372 402 432 462 452
14 12 174 204 234 264 1594 324 354 334 414 444 474 504
15 13 186 216 246 276 306 336 366 396 426 456 486 516
16 14 158 228 258 288 318 348 378 408 438 468 458 528
17 15 210 240 270 300 330 360 350 420 450 480 510 540
12 16 222 252 282 312 342 372 402 432 462 482 522 552
19 17 234 264 254 324 354 384 414 a22 474 504 534 564
20 13 248 276 306 336 366 356 426 456 436 516 S45| 576
21 19 258 288 318 348 378 408 438 468 453 528 558 538
22 20 270 300 330 360 350 420 450 430 510 540 570 600
23 21 282 312 342 372 402 432 462 4532 522 552 582 612
24 22 254 324 354 384 414 444 474 504 534 564 554 624
25 23 306 336 366 396 426 456 486 516 546 576 606 636
26 24 318 348 378 408 438 468 458 528 558 588 618 648
27 25 330 360 380 420 450 480 510 540 570 600 630 660
28 26 342 372 402 432 462 492 522 552 582 612 642 672
29 27 354 384 414 444 474 504 534 564 554 624 654 634
30 28 366 396 426 456 486 516 546 576 606 636 666 696
31 29 378 408 438 488 458 528 558 538 618 648 678 708
32 30 390 420 450 430 510 540 570 600 630 660 690 720
33 31 402 432 462 432 522 552 582 612 642 672 702 732

A B o D E F

1 DIAS

2 MES|x 1 2 3 4

3 1 =SB3*12+C52%30  |=SB3*12+D$2*30  |=$B3*124E$2*30  |=5B3*12+F$2*30

4 =$BA*12+C52%30  |=5B4*12+D52%30  |=$BA*12+ES2*30  |=$B4*12+4F$2*30

Fig. 4: Produgdo de Carolina para a Tarefa B

A aluna explica os procedimentos realizados na folha de calculo e destaca a resposta

(Fig. 5).

I RACIOCINIO !

Temos vdrias hipoteses de resposta, de acordo com o meu
raciocinio expresso ao lado.

Endo na coluna na vertical, coloquei os dias do més, logo
s6 temos até dia 31. Na linha na horizontal, coloquei o numero
dos meses do ano, que sdo apenas 12, logo s6 temos
numeros até 12.

Depois como a Sofia diz que temos de multiplicar o dia
pelo nr2 12 e o més pelo nr2 30, vamos por isso mesmo
na formula em que ao mesmo tempo colocamos a soma
do resultado dessas multiplicagdes citadas no enunciado.
Depois dos possiveis rsultados, verificamos que temos

3 hipdteses de resposta. Sendo elas:

> Dia 21 de Novembro;

> Dia 26 de Setembro;

> Dia 31 de Julho.

Logo ndo descobrimos qual o dia em que a Sofia faz anos |

Fig. 5: Explicacdo de Carolina para a Tarefa B

Durante a discussao do problema a professora questiona os alunos da turma.

260 XXIV SIEM



Professora: Serd que nds aqui conseguiamos escrever uma relacao entre o
582, o dia e 0 més de aniversario?

Carolina: Entdo, ¢ a formula! [Referindo-se a formula que ela tinha usado]
Tatiana: Entdo, é o dia vezes 12 ... e 0 més vezes 30...
Carolina: Mais.
Tatiana: Adicionado o més vezes 30.
Professora: E depois disso?
Alunos: Igual a 582.
Carolina mostra ter percebido a relagdo entre o trabalho efetuado na folha de célculo

com a equacgao escrita.

Esta tarefa permite lidar com uma equacao linear envolvendo duas incognitas, o que
permite dar sentido as incdgnitas numa equacdo indeterminada e perceber que estas

equacdes podem admitir varias solugdes.

A nogdo de sistema de equacoes

Problema: O peso das 3 irmas

O Sr. José tem trés filhas muito gulosas: a Alice, a Beta e a Célia. Com a chegada do
verdo, elas ficaram muito preocupadas com a sua elegincia, por causa da praia.
Decidiram as trés fazer uma dieta e pesar-se regularmente numa balanga que o pai tinha

no armazém. Quando comegaram a dieta, as irmds pesaram-se, duas a duas, na balanca.
A Alice e a Beta pesavam juntas 132 Kg.
A Beta e a Célia pesavam juntas 151 Kg.

A Célia e a Alice pesavam juntas 137 kg.

Qual é o peso de cada uma das filhas do Sr. José?

Fig. 6: Tarefa C

No decorrer da resolugdo desta tarefa a professora deteta dificuldades na organizagao
dos dados na folha de calculo, pelo que questiona:
Professora: Vamos supor que eu arranjo uma coluna para a Alice que € o
primeiro nome que vem ali, para o peso da Alice e que a seguir tenho uma

coluna para a Beta... Que valores ¢ que eu posso atribuir, por exemplo, a
Alice?

Ana: Pode atribuir todos, tem de dar ¢ 132 porque se vai conjugar com a
Beta o total tem de ser 132... 1,2, 3,4, 5, ...

Carolina: Hammm, entdo ndo podemos por até 130?

Professora: Claro, com certeza... Se a Alice e a Beta pesam 132, o que ¢
que eu posso por aqui para o peso da Beta?
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Maria: Aié 132 a dividir...

Carolina: Naaaaao!... E aquele menos o peso da Alice... E 132 menos o
peso da Alice.

Professora: Entdo o que é que eu tenho de escrever aqui no computador?
Carolina: E igual a 132 menos o peso da Alice... a célula selecionada.

Professora: Isto ¢ uma ideia para comegar a resolver o problema. Agora
vejam 14 se conseguem estabelecer as outras relagdes.

Na sequéncia da intervencdo da professora, Ana e Carolina prosseguem com a
nomeacao de colunas, identificando as restantes variaveis e estabelecendo as relagoes
recorrendo a formulas. A coluna “Célia e Alice” serve de controlo para a obtencao da
solugdo. Por fim, as alunas respondem ao problema explicando os procedimentos

efetuados na folha de célculo (Fig. 7 e 8).

Elas pesaram-se duas a duas, entdo eu consigo tirar algumas conclustes
A Alice & a mais levezinha, pois quando ela se pesa com a Célia e com a
Beta, ela fica sempre por volta dos 130 e picos kg.
A Célia & a mais pesada, pois, quando se pesa com a Beta o valor aumenta
bastante. Com isto podemos concluir que a Beta estd entra ambas.
Alice Beta caélia Célia e Alice Alice Beta Celia Célia e Alice
1 131 20 21 1 =132-D2  =151-E2 =F2+D2
2 130 21 23 2 =132-D3 =151-E3  =F3+D3
3 129 22 25 2 =132-D4 =151-E4  =F4+Dd
4 128 23 27 - =132-D5 =151-E5 =F53+D5
5 127 24 29 3 =132-D6 =151-E6 =F&+DG
54 78 73 127  OpesodaAlice é59kg 0daBeta7ikge odacélia 72 kg,
55 77 24 179  Pararesolver este problema, eu fui fazer uma coluna para
56 76 75 131 a Alice, com valores 31132 pois era o peso dela em conjunto
57 75 76 133  comaBeta, depois, fiz uma coluna com a Beta e subtrai os
58 74 77 135  Vvalores dacoluna1a 132, depois fiz uma coluna com a Célia
59 73 78 137 e fiz 151 que & o peso da beta e da célia em conjunto
60 v 79 139 subtrai pelos valores da coluna da Beta, depois, por ultimo,
61 7 80 141  fuisomar os valores da coluna da Alice com os da Coluna
da Célia, até obter 137 e depois, consegui obter os pesos das irmds.

Fig. 7: Produgdo da Ana para a Tarefa C

Célia Célia e Alice Célia e Alice
49 79
50 81

51 83

=E4+C4
=E5+C5
=E6+C6

=E32+C32
59 59  =132-C33

=E34+C34
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Resposta A Alice pesa 59kgs, a Beta pesa 73 kgs e a Célia pesa 78kgs.
Raciocinio A primeira colkuna representa o peso da alice. Com os numeros normais, acima de 30, porque € obvio que nenhuma
delas pesaria menos de 30kgs.
Na segunda coluna o peso da Beta esta dependente do peso da Alice, pois no enunciad sé nos ddoo os pesos sdo das 2 juntas.
Entdo, coloquei os 132 kgs, menos o peso da Alice.
Na terceira coluna o pesoda Alice esta relacionado também com o peso da Beta. Pois no enunciado so nos ddo
0s pesos das 2 irmds juntas, pesando elas 151.
Entdo, coloquei os 151 kgs menos o peso da Beta.
Na quarta coluna e por fim coloquei os pesos da Célia e da Alice somados, e procurei 0s 137kgs, que nos ddo no enunciado como
sendo o peso das 2 irmas.
Foi entdo que encontrei por fim os pesos das trés irmas.

Fig. 8: Producdo de Carolina para a Tarefa C

Na discussao em sala de aula, a professora apela a escrita em linguagem algébrica das
relacdes presentes no problema e a medida que os alunos as escrevem, registas-as no

quadro (Fig. 9).

Fig. 9: O sistema de equacdes

Desta discussao surge o termo “sistema de equagdes”.

Professora: O que estd escrito no quadro sdo trés condi¢des que tém de ser
cumpridas neste problema... E tém de ser cumpridas em simultaneo. A este
conjunto de equagdes ndés chamamos um sistema de equacdes. Neste caso
temos um sistema de 3 equacgdes com 3 incognitas.

Quando questionada, na entrevista, acerca das aprendizagens realizadas com a folha de
calculo nestes dois problemas, Ana afirma: “Aprendi a usar melhor o Excel, aprendi
formas mais claras de mostrar o raciocinio...”. Nesta afirmacdo, Ana mostra o
contributo da folha de calculo na expressao do seu raciocinio. Por seu lado, Carolina

13

refere “...0 que ¢ que eu aprendi? Sei la... Isto era introducdo aos sistemas...”

revelando ter dado pouca importancia a esta tarefa.

A ideia de substituicdo de varidveis usando papel e ldpis
A tarefa D foi concebida com o objetivo de abordar a no¢ao de substitui¢ao, com lapis e

papel, apresentado um conjunto de quatro situagdes como a que surge na Fig. 10.
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Fig. 10: Producao de Ana para a situagao 2 da Tarefa D

Ana traduz as relagdes para equacdes, mas nao as usa, optando por tragar uma linha a
delimitar um grupo de animais (Fig.10). Neste procedimento utiliza a informacao
fornecida pela primeira imagem e cria dois conjuntos, o que lhe permitem descobri de
imediato o valor de uma das incognitas. Em seguida, substitui esse valor na informacao
da primeira imagem e obtém, através de uma estratégia unwind o valor do elefante, ou
seja, o valor da outra incognita. Ana ndo utiliza a linguagem algébrica mas este
processo revela a compreensao da ideia de substituigdao, fundamental neste método. Por
seu lado, Carolina representa o valor de cada animal por uma letra e escreve as
equacdes correspondentes (Fig. 11). Tal como Ana, Carolina também delineia os dois

grupos na segunda imagem encontrando assim os valores das incognitas.

) ( |
Situaciio 2 ﬁ; U oL
e o /“L/ A
| 9 Yz +u3= g6
qaisBip= st
Codon CoRtDMWP

) pPeso ¢

Ye +3c=93

e - eefanke

C corwxdilo (4 x 12)+ (3x¥)= N3
Qe aC =U3 (= %2 + 21 = O3@
20 + ¥ =Y (=) 43 =Q3.
=
(=) ge =47 Aqui Namos vewrifcoe e

=) e= ’55?’(1) col\culamos DM O peso
de cacda onimoi -

= Clefonte vole 18.
S= 113} o oreodilp # F

=) o= W

Fig. 11: Produgao de Carolina para a situacdo 2 da Tarefa D
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Em ambos os casos, as substitui¢cdes efetuadas correspondem ao que se faz formalmente

no método de substitui¢do (Fig. 12).

{2e+C=43

=
4e+3¢=93

elefantes e um crocodilo, cada um. da primeira imagem

2e+c=43

2e+c=43

(2e+c)+(2e+c)+c93<:>{

<~
43j+c =93

{

Os dois grupos formados por dois Substitui¢do pelo valor obtido

2e+c=43
=
c=93-86

{

Substituicao

2e+=43

c=7

{6218
=
c=7

pelo  valor

obtido da segunda imagem

Fig. 12: Resolucdo formal da situacdo 2 proposta na Tarefa D

Da folha de cdlculo para o método formal de substituicdo

O problema "galinhas e coelhos"

galinhas e quantos coelhos existem na quinta?

Numa quinta ha galinhas e coelhos. Ao todo s@io 212 cabegas e 700 patas. Quantas

Fig. 13: Tarefa F

Na resolu¢do desta tarefa Ana comega por escolher como varidavel independente, o

numero de coelhos, e estabelece as relagdes entre esta € as outras variaveis. Utiliza a

coluna “Soma das patas" para controlo (Fig

. 14).

oW M e

211
210
209
208

212
212
212
212

a

8
12
16

422
420
418
416

Coelhos Galinhas Soma das Cabegas  Coelhos Galinhas  Soma das patas

426
428
430
432

1
2
3
4

Coelhos Galinhas

211
210
209
208

Soma das Cabegas

212
212
212
212

Coelhos

=F4*4
=F5%4
=F6*4
=F7*4

=G4*2
=G5*2
=G6*2
=G7*2

Galinhas

Soma das patas|
=L4+K4
=L5+K5
=Lo+K6
=L7+K7

138
139

75
74
73

212
212
212

548
552
256

150
148
146

698
700
702

137 75 212 =F140°4  =G140%2 =L140+K140
138 74 212 =F141*4 =G141%2 =L141+K141
139 I 212 =F142*4 =G142%2 =L142+K142

Fig. 14: Produ¢do de Ana para a Tarefa F

Ana apresenta a sua resolucdo a turma e a tradugao algébrica foi feita a partir do didlogo

entre a professora e os alunos. O objetivo foi relacionar o trabalho na folha de calculo

com o método de substituicdo (Fig. 15).

Coelhos|

Soma das Cabegas

Coelho

Galinhagl} Soma das patas

1 211 212 ST G4*2 =L4+K4
2 210 212 [=F5*a 5%2 =L5+K5
3 209 212 [=F6%4 G6*2 =L6+K6
4 208 212 F7*a 752 =L7+K7
g=212-¢
+®700 4 +2)212 - O 700

136 76 212 544 152 696
137 75 212 548 150 698
138 bib) 552 148
139 73 212 556 146 702
L. 21 560 144 704
g=212-138 g=T4
c=138 c=138

Fig. 15: A traducdo da folha de calculo para lapis e papel da produgdo de Ana
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Esta correspondéncia serve de base para comecar a resolver os sistemas pelo método
formal de substituicdo. A professora explica aos alunos que na resolucdo de sistemas,
pelo método de substitui¢do, quando, em qualquer passo, uma equagdo nao ¢

transformada, ou volta-se a escrevé-la ou coloca-se um trago horizontal.

A tarefa G envolve a resolucdo de diversos problemas e exercicios. Para Ana “foi muito
importante professora, porque quando eu comecei a resolver esta ficha, eu nao
conseguia resolver sistemas com fluéncia...”. Questionada acerca do que significa
resolver com fluéncia, explica: “¢ saber resolver. Sabe? Assim rapido sem pensar e
demorar muito tempo”. De modo semelhante, Carolina refere “eu ja sabia isso
praticamente. Para mim foi mais treinar as equagdes que € preciso treinar muito, mas ja
¢ facil, muito facil!” Ambas as alunas reconhecem nesta tarefa importancia para
resolverem com maior rapidez sistemas de equacdes, em particular pelo método de

substitui¢do, como confessam.

Uso do método grafico

Problema: A corrida de cavalos

O Russo e o Relinchdo sdo dois cavalos que participam numa corridade 2400 metros. O
Russo teve um bonus de 140 metros e partiu com esse avango em relagdo ao relinchao.

O Russo correu a uma velocidade de 11m/s e o Relinchdo a 14m/s.

Qual dos dois cavalos ganhou a corrida?

Fig. 16: Tarefa E

Ana seleciona o tempo como varidvel independente e a distancia percorrida por cada um
dos cavalos como varidveis dependentes. Esta aluna opta por gerar sequéncias

numéricas, com incremento fixo (Fig. 17).

tempo (s) Relinchdo Russo 4500
0 0 140 4000 ~
1 14 151 3500 /
2 28 162 3000 //
3 42 173 2500 // ——Relinchio
2000 // Russo
170 2380 2010 1500 //
171 2394 2021 1000 //
172 2408 2032 500 //
173 2422 2043 0
0 100 200 300 400

Fig. 17: Produg@o de Ana para a primeira situagao da larefa E

Tal como foi solicitado noutra questdo, Ana faz a representagdo grafica com a relagao

entre o tempo e a distancia percorrida por cada cavalo. Carolina, segue um
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procedimento similar ao de Ana, embora utilizando formulas para explicitar as relagdes

entre tempo e distancia (Fig. 18).

Tempo (s*| Russo | Relinchac. 2000
1 140 0 2500
2 =B3+11 =C3+14 2000
3 =B4+11  =C4+14 1500 — —Russo
- - 1000 / Relinchao
/
500
172 =B173+11 =C173+14 = | | |
173 =B174+11 =C174+14 0 50 100 150 200

Fig. 18: Producdo de Carolina para a primeira situagdo da Tarefa E

Carolina ao considerar para instante inicial 1 segundo ndo obtém a resposta correta.

Ambas seguem os procedimentos adotados inicialmente nas duas situagdes seguintes,

em que os cavalos corriam a mesma velocidade, numa delas seguindo Russo com

avanco e, por fim, sem qualquer avango (Fig. 19 ¢ 20).

tempo  Relinchdo Russo 3000

0 14 140 /

1 28 154 2500 //

2 42 168 2000

3 56 182 //

a 70 196 1500 Relinchao

5 84 210 // Russo

1000

6 98 224 //

7 112 238 500

8 126 252 /

g 140 266 0 ' ' ' !

0 50 100 150 200 250
10 154 280
Fig. 19: Producdo de Ana para a segunda situacdo da Tarefa E

Temp? Russo - Relinchar, 3000
1 '0 '0 2500

_ _ 2000 —
2 =C3+11  =D3+11 1500 _— s
3 =C4+11  =D4+11 1000 — —— Relinchio

500 /

219 =C220+11 =D220+11 0 : : . : ‘
220 =C221+11 =D221+11 0 % 100 10 200 =0

Fig. 20: Produc¢do de Carolina para a terceira situagdo da Tarefa E

Apos a discussdo, os alunos escrevem a equagdo que representa a distancia percorrida
por cada um dos cavalos e cada um dos sistemas associado a situagdo foi classificado.
Na entrevista, Ana reconhece a importancia desta tarefa na aprendizagem do método
grafico “Foi dai que obtivemos os graficos para aprender a resolver sistemas
graficamente”. Carolina confessou na entrevista ndo se recordar da tarefa, reconhecendo
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ndo ter estado muito atenta. Apesar de descrever corretamente as trés situagdes, €

durante a entrevista que percebe a importancia da tarefa para a compreensdo da

classificagdo de sistemas.

Carolina: Agora ¢ que eu estou a perceber porque € que a professora fez
isto!
Professora: O que ¢ que aprendeste com esta tarefa?

Carolina: Aprendemos graficos [risos] que representam as diferentes
equagoes, os diferentes... como ¢ que se diz?...Tipos de sistemas de
equacoes.

Uso do método da adiciao ordenada

A abordagem a este método surgiu de uma resolu¢do de Carolina a uma situacio

proposta na tarefa D (Fig. 21).

A < N - . o I3 S € 4 evAns nenod
5 o 2: {-:gu@o 0 VOWR £ 29, enton REX 105 Gue ’t\Qo‘mC_,‘, 2 mc.\ocol—
2 E ko ole +3 db O oc A
U yolees. Ui 2=2. Cakol Codo motoco Ne *e Jb que o ko .
Ce (urkgemMos OS & (;o cos Obeerunmos
N -
: 0 " :
- == \ ~of? Uole & of O\oees
. —18:8=6 ,s0perad Q'J@ O e e ©
f,r’ 4o [aWa = & _ ‘) 1’“ :
&0 Tl = 1 Que o BQ‘TQ Yorps deslooair Quanth MEEE
| * o) -5 (cotD) el
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t+1= 7 (oncOLO) , ol O eénos O {'\7(; eenca
de & vowees ¢ ode o5 R a9
O (".-—\‘ i\ ( o8
A2 {\'Qu(.?c- e
e 2= \( o
“ 2 -~
EAERES R 3(_‘3,\»'\N - 226>
i Ayl =260 % b 2 20z)
C=) B¢ = 0 (=) 3x 2 ;
""\4'6'96(:) ~ /\6—-"3(' ot ot | =
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Fig. 21: Produgao de Carolina para a situacdo 4 da Tarefa D

Carolina apresenta a sua resolucdo aos colegas.

Carolina: Aqui temos 3 macacos € aqui temos 3 gatos e um macaco. Aqui
tiramos estes macacos mas ficamos com este, ndo €? Nao é?

Varios alunos: Sim.
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Carolina: Entdao quer dizer que aqui estd
uma diferenga de 4, entdo quer dizer que
cada macaquinho ¢ mais 2 do que os gatos.

Patricia: ya.

Professora: E depois a partir dai? Ja
chegamos a conclusdo que o macaco tem
que valer mais 2 do que o gato. E a partir
daqui como fizeste?

macacos. Fig. 22: Carolina a explicar a sua
resolucdo

Carolina: Estes sdo os gatos... estes sao 0s

Tatiana: Eles todos juntos pesam o qué?
Carolina: Pesam os 26 mais os 22 que ¢ 48.
Tatiana: ya!

Carolina: Entdo eu depois dividi os 48 pelos 8 animais, ndo ¢é?... que da 6,
quer dizer se eles fossem, valessem todos a mesma coisa, valiam 6 cada um
mas como a gente sabe 0s macacos pesam mais 2 entdo tiramos 1 dos 6 que
¢ o valor dos gatos e fica 5 e somamos 1 aos 6 que ¢ os macacos e fica 7 que
¢ aquilo que vocés ja disseram no inicio e depois a gente vai escrever as
expressoes... as....

Ana: O sistema de equacgdes!

Carolina: O sistema de equagdes e verificamos que a resposta esta certa.

A explicagdo da aluna serve de suporte para a professora formalizar o método de adigao

ordenada, com recurso ao simbolismo algébrico.

Ana recorre a tentativa e erro por nao ser tdo evidente o estabelecimento de relagdes

entre as informagdes presentes nas imagens, como refere na entrevista, dando

evidéncias de ter aprendido o método de adi¢ao ordenada:

Mas nestas aqui [referindo-se as trés situacdes anteriores] conheciamos a
relagdo, s6 tinhamos um animal e nas outras da para fazer conjuntos e obter
0 mesmo valor que estes... e no 4 ja ndo da porque como temos 3 macacos e
1 gato e aqui s6 tenho um gato e ndo tenho 3 macacos e estdo ao contrario...
isto aqui dé& para fazer com... aquela soma 4 macacos e¢ 4 gatos € igual
a...26 mais 22 que da 48, depois dividia... um gato e um macaco, da 48 a
dividir por 4 e depois o valor que me dava era de 1 gato e de 1 macaco...

Na entrevista, sdo propostos dois problemas, para além de outros tipos de tarefas. Para a

resolucao dos problemas, Ana recorre ao método de substituicdo para resolver um deles

e ao grafico para resolver o outro.

Carolina, por seu lado, opta por recorrer em primeiro lugar a folha de célculo.

Professora: Porque ¢ que tu escolheste... decidiste assim de repente ir para o
Excel?
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Carolina: Ai mae!... No teste ¢ que vai ser bonito ndo o tenho... Se
tivéssemos o Excel em todo o lado... ja ¢ mais facil e j& estou mais
habituada ao Excel... porque ele pensa por mim, inspira-me...¢ mais facil,
ndo ¢ preciso a gente estar a ir a calculadora... sei l4... ¢ inspiracao
professora!

Carolina demonstra assim grande apre¢o pela folha de calculo na resolugcdo de
problemas. Em seguida, a professora pede a Carolina para resolver o mesmo problema
com lapis e papel. A aluna escreve o sistema e resolve-o através do método de
substituicdo mas em momento algum relaciona esta nova resolucdo com a anterior
realizada na folha de calculo.

Carolina: Foi facil, foi facil e ali [referindo-se a folha de célculo] ndo sei

como ¢ que eu fiz aquilo ali...

Professora: Entao?

Carolina: Sei 14, as vezes parece que ndo sou eu que penso. ..
Neste didlogo a aluna volta a destacar a importancia que atribui a folha de calculo como

uma alternativa a um método formal.

No enunciado do segundo problema foram apresentadas duas equagdes que descrevem
as rotas de dois cruzeiros e pretende-se saber se existe algum ponto comum as duas
rotas. Carolina resolve este problema utilizando o método de substituicdo mas no final
admite ndo ter escolhido o melhor método.

Carolina: ... Eu fui parva! Podia ter feito... resolvido em ordem a y... ¢

verdade! Fui mesmo parval!

Professora: Estavas a falar em ordem a y. Era o qué?

Carolina: Era para fazer o grafico e depois no grafico a gente fazia as
tabelas...

A aluna resolve depois o problema utilizando o método grafico, revelando dificuldade
em escolher uma escala adequada para fazer a representacao grafica. Confirma, por fim,

que as solugdes obtidas através dos dois métodos coincidem.

Conclusao

As tarefas apresentadas no estudo dos sistemas de equacdes permitiram as alunas uma
aprendizagem gradual de métodos formais a partir de experiéncias informais. Num
primeiro momento, Ana apesar de ndo recorrer muito a linguagem algébrica, ndo fica
inibida de desenvolver o pensamento algébrico. Tal como referem Haspekian (2005) e
Friedlander (1998), a folha de célculo apoiou o percurso das alunas na transicdo da

Aritmética para a Algebra. Mostrou também ser uma ferramenta 1til na resolugdo de
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problemas, proporcionando um ambiente sem o constrangimento do uso de simbolismo

algébrico.

Na aprendizagem do método de substitui¢do, as alunas comecgaram por desenvolver a
compreensdo da escrita de relacdes, recorrendo inicialmente a uma linguagem mais
aritmética depois ao ambiente hibrido da folha de calculo e, por fim, usando a
linguagem algébrica chegaram, com a intervencao da professora, a nogao de sistema de
equagoes. A ideia de substituicdo, em que geralmente os alunos apresentam dificuldades
(Filloy, Rojano & Solares, 2004), acabou por surgir naturalmente tendo sido
formalizada na articulag@o entre o trabalho na folha de calculo e com papel e lapis. A
folha de calculo destaca-se, em particular, na aprendizagem deste método pela
proximidade entre os procedimentos tipicos para resolver os problemas neste ambiente
e o0 método formal com lapis e papel, permitindo assim uma melhor compreensiao da
sequéncia de passos envolvidos. A folha de célculo foi igualmente 0til no método
gréafico por permitir rapidamente a visualizagcdo da representagdo grafica, possibilitado a
comparacdo entre diferentes situacdes. Contudo, esta abordagem revelou-se insuficiente
pois Carolina ja ndo se recordava dos procedimentos para efetuar a representacdo
grafica com lapis e papel. As alunas raramente recorreram a este método na resolucao
das tarefas. Finalmente, o método da adi¢do ordenada foi o menos trabalhado. Apenas
Carolina recorreu a este método na resolucdo de uma tarefa. No entanto, quando na
entrevista revisitdmos as tarefas realizadas ao longo do estudo dos sistemas, ambas as

alunas mostraram saber utiliza-lo.

A partir do momento que aprendeu os métodos formais, Ana comegou a utiliza-los
preferencialmente. Carolina apesar de conhecer e saber utilizar os métodos formais,
encara a folha de célculo como uma alternativa com muitas potencialidades na
resolucdo de problemas, que apresenta a vantagem de a libertar dos céalculos e lhe
fornece inspiragdo para as resolucdes. O tempo despendido numa fase informal de
aprendizagem dos métodos formais parece ter sido suficiente para as alunas os
compreenderem, como defendem Herscovics & Lincheviski (1994). Além disso, a
nossa preocupacao no estabelecimento de relagdes entre os métodos informais e formais
(Kiichemann, 1981), parece ter proporcionado flexibilidade matematica na resolugdo de

situagdes novas.
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