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RESUMO

Neste artigo, abordam-se as técnicas probabilisticas desenvolvidas para a analise da
seguranga de estruturas: as metodologias baseadas nas técnicas cldssicas de fiabilidade,
nomeadamente os métodos do segundo momento, de primeira (FORM) e de segunda ordem
(SORM), ¢ as baseadas nas técnicas de simulagdo numérica. Destas ultimas, que s3o as de uso
mais divulgado, destaca-se o chamado método de Monte Carlo, em relagdo ao qual se
apresentam ainda alguns métodos para redu¢do da variancia.

1. INTRODUCAO

Em geral, ndo ¢ possivel reduzir o problema da fiabilidade estrutural as formulagdes
simplificadas (1) a (3), que relacionam a probabilidade de rotura, p;, apenas com a resisténcia,
R, e a solicitacdo, S, considerando-as variaveis aleatdrias independentes. Com efeito, R ¢é
normalmente funcdo das propriedades dos materiais estruturais ¢ das dimensdes dos
elementos estruturais, ou da propria estrutura, enquanto S € funcdo das acg¢des, das densidades
dos materiais e, eventualmente, das dimensdes da estrutura, sendo todas elas, em geral,
variaveis aleatorias. Ha, também, situagdes em que nao € possivel considerar R ¢ S
independentes, quando o efeito de determinada ac¢do ¢ favoravel (opde-se aos efeitos que
conduzem a rotura), por exemplo, ou quando as dimensdes da estrutura ou dos elementos
estruturais condicionam, simultaneamente, o valor das ac¢des e da resisténcia.

pr=PR<S) (1)
pr=PR-S<0) (2)
p,= P(% < lj 3)

2. GENERALIZACAO DO PROBLEMA DA FIABILIDADE

Seja X o vector aleatdrio composto pelas varidveis basicas, ou seja, as varidveis
fundamentais que definem e caracterizam o comportamento ¢ a seguranga da estrutura. Se
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g(X) for a funcao que define o estado limite (ou superficie limite), a relagao:

Z=g(X;, X5... Xs) =0 4)
estabelece a fronteira que divide o dominio numa regido de seguranca (g(X) > () e numa
regido de rotura (g(X) < 0) (Figura 1).

8(X1, X2) =0
Xa A
Regido de
rotura
g(X, X)) <0 Contornos de fi(X)
Hx2 < /
\/ Regido de
seguranca
g(X1, X2) >0
>
Hxi X,

Figura 1 (adaptada de Melchers, 1999) - Representacao de g(X) e da fronteira entre a regido
de seguranca e a regido de rotura

Admitindo que as variaveis aleatdrias X; s3o independentes e normalmente distribui-
das, e que a fun¢do g(X) ¢ linear, a determinacao de 1z e oz pode ser feita através de (5) e (6):
Hz = Hp = Hg (5)

UZ:VO'R2+O'S2 (6)

Sao frequentes, no entanto, as situacdes em que g(X) € ndo linear. Nestes casos, nao
sdo validas as propriedades aditivas da lei normal e, portanto, a média e a variancia de g(X)
ndo se podem obter através das expressdes (5) e (6), e a resposta Z, resultante da aplicagdo da
funcdo ndo linear as variaveis JX;, pode ser ndo normal.
A probabilidade de rotura sera, assim, obtida pela generalizagdo de (7), através da
integracao multipla sobre todas as variaveis basicas (8):
pr=PIG(R, §) <0] (7)
p,=Plg(X)<0]=[.. [f.(x) dx )
g(X)<0
em que fy(x) ¢ a funcdo densidade de probabilidade conjunta para o vector X, de dimensao ,
das variaveis bésicas. Nesta formulacdo, ndo estdo envolvidas as variaveis R ¢ S e podem,
inclusivamente, nao aparecer de forma explicita (geralmente estdo implicitas em X).
Se as variaveis basicas forem independentes, (8) pode ser simplificada, dado que:

F=TTA )= £, ()L (), (5. ©)

em que f(x;) € a funcao densidade probabilidade marginal para a variavel basica X..

A integragdo analitica de (8) sO6 ¢ possivel para casos muito raros. Geralmente,
recorre-se a simplificagdes, a métodos numéricos ou, ainda, a ambos em simultaneo, podendo
estes incidir sobre:

e 0 processo de integracao;

e a funcdo a integrar, fy(x);

e a defini¢ao do dominio de rotura.

Estes métodos podem-se enquadrar em dois tipos de abordagens:

e a transformacdo de f.(x) em (8) numa fun¢do densidade de probabilidade multi-
normal, e a utilizagdo de processos de integragdo passo a passo para a obtencdo de solugdes
aproximadas; estes métodos inserem-se nos chamados Métodos do Segundo Momento, uma
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vez que as fungdes normais ¢ multi-normais das variaveis basicas podem ser representadas
apenas pelos seus dois primeiros momentos, isto €, a média e o desvio padrao;

e 0 recurso a aproximagdes numéricas, por meio de simulagdes que permitam obter a
integracao multi-dimensional definida em (8); este tipo de abordagem ¢ geralmente designado
por Métodos de Monte Carlo.

Procede-se de seguida a uma descricao sumadria destes dois tipos de métodos.

3. METODOS DE FIABILIDADE DO SEGUNDO MOMENTO
3.1 Conceitos basicos
Quando a resisténcia, R, e as acgdes, ou os seus efeitos, S, tém distribuigdes normais, a

equacdo do estado limite define a margem de seguranga Z = R - § ¢ a probabilidade de rotura
pr pode ser expressa por:

pr=P-p (10)
em que B € o indice de fiabilidade:
p=Hz (11)
O-Z

e @ ¢ a fungdo distribui¢do da lei normal reduzida.

Como exemplo, considere-se o portico plano apresentado na Figura 2, onde se
representa também um dos possiveis modos de colapso, admitindo comportamento rigido-
plastico (adaptado de Melchers, 1999).

2.0

Figura 2 (adaptada de Melchers, 1999) - Pértico plano e modo de colapso

Admita-se que cada varidvel bésica X; = (M, M>M;3;M4,H,V) ¢ normalmente
distribuida, com uy = (1.0,1.0,1.0,1.0,1.0,1.0) ¢ oy = (0.15,0.15,0.15,0.15,0.17,0.50). A
func¢do do estado limite para o0 modo de colapso representado vira:

Z=gX)=M; +2M;+2M,—H-V (12)
e, portanto:
uz=1+2+2-1-1=3 (13)

o/ =(0.15)* +2( 2%(0.15)%) + (0.17)* + (0.50)* = 0.4814  (14)
O indice de fiabilidade pode ser, entdo, obtido por:

3 =432

Hz
=, Joasia (15)
(10) e (11) fornecem os valores exactos da probabilidade de rotura quando R e S sdo
independentes e normalmente distribuidas. Quando tal ndo acontece, o valor de ps obtido em
(10) apenas pode ser considerado como a probabilidade nominal de rotura py, sendo, nestes
casos, conceptualmente preferivel utilizar o indice de fiabilidade £ como indicador da
seguranca.
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Asideias descritas acima sao ainda validas para os casos em que o estado limite ¢ defi-
nido por uma fungdo aleatdria linear, envolvendo mais do que duas varidveis basicas aleatorias:

gX) =2(X) =ap+ a; Xita Xo+ ... ta,X,= a, +Za[Xi (16)
i=l1

Neste caso, g(X) = Z(X) ¢ ainda uma fun¢do normalmente distribuida e os dois primei-
ros momentos, 1z € oz, podem ser obtidos e, logo, pode-se calcular ppy e Spor (10) e (11).

No entanto, e em geral, as fun¢des do estado limite ndo sdo lineares, pelo que nao ¢
possivel a determinacdo imediata dos dois primeiros momentos. Nestas situacdes, ¢ comum
proceder-se a linearizacdo de g(X), obtendo-se uma funcao linear g;(X). Este procedimento ¢é
definido como um método de fiabilidade do segundo momento de primeira ordem (First
Order Second Moment Reliability Method - FOSM). Os métodos deste tipo (Figura 3, em que
as varidveis basicas envolvidas ndo sdo normalmente distribuidas ou sdo dependentes)
designam-se por métodos de fiabilidade de primeira ordem (First Order Reliability Method -
FORM).

E ainda possivel recorrer a aproximagdes ndo lineares para g(X), Figura 3, sendo as
aproximagdes mais comuns as que conduzem a fungdes parabolicas, quadraticas ou de ordem
superior. Estes casos inserem-se nos métodos de fiabilidade de segunda ordem (Second Order
Reliability Method - SORM).

L(X)=0
\

Aproximagao linear

¢X)=0
\

‘I Aproximagao de 2* ordem
Regido de '
rotura

Contornos de f,(X)
\/ Regido de
seguranga

pxi Xy

Figura 3 (adaptada de Henriques, 1998) - Aproximacdes linear e de 2 ordem a g(X)

3.2. Métodos de fiabilidade do segundo momento de primeira ordem (First Order Second
Moment Reliability Method - FOSM)

Considere-se a fungdo que define o estado limite em (4), ¢ admita-se que relaciona de
forma ndo linear as variaveis basicas aleatorias X;. Nestas condi¢des, a resposta Z, resultante
da aplicagdo da funcdo ndo linear as varidveis JX;, pode ser ndo normal. Nestes casos, a forma
mais usual de obter os dois primeiros momentos (média e variancia) de g(X) consiste em
ajustar uma fun¢do aproximada no ponto mais representativo do problema em analise. Essa
aproximacao pode ser efectuada considerando os termos de primeira ordem do desenvolvi-
mento de g(X) em série de Taylor, no ponto mais representativo do problema em analise, X :

Z;g(X*)+a—g (X -X7) (17)
0X |
E comum usar como ponto representativo, X, o ponto definido pelos valores médios
de X;. Esta aproximagdo consiste na substituicdo da superficie limite real por um hiperplano
tangente no ponto representativo X, e na estimativa da probabilidade nominal de rotura ou do
indice de fiabilidade por (10) ou (11), respectivamente.
Duma forma geral, se a aproximacao a superficie limite for linear:
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gL(X):Z;a0+ZaiXi (18)

i=1
recorrendo as propriedades aditivas da lei normal, calcula-se aproximadamente a média por:
— n —
Z=ay+y aX, (19)
i=1

e a variancia por:
n
2 2 __2
o, = E a; oy (20)
i=1

Desta forma, ¢ possivel calcular o indice de fiabilidade recorrendo a (11):

21)

Este método apresenta o inconveniente de o valor de S depender do ponto
representativo, X, no qual a aproximagio linear ¢ tangente & superficie limite ndo linear. Se o
referido ponto ndo for o definido pelos valores médios das variaveis JX;, o hiperplano tangente
a superficie limite sera diferente e, por isso, o valor de S sera outro.

Para contornar o problema da falta de invaridncia de f, ¢ usual recorrer a
Transformagdo Hasofer-Lind, que apresenta uma nova formulag¢do do indice de fiabilidade,
baseada na seguinte metodologia [Henriques, 1998]:

e transformagdo de todas as variaveis basicas aleatdrias, X;, em varidveis normais
reduzidas, Y; (distribui¢gdes com média nula e variancia unitéria, N(0,1));

e definicao da superficie limite, g(X), no espago das variaveis normais reduzidas, g(Y);

e determinacdo do ponto de dimensionamento, Y", da superficie limite, g(Y), que se
encontra mais proximo da origem, ou seja, dos valores médios;

e, finalmente, o calculo do indice de fiabilidade, S, definido como a distancia de Y" & origem
do espaco das normais reduzidas.

A transformacgdo de todas as variaveis basicas aleatorias, normais e independentes, em
variaveis normais reduzidas ¢ independentes i.e. de forma a que py;i = 0 € oy = 1, obtém-se
por:

Yy = X, = py,

i

(22)

Oy

i

Esta transformac¢ao consiste na translacdo dos valores médios de X; para a origem e na
utilizagdo dos desvios padrdo das varidveis como unidades dos eixos respectivos. A
representacdo grafica desta transformacdo num espago bidimensional ¢ feita na Figura 4.

g(X;, X)) =0

Regido de

rotura 8M¥)=0

Y, Regido de

g(X1, X2)< 0 r(;;ur; iy
/"—\ Regido de 8, 1)
Hx2 seguranca
&y Regido de g, Y >0
segurang¢a >
Y,
g(X1,.X2) > 0

Hxi Xy
Figura 4 (adaptada de Mahadevan, 1997) - Transformacao da fun¢do de estado limite no
espaco das variaveis normais reduzidas
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Considerando os termos de primeira ordem do desenvolvimento em série de Taylor da
~ . . k
funcao, g(Y), no ponto de dimensionamento, ¥ , vem:

g, (N = g(r)+ X0, -1) =0 23)

Atendendo a que o ponto Y~ se encontra sobre a superficie limite e, portanto, g(¥’) =
0, a expressao anterior pode simplificar-se para:

4 «. O
g (N=Y ¥-1)E=0 (24)
oY,
Ja que w1y; =0 e oy; = 1, e considerando as propriedades aditivas da lei normal, entao:
n N ag
NN=->>vY = 25
'ngL ( ) ; i aYl ( )
e, ainda:
2
n 6g
ol (N)=)|== 26
L0=2 5 (26)
Pode-se, agora, calcular o indice de fiabilidade de acordo com (11):
>y %
p=tea ___ A f 27)

% Tefog V]
[Z(w”

E possivel, ainda, recorrendo a interpretacdo geométrica do conceito de fiabilidade,
proceder a uma analise da sensibilidade da fun¢do limite, g(Y), no ponto de dimensionamento,
* . ., . , . . . .
Y, relativamente a cada uma das variaveis aleatdrias, ¥; (caso bidimensional na Figura 5).

guY, Y2) =0
Y2 A
0(2‘ Vector normal
. — unitario
. Y
Y a;
B
&Y, Y) =0

-

Y Y
Figura 5 [Laranja, 2002] - Interpretagdo geométrica da sensibilidade de g(Y) relativamente as
variaveis Y;
As componentes, ¢;, de um vector normal a um hiperplano definido por g(Y) = 0 sdo:

og
== 28
¢ oy (28)

/= /jlc; - z(g—iJ (29)

Os cosenos directores, «;, do vector normal unitario sdo, entdo:

€ 0 seu comprimento total, /:
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og

C. oY
=i : 30
al l ) % ( )

f:@g

)¢

i=1

Desta forma, ¢ possivel relacionar o indice de fiabilidade, £, com as coordenadas do
. . *
ponto de dimensionamento, Y; :

Y =-ap 31)
Verifica-se assim que, se o; = 0, a funcdo limite quase ndo ¢ influenciada pela variavel

Y. Se, ao contrario, ¢; se aproximar de 1 ou -1, a varidvel ¥; tem uma influéncia muito grande
sobre o estado limite considerado. A expressao (31) conduz, ainda, a:

B=-Y"a (32)
o que demonstra de forma evidente que [ corresponde a minima distancia da origem (do

espago das varidveis normais reduzidas, Y) a superficie limite, concretamente, ao ponto Y
[Ditlevsen e Madsen, 1996].

3.3. Métodos de fiabilidade de primeira ordem (First Order Reliability Methods - FORM)

Quando as variaveis envolvidas no problema de fiabilidade ndo sdo normalmente
distribuidas e, por isso, ndao sao suficientes os dois primeiros momentos (média e variancia)
para a sua caracterizacdo, ou se ndo for admissivel considerar a independéncia entre as
varidveis basicas, a metodologia descrita anteriormente torna-se inadequada.

A necessidade de considerar a informagao relativa as distribuigdes ndo normais ¢/ou a
dependéncia entre as variaveis conduziu ao desenvolvimento das formulagdes FORM.

Nas situagdes em que as varidveis envolvidas ndo sdo normalmente distribuidas, o
procedimento habitual consiste em transformar cada uma das varidveis aleatorias ndo normais
em variaveis aleatorias normais reduzidas. Uma forma possivel para esta transformagao é:

D(yi) = Fri(xy) (33)
ou seja:

yi= @' [Fux)] (30)
em que Fy ¢ a funcdo distribuicdo da variavel X; e @ a func¢do distribuicdo da lei normal
reduzida. A aproximacao ¢ feita num ponto escolhido, xy, como se representa na Figura 6.

Fx(x), ()
A

1

F(xo)= ¢(vo)

d

My X0, Yo Xy 0 Yo X0

Figura 6 (adaptada de Henriques, 1998; Dai e Wang, 1992) - Transformacao de uma variavel
ndo normal, X, numa varidvel normal reduzida Y: a esquerda, fun¢des densidade de
probabilidade e, a direita, fungdes distribuicdo de probabilidade

Um dos métodos possiveis para fazer a aproximacdo ¢ impor que a distribuicdo nao

normal e a distribui¢do normal a aproximar tenham a mesma média, 4, ¢ que conduzam a
mesma probabilidade de rotura. Se X for a variavel aleatéria ndo normal e Z a variavel
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aleatdria normal, vira que:

Mz = px = (35)
O (p,)-u

o, =0y P8 (36)
F(p f) —H

sendo a variavel normal reduzida, Y, obtida pela transformacao:
7
y=2"f (37)
Oy

Outro método consiste em, além das imposigdes referidas no método anterior, fazer a
aproximagdo na vizinhanga do ponto de dimensionamento, X . Neste caso, pr ¢ definida por:
.
», ﬂl{Mj (38)
O-X
A determinacdo de X~ é iterativa, pelo que o valor de py¢ actualizado em cada iteragdo.
Nas situacdes em que haja dependéncia entre as varidveis bdsicas, ¢ necessario
proceder a uma transformag¢do, de forma a obter um conjunto de varidveis independentes,
sobre as quais se poderao, depois, aplicar as técnicas descritas anteriormente. Descreve-se, de
seguida, uma forma possivel de efectuar a referida transformacgao.
Admita-se um conjunto de variaveis aleatorias correlacionadas, X, caracterizado pela
matriz de covariancia, Cy:
Vy cov(X,,X,) - cov(X,X))

C, - : : : (39)

cov(X,,X,) cov(X,,X,) - V,

em que Vy; € a variancia da varidvel X; e cov(X, X)) € a covariancia entre as varidveis X; e X;.
Note-se que, se as varidveis X; e X; forem independentes, entdo cov(X; X)) = 0.
E possivel efectuar uma diagonalizacio da matriz Cyatravés da seguinte transformagao:
Y=A"X (40)
sendo 4 uma matriz ortogonal com vectores coluna iguais aos vectores proprios da matriz de
covariancia, Cy. Obtém-se assim a matriz diagonal de covariancia, Cy, do conjunto de
variaveis nao correlacionadas (independentes), Y-

V, - 0
C,=A4"C, A=+t . (41)
0o - W

n

n

Os elementos da diagonal da matriz, Cy, sdo iguais aos valores proprios da matriz de
covariancia das variaveis X, Cy.
Pode-se, assim, obter os valores médios das variaveis independentes Y; através de (39):
E(Y)) E(X))
: =A" : (42)
E(Y,) E(X,)

3.4. Métodos de fiabilidade de segunda ordem (Second Order Reliability Methods - SORM)

A aproxima¢do duma superficie de estado limite com curvatura significativa a uma
superficie plana pode conduzir a resultados insatisfatorios. Pode ainda acontecer que uma
superficie de estado limite plana no espaco original, envolvendo varidveis aleatorias sem
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distribuicao gausseana, seja aproximada a uma superficie ndo linear quando ¢ transformada
para um espago normal reduzido. Nestas situacdes, ¢ mais adequado recorrer-se a
aproximagdes ndo lineares, que permitem, em geral, diminuir os erros obtidos com
aproximacodes de 1* ordem.

Nas aproximagoes de 2* ordem as superficies de estado limite, g(X), sdo normalmente
utilizados paraboléides ou superficies esféricas, no ponto de dimensionamento, X~ (Figura 7).

Y, 4 Superficie de
aproximacao
quadratica

.* Superficie de
k estado limite
Regido de

rotura

Regido de
seguranca

>
Y] kp

Figura 7 (adaptada de Mahadevan, 1997) - Aproximacao de segunda ordem no ponto, ¥ " 1o
espaco das varidveis normais reduzidas, Y

Uma das propostas mais simples para a superficie de aproximagao de segunda ordem ¢
a sugerida por Breitung em 1984 [Hong, 1999], baseada no ajuste a um paraboldide:

n-1 1
2¢-P) | ———~ (43)
" L revye
em que:
_ azXn
ki - |:6Xl.2 :| (44)

corresponde a i-ésima curvatura principal da superficie limite g(X) = 0 no ponto de
. . * r r r ~ : . r
dimensionamento, X . Esta abordagem sé ¢ possivel se a fun¢do de estado limite for continua
. ., .. *
e duas vezes diferencidvel na vizinhanca de X .

4. SIMULACAO NUMERICA - METODO DE MONTE CARLO
4.1. Principios gerais

O método de Monte Carlo ¢ uma poderosa ferramenta matematica para a determinacao
da probabilidade aproximada dum evento especifico, resultante duma série de processos
estocasticos [Dai e Wang, 1992].

E uma técnica de simulagdo numérica, que tem por objectivo a obtengio dos parametros
estatisticos das varidveis de saida, resultantes do modelo computacional de um sistema, sendo
dados os parametros estatisticos das varidveis basicas de entrada do modelo. Em cada ciclo de
simulagdo, sdo gerados valores para as varidveis bdsicas de entrada, obedecendo as
respectivas distribuicdes, e sdo calculados os valores das varidveis de saida pelo modelo
computacional. E realizado um determinado nimero de ciclos, sendo o conjunto dos
resultados obtidos utilizado para determinar os parametros estatisticos das variaveis de saida.

No dominio da fiabilidade estrutural, esta técnica tem sido utilizada, sobretudo, com
dois objectivos [Mehadevan, 1997]:

e como forma de validagao dos métodos analiticos descritos anteriormente (métodos
FORM / SORM);
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e como solucdo aproximada de sistemas de grande dimensdo e complexidade, para os
quais as aproximacdes analiticas ndo sdo de facil obtencao.

Para obter a estimativa da probabilidade de rotura associada a um estado limite
definido por uma fun¢do, g(X), a simulacdo pelo método de Monte Carlo consiste na
aplicacdo da seguinte metodologia:

1) geragdo de valores para as variaveis basicas de entrada de acordo com as respectivas
funcdes de distribuicdo;

11) realizacdo da andlise deterministica do modelo do sistema e verificagdo da eventual
ocorréncia ou violacdo do estado limite (g(X) < 0); repeticao de i) e ii) N vezes e
contagem do nuimero de experiéncias em que ¢ atingido ou ultrapassado o estado
limite, N[g(X) <0];

1ii) estimativa da probabilidade de rotura média, p ,:

Ng(x)<0] 45)
N

Para a geragdo dos valores das varidveis bdsicas, recorre-se normalmente a um
algoritmo computacional de geracdo de sequéncias de nlimeros pseudo-aleatorios com
distribui¢do uniforme no intervalo ]0,1[, que sdo depois adaptados as respectivas distribuigdes
através de conversdes adequadas. O numero de simulagdes, N, a realizar depende, sobretudo,
da ordem de grandeza da probabilidade de rotura, py, e da fun¢do que descreve o estado limite,
g(X). Valores muito pequenos de prconduzem a valores elevados de &, sendo este o principal
inconveniente apontado ao Método de Monte Carlo. Também a irregularidade de g(X)
provoca um aumento do nimero de simulagdes necessario.

Admitindo que o gerador de numeros pseudo-aleatorios utilizado garante as
propriedades de independéncia e de uniformidade, este método fornece resultados exactos
quando o numero de simulagdes tende para infinito:

p; =Plg(x)<0]=lim

E possivel, também, determinar os momentos estatisticos do conjunto dos resultados
das N simulacdes, e ajustar uma funcdo de probabilidade tedrica, a partir da qual se pode
determinar o valor de py.

A aplicagdo directa da metodologia descrita e a obtengdo de pya partir de (46) constitu-
em as denominadas Técnicas de simulagdo pura (‘crude’ Monte Carlo). A utiliza¢do conjunta
com outros tipos de métodos de fiabilidade (métodos semi-analiticos) ¢ feita com o objectivo
de reduzir o nimero de simulagdes, N, e designa-se por Técnicas de redugdo da variancia.

Py=

Ng(x) <0] (46)
N

4.2. Técnicas de simulagdo pura

Definindo, por conveniéncia, a probabilidade de rotura em fun¢do da ocorréncia ou
violagdo do estado limite (g(X)<0), a expressao (7) pode ser escrita na forma:
p,= [He(xX)<0}f (X) dx (47)
2(X)<0
em que /[g(X)< 0] ¢ uma fung¢ado definida por:
1 se g(X) <0 (regido de rotura)
1= (48)
0 se g(X) > 0 (regido de seguranca)
Dado que o método de Monte Carlo utiliza técnicas discretas de simulacdo, o integral
da equagdo (47) pode ser aproximado pelo somatorio [Melchers, 1999]:
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~ 1 ¢ 5 (i)
prpfzﬁél[g(X’)SO] (49)

sendo N o ntiimero de simulacdes e X o vector das varidveis basicas para a simulagao i.
Os resultados podem ser expressos por curvas de frequéncias acumuladas, F, (Figura

8).

Rotura Seguranga
«—  —

X) <0
8% Fungio distribuigio

ajustada

pPr
0

&0
Figura 8 (adaptada de Melchers, 1999) - Fung¢do distribuicdo tedrica ajustada as frequéncias
acumuladas dos valores resultantes das simulagoes

Analisando a Figura 8, verifica-se que, quanto menor for a probabilidade de rotura,
menor ¢ o numero de observacdes provaveis na regiao de interesse (g(X) < 0), ou seja, a
grande maioria das simulagdes localiza-se na regido de seguranca e, por isso, sem interesse
pratico. A unica forma de aumentar o nimero de localizagdes provaveis na zona de rotura ¢
incrementar o nimero total de simulagdes, N, facto que conduz, como ja se referiu, a
necessidade de se considerar um elevado niumero de simulagdes quando as probabilidades de
rotura envolvidas sdo muito pequenas.

Um aspecto fundamental no método de Monte Carlo ¢ a avaliagdo do grau de
confianga da estimativa da probabilidade de rotura, em fun¢do do nimero de simulagdes, N. A
estimativa da variancia de p, ¢ normalmente o indicador utilizado para esta avaliagéo.

Assumindo que cada simulagdo constitui uma prova de Bernoulli, o nimero de vezes que o
estado limite é atingido ou ultrapassado obedece a uma distribuicdo binomial; logo, a
variancia de p, pode ser calculada aproximadamente por [Ayyub e Mccuen, 1995]:

1-p.)p.
G; = ﬂ (50)
! N
E recomendavel exprimir a precisdo estatistica da estimativa da probabilidade de
rotura através do coeficiente de variagao:

’(l_p‘f)ﬁf

Py

1N

C.

Py

Estimativa da probabilidade de rotura

Coeficiente de variagio

S SN WIS S NN IS TN TR S,
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Figura 9 [Laranja, 2002] - Exemplo da variagéo da estimativa da probabilidade de rotura, p,,

e do respectivo coeficiente de variagdo, C 5, > COMO numero de simulagoes, N

Quanto menor for o coeficiente de variagdo, maior ¢ a precisdo estatistica de p, .

Pelas expressoes anteriores, ¢ possivel verificar que, quando N tende para infinito, a variancia
e, consequentemente, o coeficiente de variacao tendem para zero (Figura 9).

Na bibliografia encontram-se sugestdes para valores de N entre 1/pra 10/p. Um dos
métodos mais frequentes para estimar o valor inicial de N é o sugerido por Broding em 1964
[referido em Laranja, 2002]:

o In(1-c¢) (52)
Py

N

em que ¢ ¢ o nivel de confianca da estimativa de p,. Por exemplo, para valores de
probabilidade de rotura na ordem de py= 10" e p;= 107, ¢ admitindo um nivel de confianca ¢
= 95%, o numero de simulagdes sera, de acordo com (52), N > 30 000 ¢ N > 299 600,
respectivamente.

Outra expressdo conhecida foi sugerida por Shooman em 1968 [referido em Laranja, 2002], e
indica o erro da estimativa de p; para o nimero de simulag¢des utilizado, N, com um nivel de
confianca de 95%:

erro(%) =200 (53)

4.3. Técnicas de reducao da variancia

Quando se aplicam as técnicas de simulacdo pura a problemas de fiabilidade que
envolvem probabilidades de rotura muito pequenas, ¢ necessario recorrer a um nimero de
simulagdes muito grande para obter estimativas com valores de varidncia satisfatorios, facto
que conduz a um elevado esfor¢o de computacdo. Existem, no entanto, algumas técnicas que
possibilitam reduzir significativamente o nimero de simulagdes para um determinado valor
da variancia, ou, doutra forma, reduzir os valores da variancia para um determinado niimero
de simulacdes. O aumento da eficiéncia obtém-se considerando informagdes sobre o problema
em analise, na aplicacdo do método de Monte Carlo.

Algumas destas técnicas, cuja aplicagdo so € possivel quando existe, a partida, alguma
informacao sobre o problema, sdo descritas, sumariamente, a seguir.

4.3.1. Amostragem por importdncia

E possivel reescrever o integral multiplo da expressdo (47) na seguinte forma:
X
pr= [ Ilg0)< O}Mh()() dx (54)
g(X)<0 h(X)

em que /1(X) representa a funcao densidade de probabilidade da sub-regido do espago amostral
onde se aplicam as técnicas de simula¢do. Exprimindo p,como um valor esperado, vira:

p;= E{][g(X) < o]%} = E{[ ﬂ (55)
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e, por aplicacdo de (49), vem:

= LS oy <ol D)
=N Ig(x Ny <ol (56)
&
&m=0 Regidio de
Regido de ::;':" 0
seguranca
m;u Y'o MY

<

¢ N

Figura 10 [Laranja, 2002] - Amostragem por importancia em torno do ponto provavel de
dimensionamento, ", no espaco das varidveis normais reduzidas

E possivel, agora, obter a variancia associadaa p,:

2 O-I‘;l
05, = Nl (57)
em que:
2
X ~
o2, = j %dX— P, (58)
T e HX)

Na Figura 10, faz-se a representacdo grafica desta técnica. Uma escolha adequada da
fungdo s (X) conduz a valores reduzidos da variincia de p;, mesmo para valores pequenos de N.

4.3.2. Amostragem estratificada
O método de amostragem estratificada ¢ baseado no teorema da probabilidade total. O

dominio de integragdo do integral de (7) ¢ dividido num numero k de regides disjuntas (R},
R,,..., R). A probabilidade de rotura associada a cada regiao é:

Py, =, S CORX) X (59)
e a probabilidade de ocorrer cada regido:
= jR[ h(X) dx (60)
sendo que:
S Pl (61)

i=1
A probabilidade de rotura sera, entdo:

Py =[S GOMX) dX =3 [ fe(XORX) dX =3 p, (62)
Admitindo que:

)((”(X)z{f)‘(X) se X € R, 63)

0 se X ¢ R,

o integral de (60) pode ser expresso como:
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hLY) hCY)

dx = B[ 1 (X) =22 ax = RE[fY (X))

l l

P = J. Ffy(X)——

em que:
j MX) e =1
R; P

1

Recorrendo as técnicas discretas de Monte Carlo, vem, finalmente, que:

pf z z (l) Xi(j))

i=1 1 Jj=1
com uma variancia associada de:

2 2
0;27/ [ (z)(x)]:izi;RNO'

i=1 j i

em que:
2

ol=o [f“)(X)]—— Jl 2 CORX) ax -4

1

e N; representa o numero de simulagdes a efectuar na regido R;.

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)

Inserido neste tipo de técnicas encontra-se um dos métodos mais utilizados, conhecido
como Metodo do hipercubo latino, cuja aplicagdo a problemas de fiabilidade estrutural ¢
frequente. Este método baseia-se na divisdo do dominio de cada variavel aleatoria em £k
intervalos disjuntos, com igual probabilidade de ocorréncia. Cada intervalo € representado por
uma amostra cujo parametro ¢ representado pelo valor correspondente ao seu centro de
gravidade, definido de acordo com a func¢do densidade de probabilidade. Cada intervalo ¢
considerado apenas uma Unica vez, sendo, por isso, o0 nimero de simulagdes igual ao nimero
de intervalos considerado (N = k). A escolha do intervalo interveniente em cada simulagao ¢

feita aleatoriamente (Figura 11).

frsvz)

— L .- ._i____,:_ et 1 simulagiio
1 S E— I_. -

frilyn)

Figura 11 [Laranja, 2002] - Amostragem estratificada. Método do hipercubo latino

A aplicagdo deste método pode ser resumida nos seguintes passos [Mahadevan, 1997]:
1) divisdo do dominio de cada varidvel basica, Y;, em k regides (intervalos), com igual

probabilidade de ocorréncia;

ii) geracdo de k amostras de cada variavel aleatoria, uma amostra em cada regido;

1i1) geracdo de k combinagdes aleatorias dos valores das diferentes variaveis; cada valor é

utilizado apenas uma vez e todas as amostras sdo utilizadas;
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1v) avaliacao da fung¢do de estado limite, g(Y), para cada combinagao, e registo do nimero
de vezes que o estado limite ¢ atingido ou ultrapassado, N[g(Y) <0];
v) estimativa da probabilidade de rotura pela expressao (45).

Saliente-se, no entanto, que os resultados deste método apenas sdo adequados quando
as variaveis basicas envolvidas na defini¢cdo da funcdo de estado limite t€ém uma distribuicao
aproximadamente normal.

Alguns autores tém apresentado alguns refinamentos a este método, com o intuito de
melhorarem a sua eficiéncia. O tratamento estatistico dos valores gerados, por exemplo, pode
conduzir a melhores resultados destas técnicas [Florian, 1991].

4.4. Exemplo de aplicagdo

A metodologia apresentada ¢ aplicada a um exemplo [Laranja e Estevao, 2000], em
que se procede a verificagdo da seguranca de uma laje de betdo armado (C20/25 e A400), em
consola, com 15 cm de espessura e 2 m de comprimento, dimensionada de acordo com a
actual regulamentagcdo Portuguesa, RSA ¢ REBAP. Assumiu-se, por simplicidade, que as
acgdes permanentes se resumiam ao peso proprio da estrutura, g = 3.75 kN/m?, e as acgdes
variaveis a uma carga g = 2.0 kN/m’ (yg =74 =15). O momento de calculo € My, = 17.25

kNm/m, pelo que a armadura necesséria sera igual a 4.22 cm*/m, com uma altura atil de 12.5
cm.

Na determinagao da fiabilidade estrutural recorreu-se a uma simula¢do numérica
pelo método de Monte Carlo, usando a técnica de redugdo de variancia do hipercubo latino.
Foram consideradas oito variaveis aleatorias, apresentadas na Tabela 1. Assumiu-se o valor
da 4rea de armadura como sendo deterministico e igual a 4.22 cm?/m.

Admitiu-se que a seguranca em relacdo ao estado limite Ultimo era verificada
quando Mg < Mg, sendo:

My=0.5-(y,-h+q) L (69)

Y2
MR:.[y'O-c(y)dy_'_ys'o-s.As (70)

N

Tabela 1 - Caracterizagao das variaveis aleatorias usadas na simulacao

Variavel Descricio Valor médio Desvio Tipo de
aleatoria ¢ padrao distribui¢do
a D1sta}n01a ao centro de 2.5 cm 0.980 cm lognormal
gravidade das armaduras
h Espessura da laje 15.0 cm 0.872 cm normal
L Comprimento da consola 2.0m 0.0172 m normal
s, Tensdoderoturado 28 MPa 4.857 MPa normal
betdo
£ Tensédo de cedéncia das 436 MPa 2186 MPa normal
armaduras
Es Modulo de elasticidade 200 GPa 48 GPa normal
do ago
q Accdes variaveis 0.4 kN/m* 0.4 kN/m’ lognormal
Ve Peso especifico do betdo 25.0 kN/m’ 2.0 kN/m’ normal

Na simulagdo realizada, as distribuigdes de densidade de probabilidade foram
divididas em 20000 conjuntos de igual probabilidade, tendo sido geradas 10 x 20000 =
200000 amostras. Os resultados obtidos apresentam-se na Figura 12.
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A probabilidade de excedéncia do estado limite ultimo, resultante da simulagdao
numeérica, foi py=0.12%.

0144
[INKGE S S
0128+
012

5000
ITVE |6

01041
008 H

008 H

008

Figura 12 - Resultados da simulagao
Realizou-se uma anélise a sensibilidade dos resultados, admitindo que ndo existiam
incertezas para o valor de uma das variaveis, considerando o seu valor médio na analise. Os

resultados dessa analise encontram-se discriminados na Tabela 2.

Tabela 2: Resultados das andlises de sensibilidade

Variavel deterministica n.° de amostras pr(%)
a 100 x 20000 0.0035

h 10 x 20000 0.10
L, fc, fs, Es, y. 10 x 20000 ~0.12

q 10 x 20000 0.11

O valor obtido para a probabilidade de rotura ¢é elevado, atendendo ao estado limite em causa.
Pela analise de sensibilidade efectuada, ¢ possivel constatar que a variavel a -distancia ao
centro de gravidade das armaduras - ¢ a que condiciona, em grande medida, a fiabilidade
estrutural. Estes factos poderdo traduzir uma escolha inadequada do tipo de distribui¢do desta
variavel e/ou dos parametros que a caracterizam. Por outro lado, o desvio padrao considerado,
e atendendo a realidade portuguesa no que respeita ao controlo de qualidade em obra,
nomeadamente em relagdo a colocagdo e montagem de armaduras, sobretudo as superiores, e
as operagdes de betonagem, mostra-se bastante realista. Este aspecto merece alguma
preocupagdo e deve ser objecto de particular atencdo dos responsaveis pela execugdo das
obras.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Como se salienta na introducdo, o problema da fiabilidade estrutural ndo pode ser
reduzido a formulagdes simplificadas que relacionem apenas a resisténcia, R, e o efeito das
accoes, S, considerando-as varidveis aleatorias independentes. Cada uma daquelas variaveis &,
por sua vez, funcao de outras variaveis aleatorias, com diferentes graus de dependéncia entre
si, que podem ainda conduzir a situagdo de ndo se poder considerar a independéncia entre R e
S.

Todos estes aspectos tornam a resolugdo analitica dos problemas de fiabilidade
estrutural, que constitui a abordagem classica neste dominio, muito complexa e morosa, € em
muitos casos impossivel.

Os métodos de simulagdo numérica, por seu turno, apresentam uma grande
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versatilidade na resolugdo deste tipo de problemas, permitindo ultrapassar grande parte das
limitagdes das técnicas classicas. Contudo, a sua aplicagdo a problemas correntes de
engenharia estrutural ainda se reveste de algumas dificuldades, apenas sendo vidvel em
estruturas simples.

A aplicagdo mais corrente das andlises de nivel superior ¢ ainda a obtencdo ou
calibragdo de parametros a utilizar em formatos de nivel 1, nomeadamente valores
caracteristicos das varidveis basicas, e respectivos coeficientes parciais de seguranca,
associados a um determinado nivel de risco. Este tipo de andlises requer a defini¢do de
tipologias estruturais representativas da realidade em estudo, assim como a necessidade de
considerar um elevado numero de situagdes que permitam reproduzir as diferentes
combinagdes das varidveis basicas que efectivamente podem ocorrer. O resultado de todo este
processo ¢ uma grande complexidade e volume de calculos que so6 se justifica, em geral, na
elaboragdo de normas regulamentares ou na sua validagao.

Na defini¢do de procedimentos para aplicagdo pratica deste tipo de metodologias, o
procedimento habitual a nivel das normas mais recentes tem sido limitar o tipo de andlises ao
nivel 1. No entanto, recorre-se aos métodos probabilisticos para efectuar o ajustamento dos
parametros que caracterizam as analises a este nivel, nomeadamente os valores caracteristicos
ou nominais das resisténcias e das acgdes e os respectivos coeficientes parciais de seguranca.
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