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Resumo

Neste trabalho, comecaremos por abordar alguns resultados cldssicos associ-
ados ao tridngulo. Seguem-se outros resultados relacionados com circunfer-
éncias notdveis e com centros do tridngulo. A fim de ser possivel apresentar
algumas aplicagoes dos teoremas estudados, propomos algumas construcoes
euclidianas que precisam dos resultados ja referidos para a sua elaboragao.

Propomos, ainda, o estudo das coordenadas baricéntricas, apresentando
vérios centros do triangulo em coordenadas baricéntricas. E ainda introduzi-
da a nocao de conjugado isogonal e conjugado isotémico, sendo estudado
algumas relacoes entre centros notaveis.

Seguidamente é apresentada a equagao de uma recta em coordenadas
baricéntricas, particularizando com duas das rectas mais referidas: a recta
de Nagel e a recta de Euler.

Finalmente serd introduzida a no¢ao de produto baricéntrico de dois pon-

vil



tos, tanto em termos analiticos como em termos geométricos.
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Abstract

In this study, we will begin with some classical results associated to the
triangle, followed by other results related to notable circles and triangle cen-
tres. In order to present some uses of the studied theorems, we suggest some

euclidean constructions that need the mentioned results for their resolution.

We also suggest the study of barycentric coordinates, presenting several
triangle centres in barycentric coordinates. The notion of isogonal conju-
gate and isotomic conjugate are also presented, as well as the study of some

relations among notable centres.

The next step will be the definition of lines in barycentric coordinates,

particularly two of the most referred to: the Nagel line and the Euler line.

Finally, the notion of barycentric product of two points will be presented,
both in analytical terms and in geometrical terms.
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A matemética é como uma catedral inacabada,
cuja construgao comecgou hd mais de 3000 anos.
Ricardo Moreno Castillo [4].
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Introducao

De acordo com Tom Apostol [1] ”A Matemética nasceu quando o homem
primitivo sentiu a necessidade de contar. Evoluiu para uma linguagem
escrita hd mais de 5000 anos quando os inventores dos calenddrios
calcularam a[s|] datas das estagdes do ano”. J& a Geometria, segundo o
mesmo autor terd surgido devido ao desenvolvimento do comércio, o qual
levou & necessidade de medir. O seu nome deriva da palavra Terra, a qual
teve de ser medida, no Egitpo e na Mesoptéania, a fim de resolver problemas

relacionados com a irrigacao e a determinacao de impostos.

Pelo anteriormente referido compreende-se que habitualmente se atribua
aos Egipcios e aos Babilénios os primeiros estudos relacionados com a
Geometria. Com efeito, os Egipcios, devido a necessidade de redistribuir as
terras apds as inundacoes do Nilo, foram obrigados a desenvolver a sua

geometria a qual, nesta civilizacao, tinha um carédcter experimental, sendo



as férmulas empiricas, resultando alguns erros como os que sao
seguidamente referidos e que estao indicados em [9].
Por exemplo, a drea de um quadrildtero de lados a, b, ¢ e d era

determinada segundo a férmula

a+cb+d
2 2 7

que, como sabemos, s6 d4 um resultado correcto se o quadrilatero for
rectangulo.
Outro erro era cometido na determinacao da drea do tridngulo isésceles, em

que dois lados mediam a e o outro media b, visto que utilizavam a férmula

ab

5"
Por outro lado, os Babilénios também tinham certos conhecimentos
matemadticos, cuja origem, provavelmente, provinha também das
necessidades de agrimensura e do comércio. Assim, encontraram-se
vestigios datados de aproximadamente 2000 a.C. indiciadores de que este
povo tinha a capacidade de resolver problemas envolvendo equagoes de
segundo grau e biquadradas.

Relativamente aos Hindus, julga-se saber que este povo possuia

conhecimentos de alguns casos particulares do teorema relacionado com



quadrado da hipotenusa de um tridngulo rectangulo.

Os conhecimentos geométricos, que os Egipcios e os povos orientais
possuiam, foram levados até aos Gregos por via do comércio. Nesta
civilizacao, Thales de Mileto, matematico grego que viveu cerca de 600 anos
antes da nossa era, é considerado como o responsavel pela introducao da

geometria egipcia no seu pais.

Pitdgoras de Samos viveu no século VI a.C., fundou a chamada escola
pitagorica, na qual a geometria deixou de ser desenvolvida unicamente com
objectivo de ter uma aplicacao prética, passando a ser tratada de forma

dedutiva.

Mais tarde, por volta de 300 a.C., Euclides exp6s nos seu livro Os
Elementos os principais conhecimentos geométricos da época, sendo, ainda
hoje, a base do ensino da geometria dita euclideana, a qual utiliza ainda
hoje, as demonstragoes publicadas nesse livro, quando se dedica ao estudo

de temas af tratados, tal como se pode ver em [21].

Sao ainda conhecidos os trabalhos de Arquimedes e de Apolénio que,
conjuntamente com os de Euclides, correspondem ao perfodo aureo da
geometria Grega. Depois destes sao de realcar os estudos feitos por Pappus
que viveu em Alexandria no século III e os de Préculo que viveu no século
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IV.

O conhecimento da matemdtica grega chegou ao mundo ocidental através
do Império Romano e dos Arabes, todavia tal conhecimento foi ignorado
durante a Idade Média tendo sido redescoberto com o aparecimento das
primeiras Universidades (finais do século XII) e sobretudo no periodo da
Renancenca. Deste periodo ressalta Leonardo Fibonacci que, por volta de
1200, publicou os livros Liber Abaci e Pratica Geometriae, resultantes dos

conhecimentos adquiridos nas suas viagens ao Oriente.

Avancos significativos na geometria, pés periodo grego, surgem apenas no
século XVII através de René Descartes com a introdugao do sistema de
coordenadas cartesiano e do desenvolvimento, conjuntamente com Pierre de
Fermat, da geometria analitica. No mesmo perfodo surge a geometria
projectiva, cujos responsaveis sao Desargues e Pascal, mas esta sé viria a
sofrer grande impulso no século XVIII devido aos trabalhos de Monge e

Carnot.

As geometrias nao euclideanas surgem no século XIX, sendo um dos
principais responséveis Nicoldi Lobachevski. A nog¢ao de grupo é
introduzida na geometria devido aos trabalhos de Evaristo Galois, ao que se
seguiu a introducao da topologia, destacando-se os trabalhos de S. Lie, F.
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Klein, Riemann e Elie Cartan.

Como vimos a geometria jé evoluiu muito desde o periodo grego até a
actualidade, de facto, a geometria diferencial e topolégica pouco tém a ver
com a chamada geometria euclideana, no entanto, achamos pertinente
continuar a estudar esta tltima por dois motivos. Por um lado, apesar da
sua aparente simplicidade, parece-nos que ela ainda nao estd totalmente
dominada pela comunidade escolar pré-universitdria. O que poderd ser
compreendido se tivermos em conta a ideia de um matemadtico franceés,
relativamente ao conhecimento matematico, citado em [12] quando diz que
“uma teoria matemadtica nao se considera completa enquanto nao for tao
clara que seja possivel explicd-la ao primeiro homem que se encontre na
rua”. E também importante estudar estes conceitos pois eles serdo os
alicerces sobre os quais se constréi toda a geometria e, ainda segundo [12]
por vezes nao se compreendem conceitos mais avancados ou nao se
conseguem fazer demonstracoes de grau de dificuldade mais elevada, por os
problemas elementares nao terem sido completamente apreendidos. Por
outro lado, tal como referido em [2] e reforgado em [16], pensamos ser o
ensino da geometria mal tratado ao nivel do ensino pré-universitdrio, o que

¢ um pouco revelador da maneira como a Matemaética hoje em dia ¢é vista.



De facto, esta perdeu relevancia social face a outras, o que nos parece um
pouco paradoxal, sobretudo se tivermos em conta a importancia que esta
ciéncia assumiu durante a II Guerra Mundial, tendo continuado durante a
chamada Guerra Fria, devido as necessidades inerentes a exploragao
espacial. Neste periodo, segundo [10] ”a investigagao cientifica tornou-se
tao importante para a sociedade como fascinante para os investigadores.”
Ainda segundo os mesmos autores, cabe aos professores do ensino
pré-universitdrio um importante papel na mudanca do actual estado de
espirito face & matemadtica, o que é tao mais importante quanto maior for o
nivel de desenvolvimento tecnolégico pretendido para o nosso pafs. Com
efeito, segundo [21], a matemdtica ”desempenha um papel fundamental na
ciéncia moderna” o que jd é reconhecido pela comunidade cientifica uma
vez que "uma parte quantitativamente importante da Matemdtica que se
ensina nas universidades de todo o mundo é consagrada a educacao de
engenheiros, fisicos, quimicos, biélogos, informaticos, economistas e
profissionais de vérias outras disciplinas.” Para se conseguir a mudanca
defendida, e no que a geometria, em particular, diz respeito, achamos que
se deve combater o actual panorama do ensino da geometria, o qual se

caracteriza por abordar vérios assuntos de forma relativamente superficial e



espacada no tempo. Tal facto é contraditério com a importancia que a
geometria assume, por exemplo, no exame nacional de nono ano, no qual é
atribuida cerca de quarenta por cento da classificacao as questoes

relacionadas com a geometria.

Assim, parece-nos pertinente rever a formacao inicial dos professores de
matemadtica, o que também é referido em [2] e corrobrado por [16]. Pois, de
facto, nos Cursos de Matematica ministrados nas nossas Universidades, ou
se parte do principio que determinados conhecimentos sao dominados pelos
alunos, aquando da sua entrada em tais estabelecimentos, o que nao é
sempre verdade, pelo que comecam com o estudo de resultados mais
avancados, levando a que os alunos sujeitos a estes cursos, ou nao consigam
ter aprovagao, ou tendo-a, ficam com a ideia de a Geometria ser uma
ciéncia com falta de fundamentacao. Em alternativa, temos um estudo
demorado e muito aprofundado sobre os alicerces da Geometria, fornecendo
aos alunos bases muito sélidas para algo que provavelmente nunca sera
construido, visto que, muito possivelmente, alunos expostos a este tipo de
ensino, nunca se aperceberao da beleza da geometria e ficarao com pouca
vontade de continuar o seu estudo. Em qualquer um dos casos, os futuros
professores sujeitos a este tipo de ensino, terao dificuldade em transmitir o
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gosto pela Geometria aos seus alunos.

Nao tendo nés a pretensao de sugerir alguma alteracao ao nivel do
Universitdrio da Geometria, arriscaremos algumas ideias que, a serem
adotadas ou reforcadas nos casos em que jd sao aplicadas, pensamos serem
positivas para o ensino da Geometria ao nivel pré-universitario, no entanto,
a fim de apoiar as nocas ideias, consideramos importante contar agora uma

histéria retirada de [19].

H4 cerca de dois mil e trezentos anos, Ptolomeu I reinava no Egipto, o qual
comegou a ler Os Elementos de Euclides, tendo-se cansado rapidamente,
devido as longas cadeias de raciocinios ai presentes e nem sempre féceis de
seguir. Resolveu entao chamar o famoso geémetra grego & sua presenca,
perguntando-lhe se nao haveria uma forma mais facil e rdpida de aprender
Geometria, ao que Euclides lhe terd respondido ” Em matematica nao

existem vias especiais”.

Tendo em conta esta histéria e, como sabemos qualquer atleta tem de
treinar para atingir um bom desempenho desportivo, compreende-se que, de
forma andloga, quem quiser aprender Geometria tem de habituar o seu
cérebro a trabalhar. Deste modo, propomos que a Geometria va sendo

trabalhada ao longo de todo o percurso escolar do aluno, sem pausas, pois



nesta drea, os algoritmos sao reduzidos, pelo que temos de equacionar,
frequentemente, a melhor estratégia de resolucao de um determinado
problema. No entanto, podemos dotar os nossos alunos de algumas
ferramentas que os podem ajudar. Propomos que se comece pelo estudo de
teoremas fundamentais, os quais poderao ser, inicialmente, problemas, mas
depois passarao a mecanismos automaticos que possibilitam a passagem de
um ponto ao outro, é também necessario ir dando problemas com grau de
dificuldade cada vez maior, o que poderd ser feito recorrendo & introducgao
de teoremas mais complexos, & resolucao de problemas que requeiram varios
conhecimentos para a sua resolucao, ou ao trabalhar de nocoes que estejam
fora do ambito da sala de aula, neste caso as coordenadas baricéntricas
serao um bom exemplo, visto que requerem conhecimentos matematicos ao
alcance dos alunos do terceiro ciclo e, devido & sua forte componente
geométrica, podem ser trabalhadas com os alunos mais interessados, desse
nivel de ensino, claro que neste caso estamos a pensar s6 nos conhecimentos

introdutorios.

Para se conseguir o desenvolvimento de raciocinio preconizado
anteriormente propomos que as actividades a desenvolver na sala de aula
deverao ser complementadas com trabalhos realizados fora desta,

9



nomeadamente em clubes da matematica, os quais devem ter por objectivo
a preparacao de alunos para provas de matemética, destacando-se as que
sao dinamizadas, pela S. P. M, pela Universidade de Aveiro, pela Escola
Superior de Educacao de Lisboa e pela Universidade do Algarve,
permitindo aos alunos pesquisar de modo a saber um pouco mais sobre a
histéria da matematica donde poderd surgir a preparacao de palestras, o
aprofundar dos contetidos leccionados. Num clube devera ainda ser
fomentada a utilizacao de jogos matematicos, como por ememplo os que
fazem parte do Campeonato Nacional de Jogos Matemdticos, estimulando

os alunos que revelem maior potencialidade e interesse.

Para além dos motivos apresentados para justificar o estudo de geometrias
elementares no século XXI, existem outros que ainda nao foram referidos,
sendo que um deles se prende com o desenvolvimento que as tecnologias
sofreram nos ultimos trinta anos. De facto a capacidade dos actuais
computadores pessoais, associados a softwares de geometria dindmica,
(como o The Geometer’s Sketchpad, ou o programa de desenho assistido por
computador C.A.D.), possibilitam um aprofundar de estudos que néo era
acessivel aos antigos gregos. A outro nivel, hd a realcar o fascinio que, pelo
menos para nos, é o facto de um tridngulo ter um enorme nimero de

10



centros. Com efeito, é do conhecimento geral que uma circunferéncia tem
um centro, mas ja nao é natural falar de centros de poligonos.
Relativamente a um quadrado, ainda podemos pensar no seu centro, como
o ponto equidistante dos seus vértices e dos seus lados, j4 nao de todos os
seus pontos. No que a um rectangulo nao quadrado, diz respeito, ja sé
poderfamos falar do ponto equidistante dos seus vértices, mas relativamente
a um tridngulo qualquer temos sempre, o ponto equidistante dos vértices e
o ponto equidistante dos lados. Tais propriedades vém dos antigos Gregos,
os quais chamaram a tais pontos, circuncentro e incentro, respectivamente.
Essa civilizagao provou ainda a existéncia de mais dois centros, que
resultam da interseccao das alturas e das medianas, referentes a cada
vértice, originando o ortocentro e o baricentro, respectivamente, na
actualidade j& sao conhecidos centenas de centros, gragas sobretudo ao

trabalho de Kimberling dos quais se destaca [13].

Com o intufto de dar resposta as preocupacoes referidas estruturdamos este
trabalho de modo a ser 1til a docentes e alunos, do ensino pré-universitério,
interessados em Geometria, tendo-o dividido em quatro partes, as quais

passamos a descrever.

No Capitulo dois, apresentamos alguns resultados cldssicos que

11



consideramos imprescindiveis & construcao de uma boa preparacao de base
para quem pretenda ir mais além, sao apresentados teoremas e alguns seus

coroldrios ou proposicoes que dependam deles.

O terceiro Capitulo é composto por resultados que se distinguem dos
anteriores por envolverem, na sua formulagao, elementos relacionados com
centros do tridngulo, como por exemplo, circunferéncia inscrita, circunscrita
ou ex-inscrita, bem como o centro e o raio de cada uma dessas

circunferéncias, mais uma vez, surgem resultados cldssicos.

No Capitulo quatro apresentaremos algumas construcoes euclideanas, ou
seja, construgoes feitas com recurso exclusivamente a régua nao graduada e
ao compasso, comecando pelas mais elementares, as quais serao necessdrias

as que se lhe seguem, visto serem mais complexas. No tltimo caso, para

além de apresentarmos a construcao, analisaremos o nimero de solugoes

possiveis para o problema proposto.

Relativamente ao quinto Capitulo, serao abordadas as coordenadas
baricéntricas, comecando por alguns preleminares, necessarios a sua
compreensao. Serao introduzidas algumas nogoes que servem para ilustrar a
riqueza deste sistema de coordenadas, possibilitando um aprofundar de
conhecimentos para quem pretenda ir um pouco além da geometria de

12



Euclides. Se formos um bocado mais além do que é espectédvel ser
trabalhado ao nivel do ensino pré-universitario, é por considerarmos que o
professor tem de ir a esse ponto para estar apto a preparar materiais com

um grau de dificuldade adequado para a sua sala de aula ou para o seu
clube de matematica. Para o estudo destes assuntos recomenda-se a leitura
dos trabalhos de Yiu, salientando-se [23], [22] e [24], os quais s@o
imprescindiveis, para todos os que queiram trabalhar nesta drea, bem como

para abrir portas a futuras investigagoes.

Com este trabalho, pensamos ainda ter dado um passo que nos permite ver
mais longe e tragar novos rumos para investigacoe que nos propomos fazer
no futuro. Assim, consideramos que a estrutura de Grupo Abeliano,
constituida pela nocao de soma e produto de pontos definidos em
coordenadas baricéntricas, merece ser estudada com alguma profundidade.
Por outro lado, em [11] e com a correspondéncia trocada com Clodoveu
Davis, ficdimos com a ideia que os sistemas de informacao geograficos,
conhecidos por G.I.S., do inglés Geographic Information System, recorrem
as coordenadas baricéntricas, pela sua facilidade em determinar se um
ponto pertence ou nao a um triangulo, o que é fundamental porque, em
G.I.S., usam-se poligonos e linhas poligonais, em vez de curvas
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paramétricas, arcos de curvas e outras formas, por uma questao de
simplicidade e regularidade de armazenamento de dados. Pelo que a

triangulacao de poligonos oferece varias possibilidades interessantes.
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Capitulo 1

Alguns resultados classicos

Neste capitulo demonstraremos alguns teoremas que nos serao tuteis ao
longo deste trabalho. Para além da necessidade que deles temos, pensamos
que poderao ser liteis para a criacao de problemas a propor aos nossos
alunos, tanto em contexto de sala de aula, como na actividade regular de
um clube de matematica, o qual esperamos e desejamos poder encontrar em

cada estabelecimento de ensino do nosso paifs.

Ao longo de todo o trabalho, e sempre que nada seja dito em contrério,
iremos enunciar os vértices de um tridngulo, no sentido anti-horario, sendo
que daremos prioridade as letras A, B e C para designar tais vértices, estas
letras poderao também representar os dngulos internos do tridngulo, assim,

15



quando nos referirmos ao angulo A, estamos a pensar no angulo interno,
BAC, relativamente aos lados do tridngulo, recorreremos as letras
mintdnculas a, b e ¢ para nos referirmos aos lados que se opoem aos vértices
A, B e C, respectivamente. Consoante o contexto a, b e ¢ podem também,

representar o comprimento do lado correspondente.

Z

Os comprimentos dos lados de um tridngulo também poderao ser
representados com recurso aos vértices que o limitam, assim, quando nos
referirmos a |AB)| estamos a pensar no comprimento do segmento de recta
AB, neste sentido, |AB| e | BA| representarao o mesmo valor. Haverd, no
entanto, situagoes em que a ordem dos pontos serd importante, nesses
casos, AB e BA terao o mesmo valor absoluto, igual ao comprimento do
segmento de recta AB, mas terao sinais contrarios.

Outras situagoes, que julguemos pertinentes, quer tenham a ver com
notacao ou com a definicao de conceitos necessdrios ao tratamento de um
determinado assunto, serao referidas quando surgir a necessidade de as
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esclarecer pela primeira vez.

1.1 Resultados preliminares

Nestes resultados preliminares incluiremos o teorema dos senos, o teorema
dos cossenos, o teorema da drea, duas proposicoes de Os Elementos de
Fuclides, as quais estao relacionadas com o teorema da corda, que também
serd apresentado. Segue-se um teorema que ja fez parte do programa do 8°
ano sendo entao chamado de teorema do cateto e, por fim, o teorema da

bissectriz, tais resultados foram retirados de [2], [8], [14], [15], e [7].

Definicao 1.1.1 A circunferéncia circunscrita de um tridngulo é a circun-
feréncia, que passa pelos seus trés vértices, o centro de tal circunferéncia,
recebe o nome de circuncentro, sendo resultante da interseccao das media-

trizes dos lados do tridngulo.

Definigao 1.1.2 Por mediatriz de um lado do triangulo entendemos a recta
equidistante dos vértices que definem tal lado, ou seja, a recta perpendicular

ao segmento de recta que define tal lado, a passar pelo seu ponto médio.
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Teorema dos senos Num tridngulo com vértices A, B e C sendo R o raio

da circunferéncia circunscrita, temos

a b c
sinA  sinB sinC 28, (1.1)

Demonstragao
Seja O o circuncentro do triangulo ABC, temos dois casos a considerar,

consoante a posi¢ao de O relativamente ao tridngulo.

1¢ Situagao: Seja O um ponto interior do tridngulo ABC.

-

Sendo o segmento de recta C'J um didmetro da circunferéncia circunscrita
ao tridngulo ABC; resulta que os angulos A e J tém a mesma amplitude
porque sao angulos inscritos associados ao mesmo arco. Por outro lado,
aplicando o teorema do arco capaz, ao didmetro CJ, concluimos que o
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tridngulo CJB é recto. Assim temos

a
A= sing = &
sin sin ik

donde

a
2R = .
i sin A

2% Situagao: Seja O um ponto exterior do tridngulo ABC.
-

Pelo teorema do arco capaz, a soma dos dngulos A e J é 180°, ou seja, 0s
angulos A e J sao suplementares, resultando que o seno destes angulos tem

o mesmo valor, deste modo, & semelhanca da primeira situacao, temos

a
2R = .
a sin A

De forma andloga, obterfamos resultados semelhantes relativos aos angulos
Be Coquenoslevaa (1.1)M
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Teorema dos cossenos Num tridngulo com vértices A, B e C, se a, b e

¢ forem os comprimentos dos lados opostos a A, B e C, respectivamente,

temos.
a®> = b®+c* — 2bccos A;
¥ = a®>+ c* — 2accos B;
A = a®>+ b —2abcosC.
Demonstragao
A
c
h
5]
41 D0

De acordo com o comprimento dos segmentos de recta apresentados nas
figuras, e sendo D o pé da perpendicular a BC' a passar por A, temos trés
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situagoes a analisar:

B—D —C, em que D estd entre B e C;

D — B —C, em que D estd a esquerda de B;

B —C — D, em que D esta a direita de C,
pelo que

as=a+a, se D—B—C;

as=a—ayse B—D—C;

as=—a+a,se B—C—D.

Assim, escolhendo 6 e € valendo um ou menos um, consoante os trés casos

considerados, obtemos

V¥ = a3+ h?
= (ba+eay)’ + h?
= (ba+¢eay)’ + —a?
= a®>+c + 26ecaay
= a®+ ¢ + 26cac |cos B
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Tendo em conta que o valor absoluto do cosseno de B é igual ao simétrico
do cosseno de B, quando D estd a esquerda de B e de C, sendo o valor
absoluto, do cosseno de B igual ao cosseno de B nos restantes casos e, por
outro lado, o produto de ¢ por € é igual a um, na situagao anteriormente

referida, sendo igual a menos um nos restantes casos, obtemos
b = a® + ¢® — 2accos B,

em todas as situacoes.

De forma andloga se deduzem as restantes férmulas.ll

Com o teorema seguinte, surge a necessidade de introduzir uma
representacao da drea de um tridngulo. Como este conceito serd muitas
vezes utilizado ao longo deste trabalho, entendemos ser este o momento
oportuno para fixar uma notacao que serd adoptada ao longo do resto do

texto. Assim, a drea do tridngulo ABC' serd representada por A4p¢).

Teorema das dreas ' A drea de um tridngulo pode ser calculada pela for-

mula

1
Aape) = §bcsinA (1.2)

em que b e ¢ sao os lados do triangulo que limitam o dngulo A.

'Este teorema ji fez parte do programa de matemdtica do 8° ano. Ver [10]
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Demonstracao

Temos dois casos a considerar consoante A seja um angulo agudo ou obtuso

< C

Se A for um angulo agudo, entao seno de A é igual ao quociente de h por b,
em que h representa a altura do tridngulo relativamente ao lado de

comprimento ¢, pelo que
h =bsin A

e, tem lugar (1.2)

Se A for um angulo obtuso
: . h
sin(m—A) =sinA = 3
Conduzindo & mesma férmula.ll

Proposicao II 6 2 Seja AB um segmento de recta com C como ponto médio,

acrescentemos um segmento de recta BD, de tal forma que A, B, C'e D sejam

2Esta proposicdo é a niimero seis do livro dois dos Elementos de Euclides
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colineares. Assim temos

|AD||DB| + |CB|* = |CD|>. (1.3)
Demonstragao
A c B 0
J / ‘
H i
EL = JF

Seja CEFD um quadrado e AHLD um rectidngulo, DE é uma diagonal do
quadrado anterior e BG é paralela a CF, a recta HL passa por J, sendo que
este ponto resulta da interseccao de DE com BG.

Como os segmentos de recta AC' e CB tém o mesmo comprimento, 0s
rectangulos AHIC e CIJB sao iguais, por outro lado, os rectangulos CIJB e
JGFL, sao iguais, pelo que os trés anteriores rectangulos sao iguais entre si.
Assim, o poligono AHIEGJLD e o quadrado CEFD tém a mesma drea.
Tendo em conta que o primeiro é constituido pelo rectangulo AHLD e pelo
quadrado IFGJ a igualdade entre ambos pode ser representada como se
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segue
|AD||DL| +|1J||JG| = |CD||DF].

Esta igualdade pode ser simplificada se tivermos em consideracao que
BJLD ¢ um quadrado, o que implica a igualdade entre os comprimentos dos
lados BD e DL o mesmo acontecendo relativamente aos lados CD e DF do
quadrado CEFD. Verifica-se, ainda, que os segmentos de recta CB, IJ e JG
tém o mesmo comprimento, pelo que se verifica (1.3) B

Com o préximo teorema, surge a necessidade de representar circunferéncias
dados o seu centro e raio, pelo que aproveitamos para fixar uma notacao
que serd adoptada ao longo do resto deste trabalho. Assim, por C (O, r),

entenderemos a circunferéncia de centro O e raio 7.

Definicdo 1.1.3 O valor C (P) := |OP)* — 12, diz-se poténcia de P relativa-
mente a circunferéncia C (O,r), sendo negativa, zero, ou positiva, consoante

P seja um ponto interior, fronteiro ou exterior a C (O,r).

Teorema da corda Seja C = C (O,r) uma circunferancia, P um ponto da

recta AB, em que os pontos A e B definem uma corda de C. Entao

|PA||PB| = |OP|* —r*=C(P).
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Demonstragao

Temos de distinguir trés casos, consoante P seja, interior, fronteiro ou

exterior a C.

(i) P estd no interior de C.

Neste caso |OP| é menor do que r e, portanto, os vectores PA e PB tém

sentidos contrarios, pelo que

PA.PB < 0.

Se construirmos o didmetro de C a passar por P, a sua interseccao com a
circunferéncia definird dois pontos, digamos A" e B’, teremos, entdo, o
seguinte posicionamento dos pontos relativamente uns aos outros
A—-0O—-P—-B ouA —P—0- B, sem perda de generalidade
consideremos a primeira situacao relativamente & qual se verifica que o
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produto de
PA .PB = — )PA" ‘PB" ,
tendo ainda em conta, que

)A’P) —r+|OP|, |PB

=r —|OP]
temos
PA' .PB = —(r+|OP|).(r — |OP]).

Como o segundo membro da igualdade representa uma diferenca de

quadrados, podemos simplificd-lo obtendo a poténcia de P relativamente a

C.
PA .PB = |0oP]—r*=C(P) <0.

Se os segmentos de recta AB e A'B’ tiverem o mesmo comprimento, o
produto de PA por PB ser4 igual ao produto de PA" por PB’ o qual, como
vimos, é idéntico a [OP|* — r2.

Caso contrario os angulos B'AB e B'A'B terdo a mesma amplitude, porque
sao angulos inscritos, associados & mesma corda, por outro lado, os dngulos

BPA' e APB' tém a mesma amplitude porque sdo verticalmente opostos,
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pelo que os triangulos BA'P e AB'P sao semelhantes, consequentemente

|AP|  |A'P|
\PB'|  |PB|’

donde
|AP||PB| = )A’P‘ ‘PB'),
como P é interior aos segmentos de recta AB e A'B’ temos
PA.PB = PA .PB = |OP]* — 12

(7i) P estd no exterior de C.

Neste caso o segmento de recta OP, é maior do que r e os vectores PA e

PB tém o mesmo sentido pelo que
PA.PB > 0.

Consideremos um diametro A'B’ tal que os pontos estejam ordenados da
seguinte maneira A' — O — B' — P, neste caso o produto de PA" por PB’
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serd positivo, pelo que, expressando os comprimentos dos segmentos de
’ /N .

recta PA e PB', a custa de somas ou de diferengas, envolvendo o

comprimento do segmento de recta PO e o raio, & semelhanca do que ja

fizemos, obtemos
PA'.PB = |POJ® —r?

Mais uma vez os angulos BAB' e BA'B’ sao iguais, como o angulo B'PB é
comum aos triangulos BPA" e APB' estes sao semelhantes, resultando, de

forma andloga a anterior,
PA'.PB = PA.PB,

pelo que

PA.PB = |PO|* —r2.

(7i1) P esté sobre C.




Neste caso, o comprimento do segmento de recta OP é igual a r, sendo a
poténcia de P igual a zero. Verifica-se também que P assume o papel
desempenhado por B nas situacoes anteriores, pelo que o segundo factor do
produto dos segmentos PA por PB é agora o segmento de recta PP, o qual
tem comprimento nulo, donde, tal produto é igual a zero. Desta forma

continuamos a ter
PA.PB = |POJ” — .

[ |
O segundo caso considerado na demonstracao anterior é equivalente a
proposicao trinta e seis do livro trés de Os Elementos de Fuclides, a qual,

pela sua importancia histérica, apresentamos de seguida.

Proposigao III 36 Seja P um ponto exterior a circunferéncia ABC, con-
sideremos duas rectas incidentes com P, sendo uma delas PBA, secante &
circunferéncia, e a outra PC, tangente a circunferéncia. Entao, o rectingulo

PA por PB ¢ igual ao quadrado sobre PC.

Demonstragao

Pretendemos mostrar

|PA||PB| = |PCJ? (1.4)
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Temos de considerar dois casos, consoante PBA passe ou nao pelo centro da
circunferéncia.

(1) Seja a recta PBA incidente com o centro da circunferéncia.

Seja OC' o raio definido pelo ponto de tangéncia da recta PC com a
circunferéncia, entao, o angulo PCO é recto. Como O é o ponto médio do
segmento de recta AB e P é colinear com AB, podemos recorrer a (1.3)

para afirmar que
|AP||PB| + |OB|* = |PO|*.

Tendo em conta a relagao anterior bem como o facto de OB e OC' serem
raios, logo terem o mesmo comprimento e ainda, devido a aplicagao do

teorema de Pitdgoras ao tridngulo OCP, resulta que

|AP||PB| + |OC|* = |OC|* + |PC|?, (1.5)
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o que equivale a (1.4).

(i7) Seja O um ponto exterior a recta PBA

Neste caso, construimos o segmento de recta OD perpendicular a corda AB
pelo que os segmentos de recta AD e DB, tém o mesmo comprimento.

Aplicando a proposi¢ao (1.3) a recta ADBP, resulta
|AP||PB| + |DBJ* = |PD*,

adicionando o quadrado do comprimento do segmento de recta OD a ambos
os membros da igualdade anterior e aplicando o teorema de Pitdgoras aos

tridngulos DBO e DPO, resulta
|AP||PB| + |BO|* = |POJ’.

Pelo que (1.4) ¢é vélida.
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Qualquer das situagoes que acabdmos de analisar é equivalente ao segundo
caso estudado na demonstragao do teorema da corda, porque o tridngulo

OCP é rectangulo, pelo que
|PO|)* = |OC* + |CP|?,

o que equivale a dizer que o quadrado do comprimento do segmento de
recta PC' ¢é igual a poténcia de P relativamente & circunferéncia de centro

O e raio OB, por exemplo.l

Proposigao 1.1.4 Se P for exterior a circunferéncia C (O, R), entdo a potén-
cia de P, com respeito a essa circunferéncia, assume o valor do quadrado
do comprimento da tangente a circunferéncia defenida por P. Sendo que se
entende por comprimento da tangente, o comprimento do segmento de rec-
ta defenido por P e pelo ponto de interseccao da tangente a circunferéncia

C (O, R) defenida por P e a propria circunferéncia.

Demonstragao

Esta proposigao equivale a proposigao (III 36), de facto, se P for exterior a
circunferéncia em andlise, entao o tridngulo POC é rectangulo, pelo que,
aplicando-lhe o teorema de Pitdgoras resulta que o quadrado do
comprimento do segmento de recta PO é igual a soma dos quadrados dos
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segmentos de recta OC' e CP, o que conduz a seguinte igualdade equivalente
|CP* = |POJ* — |OCJ?.

Como o segmento de recta OC representa um raio da circunferéncia, o
segundo membro da igualdade anterior representa a poténcia de P
relativamente a circunferéncia em andlise, pelo que a observacao fica

justificada.ll

Teorema do cateto Num triangulo rectingulo, o quadrado do comprimen-
to de um cateto ¢é igual ao produto do comprimento da hipotenusa pela pro-

jeccao do referido cateto relativamente o hipotenusa, ou seja,

& =pa, V¥ = qa.

Demonstragao
Pelo facto de o tridngulo ABC' ser rectangulo, verifica-se a igualdade entre o
quadrado de a e a soma dos quadrdos de b e de ¢, ou, de forma equivalente,
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entre a soma dos quadrdos de b e de ¢ e o quadrado da soma de p com gq.

Desenvolvendo este ltimo quadrado, podemos obter a seguinte expressao
B — g+ —p? =2

Como os tridngulos ABD e ADC sao rectangulos temos, respectivamente,

que
& =h+p 0P =0+ ¢,
tendo em conta as iltimas igualdades destacadas obtemos
h% = pq.
Da igualdade anterior e da relacao existente entre os lados do tridngulo
ABD, que advém do facto de este ser rectangulo, temos
2 __
< =plp+a).

Finalmente, como a soma de p com ¢ é igual a a, obtemos.

= pa.

Analogamente prova-se a outra igualdade enunciada no teorema.ll

Teorema da bissectriz Dado um tridngulo, a bissectriz de um dos seus
dangulos define dois tridngulos cujas bases, relativamente ao dngulo em causa,
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sao proporcionais ao lados do tridngulo inicial que definem o dngulo em

questao, ou seja,

p_c
q b
A
]
< o
B “ o o o

Demonstragao

Como os tridangulos ABD e ADC tém a mesma altura, temos

Ausp) _p

A[ADC] q

Aplicando (1.2) aos triangulos ABD e ADC e, tendo em conta que 0s

angulos BAD e DAC tém a mesma amplitude, obtemos

AaBp) ¢

Auupe) b

As duas igualdades anteriores conduzem-nos ao resultado enunciado no

teorema.ll
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1.2 Teoremas fundamentais

Nestes teoremas fundamentais incluiremos o teorema de Steiner, a férmula
de Herao, o teorema de Menelau e o teorema de Ceva. Para cada um destes
resultados serd apresentada uma aplicagao, um coroldrio, ou uma extengao.

Os resultados presentes nesta seccdo poderao ser encontrados em [2], [4],

[17], 18], [7] e [11],

1.2.1 Teorema de Steiner

Este teorema permite relacionar os comprimentos dos segmentos de recta
resultantes da particao, de um lado de um tridngulo, definida pelas
interseccoes com duas rectas simétricas relativamente a bissectriz do dngulo
oposto. Para comprender a utilidade deste teorema veremos que o teorema
da bissectriz € um coroldrio deste teorema e apresentaremos ainda outros

corolarios.

Teorema de Steiner ® Sejam D e D' dois pontos pertencentes ao lado BC

do triangulo ABC, tais que as cevianas AD e AD' sdo simétricas, uma da

30 teorema de Steiner surgiu inicialmente como a proposicdo 12 do livro VI da coleccio

de Pappus.
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outra, relativamente a bissectriz do dngulo BAC, entao temos

|BD||BD'| |ABJ?

IDC||D'C| — |CA[*

Demonstragao

Aplicando o teorema dos senos aos triangulos ABD e ADC, obtemos

|BD| sinZBAD |CA| sin/ZCDA
|AB|  sinZADB’ |DC| sin ZDAC"

Tendo em conta que os dngulos ADB e CDA sao suplementares, os seus
senos tém o mesmo valor, pelo que, simplificando o produto, membro a

membro, das duas anteriores igualdades, obtemos

|BD||CA|  sin/ZBAD
|AB| |DC|  sinZDAC"

Recorrendo a um raciocinio andlogo, aplicado aos tridngulos ABD' e AD'C,

obtemos

|BD'| |CA|  sinZBAD
|AB| |D'C|  sinZD'AC’
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Multiplicando, membro a membro, as duas anteriores igualdades, obtemos

|BD||CA| |BD'| |CA|  sin/BADsin ZBAD'
|AB| |DC| |AB| |D'C|  sin ZDAC sin /D' AC

Como as cevianas AD e AD' sao simétricas uma da outra, relativamente a
bissectriz do d&ngulo BAC, o mesmo acontecendo com as rectas AB e AC os
angulos BAD' e DAC tém a mesma amplitude, tal como BAD e D" AC.

Assim o segundo membro da igualdade anterior serd igual a um, pelo que

|BD| |BD'| |CA*
|DC| |D'C| |AB)>

o que equivale a igualdade que pretendiamos demonstrar.ll

Observagao 1.2.1 O teorema da bissectriz é um coroldario imediato deste,
. ’ ~ . .
basta considerar que os pontos D e D sao coincidentes, correspondendo ao

pé da bissectriz do dangulo A.

Corolario 1.2.2 Seja ABC um tridngulo. Se a bissectriz externa do dngulo

BAC, intersecta a recta BC no ponto W', entdo

!/

BW'  |AB
w'c  |CA|

(1.6)
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Demonstragao

A bissectriz de um angulo divide-o em dois com metade da amplitude do
inicial, o mesmo efeito é provocado pela bissectriz externa de um angulo.
Como os dngulos interno e externo associados a um vértice de um tridngulo
sao suplementeres um do outro, compreende-se que o angulo formado pelas
bissectrizes interna e externa de um angulo seja recto, pelo que, tais
bissectrizes sdo perpendiculares. Assim, a reflexdo da recta AW’ em relacio
a bissectriz interna do angulo BAC, d4 origem a prépria recta, deste modo,
podemos aplicar o teorema de Steiner considerando os pontos D e D’

. . !
coincidentes com W', logo

|BW'| |BW'|  |AB]?
welwel - jeap

0 que equivale a

(Bw/>2_|ABF
w'c) |CAP*
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Como o ponto W' divide externamente o segmento de recta BC, a razio
definida pelo quociente dos segmentos de recta BW'e W' C é negativa, por
outro lado, como as rectas AB e AC nao tém a mesma direccao, a razao
definida pelo quociente dos segmentos de recta AB e C'A é positiva, pelo
que, a iltima igualdade em destaque, equivale ao resultado que nos

propusemos demonstrar.ll

Definigao 1.2.3 A semideana referente a um vértice é a recta que resulta

da reflexao da mediana na bissectriz desse vértice.

Coroldrio 1.2.4 Seja ABC um tridngulo, se a semideana relativamente ao

vértice A intersectar a recta BC no ponto R, entao

|BR| |AB)?

|RC| — |CAP”

Demonstracao

Seja M o ponto médio do segmento de recta BC' e R a intersec¢ao da
semideana referente a A com a recta BC. Podemos aplicar o teorema de
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Steiner, fazendo D e D' iguais a M e R, respectivamente, resultando

|BM||BR| |ABJ”
IMC||RC| — |CA]*

Mas como M é o ponto médio do lado BC, a razao entre os comprimentos
dos segmentos de recta BM e MC' é igual a um, pelo que o resultado deste

coroldrio é vdlidoll

1.2.2 Foérmula de Herao

A férmula de Herao é utilizada para determinar a drea de qualquer
tridngulo dadas apenas as medidas dos seus lados. Para além desta
férmula, apresentaremos, também, uma sua extensao aplicdvel a
quadrildteros ciclicos. Tal extensao ¢é atribuida a Brahmagupta, matema&tico
indiano, do século sete.

Com este teorema, surge a necessidade de introduzir a nogao de

semiperimetro.

Definigao 1.2.5 O semiperimetro de um tridngulo ABC cujos lados medem

a, b e ¢ é o valor p representado pela sequinte igualdade

_a+b+c

p 2
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Teorema 1.2.6 Seja ABC um tridngulo com lados a, b e ¢ sendo p o seu

semiperimetro. Entdo a drea Ajape) satisfaz a “formula de Herao”

Aape) = \/p (p—a)(p—"0)(p—c).
A qual é equivalente & férmula
16&[2/130] =2 (a’0® + a’c + bV°) — at — bt — .

Demonstracgao

Relativamente & primeira férmula, consideremos a seguinte figura

-

A igualdade (1.2) do teorema das dreas pode ser reescrita de forma

equivalente surgindo
1
Aape) = éab\/ 1—cos?2C.

Aplicando o teorema dos cossenos ao dngulo C' e substituindo o cosseno de

C, derivado daquele teorema, na igualdade anterior, resulta sucessivamente

1 4a2b? — (a® + b — 62)2
A[ABC] = Eab\/ T

43



1 2
- 202 _ (g2 & b2 — 2
= 4\/40,19 (a® +b? — ¢?)

= }\/(2ab—a2—b2+c2) (2ab + a? + b? — 2)

= 1\/ —(a—0)%) ((a +b)* - ¢?)

= Z\/(c—a+b)(c+a—b)(a+b—c)(a+b+c)

= Vlp—a)(p-b)(p—c)p.

Ficando, assim demonstrada a primeira férmula.

Relativamente a segunda férmula, consideremos a seguinte figura

A

Um tridngulo tem pelo menos dois dngulos agudos. Podemos supor que B e
(' sao esses angulos, se D for o pé da perpendicular a BC' a passar por A,
tal como mostra a figura, temos que p e ¢ sao os comprimentos dos
segmentos de recta BD e DC, respectivamente. Pelo teorema de pitdgoras
podemos retirar duas expressoes para o quadrado da altura do tridngulo

relativamente ao lado BC.

h? = ¢ — p?; (1.7)
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h2 — b2 _ q2'
Tendo em conta que ¢ é igual a diferenca entre a e p, a segunda igualdade

pode ser simplificada, surgindo
h? = b? — a® + 2ap — p*.

Por diferenga, membro a membro, entre esta igualdade e (1.7), resulta
0=c*—b*+a*— 2ap,

donde se pode definir p em funcao de a, b e c. Substituindo essa expressao

em (1.7), obtemos

Tendo em conta que
1
A[ABC} = §ah>

podemos simplificar a igualdade anterior, obtendo

a*? (=0 +a?)’

2 —

desembaracando-nos de denominadores e desenvolvendo o quadrado,
obtemos
16&[2,430} = 2a%b* + 2a*c* + 20°c2 — a* — bt — &,
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o que conclui a demonstracao da segunda férmula.ll

Definicao 1.2.7 Um quadrildtero ciclico é um quadrildtero que pode ser in-

serito numa circunferéncia.

Proposigao 1.2.8 Dado um quadrildtero ciclico, com vértices A, B, C e D

e lados a, b, c e d, a formula que permite determinar a sua drea é

Aasep) =V (p—a)(p—"b) (p—c) (p— d). (1.8)

Demonstragao

Vamos dividir os quadrildteros ciclicos em rectangulos e nao rectangulos,

procedendo & demonstracao para ambos os grupos de poligonos.

e Se ABCD for um rectangulo, os comprimentos dos lados a e ¢ serao

iguais, o mesmo acontecendo relativamente a b e d, logo,

p=a-+b.
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Tendo em conta que

Va+b—a)(a+b—b)(a+b—a)(a+b—0b)=ab,

concluimos que a férmula (1.8) de Brahmagupta é vélida para os

rectangulos.
e Se ABCD for um quadrildtero ciclico nao rectangulo
Definamos P como a interseccao das rectas DA e CB, sendo
z=|PC|,y=|PDI,

pela Férmula de Herao a drea do tridngulo DPC' é

i\/(az+y+c)(—x+y+c)(x+y—6)($—y+c)- (1.9)

Como os angulos ADC' e CBA sao suplementares, um em relacao ao outro,
o mesmo acontecendo com os angulos ABP e CBA, concluimos que os
angulos ABP e ADC' tém a mesma amplitude, analogamente, provamos a
igualdade entre as amplitudes dos dngulos PAB e DCB, deste modo, os
tridngulos BAP e DPC sao semelhantes sendo a razao de semelhanca igual

ao quociente entre a e ¢, pelo que

Apap)  a*

A[DPC] 2
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Como a drea do quadrildtero ABCD pode ser determinada pela diferenga
entre as dreas dos triangulos DPC e BAP podemos expressar a razao, entre
a area do quadrildtero e a do triAngulo maior, recorrendo ao seguinte

resultado

A 2 2
asen _ 2~ 2 (1.10)
A[DPC} &

Da semelhanca entre os os tridngulos BAP e DPC resultam igualmente, as

seguintes relacgoes

Adicionando, membro a membro, as duas igualdades anteriores, obtemos

r+y w+y—b—d
c a ’

0 que equivale a

x+y:L(b+d),
CcC—a

finalmente

c
r+y+c=——(0b+d+c—a).
c—a
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Recorrendo a um processo andlogo, podemos determinar as seguintes

relagoes

c
—x+y+c-c+a(a+c+d—b),
t+y—c=—(a+b+d—c);
—y+c=——(a+b+c—d)
z—yte=_——(a c .

Substituindo as quatro tltimas igualdades em (1.9), obtemos

62

4(c? — a?)

Vib+c+d—a)(atc+d—b)(a+b+d—c)la+b+c—d),

como expressao representativa da drea do tridngulo DCP, mas a igualdade

(1.10) equivale a

c? . A [DCP]

c? —a? A[ABCD} '

Das duas iltimas igualdades resulta

1
Mapen) = 7V b+ et d—a)(a+etd=b)(atb+d—c)(a+btc—d),

0 que equivale a

Asep =/ (p—a)(p—b)(p—c) (p — d).
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1.2.3 Teorema de Menelau

O teorema de Menelau de Alexandria, data de cerca do ano de 100 a. C..
Em 1678, o matematico italiano Giovanni Ceva publicou o teorema de
Menelau e um segundo, da sua autoria, o qual recebeu o seu nome e, como
iremos ver adiante, estd relacionado com o primeiro.

O teorema de Menelau é importante para resolver questoes que envolvam a

necessidade de provar a colinearidade de trés pontos.

Teorema de Menelau Seja ABC um tridngulo e X, Y e Z pontos perten-
centes as rectas, BC, AC, AB respectivamente, entdo afirmar que X, Y e Z

sao colineares, equivale a dizer que a sequinte igualdade é vdlida

BXCY AZ

XCYAZB

Demonstragao

Admitamos, por hipétese, que existe uma recta r que contém os pontos X,
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Y e Z. Definamos sobre r os pontos D, E e F' os pés das perpendiculares a
r a passar, respectivamente, por A, B e C. Entao o tridngulo BXFE é
semelhante a CXF, CFY é-0a ADY e ADZ a BEZ, estas trés semelhancas
dao lugar as seguintes igualdades (o sinal negativo, significa que os

segmentos BX e XC tém orientagbes opostas)

BX |BE| CY |CF| AZ |AD
XC ~ |CF|’YA |AD|’ ZB ~ |BE|

multiplicando estas igualdades, membro a membro, obtemos

BXCY AZ

XCYAZB
Reciprocamente, admitamos que os pontos X, Y e Z, pertencentes as rectas
BC, AC' e AB, respectivamente, satisfazem a relacao de Menelau

BXCY AZ

XCYAZB
Seja Z* o ponto da recta XY que pertence a recta AB, temos, pela
implicagao anteriormente demonstrada,

BXCY AZ"
XCYAZ*B

comparando esta igualdade com a que admitimos por hipétese, concluimos
que os pontos Z e Z* sao coincidentes e, portanto, os pontos X, Y, Z sao
colineares.ll
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Com recurso aos teoremas de Steiner e de Menelau, podemos demonstrar os

seguintes resultados interessantes.

Proposigao 1.2.9 As bissectrizes internas de dois dngulos de um tridngulo
nao isosceles e a bissectriz externa do terceiro dngulo intersectam as rectas,

associadas aos lados opostos, definindo trés pontos colineares.

Demonstragao

O tridngulo tem de ser nao isésceles pois, caso contrario, os segmentos de
recta AF e AF teriam o mesmo comprimento, o mesmo acontecendo a BF
e CFE pelo que os tridngulos AFE e ABC' seriam semelhantes e, deste
modo, a recta EF seria paralela a recta BC' nao a intersectando.

Sendo E e F' os pontos resultantes das intersec¢oes das bissectrizes internas
de B e C com as rectas AC' e AB, respectivamente, e, tendo em conta o

teorema da bissectriz, temos

|AE|  |AB| |BF| |BC|
|EC|  |BC|" |FA| |CA|’
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Sendo D a interseccao da bissectriz externa de A com a recta BC, aplicando

o coroldrio (1.6) do teorema de Steiner, temos

CD__|cA]
DB |AB|

Multiplicando, membro a membro, as trés tltimas igualdades e, tendo em
conta que os pontos £ e F' dividem internamente os segmentos de recta AC
e AB pelo que os quocientes envolvidos nas duas primeiras igualdades sao

positivos quando se considera a ordem, obtemos

AE CD BF AB CA BC

ECDBFA  BCABCA '

Deste modo, recorrendo ao teorema de Menelau, podemos afirmar serem os

pontos D, E e F colineares.ll

Analisemos a proposicao seguinte, a qual é semelhante & anterior.

Proposigao 1.2.10 As bissectrizes externas dos dngulos de um tridngulo
nao isdsceles intersectam as rectas, sobre os lados opostos, definindo trés
pontos colineares.
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Demonstragao

O tridngulo tem de ser nao isésceles, pelo mesmo motivo referido na
demonstracao da proposicao anterior.

Sejam os pontos D, F e F' resultantes das intersecgoes das bissectrizes
externa dos angulo A, B e C com as rectas definidas pelos lados opostos,

respectivos, temos, aplicando o corolério (1.6) do teorema de Steiner

CE  |CB| AF  |AC| BD  |BA]
EA  |BA]’ FB  |CB|’ DC  |AC|

O que equivale a

CEAFEBD __[CB||AC||BA| _ |

EAFBDC  |BA||CB||AC|

deste modo, recorrendo ao teorema de Menelau, podemos inferir que os
pontos D, E e F sao colineares.ll

Na proposi¢ao que se segue surge a nocao de transversal a qual passamos a
definir.
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Definigao 1.2.11 Chamamos de transversal a wma recta que cruze as rectas

definidas pelos trés lados de um tridngulo.

Proposigao 1.2.12 Sejam A, B e C trés pontos colineares, o mesmo suce-
dendo a A, B' e C'. Se as rectas AB" e A'B se intersectarem em C", ao

/ / " / / .
passo que AC" e A C se encontram em B° e BC" e B C' se intersectarem em

4

" ~ 1" " 1" ~ .
A", entio A, B e C sdo colineares.

Demonstracao

A recta B'C cruza-se com A'B em Y, C' A intersecta A'B em X e B'C

!
encontra-se com C' A em Z.

4Esta proposicao é atribuida a Pappus de Alexandria, por volta de 300 A. C.
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Seja C" AB" uma recta transversa ao triangulo XYZ entdo, pelo teorema de
Menelau

ZAXC'YB
AXC'Y B'Z

Sendo agora, A'B"C uma recta transversa ao tridangulo XYZ, o teorema de

Menelau permite afirmar

ZB' XAYC
B'X AY CZ

Finalmente, sendo agora BA"C" outra recta transversa ao triangulo XYZ,

uma vez mais, o teorema de Menelau leva-nos a

ZC' XBYA" 1
C'XBY A"Z

Multiplicando, membro a membro, as trés igualdades anteriores obtemos

ZB" XC"YA"YB ZC' XA ZAXBYC

B'XC'YA'ZBZCXAY AX BY CZ —L

Como os pontos A, B e C sao colineares, o0 mesmo acontecendo com A’, B’
e C' temos, pelo teorema de Menelau

ZAXBYC | YB ZC'XA |

AXBYCZ " BZCXAY

substituindo estes resultados na igualdade, imediatamente anterior, temos

ZB" XC"YA" )
B//X C//Y ANZ - )
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deste modo, recorrendo uma vez mais ao teorema de Menelau, podemos

1" 1 1 ~ .
afirmar que os pontos A , B e C' sao colineares.ll

1.2.4 Teorema de Ceva

Como j4 referimos, o teorema estudado nesta seccao foi publicado por
Giovanni Ceva no século XVII. Sendo quase um coroldrio do teorema de
Menelau. Apresentaremos quatro demonstracoes distintas, por
considerarmos, conterem raciocinios enriquecedores para a preparacao de
qualquer estudante interessado nesta drea. No final mostramos uma
aplicacao deste teorema, a qual nos parece que poderd ser 1itil ao estudo
das coordenadas baricéntricas.

O teorema de Ceva é utilizado, sobretudo, com o intuito de demonstrar que

trés rectas sao concorrentes num determinado ponto.

Teorema de Ceva - 11 versao Num tridngulo ABC trés cevianas AD, BE

e C'F intersectam-se num tinico ponto K se e s6 se

|AF| |BD||CE|
|FB||DC| |EA|

1. (1.11)
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Demonstracao 1

Suponhamos que as trés cevianas sao concorrentes no ponto K, vejamos que
a igualdade (1.11) é vélida.

Apliquemos o teorema de Menelau aos triangulos ABD e ADC, sendo o
primeiro atravessado pela recta CF e o segundo pela BE, resulta

AF BC DK AK DBCE

FBODKA  “KDBCEA

Y

multiplicando ambas as expressoes, obtemos

AF DBCE

FBODEA
o que equivale a (1.11).
Suponhamos agora, que a igualdade (1.11) é vélida.
Seja K a interseccao das rectas BE e CF e seja D* a interseccao das rectas

AK e BC, pela implicagao anteriormente demonstrada temos

|AF| |BD*||CE|

=1.
|FB||D*C| |EA|
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Comparando esta igualdade com (1.11), concluimos que D e D*
correspondem ao mesmo ponto, logo, as rectas AD, BE e CF sao
concorrentes.ll

Demonstragao 2

Seja GH a recta paralela a BC' a passar por A

Suponhamos que as trés cevianas sao concorrentes no ponto K, vejamos que
a igualdade (1.11) é vélida.

Os triangulos AHF e BCF sao semelhantes, AEG é-0 a BCE, AKG &
semelhante a DKB e AHK a CKD, pelo que tém lugar as seguintes

igualdades

|AF| |AH| |CE| |BC| |AG| |AK]| . |AH| |AK]
|FB|  |BC|’ |EA| |AG|’ |BD| |DK| |CD| |DK|
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Da terceira e da quarta igualdades resulta a igualdade entre os quocientes
definidos pelos segmentos de recta AG e BD e por AH e CD, ou, de forma

equivalente,

|BD|  |AG]

|ICD| — |AH|

Multiplicando os membros correspondentes desta tltima igualdade com as

duas primeiras, anteriormente referidas, resulta

|AF||BD||CE| _ |AH| |AG| |BC| _

= = 1.
|FB| |DC||EA| |BC||AH| |AG]|

A condigao suficiente pode ser demonstrada por um raciocinio andlogo ao
utilizado na mesma implicagao na primeira demonstragao.ll
Demonstracgao 3

Os triangulos AKF e BKF tém a mesma altura, pelo que existe
proporcionalidade entre as suas dreas e as suas bases, 0 mesmo acontecendo

com ACF e BCF, pelo que

[AF| _ Aurx] _ Duaro
|FB|  Apkr  Aper

Destas igualdades, resulta

|AF| _ Apakc
|FB|  Aek)’
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de modo andlogo temos as seguintes proporcoes

|BD| _ Apra [CE| _ Dok
|IDC|  Acar)’ |EA| Ausk)

Das proporcionalidades, anteriormente referidas resulta

|AF‘ |BD‘ |CE‘ _ A[AKC’] A[BKA} A[C’KB]
|FB||DC| |EA|  Apek) DAjcak) Djask]

Como o segundo membro da anterior igualdade é igual a um, fica provada a
igualdade enunciada no teorema.ll

Demonstragao 4

Sendo a recta BcAc paralela a AB, o mesmo acontecendo as rectas BaCa e
BC bem como a AbCb e AC. Assim sendo, os triangulos AC' C e BeKC
sao semelhantes, o mesmo acontecendo com BCC' e AcCK. Destas

semelhancas resulta.

|AC'| |cC’| |¢'B]  |oC|
|BeK| ~ |CK|’ |KAc| ~ |CK|
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As igualdades anteriores conduzem a

|AC| _ |BeK|
IC'B|  |KAc|

Os tridngulos ABB' e BcKB' sao semelhantes, assim como ABA e A'KAc.

Destas semelhancas resulta

|BeK|  |B'E| |KAo| _ |KA
|AB]| |B'B|’ |AB| |AA'|”

dividindo, membro a membro, as igualdades anteriores e simplificando o

resultado obtido, temos

|BeK|  |B'K||AA|
|KAc|  |KA'||BB'|

desta igualdade e da antepeniiltima, resulta

|AC'|  |B'K||AA
|IC'B|  |KA'||BB|’

como o membro direito desta igualdade é positivo e o quociente definido

pelos segmentos de recta AC' e C' B também o é, temos

AC'  |B'K||AA|
OB~ |KA||BB|

Analogamente temos

BA_|CK||BB| CB _|AK||cC
A'C  |KB||CC'|" BA |KC'| |AA'|
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Multiplicando, termo a termo, as trés anteriores igualdades obtemos

Teorema de Ceva - 21 versao Se os lados de um tridngulo forem dividi-

dos por cevianas concorrentes, entdao serao divididos nas razoes,

| <

ISHI e

- (1.12)

S e
(@)

Demonstragao

Comecemos por determinar as coordenadas de um ponto A que divide o
segmento de recta A; A, na razao definida pelo quociente de k; por ko.
Sejam x, x1, e To as abcissas e , 4, Y1, € y2 as ordenadas de A, A; e A,,

respectivamente.
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Suponhamos que o segmento de recta A;A; nao é paralelo ao eixo das

abcissas. Projectando os pontos A, A; e A; no eixo das ordenadas, obtemos.

|A1A|:yl—y:ﬁ
|[AAs] Yy~ ko

Resultando

_ Y1k + yok1
ki +ky

Analogamente determina-se a abcissa de A,

. .leg + .Tgkl
ki+ky

Estas féormulas sao validas para as coordenadas de A, independentemente
da localizacao dos pontos A; e As.

Apliquemos estes resultados aos lados de um tridngulo.

Sejam x1, x5 € x3 as abcissas e vy, y2 € y3 as ordenadas, respectivamente,
dos vértices A, B e C de um triangulo e D, E e F os pés das cevianas

relativamente a A, B e C respectivamente.
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Determinemos as coordenadas de D.

Se D dividir o lado BC, na razao definida pelo quociente de ¢ por b, temos:

— bxy + cxs _ byz + cys
P= e P T Tt e

Em relagao aos outros lados do triangulo podemos determinar, de forma

andloga, as coordenadas de E e de F'.

R ar) + cxs _ay1 +cys.
E at+c ’ a+c
S axq + bxs _ayr +bys
T e T oty

Portanto, dizer que os pés das cevianas dividem os lados do tridngulo, nas
razoes (1.12), equivale a dizer que os pontos D, F e F' tém as coordenadas
acima indicadas.

Determinemos, agora, as coordenadas de K4 que divide o segmento de

recta AD numa dada razao, digamos

(&
R
S1
pelo que
b
Tl—abwiiiw + s121 Tliyiiiyg’ + s191
Tp, = s Yy = . (1.13)
T —+ S1 T1 —+ S1



Analogamente, K divide o segmento de recta BE numa dada razao,

digamos
T2
D
S2

pelo que

ro —waliix + SoXo 7”27%;1?3 + S2Y2
Lkp = y Ykp = . (1.14)
T + So T2 —+ So

Ainda seguindo o mesmo raciocinio, se K¢ divide o C'F' numa dada razao,

digamos
3
D)
53
temos
b b
Tsiamﬂbmz + 8373 Tsiay;ibyz + S3y3
The = s Yk = . (1.15)
T3 —+ S3 T3 -+ S3

Dizer que as trés cevianas sao concorrentes equivale a dizer que os pontos

K4, K e K¢ sao coincidentes, o que é verdade quando

rn=b+c s1=a,rp=a+c, ss=b,r3=0a+0b, s3=c,

o que conduz a

r+s =r9+so=r3+s3=a+b+c,
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assim, podemos definir K como o ponto comum aos segmentos de recta AD,

BE e CF como se segue

- axi + bro + cxs ay, + bys + cys
N a+b+c ' a+b+c '

De (1.13), (1.14) e (1.15), podemos ainda referir que, se as trés cevianas

forem concorrentes num ponto, este divide-as nas razoes
(b+c):a, (a+c):b, (a+0):c,
consoante estejamos a referirmo-nos a AD, BE e CF respectivamente.ll

Proposigao 1.2.13 Se um tridngulo ABC intersectar um circulo nos pontos
F, F',D, D ,EeE, conforme a figura sequinte, e se as cevianas AD, BE

~ . ’ ’ / . ~
e CF forem concorrentes, entdo as cevianas AD , BE e CF também o sao.

Demonstracao
Como as cevianas AD, BE e CF sao concorrentes, entao, pelo teorema de
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Ceva, temos

|AF||BD||CE|

= 1.
|FB| |DC| |EA|

Sendo O o centro da circunferéncia e r o seu raio, aplicando o teorema da

corda ao ponto A e as rectas AF e AF, temos

|AF| ‘AF' — |A0| — 2.

— |AO| — 12, |AE] )AE’

Como os segundos membros das anteriores igualdades sao iguais, podemos

dizer que
[AF| _ |AE'|
|AE|  |AF'|
Analogamente
|BD| |BF'| |CE| |CD|

|BF| |BD'| |CD| |CFE|
Multiplicando, membro a membro, as trés anteriores igualdades, obtemos

|AF||BD||CE| |AE'||BF'||CD
|AE| |BF||CD|  |AF'| |BD'| |CE'|’

Como o teorema de Ceva garante que o primeiro membro da igualdade

anterior vale um, temos

|AE'| |BF'| |CD'|
|AF'||BD'| |CE'|

Uma vez mais, recorrendo ao teorema de Ceva, podemos afirmar que as

. / ’ .
cevianas AD , BE e CF sao concorrentes.ll
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Capitulo 2

Alguns resultados envolvendo

centros notaveis

Ao longo deste capitulo vamos apresentar alguns resultados que envolvem

centros notdveis.

Assim, na primeira seccao, os temas tratados envolvem raios de algumas
circunferéncias associadas ao tridngulo, os quais serao expressos em funcao
do comprimento dos lados e da amplitude dos &ngulos internos do referido

poligono.

Seguidamente, estudaremos algumas propriedades associadas a
circunferéncia inscrita.
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Finalmente, na 1ltima sec¢ao, estudaremos a circunferéncia dos nove pontos
e a recta de Euler, para o que serd necessédrio introduzir as nogoes de
triangulo medial, triAngulo médio e tridngulo pedal.

Os resultados aqui estudados serao necessdrios para a compreensao de
alguns conceitos e propriedades a que nos referiremos nos préoximos

capitulos.

2.1 Resultados envolvendo os raios de
algumas circunferéncias associadas ao
triAngulo

Nesta seccao iremos expressar o raio da circunferéncia inscrita, o raio da
circunferéncia circunscrita e o raio de uma circunferéncia ex-inscrita em
fungao dos angulos internos do tridngulo de referéncia ABC ou do

comprimento dos lados do referido poligono.

Proposicao 2.1.1 Sendo Aapcy a drea do tridngulo ABC e p o semiperimetro

do mesmo tridngulo, temos

r= : (2.1)




em que T é o raio da circunferéncia inscrita.

Demonstracgao

A drea do triangulo ABC é igual & soma das dreas dos triangulos ABI, BCI

e AIC pelo que

ra 1rb re
Q[ABC]=?+5+E,

o que equivale a dizer que a drea do tridngulo ABC' é igual ao produto de p

por 7, o que conduz ao resultado pretendido.ll

Proposigao 2.1.2 O raio da circunferéncia inscrita (r) pode ser expresso
em fungao dos dngulos internos do tridngulo ABC e de um dos seus lados,

através da igualdade

B gip €
5 SN 5
I
COS 5

a sin
’[" =
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Demonstragao

Sendo a igual a soma dos comprimentos dos segmentos de recta BD e DC' e
sendo BI e CI as bissectrizes de B e C, respectivamente, dos tridngulos

IBD e IDC, resulta

= tB—I— tC
a=r|co 2 co 5 )

Resolvendo a igualdade anterior em ordem a r, substituindo as cotangentes,
pelo quociente entre o cosseno e o seno e reduzindo ao mesmo denominador
obtemos

a

r =
B ¢in € C g
Cos 5 sin 5 —+cos 5> Sin

in B sin €
sin 5 sin 3

B -
2

Recorrendo a férmula do seno de uma soma e aplicando propriedades das

operagoes com fraccoes surge

. B .
asin % sin §
sin B_—g(]
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Passando a co-funcao chegamos a seguinte igualdade

in 8 sin €

asin 5 sin

_B_+C')'
2

" cos (g

Sabendo que o valor da soma dos 4ngulos internos de um tridngulo é pi

radianos, podemos aplicar esse resultado ao tridngulo ABC' simplificando a

igualdade anterior e obtendo a pretendida.ll

Proposigao 2.1.3 O raio da circunferéncia ex-inscrita (r,), tangente ao
lado BC, a drea e o comprimento dos lados de um triangulo ABC relacionam-

se através da igualdade

Demonstragao
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Os angulos IBF e DBI tém a mesma amplitude, a qual é metade da de B, o
mesmo acontecendo aos dngulos rectos BFI e IDB como o lado BI é
comum aos tridngulos BIF' e BDI estes sao congruentes. Deste modo

concluimos que os lados BF' e BD dos respectivos triangulos tém o mesmo
comprimento, de forma andloga, concluimos a congruéncia dos tridngulos

CID e CEI bem como de CD'I, ¢ CI,E e ainda de BF'I, e BI,D'.

Sendo CI e C1, respectivamente, as bissectrizes interna e externa do angulo
C' concluimos, de acordo com o exposto na demonstracao do primeiro
coroldrio do teorema de Steiner, que IC'I, é um angulo recto. Como os
triangulos CID e C'D'I, sao rectangulos, concluimos que os angulos ICD e
CI,D" tém igual amplitude, o mesmo acontecendo a DIC e D'C1I, logo, os
triangulos CID e C'D'I, sdo semelhantes. De forma andloga prova-se a

semelhanca dos triangulos BDI e BI,D'.

Em sintese, podemos dizer que os triangulos CID, CEI, CD'I, e CI,E" sdo
semelhantes entre si, 0 mesmo acontecendo relativamente a BDI, BIF,
BI,D' e BF'I,. Ao nivel dos segmentos de recta, verifica-se a igualdade
entre os comprimentos de CD e CE bem como de BF' e BD' e ainda, de

BF e BD.
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Da semelhanca entre os triangulos CID e CD'I,, resulta

r _‘C’D'
ICD| 1y

donde
ror, = |CD]| ’CD" .

Recorrendo a um raciocinio anslogo, aplicado aos tridngulos BDI e BI,D’,
e tendo em conta que o segmento de recta BF e BD' tem o mesmo

comprimento, resulta outra igualdade
r.re = |DB||D'B| .
Das duas igualdades anteriores obtemos
CD| )(JD’) — |DB||D'B|,
por outro lado temos

IBD| + |DC| = ‘BD'

+ ‘D,C) =a,

. AN
donde se conclui que os segmenos de recta BD e CD tém o mesmo

. . ’ ,
comprimento, acontecendo o mesmo relativamente a BD e CD, em sintese,

temos
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ICE| = |0D| = (BD’ — |BD| = |BF|. (2.2)

_ )BF’

, )CE( - (CD’

Para calcular a drea do triangulo ABC, vamos socorrermo-nos do
rectangulo AF'I,E o qual é obtido a partir dos triAngulos AF'I, e AILE'

conforme a seguinte figura

E-.“ F.u'r‘;
o ]
A F

Como a drea do tridngulo ABC' é a diferenca entre o quadrildtero nao
rectangulo AF'I,E' e o pentdgono BF' I,E'C, conforme a figura inicial,
temos de determinar a drea destes poligonos para podermos saber a do
tridngulo em anélise.

A srea do quadrildtero ndo rectangulo AF'I,E’ é igual & do rectangulo
anterior, tendo como valor o produto dos comprimentos dos segmentos de
recta AF e F'I,.

Note-se que o comprimento do segmento de recta AF’ é igual & soma dos
comprimentos dos segmentos de recta AB e BF' ou, equivalentemente, &
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soma dos comprimentos dos segmentos de recta AB e CD.

Vejamos como podemos definir o comprimento do segmento de recta C'D
em funcao de a, b e c.

Tendo em conta que os segmentos de recta CD e CFE tém o mesmo
comprimento, sendo que o primeiro pode ser obtido através da diferenca

entre os de CB e de BD ou, equivalentemente,
|CD| = |CB| - |BF],
de forma andloga
|CE| = |CA[ - [AF],
pelo que obtemos
2|CD| =|CB|+ |CA| — |BF| — |AF].

Como a soma dos comprimentos dos segmentos de recta BF e AF ¢ c,
podemos simplificar a igualdade anterior, surgindo

a+b—c
CD|l=——
‘ ‘ 2 ?
donde o comprimento do segmento de recta AF' ¢é igual & soma de ¢ com o

segundo membro da igualdade anterior o que conduz a

a+b+c

’AF/’ T2
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Deste modo, a drea do rectangulo AF' I,E' é

a+b+c

5 Ta (2.3)

Quanto ao pentdgono BF I,E'C' a sua érea é igual a da soma das areas dos
quadrildteros F' 'I,D'B e D'I,E'C tendo em conta a igualdade dos
triangulos BF'I, e BI,D" e dos triangulos D'I,C e CI,E podemos dizer
que a drea do pentdgono BF I,E'C é o dobro da soma das dreas dos
triangulos BI,D" e D'I,C, ou seja, o dobro da area do triangulo BI,C, ou
ainda a drea de um rectdngulo com base a e altura 7.

Deste modo, a drea do tridngulo ABC' ¢é igual & diferenca entre a expressao

(2.3) e a que acabamos de descrever, o que conduz a

b+c—a
2

Ta-

Finalmente, podemos dizer que

Aapo) = (p—a) et

O que nos conduz a igualdade que pretendiamos demonstrar.ll

INa demonstracdo da proposicao 3.2.1 serd explicado o porqué de

b+c—a=p-—a.
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Proposicao 2.1.4 O raio da circunferéncia ex-inscrita, tangente ao lado
oposto a A pode ser definido em funcao dos dngulos do triangulo ABC e do

lado BC através da iqualdade

a cos B COSs ¢

— 2 2
Ta = 1 .
COS D)

Demonstragao

Tendo em conta a demonstracao da proposicao anterior e as consideragoes
entao feitas relativamente aos tridngulos BI,D' e D'I,C podemos afirmar
que os angulos D'I,B e CI,D’ valem, respectivamente, metade de B e de C

pelo que

Somando, membro a membro, as anteriores igualdades e recordando que a

soma dos segmentos de recta D'B e D'C é igual a a, podemos obter

a

Tg = —F———=.
tan% —I—tan%

Representado a tangente como o quociente entre o seno e o cosseno e

reduzindo ao mesmo denominador temos

a
Ta = sin £ cos €+sin € cos B °
2 2 2 2
B C

COos b} Ccos 5
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Recorrendo a férmula do seno da soma e simplificando, obtemos o resultado

pretendido.l

Proposicao 2.1.5 O raio da circunferéncia circunscrita relaciona-se com a

drea e os comprimentos dos lados de um dado tridngulo através das igualdades

a abce

(2.4)

T 2sinA 4Aupe

Demonstragao

Do teorema dos senos resulta

T osinA
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Por outro lado do teorema das dreas obtemos

2\
sin A = Z—4B4 ,
bc

o que, aplicado na igualdade anterior, nos conduz a

a _ QA[ABC}

2R be
ou equivalentemente
b
R=—2°_
ZYANYY:Tel

Observagao 2.1.6 Recorrendo a férmula de Herao, a no¢ao de semiperimetro

e as proposigoes 3.1.1, 3.1.3 e 3.1.5 é possivel definir o raio da circunferén-

cia inscrita, o rato da circunferéncia ex-inscrita € o raio da circunferéncia

circunscrita em func¢ao dos comprimentos dos lados do tridngulo ABC.

2.2 Circunferéncia inscrita

Como se sabe a circunferéncia inscrita é tangente a cada um dos trés lados

(sem extensao) de um triangulo ABC. O seu centro é chamado de incentro,

sendo representado por I e resulta da interseccao das bissectrizes dos trés
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angulos internos do referido tridngulo.

Proposicao 2.2.1 Sejam D, E e F os pontos de tangéncia da circunferéncia

inscrita com o0s lados do tridngulo ABC, entdo

b _
4B = |AF| =220,
BF| = |BD|= 2=,
cp| = |oB|=“F2=¢,
ou de forma equivalente
|AE| = [AF|=p—ua; (2.5)
|BF| = |BD[=p—b;
|ICD| = |CE|=p-c.

Tendo em conta que Al é a bissectriz do angulo BAC os angulos FAI e
IAFE sao iguais. Por outro lado, como a circunferéncia inscrita é tangente
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aos lados do tridngulo ABC, entao os raios, IF e IF sao perpendiculares a
AC e a AB, respectivamente, como o lado Al é comum aos tridngulos IAF

e AIE, estes sao congruentes, resultando
|AE| = |AF].

Provemos agora, sem perda de generalidade, que

b+c—a

|AE| =
2

Da igualdade entre os comprimentos dos segmentos de recta AE e AF,

resulta
2|AE|=b+c— |CE|— |BF].

Da mesma maneira que provamos a igualdade entre os comprimentos dos

segmentos de recta AF e AF, podemos obter as igualdades
|BF|=|BD| e |CD|=|CE|,

pelo que
2|AE| =b+c¢—|CD| - |BD|.

Recorrendo ao facto de a ser igual a soma dos comprimentos dos segmentos
de recta CD e DB e dividindo ambos os membros da igualdade anterior por
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dois, obtemos

_btc—a

[AE| = |AF| .

De forma andloga poderfamos provar que

_a+c—

: b, ICD| = |CE| = atb—c

|BF| = |BD| =,
completando a nossa demonstracao.

Tendo em conta a expressao que demonstramos ser representativa do
comprimento do segmento de recta AFE, obtemos somando e subtraindo

metade de a.

b+c+a—2a

AE| =
2

Levando em consideracao a definicao de semiperimetro, a expressao

anterior, equivale a
|AE| = p — a.
De forma andloga poderfamos provar
|BF|=|BD|=p—0b, |CD|=|CE[=p—c

completando a nossa demonstracao.
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Proposicao 2.2.2 As trés cevianas definidas pelos pontos de tangéncia da
circunferéncia inscrita num tridngulo ABC, com os lados do referido tridn-

gulo sao concorrentes num ponto.

Demonstracao

Tendo em conta as igualdades
|AE| = |[AF|, |BF| = |BD|, |CD|=|CE],

resultantes da proposicao anterior, temos

_ |AF||BD||CE|
~ |FB||DC| |EA|’

1

desta igualdade, recorrendo ao teorema de Ceva, concluimos que as linhas

AD, BE e CF sao concorrentes.ll

Definigao 2.2.3 O ponto de Gergone (G.) resulta da intersec¢io das trés
cevianas definidas pelos pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita num

triangulo ABC com os lados do referido tridngulo.

Proposicao 2.2.4 O raio da circunferéncia inscrita num tridngulo rectdn-
gulo tem comprimento igual o diferenca entre o semiperimetro e o compri-

mento da hipotenusa, ou seja,

r=p-—a.
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Demonstragao

O quadrildtero AFIE é um quadrado porque tem todos os angulos rectos e
dois lados consecutivos com o mesmo comprimento, caso dos lados IE e IF,

logo

r = |AF| = |AE].

De (2.5), temos

|AF| = |AE| = p —a,

pelo que

r=p-—a.
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2.3 Circunferéncia dos nove pontos e recta

de Euler

Definicao 2.3.1 A transformacao de semelhanca
h(T,r),

que transforma um ponto X no ponto X tal que

TX

Tx "

é chamada de homotetia de centro T e raio r.

2.3.1 Tridngulo medial

Definicao 2.3.2 Tridngulo medial é o tridngulo formado pelos pontos mé-

dios dos lados de um dado tridngulo.

Como sabemos as trés medianas de um tridngulo intersectam-se no
centroide, o qual divide cada mediana na razao 2 : 1
Por exemplo, se D, F e F forem os pontos médios dos lados BC, CA e AB

do referido tridngulo, o centroide G divide a mediana AD na razao



Proposigao 2.3.3 O tridngulo medial DEF é uma reducio de ABC através

da homotetia h(G, —%)

Demonstragao

Como

|AG| = 2|GD|

e os vectores GA e GD tém orientacao contréria, temos
GD  —1/2
GA 17
deste modo compreende-se que a imagem de A por meio da homotetia

h(G, —%) seja D. Analogamente, podemos dizer que as imagens de B e de
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C, por meio da homotetia anterior, sao, respectivamente, £ e F, donde a
imagem do tridngulo ABC, por meio da homotetia em andlise, é o tridngulo
medial DEF.R

Da proposicao anterior resulta ainda que a circunferéncia circunscrita ao
tridngulo medial tem raio %R e, sendo o seu centro o ponto N, este é a
imagem por meio da homotetia h(G , —%) do ponto O, pelo que, podemos

concluir que os pontos O, G, N sao colineares.

Proposicao 2.3.4 O ponto G divide o segmento de recta ON na razao

oG 2

—— 2.
GN 1 (26)
Demonstragao

Se N é a imagem de O por meio da homotetia h(G, —%), entao

GN _ -1/
GO 17
donde
oG _ 2
GN 1
[ |

Proposicao 2.3.5 Seja A'B'C’ o tridngulo que resulta da interseccio das
rectas que passam por cada um dos vértices do tridngulo ABC e é paralelo ao
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lado oposto ao referido vértice, entdo A'B'C" é uma ampliacio do tridngulo

ABC, por meio da homotetia G, —2).

Demonstragao

Tendo em conta a maneira como A ' B'C’ foi construido, concluimos que os
lados deste triangulo sdo paralelos aos de ABC, pelo que AC'BC é um
paralelogramo, donde os tridngulos AC' B e ABC, sao congruentes. Através
de raciocinios analogos, podemos concluir que os triangulos ABC, AC'B,
BA'C e CB' A sao congruentes, deste modo, podemos concluir duas coisas
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1. Os lados do triangulo A'B'C" tém o dobro do comprimento dos do

triangulo ABC. Por outro lado temos

BG
— <0,
B G

donde se conclui que o tridngulo A'B'C’ é a imagem do triangulo ABC

por meio da homotetia h(G, —2);

2. A, B, C sao os pontos médios dos lados do triangulo A'B'C’, pelo que,
as rectas que definem as alturas do tridngulo ABC; sao as mediatrizes
de A'B'C" donde, o circuncéntro do triangulo A'B'C" corresponde ao
ortocentro de ABC, o que implica que H seja a imagem de O por meio
da homotetia h(G, —2). esta tltima afirmacdo permite concluir que os

pontos O, G e H sao colineares, definindo a chamada recta de Euler.

Durante a anterior demonstragao ficou claro que

H=h(G,—2)(0),

pelo que temos
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2.3.2 Triadngulo médio e tridngulo de Euler

Definicao 2.3.6 A imagem de um triangulo ABC, por meio de uma ho-

motetia h(P, %), ¢ chamado de tridngulo médio de P.

Observagao 2.3.7 Como o circuncentro (O’) do tridngulo médio, obtido a
partir de um ponto P, é a imagem de O por meio da homotetia h(P, %),

concluimos que se trata do ponto médio de OP.

Definigao 2.3.8 O tridngulo médio do ortocentro (H) é chamado de tridn-

gulo de Euler.

Proposicao 2.3.9 O circuncentro do tridngulo de Euler é o ponto N, ou

seja, € o circuncentro do tridngulo medial.
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Demonstracao

Como jé referimos anteriormente, os pontos O, G, N sao colineares, o
mesmo acontecendo com os pontos O, G, H pelo que, os pontos O, G,H, N
também sao colineares.

A colinearidade dos quatro pontos anteriormente referidos, juntamente com
as razoes (2.6) e (2.7), levam-nos a concluir que os pontos se encontram

alinhados pela ordem e de acordo com a razao
OG:GN:NH=2:1:3,

o que pode ser esquematizado como a seguir se apresenta,
? 1 3
2
o G N H (2.8)

o
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Da relacao anteriormente apresentada conclui-se que N seja o ponto médio

do segmento de recta OH, ou seja,
1

donde resulta ser N o circuncentro do tridngulo de Euler.H

2.3.3 Triangulo pedal e tridngulo 6rtico

Como sabemos, os pontos pedais de um ponto P, relativamente a um
tridngulo ABC, sao as interseccoes dos lados do tridngulo com as

correspondentes perpendiculares a passar por P.

Definicao 2.3.10 O tridngulo formado pelos pontos pedais, relativamente a

um dado ponto, é o chamado tridngulo pedal.

A
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Definicao 2.3.11 O tridngulo pedal construido a partir do ortocentro H é

chamado de tridngulo ortico.

Proposigao 2.3.12 O circuncentro do tridngulo drtico coincide com o cir-

cuncentro do triangulo medial.

Demonstracao

Seja DEF' o triangulo medial do tridngulo ABC e XYZ o tridngulo értico
relativamemte ao mesmo poligono. Compreende-se que o ponto X, pedal de
H relativamente ao lado BC sendo também o pé da perpendicular de A
relativamente ao mesmo lado, pode ser visto como uma reflexao de A

relativamente a recta EF, pelo que

/EXF = /FAE,
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por outro lado, como A, F, D, E definem um paralelogramo, concluimos que

LFAE = ZEDF.

Das igualdades anteriormente referidas, podemos afirmar que X pertence a
circunferéncia definida pelos pontos F, D, F' visto que neste caso, 0s
angulos inscritos EDF' e EXF teriam de ter a mesma amplitude devido ao
facto de estarem associados a mesma corda, o que de facto acontece.
Analogamente, podemos provar que os pontos Y e Z também pertencem &
circunferéncia definida pelos pontos F, D, F pelo que a afirmacao da
proposicao fica justificada.ll

Pelo que referimos anteriormente, o tridngulo medial, o tridngulo de Euler e
o tridngulo értico tém a mesma circunferéncia circunscrita, como a essa
circunferéncia pertencem os vértices dos trés tridngulos em anélise,
chamamos-lhe circunferéncia dos nove pontos do triangulo ABC e o seu

centro N é chamado centro dos nove pontos do triangulo ABC.

Observacgao 2.3.13 Pelo exposto, o circulo dos nove pontos, pode ser definido
como o circulo que contém os pés das perpendiculares, relativamente a cada
um dos lados do tridngulo, a passar pelo respectivo vértice oposto, contém,
tgqualmente, os pontos médios de cada um dos lados do tridngulo e, ainda, o
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ponto médio dos segmentos definidos pelo ortocentro e cada um dos vértices

do triangulo.

Proposicao 2.3.14 Quando P é um ponto sobre o circuncentro, a trajec-
toria definida pelo ponto médio do segmento de recta PH, corresponde a cir-

cunferéncia dos nove pontos.

Demonstracao

A imagem por meio da homotetia h(H , %), de um tridngulo ABC é o seu
triAngulo de Euler, pelo que a imagem da circunferéncia circunscrita ao
triangulo ABC, por meio da referida homotetia, serd a circunferéncia
definida pelos vértices do tridangulo de Euler, ou seja, a circunferéncia dos
nove pontos.

Como a imagem de um ponto P por meio da homotetia h(H , %) é o ponto
médio do segmento de recta PH, compreende-se que, quando P é um ponto
sobre a circuncunferéncia circunscrita, a trajectoria definida pelo ponto
médio do segmento de recta PH, corresponde & circunferéncia dos nove

pontos.H
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Capitulo 3

Problemas de construcao

Neste capitulo apresentaremos algumas construgoes euclideanas, as quais se
podem fazer recorrendo exclusivamente a uma régua nao graduada e a um

Ccompasso.

Na seccao inicial apresentaremos construcoes elementares, as quais, na nossa
opiniao, poderao ser trabalhadas ao nivel da escola, tanto em contexto de

sala de aula, como de clube, para o que se recomenda a consulta de [3].

Seguem-se duas secgoes nas quais continuaremos a estudar construgoes
euclideanas, mas agora, devido ao seu grau de complexidade
limitar-nos-emos a dizer como seria possivel realizé-las, referindo que
determinados passos poderao ser feitos recorrendo a algumas das
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construcoes elementares ja estudadas.

Na tltima seccao iremos um pouco mais além, uma vez que nao sé se
apresenta a construcao como também se analisa o nimero de solugoes

possiveis para o problema em estudo.

3.1 Construcoes elementares

Ao longo deste capitulo e do seguinte, iremos precisar de construir
segmentos de recta com comprimentos derivados de outros a partir de
operagoes elementares ou da aplicacao da raiz quadrada. Partindo dos
elementos a, b e da unidade e recorrendo ao conhecimento dos antigos

Gregos, vamos apresentar a construcao de um segmento de recta com o
comprimento igual ao resultado do produto de a por b, ao quociente entre a
e b, ao quadrado de a e a raiz quadrada de a. Nao apresentaremos a
construcao da soma e da diferenca de a e b por as considerarmos 6bvias e,
como tal, pouco interessantes. Iremos, ainda, apresentar outras construcoes
elementares propostas por Descartes.
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3.1.1 Produto de segmentos

Para construirmos um segmento de recta com comprimento igual ao
produto de a por b, comegamos por construir um segmento AC com
comprimento superior a ¢ em uma unidade, seguidamente, constréi-se o
segmento de recta AD, com comprimento b, sendo B um ponto de AC, tal
que AB tem uma unidade de comprimento, traga-se o segmento de recta
BD e a recta CF, paralela aquela, o ponto E, resulta da interseccao da

ultima recta construida com a recta AD.

Proposigao 3.1.1 Sendo x o comprimento do segmento de recta DE, temos
x = ab.

Demonstracgao

Os triangulos ADB e AEC sao semelhantes, pelo que

donde resulta, ser z igual ao produto de a por 0.l
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Observacao 3.1.2 Para construir um segmento de recta com comprimento

tgual ao quadrado de a basta, na construgao anterior, fazer b igual a a.

3.1.2 Quociente de segmentos

Para construirmos um segmento de recta com comprimento igual ao
quociente definido por a e b, comegamos por construir um segmento AC,
com comprimento igual & soma de a com b, seguidamente, constréi-se o
segmento de recta AD, com uma unidade de comprimento, sendo B um
ponto do segmento de recta AC, tal que AB tenha comprimento b, traca-se
o segmento de recta BD e a recta CFE paralela aquela, o ponto E, resulta da

inteseccao da iltima recta construida com a recta AD.

A b B g C

1

oy

E

Proposigao 3.1.3 Sendo x o comprimento do segmento de recta DE, temos

Demonstragao

Os triangulos ADB e AEC sao semelhantes, pelo que

a+b
1= .
T 4+ b
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o que equivale & igualdade que pretendemos demonstrar. H

3.1.3 Raiz quadrada de um segmento

Para construirmos um segmento de recta com comprimento igual a raiz
quadrada de a, comecamos por construir um segmento de recta AC, com
comprimento superior a a em uma unidade. Seguidamente, constréi-se uma
semi-circunferéncia com didmetro AC, sendo B um ponto do segmento de
recta AC, tal que a seja o comprimento de AB, traga-se o segmento de
recta BD, perpendicular a AC, o ponto D resulta da inteseccao deste

segmento de recta com a semi-circunferéncia.

Proposicao 3.1.4 Sendo x o comprimento do segmento de recta BD, o seu

valor serd igual a raiz quadrada de a.

Demonstracao
Os triangulos rectangulos ABD e DBC' sao semelhantes. Da semelhanga
dos triangulos ABD e BC'D, temos

a
x=—,
x

103



donde resulta ser z igual & raiz quadrada de o.l

3.1.4 Raizes de uma equagao do segundo grau

Outra construgao legada pelos gregos permite-nos determinar as raizes de

uma equagao do segundo grau do tipo
1 —ax+b=0, com (a®>4b).! (3.1)

Para tal, devemos proceder da seguinte maneira:

- Construir uma circunferéncia com diametro AB, tal que
A=(0,1) e B=(a,b);

- Marcar os pontos P e ) resultantes da interseccao da circunferéncia com

o eixo das abcissas.

Proposigao 3.1.5 As abcissas dos pontos P e @ referidos na construgao

anterior sdo as raizes da equagdo (3.1)2.

1Se se verificasse a igualdade, a equacio teria uma unica solucdo pelo que esta poderia
ser determinada como sendo a raiz quadrada de um segmento de recta. Se a desigualdade

fosse ao contrério, a equacao nao teria raizes reais.

2Como toda a equacio de segundo grau pode ser reduzida a forma em andlise, podemos,

por este método, construir as raizes de qualquer equacao do segundo grau.
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Demonstracgao
A abcissa de C é igual a metade de a e a sua ordenada vale metade da
soma entre b e uma unidade. O quadrado do raio da circunferéncia pode

ser representado pelo quadrado da distancia entre A e C, ou seja

2 2
2 _ @ (b-1)
7”—4—0—74 .

Assim, a equagao que define a circunferéncia serd

(- 2Y+ RS A (e Vi
YT Y= ) T4 1

Como os pontos P e () pertencem ao eixo das abcissas, para determinarmos
as suas abcissas, basta substituir y por 0 na equagao da circunferéncia, o
que, apés multiplicarmos ambos os membros por quatro, nos leva a seguinte
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equacao
(22 —a)’ 4+ (b+1)> =a>+ (b—1)°.
Desenvolvendo os quadrados e simplificando, obtemos a equacao
4a* — dax 4+ 4b =0,

a qual é equivalente a (3.1).H

3.1.5 Rectangulos e quadrados com a mesma area

Neste ponto pretendemos mostrar como construir, recorrendo
exclusivamente a uma régua nao graduada e a um compasso, um quadrado

com drea igual & de um rectangulo dado®.

Partindo de um rectangulo ABCD, traga-se um quarto de circunferéncia

com centro em C, a passar por D, definindo o ponto F, de tal modo que, B,

3Esta construcdo foi proposta por Réne Descartes, no século XVII, e podera ser con-

sultada em [4].
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C e FE sao colineares. Seguidamente determinamos o ponto médio (M) do
segmento de recta BE e traga-se uma semicircunferéncia de didmetro BE, de
modo a definir o ponto F' como a interseccao desta semicircunferéncia com
a recta DC. Com centro em C' e raio igual a distancia entre C' e F, traga-se
um quarto de circunferéncia, o qual intersecta BE no ponto G, finalmente,
tracam-se duas rectas, uma paralela a BC a passar por F' e outra paralela a

DC a passar por G, da interseccao destas duas rectas resulta o ponto H.

Proposigao 3.1.6 O rectingulo ABCD e o quadrado FCGH, assim definido,

tém a mesma drea.

Demonstracao

O triangulo BEF é rectangulo em F, porque estd inscrito numa
circunferéncia, relativamente & qual o segmento de recta BE é um
didmetro. Deste modo, os tridngulos BCF e FCFE sao semelhantes. Deste

facto resulta a igualdade

ICE| _|CF|
|CF|  |BC|’

ou seja, o produto dos comprimentos dos segmentos de recta CE e BC' é
igual ao quadrado do comprimento do de CF, mas os segmentos de recta
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CE e CD tém o mesmo comprimento, pelo que temos
[CD||BC| = |CF[*,

o que equivale a dizer que a drea do rectangulo ABCD é igual a drea do
quadrado FCGH.1

De seguida estudaremos como construir, recorrendo exclusivamente a uma
régua nao graduada e a um compasso, um rectangulo com drea igual a de

um quadrado dado, conhecendo um dos lados do rectangulo.

H =

Partindo de um quadrado ABCD, traga-se uma circunferancia com centro
em B e raio igual ao comprimento do lado do rectangulo conhecido,
definindo £ como a intersecgao desta circunferéncia com a recta BC' onde
B um ponto interior ao segmento de recta EC. Seguidamente, traga-se o
segmento de recta AFE e uma recta perpendicular a esta, passando por A. O
ponto F' resulta da interseccao da recta anteriormente construida e EC.
Com centro em B, traca-se um quarto de circunferéncia que passa por F), de
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modo a definir o ponto G pertencente a recta AB. Finalmente, determina-se
o ponto H como sendo a interseccao de duas rectas, sendo que uma passa
por FE e é paralela a GB e a outra passa por G e é paralela a BE.

O rectangulo HEBG satisfaz as condigoes iniciais.

3.2 Circunferéncias tangentes e ortogonais

Pretendemos agora estudar, como dados trés pontos nao colineares, A, B, e
C, podemos construir, recorrendo exclusivamente a uma régua nao

graduada e a um compasso, trés circunferéncias, com centros A, B, e C,

tangentes duas a duas.

Dados A, B, e C, se construirmos a circunferéncia inscrita ao tridngulo
definido por aqueles pontos, poderemos definir os pontos D, E e F, como a
interseccao de tal circunferéncia com os lados do tridngulo que se opoem a
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A, B, e C, respectivamente.

Proposicao 3.2.1 As circunferéncias de centro em A, B, e C, a passar por

E, F e D, respectivamente, sao tangentes duas a duas.

Demonstragao

Recordando a proposicao 3.2.1 temos

|AE| = |AF|=p—a, |BF|=|BD|=p—be |CD|=|CE|=p—c

pelo que existem trés circunferéncias com centro, respectivamente, em A, B
e C tangentes duas a duas nos pontos D, £ e F.l
Precisamos agora de definir o que sao circunferéncias ortogonais, pois

vamos precisar deste conceito para o problema que vamos estudar a seguir.

Definicao 3.2.2 Duas circunferéncias dizem-se ortogonais se as respectivas

tangentes sao perpendiculares nos pontos de intersecgao.

De seguida, pretendemos resolver o problema de, dados trés pontos nao
colineares, A, B e C, como construir trés circunferéncias, ortogonais duas a
duas, com tais pontos como centros.
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A solugao para este problema é descrita de seguida.

Assumindo que existem trés circunferéncias centradas em A, B e C,
respectivamente, ortogonais duas a duas, seja D o ponto de interseccao das
circunferéncias de centro em B e em () exterior ao tridAngulo ABC, as duas

rectas tangentes as circunferéncias em D sao perpendiculares aos raios
nesse ponto, ou seja, sao perpendiculares as rectas BD e CD, pelo que estas

rectas sao perpendiculares entre si e, assim, podemos afirmar que D

pertence a circunferéncia que tem o segmento de recta BC' por didmetro.

De igual modo, compreende-se que E e F' pertencem as circunferéncias de
diametro AC' e AB, respectivamente. Finalmente, podemos referir que os

tridngulos AFB, BDC e ACFE sao rectangulos, pelo que lhes podemos
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aplicar o teorema de Pitdgoras, resultando

AFP +|FBP = |ABP;
|BD|* +|DC|* = |BCJ*;
ICE]” + |EA” = |CAP.
Os segmentos de recta AF e AFE sao raios da mesma circunferéncia, pelo

que sao iguais, o mesmo acontecendo com BF e BD e ainda com CD e CFE,

pelo que podemos reescrever as igualdades anteriores

|AF|>+|BD|*> = |ABJ?;
|BD|” +|CE[> = |BCJ?;

ICE|> + |AF)? = |CAJ?,

donde resulta

1

[AF]* = S (ICAP +]ABI® - |BCT);
1

[BDF* = 5 (IBCI* +|AB[ - |CAP);
1

CEI" = 5 (IBCI +|CA]" - |AB[),

que prova a existéncia de uma solucao do problema.
Para construir tais raios de circunferéncia terfamos de recorrer as
construcoes bdsicas, apresentadas no inicio do capitulo.
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3.3 Tridngulo rectangulo com circunferéncia

inscrita tangente num ponto dado

Neste tépico pretendemos resolver o seginte problema.
Dado um ponto F' pertencente ao segmento de recta AB, como construir
um triangulo rectangulo ABC, cuja circunferéncia inscrita seja tangente a

hipotenusa AB em F'?

¥

Sendo a, b e ¢ o comprimento dos lados que se opoem a A, B e C,
respectrivamente, e D, E' e F' os pontos de tangéncia da circunferéncia
inscrita ao tridngulo ABC com os lados BC, AC e AB, respectivamente, os
segmentos de recta ID e IF tém o mesmo comprimento e sao
perpendiculares aos lados BC' e AC, respectivamente. Como o angulo ACB
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é recto, concluimos que o quadrildtero CEID é um quadrado em que os seus
lados tém o comprimento do raio da circunferéncia inscrita ao triangulo

ABC.

Pelo exposto, e invocando a proposicao 2.2.4, compreende-se que
r=|CE|=|EI|=|ID|=|DC|=p-c.
Sejam
u=|AF|,v=|BF],

podemos representar os lados do triangulo ABC em funcao de u, v e r,

sendo
c=u+v,b=u+nr, a=v+r,

porque da proposicao 3.2.1 os segmentos de recta AE e AF tém o mesmo
comprimento, o mesmo acontecendo relativamente a BD e BF.
Como ABC' é um triangulo rectangulo, podemos aplicar-lhe o teorema de

Pitagoras, resultando
(u+v)’ = (u+r)’+(v+7)°.

Desenvolvendo os quadrados e dividindo por dois ambos os membros da
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anterior igualdade, obtemos
2+ ru 4 v = uw.
Somando uv a ambos os membros e simplificando o primeiro, vem
(r+u)(r+v) =2uw

O primeiro membro da iltima igualdade representa o produto dos catetos,

pelo que a drea do tridngulo ABC, pode ser expressa, como metade das
expressoes presentes em cada um dos membros dessa igualdade. Por outro
lado, se h for a altura relativamente & hipotenusa, a drea do tridngulo serd

metade do produto de h pelo comprimento da hipotenusa, pelo que
—(u+v)=uv.
> (u+0)
Estas conclusoes levam-nos a seguinte construgao:

1. Construa os segmentos de recta AP e B(), perpendiculares a AB,

medindo u e v respectivamente;

2. Construa o segmento F'H, perpendicular a AB, sendo H um ponto da

recta PQ);

3. Construa a recta paralela a AB a passar por H, a qual intersecta a
circunferéncia de diametro AB nos pontos C e C';
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’ . L, . L, L.
4. Dos pontos C e C', escolhemos o mais préximo de F, para ser o vértice

associado ao dngulo recto do tridngulo que pretendiamos construir.

Para verificarmos que esta construcao satisfaz as condicoes pretendidas,

atentemos na seguinte figura

@

na qual, a recta PS é paralela a AB, pelo que, os tridngulos PRH e PSQ
sao semelhantes. Como os segmentos de recta HR e QS medem h — u e
v — u, respectivamente, temos a seguinte igualdade

U h—u

ut+v v—u’
donde o dobro do produto de u por v é igual ao produto de h pela soma de

u com v, 0 que equivale a

—(u+v) =uw.
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Deste modo, aceitamos que esta construcao satisfaz as nossas condicoes.

3.4 'Tridangulo dados dois vértices e a recta

de Euler

Nesta seccao pretendemos estudar o problema de, dados os vértices A e B e

a recta g, como construir um tridngulo ABC tal que [g seja a sua recta de

Euler.

Estudaremos, também, o mimero de solucoes deste problema. Esta seccao

foi elaborada tendo como ponto de partida o artigo [20].

3.4.1 Construgao

Para descrever esta construgao precisamos de algumas notagoes. Sejam M e
l,n, respectivamente, o ponto médio e a mediatriz do segmento AB.
Denotamos a interseccao de [, e lg por O.
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Obviamente, se existir um triangulo ABC, tal que g seja a sua recta de
Euler, entao [, e lg intersectam-se, sendo a sua interseccao O, o
circuncentro de ABC. Mas esta interseccao nem sempre existe, pelo que

temos dois casos a analisar:

e A linha [g é perpendicular a AB.

Neste caso, I,, e [ sao coincidentes ou sao estritamente paralelas.

Logo, quando a linha [ é perpendicular a AB, podemos afirmar que:

Se M nao pertence a lg, entao nao existe nenhum ponto C, tal que lg seja
a recta de Euler do tridangulo ABC.
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Se M pertence a lg, entao para todo o ponto C, pertencente a lg, tal que,

C seja distinto de M, lg é a recta de Euler do triangulo ABC, o qual

serg isosceles.

e A linha [y nao é perpendicular a AB.

Neste caso a linha [,,, nao é paralela a [g, pelo que existe a interseccao O.
Seja C a circunferéncia de centro O e raio igual ao comprimento do
segmento de recta OA, por exemplo. E obvio que o ponto C, procurado
pertence a C. Seja s a reflexao de [g no eixo que contém A e B e sejam D,
e Dy os pontos definidos pela interseccao de s com C, podendo ser
coincidentes, se s for tangente a C, neste caso, teremos s6 uma solugao.
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Pode dar-se o caso de s nao intersectar C, pelo que nao seria possivel definir

D, e Dy, neste caso o problema nao tem solugao.

Se existir Dy e Dy distintos, definimos as rectas t; e to perpendiculares a
AB e a passar por Dy e D, respectivamente. Os outros dois pontos em que
t, e ty intersectam C serao denotados por C; e Cs, neste caso poderemos
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definir dois tridngulos, AC,1 B e AC,B, os quais satisfazem as condi¢oes do

nosso problema.

N e
]

[T
ﬁi% b2

Proposigao 3.4.1 A recta de Euler dos tridngulos ABC, e ABCy coincidem

com lg.

Demonstracgao

Tendo em conta que a recta de Euler pode ser definida pelo circuncentro e
ortocentro de um tridngulo, como [z, por construgao dos tridngulos ABC| e
ABC5, contém o circuncentro, basta provar que também contém o
ortocentro, o que iremos fazer apenas para ABC1, sendo andloga a
demonstracao para ABCs.

Seja E a interseccao de t; com a recta AB, é 6bvio que C1FE corresponde a
uma das alturas do triangulo ABC;. Seja H; a interseccao de C1E com Ig e
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seja F' a interseccao de AH, com BC1, basta-nos provar que AF é também

uma das alturas do tridngulo ABCY, isto é, o 4ngulo AFB & recto.

Como a recta s é obtida por reflexao de g em AB, compreende-se que 0s
segmentos de recta H1E e FD; tenham o mesmo comprimento e AFE é
perpendicular a Hy Dy, pelo que o triangulo D; AH; é is6sceles, sendo AF a
bissectriz do angulo D1 AH;, o que implica a igualdade das amplitudes dos
angulos D1AFE e EAH,. Verifica-se, também, a igualdade das amplitudes
dos angulos D1 AB e D;C B porque se trata de tridngulos inscritos
associados a uma mesma corda. Destas duas igualdades podemos concluir

que

/FEAH, = Z/H,C\F.
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Por outro lado

ZAHlE - ZFHlCl,

visto que se trata de &ngulos verticalmente opostos, das duas anteriores

igualdades, resulta a semelhanca dos triangulos C1H 1 F e H{AE, logo

/H,EA = /C,FH,,

como o primeiro € um angulo recto, o segundo também o é, pelo que AFB

é, igualmente, um angulo rectol

3.4.2 Ntumero de solugoes

O mimero de solucoes deste problema varia consoante a interseccao de g
com a circunferéncia de centro O e raio igual ao comprimento do segmento
de recta OA, define zero, um, ou dois pontos.

Sem perda de generalidade, consideremos um sistema de coordenadas tal

que

A= (-k0),B=(k,0),lg:y=mz+b.

123



Ae o8 i, 1)

Como s é obtida de lg, por reflexao sobre o eixo definido por Ae Bel,, é a

mediatriz do segmento de recta AB, temos
s:y=—-mzx—>b,l,:x=0,

pelo que o circuncentro tem abcissa nula e ordenada b, visto que resulta da
intersecgao de [y com [,,,. Como o raio da circunferéncia circunscrita é igual
a distancia entre o circuncentro e um dos vértices, o seu quadrado serd
dado pela soma dos quadrados de k e de b, assim, a circunferéncia

circunscrita, é definida pela equacao

? + (y —b)® = k> +b°

Deste modo, a interseccao de s com a circunferéncia circunscrita, é definida
pela equagao
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22 + (—max — 20)° = k? 4 17,
a qual, apds simplificacao, conduz a
(14 m?) 2* + dmba + 3b* — k* = 0. (3.2)

Proposicao 3.4.2 A equagio (3.2) tem zero, uma, ou duas solugdes, con-

soante

A= (m? = 3) + k% (1 +m?) (3.3)

é negativo, igual a zero, ou positivo.
Demonstracgao

Seja 6 o binémio discriminante da equacao (3.2), temos
§ =16m°v* — 4 (1+m?) (3v* — k7).
Como
6 = 4N,

a proposicao fica demonstrada.ll
De seguida estudaremos o sinal de A
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e Se

m?—3> 0,
entao, podemos afirmar que A é positivo. Logo

A >0,

sempre que

Im| > V3.

e No caso contrario quando

podemos afirmar que

A >0,
se e s0 se
1+m? 1+m?
—k <b<k .
3—m?2— = 3 —m?
Para o mesmo valor absoluto de m, dizer que
A <0,
equivalerd a
+ m? 14+ m?
b<—k Vb>k
— m?2 3 —m2



Vejamos entao as condigoes que definem o niimero N de solucoes.

e N=0
1 2
B > k| A m] < V3:
3—m?2
e N=1
1 2
b= ki) " A | < V3;
3—m?2
o N =2
Im| > V3,
ou

1 2
1B < by | A |m]| < V3.
3 —m?

Ou seja, o nimero de solucoes é 0 na regiao branca, 1 na linha preta e 2 na
regiao cinzenta.
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A construgao apresentada nesta secgao permite confirmar os resultados

apresentados no artigo inicialmente referido.
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Capitulo 4

Coordenadas baricéntricas

Neste capitulo introduziremos a nogao de coordenadas baricéntricas
homogéneas ou simplesmente coordenadas baricéntricas, relativamente a

dois ou a trés pontos.

Relativamente a primeira situagao, apresentaremos trés maneiras distintas
de representar um ponto pertencente a uma recta definida por dois pontos
quaisquer. Tais sistemas de coordenadas serao melhor compreendidos com a
nocao de centros de semelhanca de duas circunferéncias e de conjugados
harménicos, dos quais apresentaremos a definicao e o processo de

construcao.

No que ao segundo caso diz respeito, os trés pontos serao entendidos como
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os vértices de um triangulo e as coordenadas relacionar-se-ao com a drea de

cada uma das partes resultantes da particao de tal tridngulo.

Este estudo insidira principalmente sobre as coordenadas baricéntricas
referentes a um tridngulo, relativamente as quais, apresentaremos a sua
definicao, exemplificando a sua aplicagao com a apresentacao das
coordenadas de alguns centros do tridngulo. Referir-nos-emos ao sinal das
coordenadas de um ponto, salientado que ele varia consoante o sentido
segundo o qual indicamos os vértices do tridngulo de referéncia, ou de
acordo com a posicao do ponto relativamente a tal tridngulo e salientaremos
a facilidade em obter as coordenadas dos tragos de um ponto, quando se

utiliza este sistema de coordenadas.

Com recurso as coordenadas baricéntricas, serd, ainda, apresentada a nocao
de conjugado isotémico, conjugado isogonal e produto de dois pontos. A
operacao anteriormente referida, permitird construir um grupo abeliano,

relativamente ao qual, referiremos a importancia que os conjugados isogonal

e isotémico assumem.
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4.1 Preliminares

4.1.1 Coordenadas dos pontos de uma recta

Sejam B e (' dois pontos fixos da recta £. Cada ponto X em L pode ser

defenido através de diferentes sistemas de coordenadas:

e Pela razao definida pela divisao

_[xXel

t=
|BX|'

e Utilizando as coordenadas baricéntricas homogéneas, nas quais a pro-

porcao

| XCl
|BX|

define as massas a colocar em B e C; de modo a que o sistema resultante

(de duas particulas) tenha X como centro de massa;

e Recorrendo a coordenadas baricéntricas absolutas, as quais definem X

como uma combinacao convexa de B e C"

X =(1-1t)B+1tC,
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expressando, para um ponto P exterior a £, o vector PX como combi-

nagao dos vectores PB e PC.

A diferenga entre coordenadas baricéntricas e coordenadas baricéntricas
absolutas prende-se com o facto de, nas segundas, a soma das coordenadas

ser igual a um, ou seja,

(1—t)+t=1.

4.1.2 Centros de semelhanca de duas circunferéncias

Considerem-se duas circunferéncias C (O, ry) e C (I,rz2), com centros O e I e

raios r; € ro, respectivamente.
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Centro de semelhanga interno

Proposigao 4.1.1 Dado um ponto X em C(O,r,) e construindo um raio
em C (I,ry) paralelo e oposto ao raio OX', intersectando C (I,73) no ponto
Y. Temos que as rectas XY e Ol intersectam-se sempre no mesmo ponto P,
chamado de centro de semelhanga interno das duas circunferéncias. P divide

o segmento de recta OI na propor¢ao

OP R

Pl
Sendo as coordenadas baricéntricas absolutas de P relativamente a OI definidas

pela igualdade

P_RI—I—TO_ R I+ r
 R+r  R+r R+r

Demonstracao

Os angulos OPX e IPY tém a mesma amplitude porque sao verticalmente
opostos. Os angulos PXO e PYI sao iguais porque tém lados paralelos,
deste modo, conclui-se que os tridngulos OXP e [YP sao semelhantes, como

os segmentos de recta OX e I'Y tém comprimentos constantes, deduz-se

' Relativamente a duas circunferéncias C (O1,71) e C (O2,12), dois raios dizem-se parale-
los e opostos, se forem paralelos entre si e nao pertencerem ao mesmo semiplano definido

pela recta O10s.
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que o mesmo acontece com OP e PI, pelo que a razao definida pelo

quociente entre OP e PI é sempre constante sendo, neste caso

or_0X R
P Iy

Centro de semelhanga externo

Proposigao 4.1.2 Por outro lado, se construirmos o raio em C (I,ry) di-
rectamente paralelo ao raio OX?, da intersecgio com C (I,rs), resulta Y,
as rectas XY e OI intersectam-se sempre no mesmo ponto Q, chamado de
centro de semelhanca externo das duas circunferéncias. Q) divide o segmento

de recta OI na razao definida pela igualdade

0Q R

QI
Deste modo, as coordenadas baricéntricas absolutas de @) relativamente a Ol

Q0

R.I—T.O: R 7 T 0.

@= R—r R—r R—r

2Relativamente a duas circunferéncias C (O1,71) e C (Og,12), dois raios dizem-se direc-
tamente paralelos, se forem paralelos entre si e pertencerem ao mesmo semiplano definido

pela recta O10s.
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Demonstracao
Tendo em conta que as rectas OX e 1Y’ sdo paralelas e o angulo Q é

N ’ , ~
comum aos tridngulos OX@Q e IY @, concluimos que estes sao semelhantes,

pelo que
0Q_0X R
Q I1yr o’
donde
o0 _ _ER
QI r
|

4.1.3 Conjugados harmoénicos

Definigao 4.1.3 Dois pontos X e Y dividem harmonicamente outros dois

pontos B e C, se sdo colineares com eles e

BX __ BY
Xc vyc

Diremos, entdo, que X e Y sao conjugados harmdnicos um do outro, relati-

vamente ao segmento de recta BC.

Proposicao 4.1.4 Os centros de semelhanca internos e externos de duas
circunferéncias dividem, harmonicamente, os centros de tais circunferéncias.
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Demonstragao
Sendo P, o centro de semelhanca interna de O e de I e sendo @), o centro de

semelhanca externa, relativamente aos mesmos pontos, entao

OP R 0Q R

Pl QI
donde

or_ 0
PI QI

Proposicao 4.1.5 Se X e Y dividem B e C harmonicamente, entio B e C

dividem X e Y harmonicamente.

Demonstragao

Se X e Y dividem B e C' harmonicamente, entao

BX __BY
XC  YC’

mudando de membro, XC' e BY e invertendo a ordem dos vértices dos
segmentos de recta nao envolvidos nesta troca, obtemos

XB__XC
BY  CY’

donde se conclui que B e C dividem X e Y harmonicamente.ll
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Vejamos duas proposicoes que envolvem centros de semelhaga, conjugados

harmonicos, o circuncentro e o centro da circunferéncia dos nove pontos.

Proposigao 4.1.6 O baricentro e o ortocentro sao conjugados harmdnicos
um do outro, relativamente ao segmento de recta ON, pelo que o baricentro
e o ortocentro sao centros de semelhanca da circunferéncia circunscrita e da

circunferéncia dos nove pontos.

Demonstragao

De (2.8) concluimos

donde resulta

OG OH
N~ HN (4.1)

pelo que de (4.1) concluimos que o baricentro e o ortocentro sao conjugados
harmonicos um do outro, relativamente ao segmento de recta ON, donde,
de acordo com a proposi¢ao 4.1.4 se conclui que o baricentro e o ortocentro
sao centros de semelhanca da cicunferéncia circunscrita e da circunferéncia

dos nove pontos.ll
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Proposicao 4.1.7 Qualquer recta a passar pelo baricentro ou pelo ortocen-
tro é dividida pela circunferéncia circunscrita e pela circunferéncia dos nove

pontos na razao 2 : 1.

Demonstragao

De facto, da construcao dos centros de semelhanca G e H, relativamente a
circunferéncia circunscrita e & circunferéncia dos nove pontos e tendo em

conta que

oG _2
GN 1’

concluimos que G divide o segmento de recta XY na razao

XG 2
GY 1
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deste modo, qualquer segmento de recta AB, a passar por G, em que A e B
sao pontos de interseccao desse segmento de recta, respectivamente, com a
circunferéncia circunscrita e com a circunferéncia dos nove pontos, estd

dividido na razao

AG 2
GB 1

para confirmar tal afirmacao basta ”deslocar” o ponto X para A, ficando o
ponto Y sobre B.
Por outro lado, a construgao dos centros de semelhanca G e H e o facto de

(3.7) nos permitir afirmar

HO _2
HN 1
implica que
HX 2
HY' 1

pelo que, deslocando o ponto X para C, confirmamos a razao

|

Importa, agora, ver como se pode construir um ponto Y, conjugado
harmonico de outro X, relativamente aos pontos B e C. Para tal, devemos
proceder como seguidamente se descreve:
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Em primeiro lugar, se X divide BC internamente, temos a seguinte

situagao inicial

Em seguida, tomamos um ponto P, exterior a recta BC, tracamos a recta
PX e a recta paralela a BP a passar por C, a interseccao das rectas que

acabdamos de construir, define o ponto Q).

! /
Marcamos o ponto @), de tal forma que o segmento de recta Q@) , possa ser
um didmetro de uma circunferéncia com centro em C. A interseccao das

rectas BC e PQ" define o ponto Y.
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Se, contrariamente, X dividir BC' externamente, temos a seguinte situacao

inicial

Em seguida, tomamos um ponto Q' exterior a recta BC, tragamos a recta
XQ' e arecta paralela a CQ' a passar por B, a interseccao das rectas que

acabamos de construir, define o ponto P.

B C X

!
Marcamos o ponto @), de tal forma que o segmento de recta Q) ,possa ser
um didmetro de uma circunferéncia com centro em C. A interseccao das

rectas BC e PQ" define o ponto Y.

Vejamos uma outra possivel construcao do conjugado harménico de dois
pontos, a qual se baseia nos teoremas de Menelau e de Ceva.
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Seja X um ponto pertencente a recta BC. Para construir o conjugado
harménico de X, relativamente ao segmento de recta BC, podemos proceder

do seguinte modo:

1. Marcamos um ponto arbitrario A exterior a BC e construimos os seg-

mentos de recta, AB e AC;

A

m
-
3

2. Marcamos um ponto arbitrdario P, no segmento de recta AX, e con-

struimos as rectas BP e CP, as quais intersectam, respectivamente, as

rectas CAe ABem Y e Z;

A

m
-
3

3. Construimos a linha YZ que intersecta BC em X .

142



Proposicao 4.1.8 O ponto X', definido na construcio anterior, é o conju-

gado harmonico de X relativamente ao segmento de recta BC.

Demonstracao
Tendo em conta que os pontos Z, Y e X' sdo colineares e pertencem a AB,
AC e BC, respectivamente, podemos aplicar o teorema de Menelau, o qual

origina a igualdade

AZBX' CY
ZBX'CYA

Por outro lado, tendo em conta que os pontos X, Y e Z resultam da
interseccao de trés cevianas, concorrentes em P, com os lados do tridngulo

ABC; definidos pelas rectas BC, AC' e AB, respectivamente, podemos

recorrer ao teorema de Ceva para obter a igualdade

AZ BXCY

ZBXCYA
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Das duas igualdades anteriores resulta

i

BX __BX
XCc X’

. ro~ . L.
o que equivale a afirmar que os pontos X e X sao conjugados harménicos

um do outro relativamente a B e CH

4.2 Coordenadas homogéneas baricéntricas

As coordenadas homogéneas de um ponto num plano definido por um dado
triangulo ABC foram introduzidas por Mobius. Kimberling [13], cita H. S.
M. Coxeter, para expressar a sua opiniao relativamente a este tema,
dizendo que "a criacao das coordenadas homogéneas por Mobius foi uma
das ideias mais ricas da histéria da matematica”.

Quando se pretende estudar propriedades geométricas do tridngulo, somos
confrontados com dois tipos de coordenadas homogéneas que possibilitam a
representacao de um ponto, por um lado as coordenadas trilineares e, por
outro, as coordenadas baricéntricas. As primeiras destas coordenadas sao
dadas por um tripleto de nimeros que representam a relagao entre as trés
distancias definidas entre o ponto e cada um dos lados do tridngulo ABC.
Propriedades do tridngulo, como por exemplo, as coordenadas trilineares de
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inimeros centros do tridngulo, bem como relagoes definidas entre alguns
deles, poderao ser estudadas recorrendo aos trabalhos de Kimberling, de
entre os quais ressalta a obra anteriormente citada. Relativamente as
coordenadas baricéntricas, estas serao o tema do resto deste capitulo, o qual
se subdividird em quatro secgoes, baseando-se nos trabalhos de Yiu, [22],
[23] e [24], visto ser este um autor incontornédvel no que a estas coordenadas

diz respeito.

Deste modo, nesta secgao, apresentaremos a definicao de coordenadas
baricéntricas de um ponto em geral, pertencente ao plano definido pelos
vértices de um tridngulo dado e as de trés centros notdveis, baricentro,
incentro e circuncentro, apds o que introduziremos a nogao de coordenadas
baricéntrias absolutas, que nos permitirao obter as coordenadas
baricéntricas do ortocentro e do centro da circunferéncia dos nove pontos.
Segue-se a referéncia ao significado do sinal de tais coordenadas, o que
possibilitard a determinacao das coordenadas baricéntricas dos centros das
circunferéncias ex-inscritas. Apds o que estudaremos as coordenadas dos
tragos de um ponto, ou seja, da interseccao de cada uma das cevianas
definidas por esse ponto e o lado que se opoe ao vértice em que ela incide.
Tal estudo possiblitar-nos-4 a obtengao das coordenadas baricéntricas do
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ponto de Gergonne e do ponto de Nagel.

4.2.1 Coordenadas baricéntricas de um ponto

Dado um tridngulo ABC, todo o ponto P, pertencente ao plano definido
pelos vértices de tal triangulo, pode ser expresso por um tripleto de valores
(u:v:w), de tal modo que, se se aplicassem trés pesos de massa u, v e w
nos vértices A, B e C, respectivamente, o centro de massa do triAngulo

ABC; estaria sobre P.

Definigao 4.2.1 O tripleto (u : v : w), anteriormente referido, corresponde

as coordenadas baricéntricas do ponto P relativamente ao tridngulo ABC.

A

Estas massas podem ser definidas pela relacao entre as areas dos tridngulos
PBC, PCA e PAB, da seguinte forma,

u v w

Appey Dpca Dpap)’
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pelo que o ponto P admite a seguinte representacao trivial:
P = (Apey - Apea) - Dipan))
ou de forma equivalente
P = Appe) A+ Apca) B+ Apap) C.

Da defini¢ao de coordenadas baricéntricas fica claro que os ternos (u : v : w)

e (ku : kv : kw), com k ndo nulo, definem o mesmo ponto, isto &,
P=(u:v:w)=(ku:kv:kw), k#0.

Considera-se que a drea de um triangulo XYZ é zero se X, Y e Z forem
colineares, considera-se positiva se a orientacao dos vértices for anti-hordria
e considera-se negativa se os vértices tiverem orientacao no sentido horario,

deste modo, temos por exemplo
Alapc) > 0, Apacp) < 0.

Assim, se P pertencer a BC, temos que os pontos P, B e (' sao colineares,

pelo que a drea do tridngulo PBC serd nula, resultando
P= (0 : A[pCA] : A[pAB]) . (42)

Tendo em conta que as coordenadas homogéneas trilineares, relativas a um
ponto, sao um tripleto proporcional as distancias desse ponto a cada um
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dos lados do triangulo ABC, torna-se evidente que um ponto com
coordenadas homogéneas baricéntricas (u : v : w) pode ser definido em

coordenadas trilineares, por

P (59)

em que a, b e ¢ sao os comprimentos dos lados que se opoem aos vértices A,
B e C; respectivamente. Inversamente, um ponto com coordenadas

trilineares (u : v : w) tem coordenadas homogéneas baricéntricas da forma

P = (au:bv:cw).

4.2.2 Coordenadas baricéntricas de centros notaveis
Baricentro

Proposicao 4.2.2 O baricentro G, também designado por centrdide ou cen-

tro de massa, é representado, em termos de coordenadas baricéntricas, por

G=(1:1:1). (4.3)

Demonstragao
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Seja G o baricentro de um tridngulo ABC, temos
G = (Agae) : Ajgea) : Agan)) -

Como se sabe, de acordo com [8], o baricentro de um tridngulo divide-o em
trés com a mesma &drea. Deste modo, compreende-se que os tridngulos

GBC, GCA e GAB tenham a mesma drea, pelo que

G = (Agse) : Aae) : Aasay)

por exemplo. Como Ajgpe) € nao nula, podemos multiplicar o terno que

define G, pelo inverso do valor de tal drea, resultando

G=(1:1:1).
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Incentro

Proposigao 4.2.3 O incentro I admite a sequinte representacao, em termos

de coordenadas baricéntricas,

I=(a:b:c). (4.4)

Demonstragao

Sendo r o raio da circunferéncia inscrita ao tridngulo ABC, temos

1 1 1
A[IBC] = 57“61, A[ICA] = 57“57 A[IAB] = 57’0-

Visto que r é a altura de cada um destes tridngulos, relativamente a cada
um dos lados derivados do tridngulo original, tal como no exemplo anterior,

podemos multiplicar os valores das dreas por uma constante nao nula, neste

2

caso pp O que nos conduz a

I=(a:b:c).
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Circuncentro

Proposicao 4.2.4 Podemos representar o circuncentro, em termos de coor-

denadas baricéntricas, por
O=(a>(’+*—0a®): b’ (P+a* =) : & (a®+b* = )). (4.5)

Demonstragao

Seja R o raio da circunferéncia circunscrita, temos
R=|0A|=|0B|=10C|.
Estando o angulo ao centro BOC, associado & mesma corda do angulo

inscrito BAC, compreende-se que o primeiro tenha o dobro da amplitude do
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segundo. Um raciocinio andlogo pode ser desenvolvido relativamente as

cordas definidas pelos outros lados do tridngulo ABC, pelo que
/BOC =2A, ZCOA=2B, ZAOB = 2C.

Por outro lado, aplicando o teorema das dreas aos &ngulos associados a

cada um dos vértices do tridngulo ABC, temos

1 A
Aope) = §RQSinA:R2SiIl—COS—;

2

A = —R’sin B = R’si b
[oc4 = 5 Sin = SIDECOS 5,
A = —R’sinC = R’si ¢
[0AB] = 5 Sin = SIDECOS 5

Do teorema dos senos, resulta

. a . . C
sin A = SR’ sin B = By sinC = oY

O teorema dos cossenos conduz-nos a:

b? + % — a? a®+c —bv? a?+ b> — 2
cosA=-——— cosB=———, cosC = g
a

2bc 2ac

Aplicando os resultados, anteriormente enunciados, as expressoes que

representavam as dreas, obtemos

@ijLcQ—aQ'
2 2bc ’

AoBcy

152



R;ba2+cz—b2'

Aoca = T oan
Rca? +1*— ¢
Aoas) 2 2ab ’

Deste modo

0= @b2+02—a2_@a2+02—62_@a2+b2—c2
S\ 2 2bc © 2 2ac 2 2ab ’

multiplicando os valores das coordenadas pela constante k, tal que

obtemos o resultado pretendido.ll

Proposigao 4.2.5 A soma das coordenadas do circuncentro, referida ante-
riormente, € igual a dezasseis vezes o quadrado da drea do tridngulo ABC,

ou seja,
a* (0 +—a?) + 0% (a® + & = 0%) + & (a® +0° — &) = 16AY o). (4.6)

Demonstracao
O primeiro membro da igualdade que pretendemos demonstrar é

equivalente a

=1 +b +c

abcR [ b*>+ % —a? a’>+c —1v? a®+b> — 2
1222 (g :
be ac ab
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Tendo em conta a igualdade (2.4), equivalente a

abc
4N apc) = N3

e, por outro lado, o facto de, durante a demonstragao das coordenadas
baricéntricas do circuncentro, ter ficado implicito que a drea do tridngulo

ABC (sendo a soma das dreas dos triangulos OBC, OCA e OAB) vale

b
be + ac ab

4

R<b2+02—a2 a?+ 2 —b? a2+b2—02)
a +c ,

resulta que a soma das coordenadas do circuncentro, tem o seguinte valor,

440 apc)-Diape) = 168 ey

4.2.3 Coordenadas baricéntricas absolutas
Seja P um ponto com coordenadas baricéntricas homogéneas (u : v : w), se
u+v+w#0,

podemos obter as coordenadas baricéntricas absolutas de tal ponto,
determinando coeficientes proporcionais aos anteriores, de tal forma que, a
sua soma seja a unidade:

_uA+UB+wC’
N u+v+w

P
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pelo que, o ponto P admite a seguinte representacao trivial

1

P—
AaBc)

(AppejA+ ApeaB + Appap)C) - (4.7)

Se dois pontos, P e @), forem dados em coordenadas baricéntricas absolutas,
entao, o ponto X que divide o segmento de recta PQ na razao

PX p

XQ ¢
tem coordenadas baricéntricas absolutas, definidas como se segue

_ 9P +pQ
p+q

X (4.8)

Estas coordenadas tém o inconveniente de, por vezes, serem representadas
sob a forma de fraccao. Para evitar tal facto, podemos adoptar um
processo, tendente & obtencao das coordenadas de um ponto X, com

caracteristicas idénticas as anteriormente referidas. Assim, sendo
! ! A
P=(u:v:w),Q=(u:v :w),
a representacao em coordenadas bariéntricas dos pontos P e @), tal que
! A !
u+vtw=u+v +w, (4.9)

o ponto X, que divide P na razao



tem coordenadas baricéntricas
X = (qu +pu s qu v qu +pw,> . (4.10)

Neste caso, o ganho de garantirmos nao ter fracgoes nas coordenadas, custa
a perda das coordenadas baricéntricas absolutas, de facto, agora apenas

podemos falar de coordenadas baricéntricas.

Centro da circunferéncia dos nove pontos

Recorrendo as coordenadas baricéntricas absolutas de um ponto que divide
um determinado segmento de recta numa dada razao, a partir de (4.8), é
possivel determinar as coordenadas baricéntricas do centro da

circunferéncia dos nove pontos.

Proposicao 4.2.6 Em termos de coordenadas baricéntricas, o centro da cir-
cunferéncia dos nove pontos de um tridngulo pode ser definido, em fung¢ao

dos lados de tal triangulo, por

N = (a,8,7), (4.11)

sendo

a = b (®+F =)+ (®+b —P);
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B =P+ —-ad’)+(@®+b—);

v = (P +F—ad®)+b (a*+ -7,
ou, em fungao dos dngulos internos do mesmo tridngulo, por
N = (acos(B—C):bcos(C —A):ccos(A—-B)). (4.12)

Demonstracao
De (2.8), resulta

ON _ 3
NG 1’

Por outro lado, de (4.5) e (4.6), podemos determinar as coordenadas

baricéntricas absolutas do circuncentro

O— <a2(1)2+c2—a2) D (aP+ %) 02(a2+62—c2)>

16&[2,430} ’ 16&[2,430] ' 16A[2ABC}

relativamente ao baricentro, este pode ser representado através de

coordenadas baricéntricas absolutas, da seguinte maneira

1 1 1
G—(g.g.g).

Das igualdades anteriores, e tendo em conta (4.8), resulta que a primeira

coordenada do centro da circunferéncia dos nove pontos é

az(b2+c27a2) n 1
16A[2ABC]

o = 5 5
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esta primeira coordenada pode ser simplificada do seguinte modo

b (a* + 2 — b)) + & (a® + b* — )
3202 15 '

Através de permutacoes ciclicas, podemos obter as restantes coordenadas
baricéntrias do centro dos nove pontos, as quais podem ser simplificadas, se
eliminarmos o denominador comum a todas elas, o que nos permite obter
(4.11).

Para provarmos (4.12), vamos procurar demonstrar a equivaléncia entre
esta igualdade e (4.11).

Recordando que
cos (B — (') = cos Bcos C + sin Bsin C'

e de acordo com o teorema dos cossenos, temos

2 2 2 2 2 2

a —b b* —

cosB= TPV o2 YT
2ac 2ab

donde

(a® +c2 =) (a> +1* — &2)
4a?be ’

cos BecosC' =
por outro lado, do teorema das dreas, 2.1.5., temos

2 2
sin B = ﬂ, sinC = ﬂ,

ac ab
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resultando

AN?
sin Bsin C = —_[ABC]
a?bc

Das igualdades anteriores, vem que

(@® + ¢ = b%) (a® + b = ) + 1642, 5
dabc

acos (B—-C) =

Como as restantes coordenadas podem ser obtidas desta, através de
permutacoes ciclicas, compreende-se que todas elas terao denominadores
iguais, pelo que podem ser suprimidos, assim, podemos restringirmo-nos ao
numerador da fracgao anterior, o qual de acordo com (4.6), admite a

seguinte expressao
2h2 (a2 + % — b2) + 202 (a2 +0v%— 02) .

Dividindo por dois a anterior expressao, obtemos a primeira coordenada
presente em (4.11), pelo que fica provada a equivaléncia entre tal forma de
representar o centro dos nove pontos e (4.12), donde se conclui a validade
desta ultima igualdade.ll

Vejamos ainda, como se pode determinar os centros de semelhanca das
circunferéncias circunscrita e inscrita num mesmo tridngulo, recorrendo
agora a (4.10).
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.« ~ . / 3
Proposicao 4.2.7 Sejam T eT", o centro de semelhanca interno e o centro
de semelhanga externo, respectivamente, das circunferéncias circunscrita e

mscrita num mesmo tridngulo, temos:
T = (®>(b+c—a):b’(a+c—b):*(a+b—c))

a? b? c?
T = : : .
(b—irc—a a+c—> a+b—c)

Demonstracgao

! . . . .
De acordo com 5.1.2, T' e T" dividem o segmento de recta delimitado pelo
centro da circunferéncia circunscrita e pelo centro da circunferéncia inscrita

na razao definida pelos raios de tais circunferéncias, ou seja,

Or R OT' R

T 7 S TT 7

Recorrendo as igualdades (3.4) e (3.1), resulta

R pabc
r 4A[2ABC]

Considerando as coordenadas do circuncentro (4.5), cuja soma ¢ dada pela
igualdade (4.6) e as coordenadas do incentro (4.4), com soma igual ao
perimetro do tridngulo ABC, podemos determinar coordenadas equivalentes
para o circuncentro e para o incentro, de tal forma que, as somas das
componentes de cada ponto sejam iguais, o que se consegue multiplicando
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as coordenadas (4.5) por p e as (4.4) por 8A[2ABC], obtendo
0O = (pa2 (b2 +c? — a2) . pb? (a2 +c - 62) . pc? (a2 +b? — 62)) :
I = (SA%ABC]CL : SA[QABC}b : SA?ABC]C) .

Assim, o centro interno de semelhanca pode ter, como primeira coordenada,

a seguinte expressao:
4A[2ABC]pa2 (62 +c - a2) + 8pa2bcA[2ABC},
0 que € equivalente, a
4A[2ABC]pa2 ((b + 6)2 — a2) ,
ou ainda a
80 pap’a® (b+c—a).

Por permutagoes ciclicas podemos obter as outras duas componentes de tal

forma que

sendo
a = 8AYpepia® (b+c—a);
B = SAABCpb2<a+C_b);

vy o= 8A[2ABC}p202 (a+b—c).
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Finalmente, dividindo todas as coordenadas por 8A[2A B p?, obtemos
T=(a*>b+c—a):b’(a+c—b):’(a+b—c)).

Recorrendo a um raciocinio semelhante podemos determinar 71”, o centro de
semelhanca externo de OI, o qual terd como primeira coordenada a seguinte

expressao
4A[2A30}pa2 (0*+ ¢ —a®) — 8pa2bcA[2ABC},
0 que é equivalente a
40 pepa® (b—c—a) (b—c+a)).

Por permutacoes ciclicas podemos obter as restantes coordenadas e, se

dividirmos todas as coordenadas por —4A[2A BCjPs obtemos

T/ = (O!, 67 ’7) 5
sendo

a = a*(a+b—c)(a+c—0);
B = b(a+b—c)(b+c—a);
v = Fla+c—b)(b+c—a),
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ou, equivalentemente

, a® b2 c?
T = : : .
(b+c—a a+c—b a—l—b—c)

Ortocentro

Proposicao 4.2.8 Em termos de coordenadas baricéntricas o ortocentro de

um tridngulo pode ser definido, em funcdo dos lados de tal tridngulo, por

i (oo wro—p wrp—a) @B

VP+ct—a? a?+c2-b a?+b0?—-¢?

ou, em fungao dos dngulos internos do mesmo tridngulo, por

H = (tanA:tan B :tanC). (4.14)

Demonstragao
De (3.7), sabemos que o ortocentro divide externamente o segmento de

recta OG, na razao

OH 3

HG 2’
pelo que, tendo em conta as coordenadas baricéntricas do circuncentro

(4.5), a sua soma (4.6) e as coordenadas baricéntricas do baricentro (4.3),
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obtemos a igualdade da soma das coordenadas, tal como foi referido em
(4.9), se multiplicarmos as coordenadas do circuncentro por trés e as
coordenadas do baricentro por 16A[2A BCl-

Assim, a primeira coordenada do ortocentro serd
—6a® (b* + & — a®) + 4802 5,
dividindo por seis, e tendo uma vez mais em consideracao (4.6), obtemos
% (42— 0) +E (@0 )~ (B — )],
como expressao da primeira componente do ortocentro, ou equivalentemente

(a2~ B2 + &) (a2 + 1 — 2)] .

N | —

Da anterior expressao, através de permutacoes ciclicas, podemos obter as
restantes coordenadas do ortocentro, as quais podem ser simplificadas se as

multiplicarmos por

2
P+ —a) (@ -+ ) (@+ R —3)

surgindo finalmente

1 1 1
H = : : .
(b2+62—a2 a’ +c? - b? a2+62—02)
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Para demonstrarmos (4.14), vamos provar a equivaléncia entre esta

igualdade e (4.13).

Tendo em conta o teorema das dreas, aplicado ao angulo A do tridngulo

ABC; temos

20 4Bq

A —
sin T

por outro lado, do teorema dos cossenos, resulta

b? + % — a?

A—
CoS e
Das duas anteriores igualdades, vem que
4N aBc
A e e
Como
4N 4Bcy,

¢é um factor constante e, de forma andloga, poderfamos obter resultados
semelhantes referentes as restantes coordenadas do ortocentro, aceitamos a
equivaléncia entre (4.13) e (4.14).
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4.2.4 Sinal das coordenadas baricéntricas

Como j4 referimos, o sinal das coordenadas baricéntricas de um ponto
depende do facto de ele pertencer ao interior, & fronteira, ou ao exterior do

triangulo ABC. Importa, agora, explicar por que tal situ¢ao acontece.

Como vimos anteriormente, as coordenadas baricéntricas de um ponto estao
intimamente ligadas a drea de triangulos, para a qual a dlgebra linear
oferece dois métodos que possibilitam a sua determinagao. O primeiro
refere-se ao produto externo, ou vectorial, de dois vectores, para determinar
a drea de um paralelogramo, correspondendo ao dobro da drea que
pretendemos determinar. O segundo método determina a drea do tridngulo

em estudo, recorrendo a um determinante de ordem trés.

Produto vectorial

Sejam U e V, dois vectores tais que

U=B—A,V=C-A. (4.15)
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A drea do paralelogramo com lados U e V corresponde ao produto
vectorial definido por tais vectores, sendo que esse produto pode ser

calculado pelo seguinte determinante:

(4.16)

Tu Yu <u

Tv Yv Rv

donde resulta

((yozv — zuyv) x + (zvzy — zu2zv)y + (uyy — youav) 2) ,

1
Aapc) = 3

em que z, y e z formam um sistema ortonormado. Sem perda de

generalidade podemos considerar que

ZU:ZVZO.
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Assim, a drea do triangulo ABC pode ser determinada pela igualdade

TuYyv — YuTy

Aape) = 5

Recorrendo a (4.15), as coordenadas cartesianas dos vectores U e V' sao
U= (IEB —ZA,YB _yA70)a V= (1170 —ZA,YC _yA70)a

logo, a igualdade relativa & édrea do tridngulo ABC, pode ser reescrita como

1

Aapc) = 3 (TAYB — YATB + YaTc — Tayc + TYc — YBTC) - (4.17)

A drea calculada pela expressao anterior serd positiva se os vértices A, B e
(' formarem um circuito em sentido anti-horario, porque nesse caso os
vectores U e V formam um sistema directo com um vector unitério
perpendicular ao plano definido por tais vectores.

Se os vértices A, B e C formarem um circuito em sentido horério,

passaremos a ter o produto vectorial de V por U e, como
UxV=-VxU,

a drea determinada pela igualdade (4.17), serd negativa.

Se os vértices A, B e C forem colineares, os vectores U e V terao a mesma
direccao, pelo que o determinante (4.16) serd nulo. Nesse caso os vectores U
e V nao definem um tridngulo.
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Determinante de ordem trés

A expressao (4.17), também pode ser obtida com recurso a um
determinante, composto pelas coordenadas cartesianas de A, B e C,

substituindo a terceira coordenada de cada vértice por 1, donde

ra ya 1
1
Ausc) =5 | 25 yp 1 |- (4.18)
re Yo 1

Mais uma vez a inversao do sentido do circuito formado pelos vértices,
implica uma troca de linhas no determinante e, por consequéncia, o sinal

deste também muda. Se os pontos A, B e C forem colineares temos

TB

TA Tc
- _7

Yya YB Yo

pelo que o determinante serd nulo.
Seja P um ponto do plano ABC, tal que as suas coordenadas baricéntricas

absolutas, podem ser expressas por

P=xzA+yB+ zC.

A andlise do sinal das coordenadas baricéntricas (para isso as dreas devem
ser orientadas) indica a regiao do plano em que se encontra P, em relacao
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ao tridngulo ABC, de acordo com o seguinte esquema.

x=10 : =] oo ®=0
y=0 e o sl
z#Drrr’ =0 v Z=0

Com este resultado, torna-se simples implementar um algoritmo que
determine se um ponto estd contido ou nao no interior de um tridngulo,
para isso basta obter as coordenadas baricéntricas do ponto relativamente
ao tridngulo. Se todas forem positivas, o ponto pertence ao interior do
tridngulo, se houver pelo menos uma que seja nula e as restantes positivas,
o ponto pertence a fronteira do tridngulo, se houver uma coordenada

negativa, o ponto pertence ao exterior do tridngulo.

A titulo de exemplo, analisemos o seguinte caso:
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Sendo zp, yp € zp as coordenadas baricéntricas de P, definidas pelas dreas

dos tridngulos

PBC, PCA e PAB, (4.19)

respectivamente, serao positivas visto que os vértices sao referidos segundo

o sentido anti-horario.

Vejamos o que acontece com as coordenadas g, yg € 2, de @), as quais
representam as dreas dos triangulos que se obtém de (4.19), substituindo P
por (. Deste modo verifica-se que as coordenadas z¢ e z¢ continuam a ser
positivas, mas ¥y, € agora negativa porque os vértices ()CA sao referidos no

sentido horario.
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Centros das circunferéncias ex-inscritas

A relagao existente entre o sinal das coordenadas de um ponto e a posicao
deste relativamente ao tridngulo ABC' permite determinar as coordenadas

dos centros das circunferéncias ex-inscritas.

Proposicao 4.2.9 Sejam 14, Ip e Ic os centros das circunferéncias ex-
inscritas, tangentes aos lados que se opoem a A, B e C, respectivamente,

entdo as suas coordenadas sao as sequintes
In = (-a:b:c);
Ig = (a:=b:c);
Ie = (a:b:—c).

Demonstragao

Tendo em conta que

I=(a:b:c),

podemos dizer que

Iy=(-a:b:c),

porque a tnica caracteristica que distingue estes pontos é o facto de se
situarem em lados opostos da recta BC, o que implica apenas a troca do
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sinal da primeira coordenada.

Analogamente, podemos determinar as coordenadas dos centros das
restantes circunferéncias ex-inscritas o que nos conduz ao resultado

pretendido.l

4.2.5 Cevianas e Tragos

Devido a importancia que o teorema de Ceva tem na geometria do
tridngulo, as rectas definidas por um ponto P e cada um dos vértices de um
triangulo ABC sao chamadas de cevianas de P. As intersecgoes D, F e F,
de cada uma dessas rectas com o lado oposto ao vértice que a define, sao

chamadas de tracos de P.

Proposigao 4.2.10 Se P tem coordenadas baricéntricas (z =y : z), entio as

coordenadas baricéntricas dos tracos serao

D=0:y:2), E=(x:0:2), F=(x:y:0).
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Demonstragao

A relacao entre as dreas dos tridngulos PAB e PCA é igual a razao entre z
e y. Como a drea de PAB pode ser definida pela diferenca das dreas dos
tridngulos DAB com DPB e a drea de PCA resulta da diferenga entre a de

DCA com DCP, temos

z _ A[PAB} . A[DAB} - A[DPB]

Yy Opca Dpoa — Dper

Por outro lado, a razao entre as dreas dos tridngulos DAB e DC A ¢ igual a
razao entre as dreas dos tridngulos DPB e DCP, visto que os tridangulos
envolvidos em cada razao tém a mesma altura e os primeiros tridngulos de
cada razao tém a mesma base, 0 mesmo acontecendo com os segundos.
Assim, utilizando o facto de a razao entre a drea de triAngulos com a
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mesma altura ser igual a razao das suas bases, obtemos

Apap  Appp  Opap — Apre  |BD|

Aipca Oper Opea— Dpery |DC|
Das duas igualdades apresentadas resulta

z . A[PAB} o |BD|

y  Opca  |DCY

pelo que, tendo em conta (4.2), temos

D=(0:|DC|:|BD|)=(0:y:2). (4.20)

Recorrendo a um raciocinio andlogo, poderemos demonstrar que as

coordenadas apresentadas para os pontos E e F' sao correctas.ll

Proposicao 4.2.11 Trés pontos D, E e F pertencentes a BC, CA e AB,
respectivamente, sao os tragcos de um ponto se e somente se, eles tiverem

coordenadas da forma

D=0:y:2),E=(x:0:2),F=(z:y:0),

para algum terno (z, y, z).
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Demonstragao

Da demonstragao anterior resulta que se
D=0:y:2)),

entao a razao entre os comprimentos dos segmentos de recta DC e BD ¢
igual a razao entre y e z. Recorrendo a um raciocinio semelhante temos

|DC| vy |FAl =z |FB| =
L =1 _Zz =71 _Z 4.21
|BD| 2’ |CE| =z’ |AF| vy ( )

Como o produto dos segundos membros das trés anteriores igualdades vale
um, podemos invocar o teorema de Ceva para afirmar que se os pontos D, £
e I tiverem coordenadas da forma apresentada, equivale a dizer que eles
sao os tracos de um ponto P com coordenadas (x :y: z) .1

A relacao entre as coordenadas de um ponto e a dos seus tracos que
acabdmos de apresentar, permite-nos determinar as coordenadas de alguns
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centros do tridngulo. Para ilustrar tal facto apresentaremos as coordenadas

baricéntricas do ponto de Gergonne (G,) e do ponto de Nagel (N,).

Ponto de Gergonne

Proposigao 4.2.12 As cevianas definidas pelos pontos de tangéncia da cir-
cunferéncia inscrita sio concorrentes num ponto (Ponto de Gergonne - Ge)

cujas coordenadas baricéntricas sao

1 1 1
Ge_(p—a'p—b'p—c)‘ (4.22)

Demonstragao
Sendo D, E e F os pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita com os
lados BC, CA e AB, respectivamente, e tendo em conta as igualdades

definidas em (2.5), obtemos a situacao ilustrada pela seguinte figura
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De acordo com (4.20), podemos determinar as coordenadas de D e, de

forma andloga, as de E e de F, pelo que obtemos
D = (0:p—c:p—0);
E = (p—c:0:p—a);
F = (p—b:p—a:0).

Se dividirmos as coordenadas de D, E e F por (p —b) (p — ¢),

(p—a)(p—c)e(p—a)(p—Db), respectivamente, obtemos

D = O:L: L , b= L :0: ! , F'= ! :L:O.
p—b p—c p—a p—c p—a p—>b

Pela proposicao 5.2.10, D, E e F sao os tracos de um certo ponto com

coordenadas baricéntricas (4.22).H

Ponto de Nagel

Proposicao 4.2.13 As cevianas definidas pelos pontos de tangéncia das cir-
cunferéncias ex-inscritas sao concorrentes num ponto cujas coordenadas bar-
icéntricas sao

No=(p—a:p—b:p—c). (4.23)

Demonstracgao
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Para esta demonstragao teremos de considerar seis pontos definidos sobre os
lados do triangulo ABC, assim, sendo D', E' e F' os pontos de tangéncia
das circunferéncias ex-inscritas, tangentes aos lados BC, AC e AB,
respectivamente, e, relativamente aos mesmos lados deste tridngulo, os
pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita serao D, E e F. Podemos

dizer, de acordo com (2.2), que as seguintes igualdades sao validas

‘BD'

— D], (OD’( — |BD|,

por um raciocinio andlogo obtemos as seguintes igualdades

AF’

BF| = |AF], — |BF|;

‘AE'

ICE|, )CE‘ — |AE].

Recorrendo as igualdades identificadas por (2.5) obtemos

)BF’) - )(JE( —p—a, )AF’) - )(JD’) —p—b, )AE’( - (BD’) —p—c
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Seguindo um caminho semelhante ao percorrido aquando da andlise das
coordenadas do ponto de Gergonne, podemos dizer que as coordenadas
baricéntricas dos tracos do ponto de Nagel podem ser representadas da

seguinte maneira

/

D=0:p—b:p—c), E=(p—a:0:p—c), F=(p—a:p—>:0),
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destes tracos, resulta que D', E eF /, sao os tracos dum certo ponto com

coordenadas baricéntricas (4.23).H

Definicao 4.2.14 O ponto de Nagel resulta da interseccao das cevianas definidas
pelos pontos de tangéncia das circunfreréncias ex-inscritas, com os lados do

triangulo ABC.

Proposicao 4.2.15 O baricentro de um tridngulo divide o segmento de recta

definido pelo incentro e pelo ponto de Nagel na razao

(NG| 2
GI| 1

Demonstracao

Admitindo que o ponto de Nagel, o baricentro e o incentro, sdo colineares,
conforme serd provado na sub-seccao 5.4.2 aquando do estudo da recta de
Nagel, vamos recorrer a (4.8) para determinar as coordenadas baricéntricas
absolutas de um ponto, que divida o segmento de recta N,I, na razao
enunciada, apds o que mostraremos serem tais coordenadas equivalentes as
que jé definimos como sendo as coordenadas baricéntricas do baricentro.
Comecemos por determinar as coordenadas baricéntricas absolutas do
incentro e do ponto de Nagel, para tal temos de determinar as somas das
coordenadas de cada um.

181



A soma das coordenadas do incentro, apresentadas em (4.4), é igual ao
perimetro do tridngulo, ou seja, € igual ao dobro do semiperimetro, donde

as coordenadas baricéntricas absolutas do incentro serao
1
—(a:b:c).
s (aibio

Relativamente ao ponto de Nagel, tendo em conta (4.23), as coordenadas

baricéntricas absolutas do ponto de Nagel serao

1
—-(p—a:p—b:p—2c).
p(p p p—c)

Assim, sendo X um ponto que divide o segmento de Recta N,I, na razao

2 : 1, terd as seguintes coordenadas baricéntricas absolutas

2%}(@:b:c)+1§(p—a:p—b:p—c)
2+1 ’

de forma equivalente, teremos

(p:p:p)
3p

X —

O ponto X, assim definido, tem coordenadas baricéntricas absolutas iguais
as do baricentro, pelo que aceitamos que este divide o segmento de recta em
andlise na proporcao enunciada.ll
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4.3 Conjugado isotémico e isogonal

Na secgao preliminares, referimo-nos a nocao de conjugados harménicos,
nessa altura estavamos a considerar coordenadas baricéntricas relativas a
dois pontos. Na seccao anterior comecdmos a estudar algumas propriedades
das coordenadas baricéntricas relativas a trés pontos, estas propriedades
permitem introduzir outras nogoes de pontos conjugados, dentre estes,
apresentaremos a nocao de conjugado isotémico e de conjugado isogonal de

um ponto.

4.3.1 Conjugado isotémico

Proposigao 4.3.1 Seja P um ponto do plano definido pelo tridngulo ABC.
As reflexdes das rectas AP, BP e CP com respeito as medianas dos dngulos
A, B e C, respectivamente, sdo concorrentes num ponto P~1.
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Demonstragao

Sejam D', E' e F' os pés das cevianas definidas pelo ponto P e D", E" e
F", os pontos que resultam das reflexdes de D', E'e F', nos pontos médios
dos lados BC, CA e AB, respectivamente.

As cevianas AD" e AD" sdo simétricas relativamente a mediana incidente

com o vértice A, pelo que

|BD'| |D"C]
|\D'C|  |BD"|’

analogamente, relativamente aos outros angulos, obtemos

|CE' B |[E"A| |AF B |F"B]|
\E'A|  |CE"|” |F'B| |AF"|

. . ! ! ! ~
Como as cevianas definidas por D, E' e F' sao concorrentes em P, do

teorema de Ceva, resulta

|BD'| |CE'| |AF|
ID'C| |E'Al |[F'B|
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pelo que

[D"Cl|E"A||[F"B| _
[BD'||CE"| [AF"| ~

L,

mas a igualdade anterior equivale a

BD'||CE'| |AF"| _
|D"C| |E"A| |[F"B]

donde, pelo teorema de Ceva, podemos afirmar que as cevianas definidas

" " 1" ~
por D, E e F', sao concorrentesll

Definigao 4.3.2 Dois pontos P e P71, dizem-se conjugados isotémicos, se
os tragos das cevianas por eles definidos forem simétricos relativamente aos

pontos médios dos lados respectivos do tridngulo de referéncia. Ou seja,

)BD’ — |p"c|, D’C) — )BD” ; (4.24)
)(JE’ — |4, E’A(:(OE”);
‘AF' — |F'B|, F’B) - )AF” .

Observacao 4.3.3 Tendo em conta a forma como Pt é obtido a partir de

P, compreende-se que

(P =P



Proposicao 4.3.4 Dado um ponto P, com coordenadas baricéntricas nao

nulas, tal que

P=(z:y:2)),

o seu conjugado isotémico tem coordenadas baricéntricas

1 1 1
Pl=(=:=2:2).
(o)

Demonstragao

Admitamos que

P =(a:f:7),

vamos provar que
_ 1 1 1
P 12(@:6:7):(—:—:—).
r oy z
Tendo em conta as coordenadas baricéntricas do ponto P, sabemos que as

cevianas definidas por tal ponto dividem os lados do triAngulo ABC, nas

seguintes razoes

[BD] _

D'C

[CE] _z [AF] g

JEA T 2 |FB o

| W
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Relativamente ao ponto P! e ao mesmo triangulo temos

|B_D” _1 }CE”| _g |AF" _é
|D//C| /87 |E//A| ’77 |F//B| a'

A

Tendo em conta as igualdades anteriores e (4.24), obtemos

SIS

|2
(2

Evidentemente
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logo, das igualdades anteriores resulta

estas coordenadas podem ser simplificadas, recorrendo a multiplicacao por

um factor constante, neste caso

o que nos conduz a

1 1 1
Pl=(=:=2:2).
3)

4.3.2 Conjugado isogonal

Proposicao 4.3.5 Seja P um ponto do plano definido pelo tridngulo ABC.
As reflexoes das rectas AP, BP e CP com respeito as bissectrizes dos dngulos

A, B e C, respectivamente, sao concorrentes num ponto P*.

Demonstragao
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Sejam os pontos D', E' e F' os pontos que resultam das interseccoes,das
rectas AP, BP e CP com as rectas definidas pelos lados BC, CA e AB,
respectivamente, e D", E” e F" os pontos que resultam das interseccoes das
reflexdes das rectas AP, BP e CP nas bissectrizes dos dngulos A, B e C,
respectivamente, com os lados do triangulo ABC' opostos aos vértices em
questao.

As rectas AD" e AD" sdo simétricas relativamente a bissectriz do angulo A4,

pelo que podemos aplicar-lhes o teorema de Steiner, resultando

|BD'| |BD"|  |ABJ?
|D'ClID"C| |CAP

Analogamente, em relagao aos outros angulos, obtemos

CE|[CE'| _|Bop |AF||AF| _ joaf
‘EIA| ‘E”A| _‘AB‘2 |F/B| ‘F//B‘_‘BOF
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Multiplicando membro a membro as trés igualdades anteriores, temos

|BD'||CE'| |AF'| |BD"| |CE"| |AF"| _ |AB)*|BCJ” |CA)?
|D'C| |E'A| |[F'B| |D"C| |E"A| |[F"B| |CA|? |AB|* |BC*’

o segundo membro desta igualdade é igual a um, por outro lado, as rectas
AD', BE' e CF' sdo concorrentes em P, pelo que, devido ao teorema de

Ceva

|BD'| |CE'| |AF'| .
ID'C| |E'A| |[F'B|

Assim, temos

|BD"| |CE"| |AF"|
|D"C| |E"A| |F"B|

. . 1"
Pelo que devido ao teorema de Ceva, podemos concluir que as rectas AD

1 " ~ .« o~
BE e C'F sao concorrentes, o que confirma a proposicao.ll

Definicao 4.3.6 Duas cevianas, incidentes num mesmo vértice de um tridn-
gulo, dizem-se isogonais se uma resultar da outra por reflexdo na bissectriz

desse mesmo dngulo.

Definicao 4.3.7 O ponto P*, resultante da intersecgdo das trés rectas isogo-
nais as trés cevianas que contém o ponto P, é chamado de conjugado isogonal

de P, relativamente ao triangulo ABC.
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A nogao de conjugado isogonal de um ponto P, relativamente a um

triAngulo ABC, pode ser introduzida de outra forma.

Proposigao 4.3.8 Sejam P, e P. as reflexoes do ponto P, relativamente
as rectas AC e AB, respectivamente. Seja () um ponto pertencente a recta

isogonal a AP, relativamente ao dngulo A. Entdo, @) é equidistante de P, e

de P..

Demonstracao

Seja E o ponto resultante da interseccao das rectas AC e PPy, tendo em
conta a maneira como o ponto P, foi construido, concluimos que F é o
ponto médio do segmento de recta PPy, donde os segmentos de recta PE e
EP;, tém o mesmo comprimento. Temos também a igualdade entre os
angulos P,FA e AEP. Das igualdades anteriores e do facto de o lado AE,
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ser comum aos tridngulos APE e AEP), resulta que estes tridngulos sao

congruentes, logo

|AP| = |AB|.

De forma andloga, poderfamos provar a congruéncia entre os tridangulos

AP.F e AFP em que F é o ponto médio do segmento de recta PP, donde,

|AP| = |AF.|.

Das igualdades, destacadas, resulta

|AP| = |AR)| = |AF,|.

Tendo em conta a maneira como o ponto P, foi construido, podemos
afirmar que os angulos PAE e EAP, tém a mesma amplitude. Da simetria,
existente entre as rectas AP e A(Q), relativamente a bissectriz interna do
angulo A, resulta a igualdade entre as amplitudes dos angulos PAE e FAQ,
bem como dos angulos formados pelas rectas AQ e l4 e pelas rectas [4 e
AP. Sendo 3 a amplitude do angulo PAE e «, a amplitude do angulo

formado pelas rectas [4 e AP, temos

LFAQ = LPAE = /EAP, = 03,

QAP = 2a.
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Da congruéncia entre os triangulos AP.F' e AFP resulta

/P.AF = /FAP = 3 + 2a,

temos ainda

/PAQ = LZQAP, =2 (a+ ).

Das igualdades ja demonstradas e do facto de o lado AQ ser comum aos

tridngulos AP.Q) e AQP, resulta a congruéncia destes tridngulos, donde

|

Para completar a introducao da nocao de conjugado isogonal de um ponto
P, temos de analisar o que se passa relativamente a reflexao de P na recta
BC. Assim, sendo P,, a reflexao do ponto P, relativamente a recta, BC e
aplicando a proposicao anterior, podemos dizer que qualquer ponto,
pertencente a recta isogonal a BP ¢ equidistante de P, e P.. Pelo que se
compreende que, sendo P* o ponto resultante da interseccao das duas
rectas isogonais a AP e a BP é equidistante de P,, P, e P.. Como P* é
equidistante de P, e P,, pertence a recta isogonal a CP. Logo, o ponto P* é
a interseccao das trés rectas isogonais a PA, PB e PC.
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Observacgao 4.3.9 Tendo em conta a forma como P*, o conjugado isogonal,

é construido, compreende-se que
(P*)" = P.

Proposigao 4.3.10 A circunferéncia contendo as reflexoes P,, P, e P. de P
é congruente com a que é definida pelas reflexdes de P*, sendo que a primeira

tem centro em P* e a sequnda em P.

Demonstragao
Ja vimos que P* é equidistante de P,, P, e P., pelo que é o centro da
circunferéncia definida por aqueles trés pontos.
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Tendo em conta que P e P* sao o conjugado isogonal um do outro,
aplicando a proposicao 4.3.8 a P* concluimos que P ¢é equidistante dos
pontos P, P e P! obtidos por reflexao de P* nas rectas AB, BC' e CA
pelo que P é o centro da circunferéncia que contém tais pontos.

Falta-nos, agora, provar que tais circunferéncias tém o mesmo raio.

Como os segmentos de recta P, P, e P*P sao a reflexao um do outro na
recta BC, compreende-se que tenham o mesmo comprimento e que o
trapézio P*P; P, P seja is6sceles, logo as suas diagonais PP} e P*F, tém o
mesmo comprimento. Como tais segmentos de recta representam os raios

das circunferéncias em estudo, fica provado que estas sao congruentes.ll

Proposicao 4.3.11 Sendo M o ponto médio do segmento de recta P*P. FEn-

tao, M é o centro da circunferéncia formada pelos pontos pedais de P e P*.

Demonstracgao

Os triangulos MP*D* e PP* P} sao semelhantes porque tém um angulo em
comum e os lados que os definem sao proporcionais devido ao facto de M e
D* serem os pontos médios dos respectivos segmentos de recta.

Sendo M o ponto médio do segmento de recta PP* e sendo as rectas P*D*
e PD perpendiculares ao lado BC', compreende-se que o ponto D seja a
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reflexao de D* na recta vertical a BC' a passar em M. Deste modo,

compreende-se que M seja equidistante de D* e D.

Como podemos construir um trapézio isésceles com diagonais iguais as de
P*P*P,P, relativamente a cada lado do tridngulo ABC, haverd sempre um
par de tridngulos semelhantes que nos permitirao concluir que M é
equidistante dos pés das perpendiculares de P e P*, relativamente a cada

um dos lados do tridngulo ABC.H

Definicao 4.3.12 A circunferéncia referida na proposi¢ao anterior é chama-

da de circunferéncia pedal de P e P*.

Proposicao 4.3.13 O circuncentro e o ortocentro sao conjugados isogonais
um do outro.
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Demonstracao

Da segunda conclusao da demonstragao da proposigao (2.2.5)
compreende-se que o ortocentro do tridngulo medial corresponde ao
circuncentro do tridngulo ABC, como o tridngulo medial é obtido do

tridngulo ABC, através da homotetia

1
n(6-5)

compreende-se que o comprimento do segmento de recta AH seja o dobro
do de ODy, sendo Dy o ponto médio do segmento de recta OO,,pelo que
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se infere

|AH| = |00,] .

Por outro lado, da construcao do ponto O, resulta a perpendicularidade do
segmento de recta 00, relativamente & recta BC, pelo que OO, é paralelo
a AH, o que, juntamente com a igualdade em destaque, nos leva a concluir

que o quadrilatero AHO,O é um paralelogramo, donde resulta

|AO| = |HO,| .

Assim, podemos afirmar que a distdncia entre o ortocentro e a reflexao O,,
do circuncentro na recta BC é igual ao raio da circunferéncia circunscrita.
Como é possivel construir paralelogramos de forma andloga relativamente
aos outros vértices, concluimos que o ortocentro é equidistante das trés
reflexées O,, O, e O, do circuncentro em todos os lados do triangulo ABC,
ou seja, o ortocentro é o centro da circunferéncia defenida por estas
reflexdes e o seu raio € igual ao da circunferéncia circunscrita, pelo que
estas sao congruentes.

Como, dados trés pontos nao colineares, existe no maximo um ponto
equidistante de tais pontos, tendo nés mostrado que o ortocentro é
equidistante das trés reflexoes O,, O, e O., invocando a proposicao 4.3.10
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concluimos que o ortocentro e o circuncentro sao conjugados isogonais um

do outro.l

Proposicao 4.3.14 A circunferéncia pedal definida pelo ortocentro e pelo

circuncentro corresponde & circunferéncia dos nove pontos.

Demonstragao

Quando estuddamos a circunferéncia dos nove pontos, verificimos que os

vértices do tridngulo értico pertencem a esta circunferéncia.

Sendo o ortocentro e o circuncentro conjugados isogonais um do outro, de
acordo com a proposicao 4.3.11, compreende-se que os pontos pedais do
circuncentro pertencem a circunferéncia definida pelos do ortocentro, ou

seja, pertencem & circunferéncia dos nove pontos. Ainda de acordo com a
proposicao invocada, podemos dizer que o ponto médio do segmento de

recta HO corresponde ao centro da circunferéncia dos nove pontos.ll

Observagao 4.3.15 As conclusdes anteriores sao mais uma maneira de demon-
strar a colinearidade do ortocentro, do circuncentro e do centro da circunfer-

éncia dos move pontos, os quais definem a recta de Fuler.
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Proposicao 4.3.16 Dado um ponto P com coordenadas baricéntricas nao
nulas, tal que

P=(z:y:2)),

podemos definir as coordenadas baricéntricas do seu conjugado isogonal, rel-

ativo ao tridngulo ABC, do sequinte modo

P-(£:2:9), (4.25)

x Yy z
em que a, b e ¢ sao os comprimentos dos lados opostos aos vértices A, B e

C, do referido tridngulo.

Demonstragao

Admitamos que
Pr=(a:8:7),

vamos tentar provar que

Pfaipi) = (T80,

x Yy z
Tendo em conta as coordenadas baricéntricas do ponto P sabemos que as
cevianas a passar por tal ponto dividem os lados do tridngulo ABC nas

seguintes razoes

|BD] _

D'C

[CE] _z [AF] g

JEA T 2 |FB o

| W
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Relativamente ao ponto P* e ao mesmo tridngulo temos

1"

Q

|BDII B ’y
‘D//C| /87 ‘

Q

E'| «a |AF'|

//A‘ _;7 |F//B| -

&S|
o l®

Aplicando o teorema de Steiner ao lado BC, do tridngulo ABC, obtemos

|BD'| |BD"| |AB? ¢

\D'Cl|D"C|  |AC)? b

o que equivale, tendo em conta as igualdades anteriormente referidas, a

v yc

B zb?
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Desenvolvendo um raciocinio andlogo ao anterior, relativamente ao lado

BA, podemos obter

a  ya?

B xb?

Como sabemos

P*:@:ﬁ:ﬂ:(%:l:%).

Das trés tltimas igualdades destacadas, resulta

P = y—a2:1:y—c2 ,
xb? zb?

estas coordenadas podem ser simplificadas, mais uma vez, recorrendo a

multiplicagao por um factor constante, neste caso

bQ

Y

O que nos conduz a

Corolério 4.3.17 O ortocentro e o circuncentro sao o conjugado isogonal

um do outro.
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Demonstracao

Tendo em conta (4.5) e (4.25), temos

a? b? c?
O = : : =H.
a?(P+c2—a?) bV(a?+c2-0) a2+ -3

Tendo em conta (4.13) e (4.25), temos

2 2 2
a b c
* JR— . . JR—
H=—F— ——— ——|=0.
b2 +C2 —a? a? +C2 —b2 a2 +b2 —c2

Coroldrio 4.3.18 O incentro é o conjugado isogonal de si prdprio.

Demonstragao

Tendo em conta (4.4) e (4.25), temos
2 12 2
I*:(a—:b—:c—):I.
a b c
|

Definigao 4.3.19 As semideanas de um tridngulo sdo as rectas que resultam

da reflexdao das medianas nas bissectrizes correspondentes.

Definigao 4.3.20 O ponto semideano (K)3, é o ponto resultante da inter-

secgao das semideanas de um tridngulo.

3Segundo Honsberg, citado por Yiu [24]. O ponto semideano é considerado ”a jéia da
coroa da geometria moderna” devido ao elevado nimero de propriedades interessantes que

com ele estao relacionados. Tais propriedades saem do dmbito deste trabalho.
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Proposigao 4.3.21 As coordenadas baricéntricas do ponto semideano po-

dem ser expressas por

K:(a2:b2:62).

Demonstragao

Da definicao de ponto semideano, compreende-se que este seja o conjugado
isogonal do baricentro, pelo que, tendo em conta (4.3) e (4.25), temos

a’> b
K=G"=|—:1—:—
¢ (1 1 1)’

0 que equivale ao resultado enunciado.ll

4.4 Rectas

Nesta sec¢ao apresentaremos a equagao, em coordenadas baricéntricas, de
uma recta definida por dois pontos. Em particular serao obtidas em
coordenadas baricéntricas as equacoes que definem a recta de Euler e a de
Nagel. Relativamente a estas iltimas confirmaremos, ainda, que alguns
pontos, notaveis, pertencem a tais rectas.
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4.4.1 Equacao de uma recta

A equacao de uma recta definida por dois pontos P; e P,, tais que

Plz(xl:ylzzl) ePQI(.TQIyQZZQ),

¢é definida, pela igualdade

r Yy =z
zoy oz | =0
T2 Y2 22
logo
(y122 — ygzl) T + (21.7:2 — ZQ.I'l) y + (Q?lyg — $2y1> z=0. (426)

é a equacao, em coordenadas baricéntricas, da recta definida por P; e P;.

4.4.2 Exemplos

Recta de Euler

Definicao 4.4.1 A recta de Euler é a recta definida pelo, baricentro, pelo

ortocentro e pelo circuncentro.

Proposicao 4.4.2 A recta de Euler pode ser definida pela equacao

(tanC —tan B)x + (tan A —tanC) y + (tan B —tan A) z = 0.
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Demonstragao

Ao longo deste trabalho apresentdmos as coordenadas baricéntricas de tais
pontos, pelo que estamos em condigoes de determinar a equacao da referida
recta. Para tal, e a fim de facilitar os calculos, vamos socorrermo-nos das
coordenadas do baricentro e do ortocentro. Assim, a recta de Euler podera

ser definida pela equagao

tanA tanB tanC

ou, de forma equivalente

(tanC' —tan B) x + (tan A — tan C) y + (tan B — tan A) z = 0.

[ |
Do mesmo modo é possivel obter a equacao da recta de Euler em fungao do
comprimento dos lados do tridngulo ABC.

A recta de Euler, em coordenadas baricéntricas, admite a seguinte equagao

E,x+ Eyy+ E.z =0,

sendo

. _ )
a2 +0b2—c2  a?+4c2—b?’
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1 1
By = b2+02—a2_a2+b2—c2;
1 1

a?+ -0 B2 c?—a?

E, =
ou equivalentemente
(1 +*—a®) (=) a+(a®+ 7 = V) (¢ — &) y+(a® +b* = &) (b* —a®) 2= 0.

Torna-se entao evidente o facto de o o circuncentro pertencer a recta de
Euler.

Recta de Nagel

Definicao 4.4.3 A recta de Nagel é definida pelo baricentro, o incentro e

pelo ponto de Nagel.

Proposicao 4.4.4 A recta de Nagel é definida pela equagdo

(c=bz+(a—c)y+(b—a)z=0.

Demonstracao

Uma vez mais, vamos recorrer a um determinante, para definir a equacao
da recta em estudo, neste caso, utilizaremos as coordenadas do baricentro e
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do incentro. Teremos entao

r Yy z
11 1]=0
a b ¢

Assim, a recta de Nagel pode ser expressa através da seguinte equacao

polinomial
(c=b)z+(a—c)y+(b—a)z=0.

Para confirmar a incidéncia desta recta com o ponto de Nagel, vamos agora

recorrer & equacao polinomial, obtendo
(c=b)(p—a)+(a—c)(p—b)+(—a)(p—c)=0.

Simplificando esta equacao chegamos a uma condi¢ao universal, pelo que se

confirma a incidéncia da recta de Nagel com o ponto de igual nome.

4.5 Produto baricéntrico de dois pontos

Comecaremos esta seccao apresentando a construcao geométrica da
multiplicagao de dois pontos de um segmento, o qual conduzird a nocao de
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multiplicacao de dois quaisquer pontos do plano definido pelo tridngulo de
referéncia ABC. Veremos, ainda, que o conjugado isotémico de um ponto
corresponde ao inverso do mesmo ponto relativamente ao produto
baricéntrico de dois pontos. Terminaremos, esta sec¢ao, apresentando a

no¢ao e a construgao geométrica da raiz quadrada de um ponto.

4.5.1 Construcao geométrica e coordenadas

Multiplicagao de pontos pertencentes a um lado do tridngulo.

Proposicao 4.5.1 Sejam Dy e D, dois pontos do lado BC, diferentes dos

vértices, com coordenadas baricéntricas

Dlz(OIylizl),DQI(OIyQZZQ),

se se construirem os paralelogramos AF1D1E, e AFsDoFEs, com Fy e Iy
pertencendo ao lado AB e E; e Ey pertencendo ao lado AC. A linha definida
pela intersecgio de BE, com CF, e BEy, com CFy passa pelo vértice A e

intersecta o lado BC no ponto D com coordenadas baricéntricas

D=(0:y1y2: 2122) .
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Demonstragao
Do paralelismo entre as rectas AB e D1 FE; resulta a semelhanga dos
tridngulos ABC' e C'E, D1, pelo que

ICE\| _[CD:|

|E1A| N ‘DlB| N Zl.

De forma andloga, dos triangulos ABC' e BDyF5, resulta

|FQB| |DQB| 22'

Pelo teorema de Ceva, se as cevianas AD, BE; e C'F5 sao concorrentes,

entao

|BD| |CE,| |AF| _ 1
|DC| |E,A| |F>B| '

Das igualdades em destaque resulta

|BD|yl Y2

‘DC| VAR N

210



0 que equivale a

|BD| . Z1%9
|IDC| yiy2’

donde D é definido em coordenadas baricéntricas por
D = (0 CY1Y2 2122) .
|

Definicao 4.5.2 O ponto D, referido na proposi¢cao anterior, é o produto

baricéntrico dos pontos Dy e Dy sendo representado por

D= DlDQ = (0 CUY1Y2 - 212’2) . (427)

Multiplicagao de dois pontos.

Proposigao 4.5.3 Sejam Py e Py dois pontos com coordenadas baricéntricas

nao nulas definidas por

Po=(x1:y1:21), Po=(22:9ys: 29),
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o produto de tais pontos, com respeito ao tridngulo ABC, é o ponto P, tal
que

P =PP,= (2122 : thy2 : 2122).

Demonstragao
Multiplicando os tracos definidos por P; e P, sobre cada um dos lados do
triangulo ABC, com recurso a (4.27),obtemos trés pontos D, E e F' com

coordenadas baricéntricas

D = (0:y1y2: z129);
E = (z122:0: 2129);
F = (.Tl.YIQ SY1Y2 0) .

Como

|BD‘ |CE‘ ‘AF‘ _ 2122 T1X2 Y1Y2
‘DC| |EA‘ |FB| Y1Y2 2122 T122

=1,

pelo teorema de Ceva, concluimos que as cevianas AD, BE e CF concorem,

num ponto P, com coordenadas baricéntricas

P = (931932 SY1Y2 2122)-
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A operagao apresentada anteriormente define um grupo abeliano do
conjunto de pontos com nenhuma coordenada nula. O baricentro é o

elemento neutro desta estrutura. O inverso de um ponto
P=(xz:y:2)
¢é o seu conjugado isotémico.

P—l_ 111

Assim se compreende o porque de se recorrer ao expoente —1, para

representar o conjugado isotémico de um dado ponto.

Definigao 4.5.4 O quadrado de um ponto P resulta do produto de um ponto

por si proprio e é representado por P?, ou seja,
P? = PP.
Proposicao 4.5.5 O ponto semideano corresponde ao quadrado do incentro.

Demonstragao

Tendo em conta (4.4), resulta que

P=(a:b:c)(a:b:c)=(a’®:0": %) =K.
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Proposicao 4.5.6 O ponto semideano é o produto de um ponto P, pelo seu

conjugado 1sogonal.

Demonstragao

Tendo em conta (4.25), temos

~
g
*

I
.
)
Nad
N
N
8|8,

| <%
| R

N———
I

(a2:b2:c2) =K.

|
A operacao produto, anteriormente referida, representa uma das vantagens
da utilizacao das coordenadas homogéneas, visto que permite a factorizacao

das coordenadas de um ponto, em funcao de outras mais simples.

4.5.2 Raiz quadrada de um ponto

J& vimos uma construcao geométrica do produto baricéntrico de dois
pontos o que possibilita a obtencao do quadrado de um ponto. Vejamos
agora uma, construcao que possibilita a obtengao de um ponto,
correspondente & raiz quadrada de um dado ponto. Tal construcao

baseia-se numa proposi¢ao que passamos a apresentar.

Proposicao 4.5.7 Seja D um ponto do segmento de recta BC' e D' a inter-
seccao da recta perpendicular ao referido lado a passar por D, com a circun-
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feréncia de diémetro BC em D'. Entdo

"N 2
BD |BD|
i W 4.98
(D o) DO (4.28)

em que D" ¢ a interseccio da bissectiz interna do angulo BD'C' com o lado

BC.

Demonstracgao
N7 A ’
Como D D" bissecta o angulo recto BD C' temos, recorrendo ao teorema da

bissectriz,

|BD'| |D"B]
\D'C|  |D"C|’

donde

<B—D/)2 B ‘D”B}Q
D’C - |D//C‘2'
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Tendo em conta o teorema do cateto, podemos concluir que

ID'B|* |BC||BD)
\D'c)®  |BC||IDC|’

pelo que

\BC||BD| |D'B[’
|BC||DC| \D%ﬂ”

o que equivale ao resultado enunciado.ll

Definicao 4.5.8 Seja P um ponto interior do triangulo ABC, com tragos D,

E e F. A raiz quadrada de P é o ponto interior @, tal que

Q*=Q.Q=P,
ou seja

VP = Q.

Construcio de /P
Seja

P=(z:y:z2)
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e D, E e F os tragos de P, nos lados BC, CA e AB, respectivamente.

segue os seguintes passos:

. Construir a circunferéncia de diametro BC)

. Construir a perpendicular a BC, a passar por D, intersectando tal cir-

A L3 Y
cunferéncia no ponto D';

. Construir a bissectriz interna do angulo BD'C, a qual intersecta o lado

BC, em D";

. Analogamente obter os pontos £ e F'' nos lados CA e AB, respecti-

vamente;

. . . " /! 1"
. Construir as cevianas definidas por D, £ e F'.
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6. Definir ) como a intersec¢ao das trés cevianas construidas anterior-

mente.

Proposicao 4.5.9 Os pontos P e @) referidos na construcao anterior satis-

fazem a sequinte igualdade

Q=P.

Demonstragao
1"
Como sabemos os pontos D e D' podem ser representados, em termos de

coordenadas baricéntricas, como se segue
D=(0:|DC|: |DB|), D" = (o: (D”C( : (D”BD .
Por outro lado, de (4.28) e pelo facto de D e D" pertencerem ao lado BC,
concluimos que
" 2 " 2
)BD ( — |BD| e (D O( — |DC.
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N . 7
Tendo em conta as coordenadas baricéntricas de D e D bem como as

relagoes entre elas, temos

(D”)2 = D.

Passando-se 0 mesmo com os tracos relativos aos outros lados do tridngulo

ABC; pelo que se pode concluir que

0 que equivale ao resultado enunciado.ll
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