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1. Funcoes Reais

Definicao: Uma correspondéncia
f:Df—>B, Df,BCR,
€ uma funcao real de variavel real se e sO se

Vec D;I'yc B: f(z)=uy.

Dy dominio de f
B conjunto de chegada de f

D ={y € B:y= f(z),x € Ds} contradominio de
f



Definicao: Uma funcao f diz-se crescente se

V1,22 € Dy 1 < 2 = f(z1) < f(x2).

Definicao: Uma funcao f diz-se decrescente se

V1,22 € Dy 1 < 2 = f(z1) > f(x2).

As funcdes crescentes ou decrescentes chamam-se
monotonas.

Definicao: Uma funcdo f diz-se par (impar) se

Ve € Dy: (—x) € DiAf(—z) = f(z) (f(-2) = —f(=)).



Definicao: A funcao
r=g(y), yé€ Dy,
diz-se inversa da funcao y = f(x), se
9lf(x)] ==z, Vx € Dy.
Quando existe, designa-se z = f~1(y).

Nota: Dado o grafico de uma funcao invertivel f,
o grafico da funcdo inversa f~! pode ser obtido
reflectindo o grafico de f em relagcao a y = «x.



Definicao: Seja y = f(x) uma funcdo definida
numa vizinhanca do ponto a (finito). Diz-se que

lim f(2) = b (finito)

0

Ve>030>0: 0< |z —al<d=|f(x) b <e.

Definicao: A funcao f diz-se continua no ponto
r=a Se€

lim f(z) = f(a).



Definicao: Se um ponto (x,y) se desloca con-
tinuamente por uma curva y = f(x) de tal forma
que, pelo menos uma de suas coordenadas tenda
para o infinito, enquanto que a distancia entre es-
se ponto e uma determinada reta tenda para zero,
essa reta recebe o nome de assimptota da curva.

xr = a assimptota vertical se:
lim f(x) = £o00 ou lim+f(a:) = +o00 ou lim f(z) = +o0

r—a T—a T—a

y =mx + b assimptota nao vertical se:

3 lim @:m e d lim (f(x) —mzx)=0>

r—*Foo ¢ r—F00



Definicao: Diz-se que uma fung¢dao f(x) admite
um maximo (minimo) num ponto a € Dy, se numa
vizinhanca V de a

VeeV: f(x) < fla) (VzeV: f(x)> fla)),

sendo f(a) o maximo (minimo).
Os maximos e minimos da fun¢cao f(z) chamam-
se extremos de f(x).

Definicao: Numa funcao continua, ao ponto que se-
para uma parte da curva com ’'concavidade voltada
para cima’, de uma parte da curva com 'concavida-
de voltada para baixo' chama-se ponto de inflexao.



Definicao: O conjunto de todos os pontos (z, f(x))
de um plano coordenado, onde x pertence ao dominio
de uma funcao f chama-se o grafico de f.

Conhecido o grafico de uma funcao f, podemos
facilmente representar o grafico de diversas funcoes
relacionadas, como por exemplo:

¢ g(x)=flx+k), keR
¢ g(x) = f(z) £k, keER
¢ g(z) = f(—=)
¢ g(z) = —f(z)



Definicao: Chama-se derivada da funcao y = f(x),
no ponto x = a, a
L flath) - f(a)
11m .
h—0 h
Denotamos por f/(a).

Definicao: A funcao y = f(x) diz-se derivavel (ou
diferenciavel), no ponto =z = a, se tem derivada
finita nesse ponto.

Definicdo: A derivada de f'(x) chama-se derivada
de 22 ordem ou 2?7 derivada da funcao y = f(x).



Tabela de derivadas

K =0 (u®) = au*t o/
u\ — o, Su — K/
(a*) = v a” Ina (Inu)” =
(senu) = ' cosu | (cosu) = —u’ senu
/ /
(tgu) = — | (ctgu) = ——
cos?u sen’u




/ /
(arcsen u)’ = 4 (arccos u) = .
V1—u? V1 —u?
’U,/ fu,/
t ! — t d —
(arctg u) T (arcctg u) T

keR, a>0




Propriedades da derivacao

(kf) =k f, kER

(ftg) =f=*¢

f9)=rg+fd

({)’:f’g—fg’
g g°

(f9)' =g fo' f'+f9g Inf

(F () =




2. Calculo Integral

Definicdo: Diz-se que F(x) € uma primitiva da
funcao f(x) sobre [a,b], se

F'(x) = f(x), Vx € [a,b] |.

Teorema: Se Fi(x) e Fy(x) sao duas primitivas
da funcao f(x) sobre [a,b], a sua diferenca € uma
constante, ou seja,

Fl(.CU) — FQ(%) = C, C e R.



Definicao: Chama-se integral indefinido da funcao
f(x), e denota-se por

[ f(@)dz,

a toda a expressao da forma F'(xz)+ C, onde F(x)
€ uma primitiva de f(x) e C €R.

Nota: [ f(x)dx representa o conjunto de todas
as primitivas da funcao f(x).



Propriedades do integral indefinido

(J f(z)dz)' = (F(z) + C)' = f(z)

J (fi(2) + fo(@)) dz = | fi(z)dz + [ fao(x)dz

[af(z)dr =a [ f(x)dz, a € R




Regra util
[ Se [ f(z)dx = F(z)+ C, entdo

ff(aac—l—b)da?:éF(aa:—l—b)—i—C.

Nota:
Nem todas as funcdoes possuem uma primitiva.

Nota:
Toda a funcao continua possui uma primitiva/

um integral indefinido.



Tabela de integrais

ua+1

1) [u'u®de ="

+C, a# -1

2) f%dm:1n|u|—|—0

3) [uwetdr =e"+C

4) [dva¥der =2+ C

u
Ina




5) [w'senu dr = —cosu + C

6) [w'cosu dx = senu + C

7) [u'tgu de = —In|cosu| + C

8) [u'ctgu dx = In|senu| + C




9)fCOS dr = tgu + C

10) | Seﬁ;u dx = —ctgu + C

11) [ 1}:;2 dxr = arctgu + C

11") | aﬂﬁ dr = %arctg% +C




12) [

U/

\/ 1—u?

dx = arcsenu + C

12") [

'U/,
Ja2—u2

dxr = arcsen% +C

13) [

U/
w2 —a2

dx = iln|

a—u

atu

| +C

U/

14) [

u?+a?

dr = In|lu + Vu? £ a?| 4+ C




Integracao por partes

Juvder=uv— [vvde, v= [vdr

Nota: Esta formula utiliza-se para calcular o in-
tegral de funcdes que podem ser postas sob a forma
do produto de u e </, tais que a procura de w
e O calculo de fu’vd:c sejam um problema mais
simples do que o cdlculo de [ wv'dx.



Integracao por mudanca de variavel

Teorema: Seja =z = ¢p(t), onde ¢ e ¢ sdo funcdes
continuas e ¢ ¢€ invertivel. Tem-se que

[ @ = [ remye @

Nota: Por vezes é preferivel escolher a mudanca
sob a forma t=1(x) em vez de =z = p(t).



[1 | Funcdes racionais

Toda a funcao racional regular pode ser repre-
sentada através de uma soma de fracdoes racionais
elementares:

A A B
1 3) T +
T —a ax?+ bx +c
A A B
) 4) T +
(r — a)k (ax? + bx + c)F

keN, kE>2 b —4ac<0



[1 | Decomposicao em f. racionais elementares

: _ g(z)
SeJa f(x) - (m—al)o‘l---(w—an)o‘n(xQ—i—blaz—l—cl)'Bl---(m2+bmx+cm)ﬂm
regular.
Ala
f(z) = (;c—Aalll)“l + (ac—fll)%‘l_l e xiall 4.

_|_( Am__ An2 _|_..._|_M

T—ap )on (x—ap)on—1 T—an

Mijx+N13
(x2+b1w—|—cl)51

M, g x+N1g
x24+-bjx+cy

M. +N. M. T+N,
+ - mlT mlﬁ 1L 500 L ”;ﬁm mBm
(z4+bmx+cm)Pm 4+bmxr+cem




[] ' Integracao de fracdes racionais elementares




A B
I10) / 5
ax? 4+ bx + c

_ 4 [ 2emori d:z:—|—<B—&>/ da
2 | qx?+ bz + c 2a ar?+bx +c

A 2ax + b 1 Ab/ dx
_ — d - B__
o) @zt bw g e BT (z+ ) +

2) 117)

pa-2
:%ln\axz—i—bw—kc\—l—é(B—%) arctg(%—l—c



A B
V) / s dit
(ax? + bx + c)k

2ax + b
J (az? + ba: + c)k

A dx
d:v—i—(B Qa)faxQ—i—ba:—i—g

)

para x—l—ﬁzti

2 2 42
(%) l/ dt _ 1 /d +t t gt
o [ @2+ d2)k ad? (82 + d?)k

1 / dt ot
_ L = dt
ad (t2 + d2)k—1 2 \u/\(t2 u d2)k:j

/

v

por partes



b
Integral definido / f(x)dz

— conceito que surgiu associado ao calculo de
areas de regides planas como limite da soma de
varias subareas (somas de Riemann).

Definicao: Uma fun¢ao f(x), definida em [a,b],

para a qual 3 fff(x)d:p, diz-se integravel em |[a,b].

Nota: Existem funcdes integraveis que n3ao sao
continuas em [a, b].



Propriedades dos integrais definidos

Propriedade 1.

Se f(x) € integravel em [a, b], entao (kf)(x), onde
k € uma constante, também € integravel em [a,b] e

/ (k) @)z = & / ' fla)de




Propriedade 2.

Se f(x) e g(x) sao integraveis em [a,b], ent3ao
(f £ 9g)(x) sao integraveis em |[a,b] e

/ab(f + g)(x)dr = /abf(m)da: + /abg(a:)d:c _




Propriedade 3.

Seja c €la, b]. Se f(x) € integravel em [a,c] € [c, b],
entao f(x) € integravel em [a,b] €

/abf(:z:)da: - /acf(zc)da:+/cbf(:c)da: .




Propriedade 4.

Seja f(x) uma funcao integravel em [a,b]. Se
f(x) >0 em [a,b], entao

/abf(a:)dazzo.




Propriedade 5.

Se f(x) € uma funcao par, entdao

_a f(x)dx = Q/Oaf(:v)da: :

Se f(x) € uma funcao impar, entao

' f(x)de =0,




Teorema do valor médio

Seja f(z) € uma funcao continua em [a,b]. Entao
existe c € [a, b] tal que

b
/ f(a)de = £(c)(b—a)|




Seja f(x) uma funcao continua em [a,b]. Seja
F(x) uma primitiva de f(x).

Formula de Newton-Leibniz

b
/ f(z)de = F(b) — F(a)

Nota: O calculo de integrais definidos de funcdes
continuas esta reduzido a procura de primitivas e
a0 calculo de valores das primitivas em a e em b.






Integracao por partes (integrais definidos)

b b
/uv’daﬁ:(uvﬂg—/ u'v dx

Integracdao por mudanca de variavel (integrais
definidos)

Teorema: Seja = = ¢(t), onde ¢ e ' sdao funcdes
continuas e ¢ ¢€ invertivel. Tem-se que

~1(p)
/ fade= [ fo)e

L(a)



Aplicacdes geométricas dos integrais definidos

¢ Calculo de areas planas: A area de uma regiao
plana, limitada por = = a, ¢ = b, y = f(x) e
y = g(xz), onde f(x) > g(xz), corresponde ao valor do
integral definido

b
/ (f(@) — 9(2)) dx.

Nota: Sey = g(x) coincide com o eixo OX, entdo
a area € dada pelo integral definido

/a b f(z)dz.



¢ Calculo de volumes de corpos de revolucao:
O volume de um corpo gerado pela rotacao, em
torno do eixo OX, de uma regiao plana limitada
por =z =a, x =b, y = f(xr) e y = g(x), onde
f(x) > g(x) > 0, corresponde ao valor do integral
definido

n [ ((f@)P - lg@)P) do

Nota: Sey = g(x) coincide com o eixo OX, entao
0 volume é dado pelo integral definido

g () Pde.



¢ Calculo de comprimento de curvas: O com-
primento, entre = = a € x = b, de uma curva
dada pela equacao y = f(x), onde f(x) tem de-
rivada continua, corresponde ao valor do integral
definido

[ VIF TGP .



3. Calculo Diferencial em R"

Definicao: Se a cada par (z,y) de valores de du-
as variaveis independentes x e y, pertencente a um
conjunto D C R2, corresponde um valor bem deter-
minado de variavel z, diz-se que z € uma funcao de
duas variaveis independentes x € y. Denotamos por

Exemplo: 2z = z?y + senzx



Definicao: Chama-se dominio de definicao da
funcdao z = f(x,y) ao conjunto dos pares (z,y) de
valores de = e de y para os quais f(x,y) faz sentido.
Denotamos por D.

Nota: Geometricamente, o dominio de definicao

de uma funcao z = f(x,y) esta representado no
plano OXY.



Definicao: Se a todo n-uplo (xi1,,x,) de valores
de n variaveis independentes x;, Vi € N, pertencen-
te a um conjunto D C R", corresponde um valor
bem determinado de variavel y, diz-se que y € uma
funcao de variaveis independentes x,--- ,x, € de-
notamos por y = f(x1, -+ ,x,).

Exemplo: w = z%yz + senzx €* (= f(x,vy, 2))

Nota: O dominio de definicao define-se de forma
analoga ao caso n = 2.



Definicao: O lugar geomeétrico de todos os pon-
tos P cujas coordenadas verificam a equacao z =
f(xz,y) chama-se grafico da funcao.

A equagdo z = f(xz,y) define uma superficie no
espaco, cuja projecao no plano OXY é o dominio
desta funcao. Cada perpendicular ao plano OXY
nao corta a superficie em mais do que um ponto.



Definicao: Chama-se derivada parcial em relacao
a z (y), da funcao z = f(x,y) no ponto (xo,yo), a0
limite

%(CC Y ) — lim f(CU() + h'7 yO) _ f(aj(), yO)
oz 7 T hS0 h

82 - f($07 Yo + h) — f(.CC(), yo)
(8—y(ﬂ3o,y0) = lim ; ).

Nota: A derivada de z = f(x,y) em relacao a x
(y) é calculada derivando a funcao considerando z
(y) variavel e supondo y (x) constante.




Interpretacao geométrica das derivadas parciais

O valor da derivada parcial em relacao a z, no
ponto (xo,y0), € igual a tangente do angulo formado
pela reta tangente a curva, definida pela intersecao
da superficie z = f(x,y) e do plano y = yo, € 0 plano
OXY. Analogamente, define-se a derivada parcial
em relagdo a y, no ponto (xo,yo).



Definicao: Chama-se derivada parcial em re-

lagdo a z;, da funcao z = f(x1,---,xy), NO ponto
(xd, -+ ,z}), ao limite
0z , 4
£($07"' ,Z() =
(3
h—0 h .
Nota: A derivada de z = f(x1, -+ ,x,) €m relacao
a x; € calculada derivando a funcao f(xi,---,xn)

considerando z; variavel e supondo z;, j # ¢ constantes.




Seja z = f(way) Assim, %(xay) € %(x,y)
ox oy

também sao funcgdes de x e y.

0
Definicao: As derivadas parciais de 8—Z(x,y) e
T

0

a—z(a:,y) chamam-se derivadas parciais de 22 ordem
Y

da funcao z = f(x,y).

Em geral, as derivadas parciais das derivadas de
ordem n — 1 da fun¢ao z = f(x,y) chamam-se deri-
vadas parciais de ordem n, de z = f(z,y).



Derivadas parciais de 22 ordem da funcao z =

f(z,y):

0%z 0 (82) _
ox2 Ox \ox)

0%z _2(%) _
drxdy Oy \ox) W

¢
¢
o 0%z 0 <8z) _
¢

Oyox - oz 8_y

0%z 0 (82) ;
= A

oy? Oy \Jy i

0%z 0%z
e
0xOy Oyox

derivadas mistas




Teorema: Se a funcdo z = f(x,y) € as suas deri-
vadas parciais
0z 0z 0%z 0%z
) Y €
Oor Oy 0x0dy Oyox
sao continuas no ponto (zo,y0) € numa vizinhanga
de (xo,yo), entao
0%z 0%z

O0x0y (0, 30) = Oyox

(CL‘O, yo)-



Derivadas parciais de 32 ordem da funcao :z

f(z,y):

03z 93z 03z 03z
ox3’  0x20y’  OxOydx’  Oydz?’
93z 93z 93z 93z

OydxOy  O0xdy?  0Oy20x’  Oy3

z = f(x,y) tem 2P derivadas parciais de ordem p.



w= f(x,y,z) tem 3" derivadas de ordem p.

y = f(x1,--- ,x,) tem n” derivadas parciais de ordem p.

Nota: Caso as derivadas parciais sejam continuas
entao o resultado da derivacao multipla nao depen-
de da ordem dessa derivacao.



Seja z = f(z,y) € (zo,y0) € Dy.
Definicao: Se existe uma vizinhanca V de (xo,yo)

tal que Y(z,y) € VN Dy, (z,y) # (x0,Y0),
f(xo,v0) > f(z,y)  (f(zo,y0) < f(=,9)),

diz-se que a funcao z = f(x,y) admite um maximo
(minimo) no ponto (xo,yo).

Ao(s) maximo(s)/minimo(s) de z = f(x,y) chamam-
se extremos da funcao.



Teorema (condicdao necessaria para a existéncia
de extremo):
Se a funcao z = f(z,y) admite um extremo no pon-
to (xo,y0), entao as derivadas parciais de 12 ordem
anulam-se no ponto (zg,yp) OU NA0 existem.

Definicdao: Seja z = f(z,y) e (zo,y0) € Dy. Se
of of
=0 =0
&B(iﬁo,yo) =Y € 8y($0,y0) ;

entao (xo, yo) Chama-se ponto estacionario da fungao.



Algoritmo (n = 2)

Passo 1: Resolver

)
0
9 _
ox
—> (xo,y0) ponto estacionario
of
i ap—y'
[ 9Y

Passo 2: Determinar

[ 2 o) 2
Ox? et

8wgy(ﬂ?0, yo) \

H(LEQ, yO) —
o f 0*f

\8y8x($0’y0) 3—y2($0,y0))




Passo 3:
0°f

Di=52

(xo,%0) e Dz=|H(xo,%o0)]

Passo 4.
o Se D >0 e Dy >0 — f(x(),’yo) minimo

o Se D1 <0 e Dy;>0 = f(x0,y0) mMaximo
o Se Dy <0 = f(xo,y0) nao € extremo

o Se Dy = 0 — nada se pode concluir (por
este método)



4. Introducao as Equacoes Diferenciais Or-
dinarias

Definicao: Chama-se equacao diferencial ordinaria
a uma igualdade que estabelece uma relacao entre
uma variavel independente x, uma funcao desco-
nhecida y = y(x), e as suas derivadas, ¢/, y’, ---

y™ i. e. uma equacdo da forma
F(xvyvy/vy”a T ,y(”)) = 0.
o

Exemplos: a) y ——=0 b) y' —6x—2=0
Yy



Equacao diferencial ordinaria porque y = y(x) €
funcao de apenas uma variavel independente =x.

Nota: Se y fosse uma fungao de duas ou mais
variaveis independentes, por exemplo y = y(«,t),
entao teriamos uma equacao diferencial de deriva-
das parciais.

Definicao: Chama-se ordem de uma eq. dif. a
ordem da derivada de maior ordem presente na eq.
dif.

Exemplos: a) ordem 1 b) ordem 2



Definicao: Chama-se solucao da eq. dif., num
intervalo Ja,b[, a uma funcao y = ¢(x), tal que,
substituida na eq. dif., a transforma numa identi-
dade, Vx €]a, b].

Nota: Nem sempre é possivel explicitar y como
funcao de x. Ou seja, a solugcao de uma dada eq.
dif. pode apresentar-se na forma explicita y = ¢(x)
ou na forma implicita ¢(x,y) = 0.

Nota: Nem todas as eq. dif. sao soluveis.

Uma solucao particular de uma eq. dif. é qual-
quer solucao da mesma.



Definicao: Chama-se solucao geral da eq. dif.,

de ordem n, a funcao y = ¢(z,Cy,Cy,--- ,C),), desde
que esta seja solucao da eq. dif. para quaisquer
valores das constantes C'1,Co,--- , (). Chama-se in-

tegral geral a solucdo geral dada na forma implicita
¢(CB, y? Cl) C27 cte )Cn) — O

Nota: A solucao geral de uma eq. dif. nem
sempre pode ser expressa mediante uma formula
unica.

Exemplo: A eq. dif. o + = 0 admite as

2
Yy
solugbes y=0 e y=—-, CecR




Definicao: Um problema de valor inicial consiste
numa eq. dif., juntamente com condicdes relativas
a funcdao y = y(x) e suas derivadas, tudo para um
mesmo valor da variavel independente x.

Se as condicdoes se referem a mais de um valor
da variavel independente temos um problema de
valores de contorno.

Definicao: Uma solucao de um problema de valor
inicial, ou de valores de contorno, € uma func¢ao y(x)
que satisfaz nao so a eq. dif. dada, mas também
todas as condicdes.



Equacoes diferenciais de primeira ordem

Definicao: Uma equacao diferencial de primeira
ordem é uma equacao da forma

F(z,y,y) =0.

Definicao: Chama-se solucao geral da equacao
F(x,y,y") =0 a fungao
y = o(z,C)

desde que esta seja solucao da eq. dif. para qual-
quer valor da constante C.



Definicao: Chama-se integral geral a solucao ge-
ral da eq. dif., na forma implicita, ¢(z,y,C) = 0.

Definicdo: E possivel que uma equacao diferen-
cial F(z,y,y’) =0, com a solu¢cdo geral y = p(x,C),
admita uma solucao

y =¢(x) : P(x) # ¢(z,C), VC €R.
Neste caso diz-se que y = ¢(x) € uma solucao

singular da eq. dif.

Exemplo: A eq. dif. ¢y +y?> = 0 admite as
solugbes y =0 (singular) e y=—=, C eR.



B Equacdes diferenciais do tipo normal:

y = f(x,y)
Outra forma de representar uma equacao diferen-

cial de primeira ordem do tipo normal, isto €, que
€ resoluvel relativamente a derivada

y = f(=z,y),
€ a chamada forma diferencial ou simétrica
M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0,
onde N(x,y) # 0.

Exemplos: Equacoes diferenciais de variaveis se-
paradas, de variaveis separaveis, homogéneas, exa-
tas e lineares.



¢ Equacoes diferenciais de variaveis separadas
Definicao: Chama-se equacao diferencial de va-
riaveis separadas a uma equacao diferencial da for-

Mma
M (x)dx 4+ N(y)dy = 0.

/M@@+/N@@:C



¢ Equacoes diferenciais de variaveis separaveis
Definicao: Chama-se equacao diferencial de va-
riaveis separaveis a uma equacao diferencial da for-

ma
M (z)N1(y)dx + Ma(z) N2 (y)dy = 0.

: Ni(y) Ma(x)
- Mi(z),  DNo(y),
@)™ T Ny =

M (z) . Nz(y)
My(z)” +/ My =C



¢ Equacoes diferenciais homogéneas

Definicao: Chama-se equacao diferencial homogénea
a uma equacao diferencial da forma

y = f(x,y), onde f(Az,\y) = f(z,y).

Yy = f(z,y) — vr+u= f(zx,ux) — vz+u= f(1,u)

s eq. dif. de variaveis separadas/separaveis
(edvs/s)



¢ Equacoes diferenciais exatas

Definicao: Chama-se equacao diferencial exata a
uma equacao diferencial da forma
M (x,y)dz + N(x,y)dy = 0,

se existir uma funcao u(z,y) tal que

A igualdade
u(z,y) =C, CeR

€ o integral geral da equacao.



Sejam M e N funcdes com derivadas continuas.

Teorema: Para que a equacao diferencial

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

. _ . . oM ON
seja exata, é necessario e suficiente que — = ——.
oy ox
— @y = [ Mey)ds =+ Ci(y)
~ uley)= [ N@ydy =+ Co
(_>

u(z,y) =C



¢ Equacoes diferenciais lineares

Definicao: Chama-se equacao diferencial linear

de primeira ordem a uma equacao diferencial da
forma

> Q(x) =0 — (edvs/s).

> Caso contrario,

y=uv — Yy =vv+uv — vv+u(w'+ P(x)v) = Q(x)
— v+ P(x)v=0 (edvs/s) —

— v, = Q(x) (edvs/s) o Y = uvy



Seja x(t) a quantidade de uma substancia (ex:
subst. radioactiva) ou o n°® de elementos de uma

populacao (ex: pessoas, bactérias) no momento ¢.
dx

-

Admitamos que a taxa de variacao de x(t),

d
proporcional a x(t), isto €, d—f = k x, onde k € a

constante de proporcionalidade (positiva ou nega-
tiva conforme xz(¢t) aumentar ou diminuir ao longo
do tempo). Seja z(0) = xy.

[ d
® ks
X i —  x(t) = zpet?

| z(0) = zo



