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Resumo e palavras chave

Nome: Lina Isabel Fernandes Campos.

Orientador: Juan Carlos Sanchez Rodriguez, Professor Auxiliar.

Titulo: Algumas classes de operadores integrais singulares com deslocamento
e conjugacao.

Resumo: Neste trabalho vamos considerar o operador emparelhado 7'y p =
AP, + BP_ : L,(T) — L,(T), 1 < p < oo, na circunferéncia unitaria,
T, com um grupo finito de deslocamentos lineares fraccionarios de Carle-
man « : T — T, onde A e B sao operadores funcionais com coeficientes em
Lo (T), da forma 3" (asoU} + aaUilh), (U;9) (1) = u(t)p(a(t)), j = 1,2
sao os operadores cf(e: Odeslocamento com peso associados a um deslocamento
linear fraccionario de Carleman, de ordem n, que preserva a orientacao so-
bre T ou a um deslocamento linear fraccionario de Carleman que inverte a

orientacao, respectivamente, e Py = %(I + 5) sdo os operadores de projeccao

e(r)

T—1

complementares gerados por (S¢) (t) = & [ 22 dr, o operador integral sin-
gular com ntcleo de Cauchy. Usamos o facto bem conhecido de que o estudo
de um tal operador pode ser reduzido ao estudo de um operador integral
singular, sem deslocamento, cujos coeficientes sao fungdes matriciais. Nestas
condicoes é possivel caracterizar o nucleo do operador Ty g. Sera considerado
o caso particular em que a é um deslocamento linear fraccionario de Carle-
man de segunda ordem («a(a(t)) = t), que preserva a orientacao sobre T, no
qual é possivel a construgao de uma base do ntcleo do operador T4 p.

Um estudo andlogo ¢é feito na recta real, R, para o operador Ty p =
AP, + BP_ : Ly (R) — Ly (R) com deslocamento e conjugagao, onde A e
B sao operadores funcionais com coeficientes em L, (R), da forma agel +

a10U + apg1C' + a1 UC. Serao também considerados casos particulares para os

quais ¢ possivel descrever o nicleo do operador Ty g.
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Palavras chave: operadores integrais singulares; grupo finito de desloca-
mentos; factorizacao; operador de deslocamento; operador de conjugacao;

nucleo.
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Abstract and key words

Name: Lina Isabel Fernandes Campos.

Supervisor: Juan Carlos Sanchez Rodriguez, Auxiliar Professor.

Title: Sames classes of singular integral operator with shift and conjugation.
Abstract: In this work we consider the paired operator Ty p = AP, +BP_ :
L,(T) — L,(T), 1 < p < oo, on the unit circle, T, with a finite group of
linear-fractional Carleman shift o : T — T, A and B are functional op-

n—1

erators with L., (T) coefficients, of the form (a; Ui + a;nUilUs) , where

(Ujo) (t) = u(t)p(a(t)), 7 = 1,2, are Weightezgoshift operators associated
to a n-order forward linear-fractional Carleman shift or a backward linear-
fractional shift, respectively, and Py = %(I + S) are the complementary
projections operators generated by (S¢) (t) = % Jr %dr, the singular inte-
gral operator with Cauchy kernel. We use the well-known fact that the study
of this operator can be reduced to the study of a singular integral operator
without shift, with matrix coefficients. Under these conditions it is possible
to characterize the kernel of the operator T4 g. It will be considered the
particular case when « is a forward linear fractional Carleman shift of order
two (a(a(t)) = t), in which we can construct the basis of the kernel of the
operator T p.

A similar study is done on the real line, R. We study the operator Ty p =
AP, + BP_ : Ly (R) — Ly (R) with shift and conjugation, where A and B
are functional operators with L., (R) coefficients, of the form agol + a10U +
ap1C'+a,UC. Particular cases will also be considered, for which it is possible
to describe the kernel of the the operator T4 p.

Key words: singular integral operators; finite group of shifts; factorization;

shift operator; conjugation operator; kernel.
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Introducao

O tema deste trabalho insere-se na Teoria dos Operadores Lineares, na area
dos operadores integrais singulares com deslocamento.

O estudo de temas relacionados com a teoria deste tipo de operadores re-
monta ao inicio do século passado. Em 1922, T. Carleman foi o primeiro
matematico a estudar um problema de contorno com deslocamento para
fungdes analiticas, onde o deslocamento satisfaz a condigao (9) para n = 2,
designada posteriormente com o seu nome.

A teoria cldssica das equacoes integrais singulares e de problemas de
contorno para fungoes analiticas foi criada essencialmente por matematicos
soviéticos no século XX, mais precisamente na década de quarenta. Entre os
seus fundadores encontra-se F. Gakhov, que publicou o livro [3].

Nas décadas de sessenta e setenta foi criada a teoria de Fredholm dos
operadores integrais singulares com deslocamento de Carleman devido, essen-
cialmente, ao trabalho de G. Litvinchuk. Estes resultados fazem parte da sua
obra [15], a qual retine também resultados de cientistas como I. Gohberg, N.
Krupnik, N. Karapetiants, S. Samko, V. Kravchenko, entre outros.

De facto, os anos setenta e oitenta foram um periodo de intenso desen-
volvimento da teoria dos operadores integrais singulares com deslocamento.
Muitos dos resultados alcangados foram sumarizados no livro [13], da autoria
de G. Litvinchuk e V. Kravchenko.

Mais recentemente, A. Lebre, A. Shaev, G. Drekova, J. Rodriguez, T.
Ehrhart, V. Kravchenko, entre outros matematicos, contribuiram para o de-
senvolvimento da teoria da solubilidade dos operadores integrais singulares
com deslocamento e conjugacao.

O presente trabalho tem como objectivo reunir alguns resultados ja

conhecidos relativamente a algumas classes de operadores integrais singu-



lares com deslocamento linear fraccionario de Carleman, na circunferéncia
unitaria, T, e obter resultados sobre os operadores integrais singulares com
deslocamento linear fraccionério de Carleman e com conjugacao na recta real,
R.

Deste modo, comegamos por introduzir, no Capitulo 1, toda a informacao
preliminar essencial para a compreensao dos restantes capitulos, nomeada-
mente, os conceitos e propriedades basicas acerca do operador integral singu-
lar com ntcleo de Cauchy, alguns resultados relativos a factorizagao
generalizada e a teoria dos operadores integrais singulares sem deslocamento
(Secgbes 1.2 a 1.5). Nas Secgoes 1.6 e 1.7 apresentam-se algumas propriedades
dos deslocamentos de Carleman, é feita a classificagao de grupos finitos de
deslocamentos, sao estudadas as propriedades dos deslocamentos lineares
fraccionarios de Carleman na circunferéncia unitéria, bem como apresentadas
algumas propriedades do operador de deslocamento.

O artigo [12] é o ponto de partida do Capitulo 2. Vamos considerar o

operador emparelhado, com um grupo finito de deslocamentos:
Tap=AP,+BP :L,(T)— L,(T), pe(l,00),

onde A e B sao os operadores funcionais

[aary

n—

A = (aioUli + ailUliUg) ,
i=0
n—1
B = (bion + bz’lU{Uz) )
i=0
com coeficientes em L, (T), Py = %( S) sao os operadores de projecgao
complementares gerados por (Syp) (t) = % f (T) . dt, o operador integral sin-

gular com ntcleo de Cauchy, e (U;p) (t) = u(t)p(a(t)), j = 1,2, sdo os

operadores de deslocamento com peso associados a um deslocamento linear



fraccionario de Carleman, de ordem n, que preserva a orientagao sobre T ou
a um deslocamento linear fraccionario de Carleman que inverte a orientacao,
respectivamente.

A teoria de Fredholm dos operadores integrais singulares com desloca-
mento de Carleman é bem conhecida (ver [9], [13], [15]).

Habitualmente, o estudo das propriedades do operador Ty p baseia-se na
correspondente relagao entre o operador Ty g e o operador integral singular
sem deslocamento e com coeficientes matriciais. No referido capitulo, o ponto

de partida da nossa analise é a relagao
T = ATy 5A,

a qual permite descrever o nucleo do operador Ty 5. Estabelece-se uma
relacao entre o operador integral singular com deslocamento 7y 5 e o operador
integral singular sem deslocamento 74 s | &€, com coeficientes matriciais 2nx2n,
em que € é um subespaco de Lf," (T), p € (1,00), caracterizado pelas
condigoes (45). Essa relacao é utilizada para determinar o nicleo do operador
T4 B, 0 que é feito segundo a observacao de que descrever o espaco ker T4 p
é equivalente a descrever o espago ker Ty 5 |€ .

Na seccao 2.2 serd considerado o operador integral singular com desloca-
mento  linear fracciondrio de Carleman de segunda  ordem
(a(a(t)) = t), que preserva a orientagao sobre T, para o qual se determina a
dimensao do nicleo.

Por ultimo, o Capitulo 3 é dedicado ao estudo do nicleo do operador

integral singular com deslocamento e conjugacao
Tap=AP, +BP_:Ly(R) = Ly(R),

onde A e B sao operadores funcionais com coeficientes em L, (R) , da seguinte



forma

A= (loo[ + CL10U + (1010 + CL11UO,
B = bgo] + bloU + b01C' + bllUC.

E conseguida uma descrigao do ntcleo do referido operador e nos casos
particulares do operador com deslocamento linear fracciondrio de Carle-
man ou do operador com conjugacao sao também determinadas as bases do

respectivo nucleo.



1 Preliminares

Este primeiro capitulo serd, essencialmente, uma compilacao de definicoes e
resultados indispensaveis a compreensao dos capitulos seguintes.

Ao longo deste trabalho, serao feitas referéncias as notagoes, conceitos e
propriedades aqui expostos. Algum do material aqui incluido é apresentado
de forma breve e, em regra geral, omitimos as demonstragoes, podendo todos
estes factos ser consultados nas referéncias bibliograficas citadas.

Comegamos por introduzir os espagos que serao considerados ao longo
deste trabalho e por apresentar algumas nocoes e caracteristicas essenciais
do operador integral singular com nicleo de Cauchy.

Relembramos alguns resultados da teoria dos operadores integrais singu-
lares sem deslocamento e o conceito de factorizagao generalizada.

Posteriormente, apresentamos algumas propriedades dos deslocamentos
lineares fraccionarios de Carleman na circunferéncia unitaria e na recta real.

Finalmente, introduzimos o operador de deslocamento.

1.1 Espacos

Consideremos a seguinte definicao.

Definicao 1.1.1 Uma curva de Lyapunov é uma curva de Jordan orientada,
fechada ou aberta, T, que admite tangente em qualquer ponto t € T' e esta
tangente forma com o eizo real um dngulo 0(t) que satisfaz a condigdo de

Holder, i.e., existe A > 0 tal que
’9 (tl) -0 (tg)’ < A ‘tl — tQ"u R

para 0 < <1 ety,ty €l



Uma curva de Lyapunov diz-se fechada se dividir o plano complexo esten-
dido, C*® = C U {0}, em dois conjuntos abertos Q' e Q, sendo o primeiro
limitado, com fronteira comum I'. A curva I' diz-se orientada no sentido posi-
tivo se deslocando-se sobre I no sentido anti-hordrio o dominio 2% permanece
a esquerda.

Introduzimos agora os espacos com que iremos trabalhar ao longo desta
€xposicao.

Por L, (I'),1 < p < oo, representaremos o espago das (classes de equivaléncia)

fungoes complexas, ¢ : I' — C, mensuraveis a Lebesgue tais que

/F o (1) |

é convergente. L, (I') é um espago de Banach (ver [5]), sendo a norma neste

ol = ([t |dt|>’1’.

Usaremos Lo, (I') para designar o espago de Banach das (classes de equivaléncia)

espago dada por

fungoes complexas ¢ essencialmente limitadas com a norma

11l .y = esssup e (2)]
ter

Também serd considerado o espaco de Banach Lj(I') que consiste no
conjunto de vectores de dimensao n, v = (vy, ..., v,), com componentes vy €

L,(T), k=1,...,n. A norma definida neste espago ¢ dada por

HUHL;;(P) :1;]?33( HkaLp(F) :

No contexto deste trabalho, I' representara a circunferéncia unitaria ou a
recta real, curva de Lyapunov fechada ou aberta, respectivamente.
Designaremos por T a circunferéncia unitaria, i.e., T={t € C: |t| =1}

e por T, (T_) o interior (exterior, respectivamente) de T.

6



Como habitualmente, R designa a recta real, ]10%: RU {0} representa a
recta real compactificada a um ponto e C,(C_) é o semi-plano complexo
superior (inferior, respectivamente): C(C_) ={z€ C:Imz > 0(< 0)}.

Por C' (T) denotamos o espago de Banach de todas as fungoes ¢ continuas

em T, com a norma

il = max (1)

Por C(R) designa-se a algebra das fungoes f com valores em C, continuas

em R e tais que

fl+o0) = lm f(1)
f(-o0) = lim_f(1)

sao finitos e iguais, com a norma

[/l = sup [f ()]
teR

Defina-se

[e]

C*R) = C(R)NLE(R),
CO_(]IO{) = {a € C’_(]IO%) ca(—i) = O} :

o

C,(R) representa o espaco das funcoes continuas a Hélder em R, com

expoente € ]0,1[, i.e., o subespaco das func¢oes f em C(R), tais que ]?,

definida na circunferéncia unitdria T por f (%) = f(t), para t € R satisfaz

a condicao:

= {|f(t1) — f(t2)]

m(f) = sup it — b 3t1,t2€R,t17At2}<OO-
1— b2

o

E definida a norma em C,(R) da forma (ver [18])

I£ll, = sup £(2)] + m(P).

7



Introduzimos ainda a notacdo L£(X,Y’) para representar o espago dos
operadores lineares limitados do espago X no espaco Y, e denotamos £( X, X)
por L(X).

Se X e Y sao espacos de Banach e A : X — Y é um operador linear
limitado, ie., A € L(X,Y), chama-se nicleo do operador A ao seguinte
subespago de X

ker A={r e X: Az =0}.

A imagem de A é dada por
imA ={Ax:z € X}.

A dimensao do espago ker A, i.e., o nimero de solugoes linearmente inde-
pendentes da equacao Ax = 0, denota-se por dim ker A.

Um operador P € L£L(X) designa-se projec¢do se é idempotente, i.e.,
P?=P.

Se P é uma projeccao entao o operador () = I — P é também uma

projeccao e designa-se projeccao complementar de P. Note-se que
PQ=PQ =0,

para quaisquer duas projeccoes complementares.

Se X7 e X, sdo subespagos de X tais que X; N Xy = {0}, entdo a soma
directa W = X7 X, define um subespaco consistindo em todos os elementos
da forma x = x1 + x9, com 1 € X e 29 € Xo.

Considere-se o operador definido por Pz = x;. Este operador é idempo-
tente e X7 = imP, Xy = ker P. E um resultado bem conhecido que a soma
directa W = X; & X, de dois subespagos X; e Xs é fechada se e s se o
operador P ¢é limitado e, por conseguinte, é uma projeccao. Neste caso, P

designa-se uma projeccao de W em X; ao longo de Xs.



Toda a projeccao P € L(X) gera a soma directa X = X; @& Xy com
X1 :imPeXg = ker P.

1.2 O operador integral singular com nicleo de Cauchy

O operador integral singular com nicleo de Cauchy, S : L,(I') — L, (T),

1 < p < 00, é definido por

(S) (1) = i/rﬂidﬂ e, (1)

v T —

onde o integral é considerado no sentido do valor principal de Cauchy. A

funcao chama-se nicleo de Cauchy e a fungao ¢(t), chamada densidade

do integral singular, pertence ao espago L, (I').

O operador S satisfaz as seguintes propriedades (ver, por exemplo, [3] e

[8]):

(i) O operador S ¢ limitado no espaco L, (I'), com 1 < p < co. Em par-

ticular, se I' = T, entao ||S|[, ) = 1.
(ii) Se I' =T, R entao S ¢ involutivo, i.e.,
S? =1,
onde I é o operador identidade.

Estas propriedades permitem introduzir em L, (I') o par de operadores

de projeccao complementares:

Pi—%(IiS). (2)

Estes operadores serao referidos como operadores de projecgao gerados

pelo operador S ou como operadores de projec¢io de Cauchy em L, (T').

9



Obviamente que
P_A'__P_:S? P+P_:P_P+:0.
Usaremos a seguinte notacao:

L) = P,L,(T), L;(T)=P.L,(T), L;(T)=P.L,(T)a&C.

p p

Ou seja, de acordo com a terminologia habitual dos espagos de Banach, P,
projecta L, (I') em L (T") ao longo de I:);(F) e P_ projecta L, (I') em [Zj(F)
ao longo de L (T"). O espago L, (I') é a soma directa L,(I') = L;(F)@Iﬁ;(f‘).
As propriedades do operador S anteriormente mencionadas mantém-se
vélidas quando este é considerado no espago Ly (I').
Informacao mais detalhada sobre os operadores S, P, e as chamadas

férmulas de Sokhostsky-Plemeli pode ser consultada em [3], [8] e [16].

1.3 Factorizacao de funcoes na circunferéncia unitaria
Definicao 1.3.1 Seja a € C(T) uma fungdo tal que a(t) # 0, t € T. O
indice da funcdo a € o numero inteiro

ind a = 5 {argal(1)}

ind a = o arga(t) b,

onde {arga(t)}; representa a variagao total do argumento da fungdo a(t)

quando a variqvel t percorre T no sentido positivo (ver, por exemplo, [3]).

Definigao 1.3.2 Diz-se que uma dlgebra de Banach C CC(T) € uma
R-dlgebra se R(T) é um conjunto denso em C, onde R(T), como habitual-

mente, representa o espago das fungoes racionais sem polos em T.

Seja C uma &dlgebra de Banach de fungoes continuas em T, C CC(T) com

as seguintes propriedades:

10



1. R(T) CC;
2. C tem a propriedade da invertibilidade, i.e.,
acC e a(t)#0,teT = acdC,
onde GC representa o grupo dos elementos invertiveis da dlgebra C.

Designaremos por C*, C, é as subalgebras de C definidas por
Ct =CnC*(T), C- =CNC~(T), ¢ =CnNC~(T),
em que C*(T) sdo subalgebras de C(T) constituidas pelas fungdes continuas
em T#, e analiticas em T, sendo limitadas no infinito no caso de C—(T),
e C~ ¢ a subdlgebra de C~(T) constituida pelas fungoes que se anulam no

infinito.

Definicao 1.3.3 Seja C uma dlgebra de fungoes continuas em T, satisfazendo

as condicoes 1 e 2. Diz-se que C é decomponivel se

C=ctaC_.

Como se sabe, C'(T) é uma R-élgebra que nao é decomponivel (ver, por
exemplo, [1], oitavo capitulo). A &lgebra de Wiener, das fungoes complexas
continuas em T que admitem desenvolvimento em série de Fourier absoluta-
mente convergente com |lall;;; = Y |an| < 0o, providencia um exemplo de

nez
uma R-algebra decomponivel.

Proposicao 1.3.4 Nas condi¢oes da definicao anterior, C é decomponivel se
e so se o operador integral singular S € limitado em C. Se C € decomponivel

o

entao Py (P-) é o operador de projec¢io sobre C* (C™) ao longo de C~ (CT).

11



Definigao 1.3.5 Seja C uma dlgebra decomponivel de funcoes continuas em
T. Sendo a € C chama-se factorizacdo de a em C qualquer representacdo da
forma

a=aytta_,

em que a=' € C*, a*' € C” ek € L.

A factorizagao diz-se canonica se k = 0.

Obviamente que apenas as fungdes a € C nao singulares em T (i.e., os
elementos invertiveis de C) podem admitir factorizagao em C. No caso das
R-algebras decomponiveis, a reciproca também ¢é verdadeira. De facto, tem-

se:

Teorema 1.3.6 Seja C uma R-dlgebra de fungoes continuas em T. Entao
qualquer funcdo a € C ndo singular em T admite uma factorizagao no sentido

da Definicao 1.3.5 se e s6 se C é decomponivel.

O conceito de factorizacao generalizada nao s6 permite garantir a
existéncia de factorizagdo para todas as fungoes a € GC(T), como também
alargar este conceito a uma classe de fungoes mais geral, as fungoes essen-
cialmente limitadas em T.

Sejam p,q € (1,00). O nimero ¢ = %1 (p™t + ¢t =1) é designado
expoente conjugado de p. g
Definicao 1.3.7 Sejam a € GL (T) ep € (1,00) . Diz-se que a admite uma
factorizagao generalizada em (ou em relagdo a) L,(T) se pode ser representada

na forma

a=aitta_ (3)
em que kK € Z e

12



(i) ay € LH(T), a3’ € LL(T), a— € L (T), a=" € L, (T),
(ii) o operador a;'Pra”' ¢ limitado em L,(T).
Facamos algumas observagoes relativamente a definicao anterior:

1. Sea € C'(T) é tal que existe uma factorizagio de a em relagao a T entao
essa é uma factorizagdo generalizada de a em L,(T), para qualquer

p € (1,00).

2. De salientar que o conceito agora introduzido diz respeito a um espago
L,(T), em que p € (1,00) estd fixo. Pode acontecer que uma funcao
admita factorizacao em L,(T) para um determinado p € (1,00) e nao

admita factorizagao em L, (T), com r # p.

3. Suponha-se que, para um determinado valor de p € (1,00), a € GLy (T)

admite duas factorizagoes em L,(T), digamos
a= a(_s)t“saf), s=1,2.

Entao tem-se necessariamente

1
K1 = Ky = K, a? = ca(_l), af) = —aS:),
c

em que ¢ € C\ {0}.

O ndmero inteiro x na representagao (3), sendo univocamente de-
terminado pela funcdo a, é o indice da fun¢do a no espago L,(T),

representando-se por k = i%d a.

Mais detalhes sobre a factorizacao generalizada de fungoes podem ser

consultados, para além das referéncias bibliograficas j& citadas, em [14].
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1.4 Factorizacao de funcoes matriciais

Comegamos por estabelecer o conceito de factorizacao generalizada em Ly, (T),
p € (1,00), de uma fungao matricial A € GLZ"(T), o grupo dos elementos

invertiveis da algebra L2"(T).

Definig¢ao 1.4.1 Seja A € GL™(T), p,q € (1,00) com p~* + ¢! = 1.
Diz-se que A admite uma factorizagdo generalizada em (ou relativamente ao

espago) L,(T) se
(1) a fungao matricial A pode ser representada na forma
A=A ANA_,
em que
Ay € [LyM], A7 e [LH(T)]T",
L e ()
e A € um factor diagonal da forma

A = diag {t", ...t },

em que K1 > ... > K, $aGo numeros inteiros, designados por indices

parciais da factorizacdo.

(ii) o operador

A PoA

representa um operador linear continuo em Ly (T).

Relativamente a esta definicao convém assinalar que a mesma também

é conhecida como factorizacao generalizada esquerda de A por oposicao a
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factorizagao generalizada direita que consiste em trocar os factores exteriores
na factorizacao esquerda.
O ntimero kK = i/@ designa-se por indice total da factorizacao.
=1
A factorizacao Zgeneralizada diz-se canonica se k1 = ... = Kk, = 0.
Nao existe unicidade na representacao de uma fun¢ao em termos de uma
factorizacao generalizada. Vejamos o seguinte teorema que estabelece uma

importante propriedade dos factores A e A da factorizagao generalizada em

L,(T). A sua demonstracao pode ser consultada, por exemplo, em [17].

Teorema 1.4.2 Se A:Af)A(S)A@, s = 1,2, sdo duas factorizagoes

generalizadas de A em L,(T) entdo:
AW=A® AP = APH, AY=ATH ALY

em que ‘H é uma matriz polinomial, de determinante constante e ndo nulo.

Os indices parciais da factoriza¢ao sao univocamente determinados por A e

por p.

A matriz ‘H referida no teorema anterior é uma matriz polinomial trian-
gular superior por blocos, os blocos da diagonal principal sao constantes e
tém dimensao igual a multiplicidade do respectivo indice parcial, as entradas

nao nulas, p;;, sao polinémios de grau inferior ou igual a k; — &;.

Recorde-se que T € L(X,Y), com X e Y espagos vectoriais normados,

diz-se um operador de Fredholm se forem satisfeitas as condigoes seguintes:

(i) im7 ¢é fechado em Y,

(ii) dimkerT < oo e codim im7T < oo.
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Sendo T" um operador de Fredholm, ao niimero inteiro
indT = dimkerT' — codim im7T,
chama-se indice de 7.

De seguida serao enunciados alguns resultados igualmente importantes

que podem ser consultados, por exemplo, em [4] e [17].

Teorema 1.4.3 Sejam p € (1,00), A€ GLY"(T) e T4 o operador integral
singular em L7 (T) definido por

TA:AP++P_. (4)

Entao € condicdo necessdria e suficiente para que A admita uma factorizagao

generalizada em Ly(T) que T seja um operador de Fredholm em Ly (T).

Teorema 1.4.4 Sejam p € (1,00), A € GLZ™(T) e T4 o operador inte-
gral singular em L7 (T) definido por (4). E condig¢do necessdria e suficiente
para que A admita uma factorizacdo generalizada canénica em L,(T) que o

operador Ty seja invertivel em Ly (T).

Teorema 1.4.5 Sejam r € (1,00) e A € GC™™(T). Entio qualquer
factorizagcao generalizada de A em L.(T) é também wuma factorizagdo

generalizada de A em L,(T), para qualquer p € (1,00) .

Teorema 1.4.6 Uma funcao matricial continua A € C"*™(T) admite uma
factorizagio generalizada no espago L,(T), p € (1,00), se e sé se for nao
singular em T e, neste caso, os factores externos da factorizacao pertencem a

cada espago L,.(T), r € (1,00), embora ndo sejam necessariamente continuos.
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Por este motivo, para A € C"*"(T) fala-se apenas de factorizacao de A
em vez de factorizacdo A em L,(T). Para além disso, se A € C"*", onde C

¢ uma dlgebra decomponivel de funcoes continuas em T, C = C* & C~, com

C,=PCe CO, = P_C, entdo Ay € C}*", onde C_ = CO, ® C.

O conceito de factorizagao generalizada em L, (I") pode ser também definido
no caso de I' = R. Como necessitaremos para a aplicacao, que apresentare-
mos no Capitulo 3, de considerar operadores integrais singulares em Ly (R),
interessa definir esse conceito em Lo (R), o que pode ser feito directamente
a partir da correspondente definigao de factorizacao generalizada em Lo (T)
se usarmos o isomorfismo entre Ly (R) e Ly (T) (ver [7], p. 37) definido por

5ol = e (157, )

cujo inverso ¢ dado por

Tttt \t—i

B (1 2 w(tﬂ') ©)

Como é conhecido, a transformacao de Fourier é um isomorfismo vectorial
topolégico em Ly (R) . Representaremos por Ly (IR) os subespacos de Ly (R),

formados pelas transformadas de Fourier dos elementos de L3 (R).

Definicao 1.4.7 Seja A € GLZ™"(R). Diz-se que a fungdo matricial A

admite uma factorizagdo generalizada relativamente a Lo (R) se
(i) A pode ser representada na forma
A=A AA_,
em que
(t+i) 1A € {Z;(R)}"X", (t— i) A% ¢ {Zg(R)}"X", teR,
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e A € um factor diagonal da forma

i

A= diag {0707}, 0(1)= .
1

€ K1 > ... > K, inteiros, sendo estes denominados indices parciais da

factorizagao.
(ii) o operador linear definido por
AP AT
representa um operador linear continuo em Ly (R).

O inteiro Kk = i’{i designa-se por indice total da factorizagao. Quando
A=A, A a fact;ilza(;éo diz-se canonica.

Supondo que A admite uma factorizacao generalizada, os indices parciais
da factorizacao sao univocamente determinados pela matriz A.

Duas factorizacoes diferentes de A (A = A,AA_ e A=A, AA_) tém
os factores A, , JZ(JF e A_, A_ relacionados por um factor matricial cujos
elementos sao fungoes racionais.

Em particular, se A admite factorizacao candnica, ha unicidade dos

factores, a menos de um factor multiplicativo constante matricial.

1.5 Operadores integrais singulares emparelhados

Consideremos o seguinte resultado da teoria dos operadores integrais singu-
lares, que é de extrema utilidade para o nosso propdsito e pode ser consultado

em [17].

Teorema 1.5.1 Sejam A, B € L™(T) e considere-se em L;(T), p € (1,00),
o operador

Tup=AP,.+BP_.
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Entdo o operador Ty € de Fredholm em L7(T) se e s6 se sdo vdlidas as

sequintes condigcoes:
(1) A, B e GLY™T),
(i) C = A~' B admite uma factorizacdo generalizada em L,(T).

No caso em que C = A™' B admite factorizagio generalizada em L,(T),
digamos C=C, A C_, A = diag {t”“, ...,tﬂ"}, na qual os factores externos

sao limitados, entao
ker Tus = {¢: ¢ = (C+ —CZ'A7") p, p€ P}, (7)
onde
ﬁz{pGLg(T):piEP“"_lse/fiENoupiEOsemg()}, (8)

e P%~1 designa o espaco dos polinédmios com grau menor ou iqual a k; — 1 €

Np.

E possivel considerar o andlogo do teorema anterior quando I' = R e

p = 2 devido ao isomorfismo (5).
Teorema 1.5.2 Sejam A, B € L'"(R) e considere-se em LY (R) o operador

TA,B:AP++BP_.

O operador Ty g € um operador de Fredholm em LY(R) se e sd se:

(i) A,B € GLYZ™(R),

(ii) C = A~ B admite uma factorizacdo generalizada em Lo(R).

No caso em que C = A™'B admite uma factorizagdo generalizada em

Ly(R), tal que C =C,AC_, A = diag {0™,....0™}, 6(t) = ﬁ;, entao

ker Ty g = {go o= (C+ — C:lA_l) UNONS ‘,]3} ,
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onde

P={veLy(R):v;=rp; (&), j=1,...,n}, re(t)=(t+0) "

comp; € Pt se k; € N oup; =0 se k; <0, onde P~ denota o espago

dos polindmios com grau menor ou igual a k; — 1 € Ny.

1.6 Funcao de deslocamento

Nesta seccao vamos apresentar alguns resultados sobre deslocamentos, a sua

classificagao e propriedades, que podem ser consultados em [9], [13] e [15].

1.6.1 Algumas propriedades dos deslocamentos. Deslocamentos

de Carleman

Definicao 1.6.1 Seja I' uma curva simples orientada, fechada ou aberta,
chama-se fung¢do de deslocamento ou simplesmente deslocamento a um

homeomorfismo a(t) : T — T.

E assumido que o deslocamento «(t) tem derivada o (t) que satisfaz a

condicao de Holder, para Vt € T', e &/(t) # 0, também para Vt € T
Defini¢ao 1.6.2 Um ponto ty € T’ diz-se ponto fixo do deslocamento a(t) se
Oé(to) = t().

Qualquer deslocamento «(t) pode preservar ou inverter a orientagao con-
siderada na curva I', e pode ou nao ter pontos fixos em TI'.

Chamamos deslocamento directo a um deslocamento que preserva a ori-
entacao sobre I' e deslocamento inverso a um deslocamento que inverte a

orientacgao.
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Defini¢ao 1.6.3 Um deslocamento «(t) diz-se um deslocamento de Carle-

man se satisfaz a condicao de Carleman para algum n € N, isto €,
() =t, teT, (9)

onde aq(t) = a(t), ag(t) = afar_1(t)] , k = 2,...,n. Ao menor valor den € N

que verifica a relagdo (9) chama-se ordem do deslocamento.

Exemplo 1.6.4 Seja I’ = T, entdo a(t) = te™ é um deslocamento de Car-
leman de sequnda ordem, que preserva a orientacao sobre T. Em geral,
at) = te’nt ¢ um deslocamento de Carleman de ordem n, que preserva a
orientacdao sobre T. A funcgdo «o(t) = % ¢ um deslocamento de Carleman de

sequnda ordem que muda a orientagao sobre T.
Seja [' uma curva simples fechada orientada.

Lema 1.6.5 Um deslocamento de Carleman, «o(t), de ordem n > 2 que

preserva a orientacdo sobre I' nao tem pontos fixos:
a(t) #t, tel.

Dem.: Para qualquer deslocamento de Carleman de ordem n que preserva
a orientagao sobre T é possivel indicar um ponto t; € um numero inteiro k

para que os pontos

to, ag(to) = t1, ag(to) = ta, ..., Am—1)k(to) = tno1

estejam ordenados no sentido positivo (ver [15]) e o nimero k seja definido
pela condigao to,ts,t,—1 ¢ (to,t1), onde (to,t1) denota o arco da curva I'
entre ty e t; no sentido positivo.

Suponhamos que existe um ponto t* tal que a(t*) = t* € (¢;,t;11) . Entéo
ap(t*) = a(t*) = t* € (ag (t;), ak (tj4+1)) = (tj41,tj+2), 0 que nao é possivel,

visto que t* € (¢j,tj41). ®

21



Lema 1.6.6 Um deslocamento de Carleman, que muda a orientacdo de T,

tem exactamente dois pontos fizos.

Dem.: Seja t; um ponto nado fixo arbitrdrio, tal que a(t;) = t}. Vamos
provar que em cada um dos arcos orientados no sentido positivo (t1,t]) e
(t},t1) existe um ponto fixo do deslocamento «(t).

Seja ty 0 ponto médio do arco orientado (¢1,t]), i.e., o ponto que divide o
arco em duas partes de igual comprimento, e seja t, = «(t3). A demonstragao
fica concluida se a(ty) = ta. Se a(ts) # to, vamos supor que o arco (ta,th)
tem a mesma orientagao que o arco (t1,t;). Caso contrario, considera-se o
arco (th,ts) .

Designe-se por t3 o ponto médio do arco orientado (t2,t,). Como re-
sultado, obtemos uma sequéncia de arcos encaixados (tx,t}), t. = a(ty),
k=1,2,3,...e|ty —t)| = 0, k — o0. Seja lim ¢, = lim ¢} = ¢*. Passando o

k—o0 k—o0

limite para a igualdade ¢ = a(t;) e usando a continuidade de «/(t), obtemos

t* = limt, =lima(ty) = o <lim tk> =a(t),

k—o00 k—o00

o que significa que t* é um ponto fixo.
Analogamente para o arco (t},t1) .
E evidente que o deslocamento a(t) nao pode ter trés pontos fixos, pois

trés pontos fixos distintos determinam a orientagao sobre I'. m

Lema 1.6.7 Nao existem deslocamentos de Carleman de ordem n > 2 que

mudam a orientacao de I'.

Dem.: Naturalmente que, se a(t) é um deslocamento de Carleman de ordem
n > 2 que muda a orientacao sobre I', n nao pode ser impar, pois nesse caso
a,(t) movimenta-se no sentido contrério ao movimento do ponto ¢, o que

contradiz o facto de a,(t) =t, t €T
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No caso de n ser um nimero par, as(t) é um deslocamento de Carleman

n
de ordem 3 (ozgg(t) = a,(t) = t) que preserva a orientacdo sobre I'. Mas
o deslocamento inicial «(t) tem um ponto fixo tg, pois é um deslocamento

inverso. Consequentemente, as(tg) = to, 0 que contradiz o Lema 1.6.5. =

Corolario 1.6.8 Se I' € uma curva simétrica relativamente ao eixo real,

entdo nao existem deslocamentos de Carleman «o(t) de ordem n > 2 tais que
a(t) = aft). (10)

Dem.: Suponhamos, com vista ao absurdo, que esse deslocamento existe.
Se n > 2, entao o deslocamento s6 pode preservar a orientacao sobre I

Consequentemente, o deslocamento «(f) muda a orientagao sobre I' e por

(10) satisfaz a condicao

t, se n € par

— t, se n é impar.

Mas neste caso, o deslocamento «(t) altera a orientagdo e tem ordem
n > 2, se n é par, e ordem 2n > 2, se n é impar, o que nao é possivel em

qualquer caso, pelo lema anterior. m

No caso em que I' é uma curva aberta, o conjunto de deslocamentos
de Carleman é mais pobre. Nao existem deslocamentos de Carleman que
preservam a orientacao sobre I' e os deslocamentos de Carleman que mudam
a orientacao sobre I' s6 podem ser de segunda ordem. Estes deslocamentos
tém um unico ponto fixo em I' e, se t; e t5 sao os pontos extremidades de T,

entdo a(t) =ty e a(ty) = ;.
Exemplo 1.6.9 Seja I' =R. As fungoes de deslocamento
a(t)=—t+h,h € R,
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9t t<0
a<t>={ ;

——. t>0
2’

sao deslocamentos de Carleman, de sequnda ordem.

1.6.2 Classificagao de grupos finitos de deslocamentos em curvas

abertas ou fechadas

Nesta subseccao apresentam-se alguns resultados relativos a classificacao de
um grupo finito de deslocamentos, que podem ser consultados, por exemplo,
em [9].

Seja I uma curva fechada e orientada e G = {e, v!,v?, ...,vP} um grupo
finito de deslocamentos que preservam ou mudam a orientagao sobre I', com

identidade e. O lema seguinte descreve a classificagao deste grupo.

Lema 1.6.10 Sdo vdlidas as sequintes afirmagoes:
a) um grupo finito constituido apenas por deslocamentos directos é um
grupo ciclico:

G={ea,a, ..},

onde ag(t) = afag_1(t)] , k=2, ..., p;
b) um grupo finito constituido simultaneamente por deslocamentos direc-

tos e inversos tem a forma:

G = {e,al, ...,a}l_l,a2,a1a2, ...,04,11_1042} , (11)

onde o (t) preserva a orientagdo sobre T' e o?(t) muda-a.

Dem.: a) Seja top um ponto arbitrario de I. O conjunto

{to, v' (to), v*(to), ..., v (to) }
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é constituido por p+ 1 pontos diferentes, pois se v*(ty) = v7(ty), para alguns
i,j € {1,...,p}, i # j, entdo to = (v') ' [v/(ty)] seria um ponto fixo do
deslocamento (v?) " [v7(t)], que preserva a orientagao sobre I'. Uma vez
que G é um grupo finito, o deslocamento (v')"" [v4(t)] s6 poderd ser um
deslocamento de Carleman de alguma ordem n e ty = (v')"" [/ ()] um
ponto fixo desse deslocamento. O que é impossivel, pelo Lema 1.6.5. Assim,
v'(to) # v (to), i # .

Alterando, se necessério, a ordem dos elementos do grupo, podemos con-
siderar a ordem

tg < Ul(to) =< U2(t0) < ... < Up(t0> (12)

no sentido positivo. Aplicando o deslocamento v!(t), obtemos
vl(to) < v' [Vl ()] < V! [V (t0)] < ... < v [VP(t0)]. (13)

Como o grupo ¢ finito, os elementos dos conjuntos em (12) e (13) coin-
cidem. Consequentemente, v?(tg) = v'v!(ty). De modo idéntico, se verifica
que v*(ty) = [Ul(tg)]k, para qualquer inteiro k. Tendo em conta que ty é
um ponto arbitrério de T, resulta que v¥(t) = [v'(¢)]", t € T. Portanto,
G ={e,a,aq,...,q, 1} com a = v!(t).

b) Seja a! um deslocamento de Carleman directo de ordem n e o um
deslocamento de Carleman inverso.

Provdmos em a) que um subgrupo finito Gy de deslocamentos que preser-
vam a orientacao tem a forma Gy = {e, al,al ... a}L_l} .

Sejam

a?, a2(2), - a?)

deslocamentos inversos do grupo G. Para algum ¢ # 1, o deslocamento

; -1 . < ; -1
o®® (a?)”" preserva a orientacio sobre I' e, consequentemente, o?® (a?)™" =
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aj, para algum k, i.e.,

Corolario 1.6.11 Se «a(t) e y(t) sao dois deslocamentos de Carleman de
sequnda ordem que comutam e preservam a orientacao sobre I', entao eles

coincidem a(t) = ().

Dem.: Temos que aa(t)] = t, v[y({#)] = t e a[y(t)] = v[a(t)]. Con-
sideremos o grupo finito G = {e, a, 7, ay} . Pelo Lema 1.6.10, este grupo tem

a forma G = {e, p1, fiy, 3}, com piy = p(p), pi3 = p(p15), onde apenas s6

uma destas trés possibilidades pode acontecer:

Dp=oa; 2)u="; 3)u=ay.

Considerando o primeiro caso: p = «, s = @ = e e ji3 = «. Assim, temos
que a = v e que G = {e,a}. De igual modo se verifica, para os outros dois

casos, que @ =y. W

Lema 1.6.12 Seja o?(t) uwm deslocamento de Carleman que muda a
orientagdo sobre T' e o(t) um deslocamento de Carleman, de ordem n, que

preserva a orientacao sobre I' e, para algum j,

a2a1:a}a2, 1l<j<n—-1.

Entao j =n — 1.

Dem.: Como o?(t) é um deslocamento de Carleman que muda a orientagao
sobre I entao, pelo Lema 1.6.7, a3(t) = t. Seja v = a®al, o qual é obviamente

um deslocamento que altera a orientacao sobre I'. Entao

2121 122 1 1.1 __ 1 ‘ .
Y=ot = oo’ = oo = oy, para algum j, 1 <j<n-—1,
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de onde resulta que 7,,(t) = oy,

(t) = t. Consequentemente, v(t) é um
deslocamento de Carleman de ordem menor ou igual a 2n, que muda a
orientagao sobre I'. Assim, necessariamente, v,(t) =t e dai Oéjl- +1 = ¢. Como

a é um deslocamento de ordem n entao j =n—1. =

Corolario 1.6.13 Seja o!(t) um deslocamento de Carleman, de ordem n,
que preserva a orientacio e &*(t) um deslocamento de Carleman que muda
a orientacao sobre I'. O grupo gerado por esses dois deslocamentos e pelas

respectivas iteracoes € finito se e so se
2.1 _ 1 2
a‘at =, 0l (14)

Dem.: A condicao suficiente é 6bvia. Provemos a condi¢dao necessaria.
De acordo com o Lema 1.6.10, o grupo G gerado por !, a? e as respectivas
iteragoes tem a forma (11). Visto que G é um grupo finito e a?a! € G, entao

2.1 1

o’ = ozjoz2, para algum j. Pelo lema anterior, necessariamente j = n — 1.

Seja ' uma curva aberta. Vamos classificar os grupos finitos de desloca-

mentos em I'.

Lema 1.6.14 Um grupo finito de deslocamentos numa curva aberta tem uma
unica forma:

G= {e,oﬂ},

onde o?(t) é um deslocamento de Carleman que muda a orientagdo sobre T'.

Dem.: Seja G um grupo finito de deslocamentos e a? € G. Visto que a curva
é aberta, o deslocamento a?(t) # e muda a orientagao sobre I' e s6 pode ter

ordem 2. Assim, o? [a?(t)] = t.

27



Suponhamos que existe § € G e § # a?. Sabemos que §(t) altera a
orientagao sobre I' e § [§(¢)] = t. Como tal, o deslocamento da? preserva a
orientacao sobre a curva aberta I' e é um deslocamento de Carleman, o que

s6 é possivel se 6a? = e, ou seja, 6 = . =
1.6.3 Deslocamentos lineares fraccionarios de Carleman

Consideremos, em T, a transformacao linear fraccionaria na forma geral

at+b

aft) = ,

ondead—bc#O,c;«éOeggéT.
c

Como se sabe (ver [2]), para que a seja um deslocamento em T, entao

o) = 7 | (15)
ou
W =02=" ger pecryT (16)
W =og_pfeh |

Note-se que (15) pode ser considerado como o caso limite do anterior
quando # = 1 e 8 tende para o infinito ao longo do eixo imaginério.
Estamos interessados em estudar deslocamentos lineares fraccionarios em

T que satisfagam a condi¢ao de Carleman, para algum n € N.

Teorema 1.6.15 Um deslocamento linear fracciondrio da forma (16) é um

deslocamento de Carleman de seqgunda ordem em T se e so se § = 1:

_1=p
a(t>_3t_1, teT, BeC\T. (17)

A escolha da constante 3 determina a natureza do deslocamento «: se

18] < 1 ent@o o deslocamento « preserva a orientacao sobre T e se || > 1
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entdo o é um deslocamento que muda a orientacao sobre T. Claro que, (15)
¢ um deslocamento que muda a orientacao sobre T.

Convém assinalar que se  # 0, considerando o deslocamento (17) como
uma funcao definida em C\ {%} , entao o deslocamento tem dois pontos fixos,
raizes do polinémio

p(t) = Bt* — 2t + f.

1+ A
ti:T,Azx/l—W-

Se a é um deslocamento que preserva a orientacao entao t4 € Ty. No

Sao eles

caso em « € um deslocamento que muda a orientacao tem-se que t4 € T.

No caso particular em que 5 = 0, isto é, se a(t) = —t, consideraremos
que os pontos fixos sao t; =0e t_ = oo.

Note-se que nao estamos a usar o conceito de ponto fixo no sentido da
Definigao 1.6.2, pois nesse caso, para |3| < 1 e f = 0 o deslocamento (17)
nao tinha pontos fixos. Estamos a referirnos aos pontos fixos de & como uma
fungao definida em C\ {%} .

O deslocamento (17) admite a factorizagao
alt) = a, (Hta_(2), (18)

em relacao a T, onde

0rlt) = 5o 0 = A= - =L ()

ont) = =2 o () = e TR SRV N

se |B| > 1. Em ambos os casos, as fungoes o (t) e a_(t) sao analiticas nos

dominios T, e T_, respectivamente, e nao tém zeros.
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O indice desta factorizacao é dado pelo factor central, ind a(t) = &, e
T
expressa o facto do deslocamento « preservar ou mudar a orientagao sobre

T.

Verifica-se ainda que

ax(a(t)) = [ax ()], se 5] <1,

ax(a(t)) = ax(t), se |f] > 1.

Foi anteriormente provado, no Lema 1.6.7, que nao existem deslocamentos
de Carleman de ordem superior a dois que mudem a orientacao sobre T.
Vamos, seguidamente, caracterizar os deslocamentos lineares fraccionérios

de Carleman, de ordem n > 2, que preservam a orientagao sobre T.

Proposicao 1.6.16 Sea: T — T é um deslocamento linear fracciondrio de
Carleman, que preseva a orientacdo, de ordem n € N\ {1}, entdo pode ser
representado na forma

(wto —tp)t+ (1 —w)t_ty

O = T —wt,

1)
onde a constante w € a raiz primitiva de ordem n da unidade:
w'=1, w"#1,Vm e N:m <n,
e os complexos t+ € T, os pontos fixos de «, satisfazem a igualdade
P =1,

Dem.: Como se sabe (ver [6] e [11]), qualquer deslocamento linear frac-
ciondrio da circunferéncia unitéria T admite a representacao (21). Basta em

(16) tomar
wt_ — t+ o 6 _ ((.U — 1)t7t+

wt+ —t_ wt_ — t+

0:

)
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onde w é determinada de maneira tnica por a. Por inducdo matemaéatica
prova-se facilmente que

((JJnt_ — t+) t + (1 — Wn) t_t+
(Wr—1D)t+t. —wity

an(t) = (22)

Como « é um deslocamento de Carleman de ordem n, «,(t) = t, t € T,
podemos concluir que w é uma raiz primitiva de ordem n da unidade.
Relativamente a segunda afirmagao do enunciado, seja t, € T, um dos
pontos fixos do deslocamento e t' = % € T_ o seu simétrico em relacao a
T, entao, atendendo a que um desloc;mento linear fraccionario transforma

pontos simétricos em pontos simétricos em relacao a T, podemos concluir

que «(t') =t' e, portanto, t_ =t'. m
O deslocamento (21) satisfaz ainda as seguintes propriedades:
Proposicao 1.6.17 O deslocamento (21) admite a factorizagdo
a(t) = ap(t)ta_(1),
em relacao a T, onde
w(t- —ty)

ay(t) = R T (23)

o (wte )t (T —w) oty
a_(t) = o=t : (24)

Os factores externos da factorizagao satisfazem as igualdades

a(t) =1, as(ts) =w (25)

azay (@) ..oy (a,—1) =1, t€T.
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Dem.: Facilmente se verifica que o = a ta_ é uma factorizagao de «, que
a_(t-)=1eque a;(ty) = w.

Atendendo a condigdo de Carleman «,(t) = ¢, t € T, pode concluir-se
que

azay (@) ..oz (a,_1) =¢, c € C\{0}.

Como a_(t_) =1, é possivel afirmar que c=1. =

Proposicao 1.6.18 As funcoes (23) e (24) satisfazem as igualdades

merl(t_ _ t+)
(wntl — 1)t +t_ —wmtit,’

aray (@) ..oy ()

a_a_(a)..a_(ay,) = (w 4 (1T —wm™ ) +
merl (t, _ t+)t

ondem €N:0<m<n-—1en €a ordem do deslocamento (21).

Dem.: Por (22)

(Wt —t )t + (1 — W™ttty

mi(t) = (wnHl = 1)t +t_ —wm ity
Entao
0 Wt — 1) . (Wt —t )t + (1 —wm™ )t t,
Qo =
i (Wt — 1)+t — wntlt, WL (t_ — 1)
(§

st () = [ap s (@).ccy ()] £ [ a (@)...a— ()]

sao duas factorizacoes de au,11, 0 < m < n — 1. Seguindo as ideias da
demonstracao anterior é agora possivel afirmar que tém lugar as afirmacoes

do enunciado. =
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Proposigao 1.6.19 Seja o' (t) um deslocamento linear fracciondrio de Car-
leman, de ordem n, que preserva a orientagdo de T e o*(t) um deslocamento
linear fracciondrio de Carleman que inverte a orientacao de T. FEntao o

grupo G gerado por ol e o? € finito se e s6 se
ty = a?(ty), (26)
onde ty. € Ty sdo os pontos fizos do deslocamento o'.

Dem.: De acordo com a igualdade (14), G é um grupo finito de deslocamen-

tos se e s6 se a?a! = al | a? Assim, tem-se que
o? [al(ti)] =al , [az(ti)} )

0 que ¢ equivalente a
o (ty) = ap_y [a?(t2)]

o que significa que a?(t1) sao os pontos fixos de al ;. Por outro lado, o'
e a;_; tém os mesmos pontos fixos, pelo que os de o' sdo a?(t+) € Tx.
Portanto, t+ = o?(t4).

Para provar a outra implicagao, vamos escrever a relagdo (26) na seguinte

forma
te(Bty —=1) =t+ = B, 18] > 1.
Usando a Proposicao (1.6.16) temos que,

2 1y — 2| Wit tH (L —w)t b ]
(@) () = o | o | T

w (- —B) = (b4 = Bt — [~wiy (- = B) +1_ (14 — B)]
[w (Bt —1) = (Bty — )]t + [~wty (Bt- — 1) —t_ (Bty —1)]
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(ak10?) (1) = ol (gt—_ﬂl) _

[wty (Bt- —1) —t_ (Bts — )] t + [—wty (t- — B) +t_ (ts — B)]

[w(Bt- —1) = (Bty — V)]t + [~w (t- — B) + (t — B)]
em que para obter a tltima igualdade usdmos a conhecida fémula (22) para

iteracoes de um deslocamento de Carleman o':

(Wnt_ — t+) t + (1 — Wn) t_t+
(wr—1)t+t- —wnty

al(t) =

’

onde w é uma raiz primitiva de ordem n da unidade.

Como, por hipétese, to(ft+ — 1) =t — 3, || > 1, conclui-se que

ou seja, G é um grupo finito.
De modo idéntico se prova esta proposicao para o caso em que tomamos

a? como o deslocamento (15). m

Como ja foi referido anteriormente, para uma curva aberta I' nao existem
deslocamentos de Carleman que preservam a orientagao e os deslocamentos
de Carleman que mudam a orientacao de I' sao apenas de segunda ordem.

Na recta real, o deslocamento linear fraccionario de Carleman de segunda

ordem, que muda a orientagao sobre R, tem a forma geral

a(t)=—t+h, heR.

1.7 Operador de deslocamento

Resta introduzir o operador de deslocamento.
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Sejam I uma curva simples orientada, fechada ou aberta, e a(t) um deslo-
camento tal que o/(t) # 0, para Vt € T', que satisfaz a condicao de Holder
para Vt € T".

O operador de deslocamento, W, define-se por

(W) (t) = ¢ () -
Este operador satisfaz as seguintes propriedades:

(i) W é um operador linear limitado e continuamente invertivel em L, (T'),

1 <p<oo.

(ii) Se an(t) =t, t € I', (a é um deslocamento de Carleman de ordem n)
entao W" = I. Em particular, para n = 2, o operador W satisfaz a

condicao W? = I, i.e., W é um operador involutivo.

As propriedades do operador W anteriormente mencionadas mantém-se
vélidas quando este é considerado no espago Ly (I').

Vamos também considerar o operador de deslocamento com peso, U €

L (L,(I')), definido por

(Ugp) (t) = u(t) (We) (¢).

Nalguns casos particulares o operador de deslocamento e o operador inte-
gral singular com nicleo de Cauchy comutam, ou anticomutam, considerando
um operador de deslocamento linear fraccionario com um peso u(t) adequado
(ver [16]).

No caso em que I' = T consideremos o operador de deslocamento linear

fraccionario de Carleman com peso, U : L,(T) — L,(T), 1 <p < 00 :

(Up) (1) = ut)p(alt)), (27)
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em que

wltag (t), quando « é definido por (21),
u(t) =4 t'a_(t), quando a é definido por (17) e |B| > 1, (28)
t1, quando « é definido por (15),

onde oy é o factor externo esquerdo (23) da factorizacdo do deslocamento
(21) e a_ é o factor externo direito da factorizacdo do deslocamento (17)
apresentada em (18), se || > 1.

O operador U, definido por (27)-(28), satisfaz as propriedades:

() U™ = I, (i) US = + SU, (29)

onde n é a ordem do deslocamento « e em (ii) o sinal é + ou — consoante «
¢ um deslocamento que preserva ou muda a orientacao sobre T, respectiva-
mente.

As demonstracoes das propriedades acerca do operador U que acabamos
de expor podem encontradas em [16] (ver também [11] e [13]).

Vamos agora considerar o operador de deslocamento na recta real,

U: Ly(R) — Ly(R),
(Up)(t) = ¢(=t+h), heR, (30)
Este operador satisfaz as seguintes propriedades:
() U? =1, (ii))US=-SU (31)

Note-se que ao operador de deslocamento na recta real definido por (30) e
h # 0 corresponde o operador de deslocamento linear fraccionario que inverte

a orientacao na circunferéncia unitaria definido por

(Up) (t) =t~ a— () p(a(t)), (32)
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onde a ¢ dado por (17) e | 5| > 1 e a_ é o factor externo direito da factorizacao
de « apresentada em (18), para |3] > 1.

De facto, considere-se o operador B definido por (5), o seu inverso B!
definido por (6) e o operador U dado por (30) e h # 0. Determinemos o
operador

BUB™': Ly(T) — Ly(T).

Obtemos

i1 — 27— 1 4
(BUB ')(t) = 1o <(t L )

5 ¥ i
(1+3)t—1 1+32)t—1
. . t— B 9%
i.e., o operador definido por (32) com «a(t) = W’ B=1-— n

Ao operador de deslocamento definido por (30) e h =0 :

(Up) (1) = ¢(-1),

corresponde o operador de deslocamento linear fraccionario que inverte a

orientacao na circunferéncia unitéria definido por

(Ugp) (t) =t p(alt)), (33)

onde o deslocamento « é dado por (15).
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2 Operadores integrais singulares com deslo-
camento linear fraccionario de Carleman
na circunferéncia unitaria

Definicao 2.0.1 Um operador actuando em L, (T) da forma
n—1 ) )
A= Z ((IZ’()U{—FCLHU{UQ), nZ 1,
i=0
onde a;j € Lo (T), i =0,1,...,n —1, j = 0,1, sdo fungées definidas em T

e Uy 2 sao operadores de deslocamento de Carleman, designa-se por operador

funcional e as funcoes a;; por coeficientes do operador A.

Assume-se que U; e U; sao operadores de deslocamento com peso satis-
fazendo as propriedades (29), o primeiro associado a um deslocamento linear
fraccionario de Carleman, de ordem n, que preserva a orientacao sobre T e
o segundo associado a um deslocamento linear fraccionario de Carleman que
muda a orientagao sobre T.

Usando algumas propriedades da Seccao 1.6.3 derivam-se relacoes entre
os operadores de deslocamento de Carleman U; e Us, que sao apresentadas

na seguinte proposigao:

1

Proposicao 2.0.2 Seja o um deslocamento linear fracciondrio de Carle-

man, de ordem n, que preserva a orientacdo de T e o um deslocamento
linear fracciondrio de Carleman que muda a orientacdo de T. Se o' e o?

geram o grupo finito G, descrito no Lema 1.6.10,
G = {e,al, Lnak o af ata? L al a2}, (34)

entao

UyUy = w U0y, (35)
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onde U; € o operador de deslocamento associado a o', i = 1,2, de acordo com
(27)-(28).

Dem.: Da definigao dos operadores U, e Us, para qualquer ¢ € L,(T), temos

que
UUrp = w 't a2 al (o) p(a'a?),
e
Ui~ Usp = waliali (@)l (o) () o® (any)p (%ay ) . (36)

Usando a factorizagao o = ot~ 'a? (ver (20)), tem-se que

042 Odl 042 Oél
a2a}L—1 — +( n—lz —( n—1)7 (38)
Qp—1

e, usando a factorizagao o' = ol tal, vem que
a,_; = alal (ab)..al(a)_)talal (ah)...al (a)_,).

Logo, a igualdade (38) toma a forma

n—1 " .
alal (ah)..al(al_,)  alal(al)..al(al_,)
Por outro lado, tem-se que
aola? = al(a®)a’al(a?)
= ol (a®)alt e’ al (a?). (40)

De acordo com (37), as igualdades (39) e (40) representam duas fac-
torizagoes da mesma funcao, pelo que, de acordo com a terceira observagao

relativa a Definicao 1.3.7,

Jec € C\ {0} : alal(ad)..al(al_,)



Determinando ambos os membros da ultima igualdade no ponto fixo ¢,
do deslocamento o', usando a relagiao o?(t,) = t_ (ver Proposigao 1.6.19) e

a igualdade (25), obtém-se que

1
CcC = wn71 e w,
e, assim,
o? (al
ol al (o).l (o) = ot 0]

aT(@?)a?’

Substituindo este resultado em (36) e considerando a igualdade que se obtém
de (38) e de (40) fica provada a relacao (35).
De modo idéntico se demonstra este resultado no caso em que o desloca-

mento o? é dado por (15). =

2.1 Operadores integrais singulares com um grupo finito

de deslocamentos

Neste capitulo vamos considerar o operador emparelhado
Typ=AP,+BP_ (41)

onde A, B : L,(T) — L,(T), p € (1,00) s@o os operadores funcionais

—_

n—

A = (CLZ'()Uf + aﬂUng) s (42)
i=0
1

~

3

B = (bioU} + b UiUs)

i

I
=)

com a;j,b;; € Loo(T),i=0,..,n—1, j =0,1, onde U, é o operador associado
ao deslocamento linear fraccionario de Carleman of, | = 1,2, e se supoe que
al e o2, introduzidos na Proposicao 2.0.2 , geram o grupo finito G dado por

(34).

40



Seja € = {® € L2M(T): &, = ... = By, = ¢, ¢ € L,(T)}. Podemos definir

7 L,(T) —¢€,

(43)

a aplicagdo que associa cada fungdo ¢ € L,(T) a & € €, e ¢o subespagco

¢=imA , ,onde A: € — ¢ designa o operador invertivel

A =diag (I,Uy, ..U Us, UiUs, .., U0, €

Usando a relacdo (35) é possivel caracterizar €:

Proposicao 2.1.1 O subespaco & ¢ caracterizado pelas 1gualdades

81 0 0 52 ~
Uv = U, U,U = U, Ue g,
0 51 82 0
onde & 2 sao as matrizes constantes de dimensao n
010 --- 0 1 0 - 0 0
0O01--0 0 0 0 wt
= o, &=100 - w2 0
000 --- 1
100 --- 0 0 w --- 0 0

(44)

(45)

Supomos que os operadores U;, 1 = 1,2, actuam componente a componente.

Dem.: A demonstragao é uma simples verificagao, usando a relagao (35) e

a primeira igualdade de (29). m

Introduza-se o operador T': L2*(T) — L2*(T), p € (1, 00), definido por

T = dlag (TA,Ba '--7TA7B) |€ .
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A principal vantagem de considerar esta extensao do operador T4 5 € o
facto do operador T ser equivalente a um operador integral singular sem
deslocamento com coeficientes matriciais, tal como se enuncia no seguinte

teoremas:
Teorema 2.1.2 Verifica-se a sequinte relagao para o operador T :
T = ATy 5A, (47)

onde Ty : L2"(T) — L2*(T), p € (1,00) € o operador integral singular sem
deslocamento,

TAJ)’:AP_A,_‘FBP_,

e os coeficientes matriciais A e B, de dimensdao 2n, satisfazem as sequintes

tgualdades:
&0 [ &0
A = Alar) ) (48)
0o & 0 &
&0 L[ &0
B = B(ah) , (49)
0o & 0 &
€
0o & 0o &
B= 2 ) A(a?) 2. (50)
52 0 52 0

Dem.: Sejam ¢ € L,(T), p € (1,00), ® = mp e ¥ = Ad. Para uma questao
de simplificagao da linguagem, considerem-se os vectores
By = (a0, an-10), B2 = (bo1, -, bn-11),
Fy = (boo,--,bn-10), Fo = (ao1, s an-11).
Dado que UyPy = PyU; e UsPy = PU, (de acordo com (ii) de 29),

tem-se que

TAngO = (ElEQ)P+\I/ —|— (FlFQ)P_\IJ,
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onde (E1:Es) e (F1:Fy) representam vectores de dimensao 2n e os operadores
P. actuam componente a componente. Usando a Proposigao 2.1.1, tem-se
que, para 7 =0,1,....n — 1,

UlTspp = (E1 (af) 1 (a})) PLUIT + (F1 (a}) iR (a;.)) P_UJT =

_ (El (o)) €11 () g{) P+ (Fl (o)) E1:F, (o) g{) P,

UlUyT A pp =

= <E1 (a®a}) 1By (oﬂa;)) P_U{U¥ + (F1 (a®a)) iFy (oﬁa;)> PLUIUY =
_ <F2 (o?a)) EE5F, (a%a) 5255) P+ (E2 (0?a}) E265F, (o2l @g{) P

Denotem-se por Ay, [ = 1,2, j =0,...,n — 1, as fungdes matriciais n x n

em que a linha j 4+ 1 é o vector
E; (a}) 5{, sek=1e I3 (04204}) &8{, se k = 2.

Analogamente, sejam By; as fungoes matriciais n X n em que a linha 7+ 1 é
0 vector

F (a}) &l sek=1¢e F5_ (04204]1.) EE], se k=2.
Considerando as fungoes matriciais por blocos:

A A B B
.A _ 11 12 ’ B _ 11 12 , (51)
A21 ./422 821 622

tem-se que

AT® = (AP, + BP_) ¥ = T gAD,

ou seja, (47) para ® = 7y arbitrario.

Para completar a demonstragao resta provar as igualdades (48)-(50).

43



Aplicando a Proposicao 2.1.1, para ¥ e para AT € @, tem-se que

&0 & 0 &0

U = U, UAT® = AT® = Tas¥,
0 51 0 51 0 81
0 52 0 52 0 52

Uy U = U, UyAT® = AT = TanV.
E 0 E O E 0

Usando as igualdades anteriores temos que,

&0
UlAT@ = UlTA’B\IJ = TA(al),B(al)Ulqj - TA(CMI),B(Oél) \IJ,
0 &
[§]
0 &
U2AT® - UQTA’B\IJ - TB(QQ),A(O(Q)Ulej - TB(az),A(a2) qj
E O
Consequentemente,
S—_— EL 0 - £ 0
A.B = A al B al ?
0 e s e
e, como & ' = &,
0 52 0 82
TypV = Ti(a2),4(%)
52 0 52 0

A primeira das duas tultimas identidades acima d& origem as igualdades

(48) e (49) e a segunda a igualdade (50). =

De acordo com a demonstracao do ultimo teorema, é facil escrever os blo-
cos das fungoes matriciais A e B, dadas por (51), em termos dos coeficientes

dos operadores funcionais A e B. Com efeito,
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Qoo 10 *tr Qp-10
an—10(at) ago(at) -+ ap_so(at)
A =
Glo(aifl) a20(0471171) T aoo(a%q)
b()l b11 e bn—ll
bnfn(Oél) b01(061) ce bn721(041)
'/4'12 = . . .
bi(ay_ 1) barlay 1) - borloy ;)
ap1 (a?) Wan_11(a?) R
w tag (@?at)  apr(a®at) cee w2
way—11(0?a,_ 1) wian-an(a’ay_y) - an(a’eg_y)
bOO(Oéz) an_lo(Oéz) s w”_lblo(az)
W hp(a?al)  bgo(a?al) s W' by (a?al)
whp—10(@®ag_y) w?bp-o(@?ag_y) -+ boo(aPan_;)
boo bio o bpoio
bnflo(al) 500(041) s bn720(041)
B = . .
bio(ay,_y) baolay 1) - boolay_ ;)
ap1 a1 e an-11
(lnfn(Oél) CL01(041) ce anf21(041)
Bia =
all(a’}z—l) azl(a}z—l) T a01(0f711_1)
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b(n(OéQ) wbn_n(az) s wnilbll(&z)

W'y (a?al)  ber(a?al) coe W2y (?at)

Z3'21 - . . . . ;
why—11(0®ey 1) Whuai(a®ay, 1) - bo(atey )
ago(a?) wWap_10(a?) c w tage(a?)

w lap(a?al)  ag(a?al) s W 2ag(aal)

Bay =
way_10(0’ay,_1) wian_so(@Pag_y) - ag(aPag_y)

De acordo com a Definigdo 1.4.1, uma fun¢do matricial C € L2 (T)
admite uma factorizagao generalizada em (ou relativamente ao espago) L,, (T)

se:

(i) é valida a representacao

C=C, AC_

onde

Cy € [LF(M]™™",cit e [LF(M)])"™,c e [L, ()], ¢t e [L,(T)]"™,

- p
e A = diag{t™,... t"} k4 > -+ > K, s@o inteiros;
(ii) o operador linear D actuando de acordo com a regra Dy = C, P_C;'¢

é limitado em L (T).

Os nimeros k;, j = 1,...,n, sao univocamente determinados pela fungao
matricial C, e designam-se por indices parciais de C. Por vezes, é conveniente
considerar apenas os valores distintos, dois a dois, que tomam os indices

parciais. Para tal serd usada a seguinte notagao:

A= diag{t’“Idl, c. ,t”lIdl},
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onde s > ... > 3 e d; é a multiplicidade do indice parcial s, ¢+ = 1,..., [,

[ <n.
Proposicao 2.1.3 Sejam A e B as fungées matriciais (51). Se
C=A"B, (52)

admite uma factorizagao em L,(T), p € (1,00), digamos C = C; AC_ com

A = diag{t"'Zy,,...,t"*1,,}, entao os factores exteriores satisfazem as sequintes
identidades:
e - (570 )en@)an )
+ = + & o 1
0o & '
& 0
C. = A'H{'AA(eM)C (o) | , (54)
0 &
0 &
C, = et (o) A (02) Ho, (55)
E 0
0 &

C. = A 'Hy AN (02) C (o) , (56)

E O
onde &2 sao as matrizes (46), e H; , 1 = 1,2 é uma fungao matricial poli-

nomaal, triangular superior por blocos

Hil * %
0 0 Hy

onde cada bloco H;;, j =1, ... 4, na diagonal principal € uma matriz constante

nao singular de dimensao d;, a multiplicidade do indice parcial ;.
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Dem.: Tendo em conta que as matrizes A e B satisfazem as relagoes (48),

(49) e (50), podemos concluir que para a matriz C = A~'B sao validas as

igualdades:

E 0 & 0

c=|( ™ ciet) [ 7 ,
0 &' 0 &
0 & 0 &

C= 2 ) e e ?
52 0 82 0

Tomando as factorizagoes de a' e de o, o' = altal e a® = a2t 1a?,

tem-se que A(a') = A (o) AA (al) e A(a®) = A(a?) A'A (a?). Assim,

obtemos duas factorizagdes da matriz C em L,(T):

ET O & O
= ! Co(a)A (@) | A A () e (o) | 7 ,

0 &' 0 &

0 52 0 52
C= CH (YA ()| A AT (®)CTE (a2
L E et s eer e |

Todas as outras conclusoes sao consequéncia de resultados conhecidos
sobre a relagao entre duas factorizagoes da mesma funcao matricial, apresen-

tados no Teorema 1.4.2. m

Teorema 2.1.4 Seja Ta p o operador integral singular (41). Se as fungies

matriciais (51) sao invertiveis em L*"*?"(T) e
C=A"'B

admite uma factorizagio generalizada em Ly(T), digamos C =CyAC_ , A =

diag{t™, ... t"}, entao
dimker Ty 5 = dim (ker Q; | B Nker Qy | P),
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ker Ty p = {7r*1(<I>) o =A"1 (C+ — C:lAfl) p, p € kerQq | P Nker Qs | ‘}3} ,

onde Q; , 1= 1,2, sdo os operadores lineares
Qr=1-(A(al)H) T,
Qo = I+ (A'A (02) M) ™' Us,
B € o subespago (8), A € o operador invertivel (44), ™ é a aplicagdo (43) e
H; ,i=1,2, € a funcdo matricial polinomial (57) satisfazendo (53)-(54), se
i=1, e (55)-(56), sei=2.
Dem.: Se ¢ € ker T4 p entao, tendo em conta (47), ¥ = An(p) € ker T4 5.

Logo, pelo Teorema 1.5.1 tem-se
U=Ad= (C+ — CZIA_I) p, p €°B.
E evidente que
U, =P, V=C.p, V.=P U=—-C1'Ap (58)
Naturalmente que ¥ € ¢ , portanto satisfaz as condigoes (45), e entao

51 0 0 52
PLUVY = v,, PUVY= v,.

0 51 52 0

Como Py U, = Uy Py, PLUy = UyPx (de acordo com (ii) de (29)), vem que

51 0 0 52
v, = Uy, UV = v, (59)
0 51 52 0

Das igualdades (58) e (59) temos que

& 0
Ci (@Y Up = | C.ip, (60)
0 &
_ _ & i
c-t (al)A ! (al) Up = C'A1p, (61)
0 &
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e que

Portanto, (60) e (61) tomam a forma
(A(ad)H) U = p,
H{AA (al_) At (al) Up = p.

Estas duas tultimas igualdades sao equivalentes e permitem concluir que

le = 07 RS ;’B
Por outro lado, de acordo com (55) e (56),

e (a?) — (0 SQ)Cm;A(ai),

E O

Ci(a?) = ( 0 & ) CTIATYHFIAAT (o)
E O
e, assim, (62) e (63) tomam a forma
(AA(o?) Ha) " Top+p = 0,
(A (02)Ho) A (@) Uap 4 p = O
Estas duas tultimas igualdades sao equivalentes e permitem concluir que

Q2p:0ap€q3 n
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2.2 Operadores integrais singulares com deslocamento
de segunda ordem que preserva a orientagao
Considerando o método anteriormente descrito para determinar o ntcleo do

operador

Typ=AP +BP_, (64)
analisemos o caso particular em que A e B sao os operadores funcionais
A = apl + aoU, B = byl + byoU, (65)

com agg, @10, boo, b10 € Leo(T), onde U € £(L,(T)), 1 < p < o0, é o operador
de deslocamento associado ao deslocamento de Carleman de segunda ordem

que preserva a orientacao de T:

a(t)==—— 8] <1, (66)

definido por
(Uep) (t) = —ax (1) p(a(?)),
onde a; é um dos factores da factorizacao do deslocamento « (ver (19)).
O operador U satisfaz as propriedades (29).
Neste caso, é possivel identificar uma base do ntcleo do operador T4 5 e,
consequentemente, determinar a sua dimensao.
Para os resultados andlogos aos da sec¢ao anterior nao serao apresentadas

demonstracoes.
Seja € = {® € L(T): & =Py =, p € L,(T)}. Podemos definir
7 Ly(T) —¢€, (67)

a aplicagdo que associa cada funcdo ¢ € L,(T) a ® € €, e ¢o subespaco

¢=imA , ,onde A: € — ¢ designa o operador invertivel

A =diag (I,U)|€. (68)
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Proposigao 2.2.1 O subespago & ¢ caracterizado pela igualdade

UV =EV, U € ¢, (69)

onde £ =
10

Teorema 2.2.2 Seja T : € — LIQ)(']I‘), o operador definido por
T =diag (Tap, Tap)|€.
Este operador satisfaz a relacdo
T = ATy 5A, (70)
onde Tap : L2(T) — L2(T), € o operador integral singular sem deslocamento,
Tus=AP, +BP.
com coeficientes matriciais de dimensao 2:

A— Qoo bio ¢ B— boo ai1o . (71)
aw(oz) boo(O&) bl()(a) aog(a)
Proposicao 2.2.3 As matrizes A, B € GL***(T) e C = A™'B satisfazem
as sequintes relagoes:

A = EA(a)E,
B = &B(a)E,

C = £C(a)E.

Proposigao 2.2.4 Se C = A~'B admite uma factoriza¢io em L,(T), tal que
C=C. AC_ com A = diag{t"™,t"2}, entao os factores externos satisfazem as
sequintes iqualdades:
Cir = &Cy () Ay, (72)
C. = N'H'AAC ()€, (73)
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onde
: K K
Ay = diag{a?, a2},
e H € uma matriz constante 2 X 2, se os indices parciais de C sdo iguais, ou

polinomial triangular superior, no caso contrdrio.

Proposicao 2.2.5 Nas condi¢oes da Proposicao 2.2.4, se os indices parciais

de C sao diferentes, k1 # Ko, a matriz H tem a sequinte estrutura

H=| " 1 (74)

0 —e

onde ¢ € {—1,1}, p € um polinémio de grau menor ou igual a k1 — Ko, tal

que

em que K1 — Ko € um numero par.

Dem.: De acordo com a Proposicao 2.2.4 sabemos que, se os indices parciais

de C sao diferentes, a matriz ‘H é da forma

onde €; 2 € C e p ¢ um polinémio de grau menor ou igual a k1 — Ka.

Calculando o determinante de ambos os membros de cada uma das igual-
dades (72) e (73) e tomando ¢ = t, e t = t_, respectivamente, obtém-se
que

e162(—1)"112 = —1 e e =—1,

tendo em conta as igualdades oy (t;) = —1 e a_(t_) = 1. Assim, K1 + Ko,
e também ki — Ko, € necessariamente um nimero par, pelo que os indices

parciais k1 e ko tém a mesma paridade.
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Por outro lado, a partir de (72), conclui-se que
T = A HA. () H(a),

e, como tal, €2 = €2 = 1. Decorre ainda desta igualdade que

pla) = —erea} 2.
Portanto, € = —es =€, € € {—1,1}, o que conclui a demonstragdo. =

Proposicao 2.2.6 Nas condi¢oes da Proposicao 2.2.4, a matriz H € invo-

lutiva:

H>*=1T.

Dem.: No caso em que k1 = k2, a matriz H é constante e a partir de (73),
temos que

H=C EC (a) AT

Seja t_ o ponto fixo do deslocamento « pertencente a T_. Entao, por
(25),
H=C_ (t)EC*(t.),

de onde resulta a igualdade do enunciado.
No caso em que k1 # kg, verifica-se facilmente, usando o resultado da

proposicao anterior, que a matriz H é involutiva. m

Teorema 2.2.7 Seja Ty p 0 operador integral singular (64)-(65). Se as
fungées matriciais (71) sao invertiveis em L2X*(T) e C = A~'B admite uma
factorizagio generalizada em L,(T), digamos C = C;AC_, A = diag{t"™, ">},
entao

dimker Ty p = dim (ker @ |'B),
ker Ty p = {7r_1(<I>) P =A"" (CJr — C:lA_l) v, v € ker ) ]‘,]3} ,
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onde () € o operador linear
Q=1T-(A(a)H) ',

%:{v:(pl,pg)TeLi(T):piEP’“_l se ki € Noup, =0 ser; <0, i:1,2},

Pri=l ¢ o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a kK; — 1, A € o
operador invertivel (68), ™ é a aplica¢io (67) e H € uma matriz constante,

se k1 = K, ou a matriz polinomial (74), no caso contrdrio.

Por Q") ¢ £(P"~') representaremos os operadores de projeccio em

L,(T), pe(1,00):

(I —ai™U), i=1,2, (75)

DN | —

Q(Hz‘) _
em que €, = —€q, ; € {—1,1}.

Lema 2.2.8 Nas condicoes do ultimo teorema, e no caso em que

K1 > ke >0,v= (pl,pz)T € ker Q se e sd se

Py € ker Q172

€1

5 2P +pi, Py € ker QU

pP1 =

onde p € o polinomio da matriz H, apresentada em (74).
Entao

dim ker Q = dim ker Q") + dim ker Q2.

Dem.: Seja v = (pl,pg)T € ker Q. Pela Proposicao 2.2.5,



onde €165 = —1, ¢; € {—1,1} e p é um polinémio de grau menor ou igual a

KR1—K2

K1 — kg, tal que p(a) = of}' "*p.

Facilmente se verifica que, Qv = 0 é equivalente a

p1— ey Upy = pa ™ Up,
p2 — €20, Ups =0 '

Da segunda equacao do sistema resulta que po € ker Q). A primeira é
€

uma equacao funcional nao homogénea que admite —Elpgp como solucao

particular. Deste modo constatamos que

€

5P2p + i, P € ker QU

=
. . T ,
Podemos, assim, concluir que v = (py,p2)” € ker Q, se e s6 se,

% €
v=(1,0)"p; + (—glp, 1)"ps.

Portanto, dim ker Q) = dim ker Q***) + dim ker Q(*2). m

Lema 2.2.9 Se k1 > ko > 0, sejam Q") i = 1,2, os operadores de pro-

jecgao (75). Entao

dim ker O — | i !
im ker () {2 + 1 ],

em que [z] denota a parte inteira do nimero .

Além disso, uma base dos espacos ker QW) € constituida pelas funcgoes

g = ¢hit (0/1’_1 + eia’fi_m) ., m=1,..., dimker Q")

m

Dem.: Para provar o lema basta considerar a seguinte base de P*i~!
ki—1 m—1
{t” al },mzl,...,/@'i,

onde a_ ¢ o factor externo da factorizacdo de (66) apresentado em (19), e

ter em conta as igualdades

1 .
QU (tri—tamt) = 51&”"_1 (o/f_l + eia’i’_m) ,m=1,..,kK, i=12.
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Estas igualdades permitem concluir que para ¢; = —1

+1
dim ker Q) = [HZ;— } ,

eparae =1

dim ker Q) = [%] :

Teorema 2.2.10 Sejam T g o0 operador integral singular definido por (64)-
(65) e A, B fung¢des matriciais com a forma (71), associadas a Ta p de acordo
com a igualdade (70). Se A e B sao invertiveis em L2**(T) e C = A™'B
admite uma factorizagdo generalizada em Lg(’]l‘), 1 < p < o0, com indices

parciais K2 : K1 > Kg, entao

O, I€1<O

. . 1—c¢

dlmkerTA,B: |:?1+T:|, k1 >0, ke <0 ,
’11‘;’{2’ li2>0

come e {—1,1}.

Dem.: A partir do Teorema 2.2.7 e dos Lema 2.2.8 e Lema 2.2.9, temos que

0, k1 <0
[%}, k1 >0, ke <0, =1
dimker Ty p = [’“2“}, k1 >0, ko <0, ¢ =—1
3]+ (4], ks> 0,0 =1
15+ (], > 0,0 = 1

Assim, se k1 > 0, ko < 0, temos que

dimkerTy p = {— +
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come; € {—1,1},i=1,2, ¢, = —€3, ese ry >0, Ky > 0 entao

. K1 1—61 K1 1—62 1
d k T = —_— e — — .
imker Ty p {2 + 1 }—i— {2 + 1 ] 2(fi1+f£2)

E necessério assinalar que os resultados desta seccao, coincidem com os
resultados obtidos por Kravchenko V., Lebre A. e Rodriguez J. no artigo
[10] e por Rodriguez J. na Tese de Doutoramento [19], onde se consideram
os operadores funcionais A e B, (65), com coeficientes numa &lgebra de-
componivel de fungoes continuas na circunferéncia unitaria. Nesse artigo, os
referidos autores utilizam um outro método, baseado na nogao de factorizacao

em subalgebras de fun¢des matriciais continuas.
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3 Operadores integrais singulares com deslo-
camento linear fraccionario de Carleman e
conjugacao na recta real

Considere-se na recta real o deslocamento linear fracciondrio de Carleman

que inverte a orientacao
a(t)=—t+h, h e R. (76)

E um resultado conhecido que a transformacao homogréfica

t—1

z:H(t):t_i_Z

[}
¢ um homeomorfismo de R em T, sendo a sua transformacao inversa

14z
) )
1—=z2

0 (z) =

Além disso, # é uma transformagao conforme de C\ {—i} em C\ {1}, sendo
o semiplano aberto C, transformado no interior da circunferéncia unitaria,

T,.
No que se segue ser-nos-a ttil a seguinte factorizagao de 0 (), em R,

0(a)=0,0""0_, (77)

t+i—nh 0 t—1

de 0, = =
oneety m T ¢ t—i—h

Os factores externos de (77), 6, estao relacionados pelas igualdades

0 (Oé) = 9¢, (78)

O () = 04 (79)



0, =6." (80)

h
O deslocamento (76) tem, em R, um ponto fixo, é ele t; = 3 No ponto

fixo tg, os factores . satisfazem as seguintes relagoes

0+ (to) = —0 (to) - (81)

3.1 Operadores integrais singulares com deslocamento
e conjugacao

Sejam Ly(R) e Loo(R) 0s espagos Ly(R) e Lo (R) sobre o corpo dos niimeros

reais, respectivamente.

Associado ao deslocamento «(t) = —t+h, h € R, considere-se o operador

de deslocamento U : Ly(R) — Ly(R) definido por

(Uep) (t) = plalt), t € R.

Por C': Ly(R) — Ly(R) representaremos o operador de conjugagio com-

plexa

(C) (1) = ¢(t), t €R. (82)
O operador C' ¢ limitado e antilinear em Ly(R), é limitado e linear em

Ly(R) e goza das seguintes propriedades:

() C2 =1, (i) P.C=CPy, (i) CU =UC, (83)

onde Py : Ly(R) — Lo(R) sio os operadores de projeccio definidos por (2)
(com S : Ly(R) — Ly(R) o operador integral singular definido por (1)).

Considere-se o operador integral singular emparelhado
Typ=AP . +BP_, (84)
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onde A, B : Ly(R) — Ly(R), p € (1,00) sdo os operadores funcionais
A= CLO()I + CL10U + amC + CL11UC, (85)

B = boo] + blgU + bglo + bllUO,

em que a;j, b;; € ZOO(R), 1,7 = 0,1, sao funcoes definidas em R, e designam-se
coeficientes do operador A (ou B).

O nosso principal objectivo é descrever o nicleo do operador (84), uti-
lizando o método descrito no capitulo anterior.

Seja € = {<I> ELAR): Py =..=Dy=p,p € Zz(R)}, podemos definir
a aplicagao

T EQ(R) —¢ (86)

que faz corresponder cada funcao ¢ € ZQ(R) ad e & Seja ¢o subespago

¢=imA ,onde A: ¢ — ¢ denota o operador invertivel
A =diag (I,U,C,UC)|€. (87)

Proposigao 3.1.1 O subespaco & ¢ caracterizado pelas sequintes igualdades

£ 0 0 7 -
Uv = U, O0 = U, Ueg, (88)
0 & 70

onde € eI sao as matrizes constantes
E = , I= , (89)

e os operadores U e C' actuam componente a componente.

Dem.: A demonstragao ¢ imediata, utilizando as propriedades (31) e (83).
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Vamos introduzir o operador T': ¢ — L4(R), p € (1, 00), definido por
T = dlag (TA,Ba ~-7TA,B) |@ .

Como no capitulo anterior, a vantagem de considerar o operador T, ex-
tensao do operador T4 5, € o facto deste ser semelhante a um operador
integral singular sem deslocamento com coeficientes matriciais, tal como se

demonstra seguidamente.

Teorema 3.1.2 Verifica-se a sequinte relagao para o operador T :
T =A"'Ty5A , (90)

onde Typ : LAR) — LAR), p € (1,00), é um operador integral singular,

sem deslocamento e conjuga¢cdo, com coeficientes matriciais de dimensao 4,
TAJ)’ :AP++BP_,

e as funcoes matriciais A e B satisfazem as sequintes relagoes:

£ 0 £ 0
A= B(«) , (91)
0 ¢ 0 ¢

0 7\._.[0 I
A= B . (92)
70 70

Dem.: Seja ¢ € ZQ(R), pe€(l,0), d=mpe¥=Ad Como
UPy = P.U, CP. = P;:C, UC =CU, UCPy = PLUC, U*=1,C*=1,
vem que

Tap = aoPy +bioP U+ 0o PrC +an PrUC +

+boop_ + aloP_U + CL[)lP_C + bllp_UC,
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UTap = aw(a)Py +boo() PrU + b (a) PyC + agi () PLUC +
+b10(Oé)P, -+ aoo(Oé)P,U -+ all(a)P,C + b[)l(CY)P,UC,

CTap = GoiPy+byPU+byP.C +anP UC +
+bo1 P_ + a1 P_U + GpoP_C + by P_UC,

UCTap = ai(a)Py + by (a)PyU + bio(e) PLC + dgg(a) PLUC +
+by1 () P- + @o1(a) P_U + @) P-C + boo () P-UC.

Tomando as matrizes A e B de dimensao 4 ,

aopo bl() bOl a1
P R
[ b1 boo ayo

@i(a) boi(a) bio(e) aoo(e)

e
boo 10 Qo1 b1
bio(ar) agolar) api(a) boi(a
5 1&) oo(a) an(a) Oi) (94)
bo1 ai1 ) bio
bi(a) ag(a) agle) beo(a)
temos que

AT® = (AP, 4+ BP_)U = T sgAD.

Fica, assim, provada a igualdade (90).
Asigualdades (91) e (92) constatam-se facilmente, por verificagao directa.

Proposigao 3.1.3 Sejam A, B € GLY*(R) as funcoes matriciais (93) e

(94). Se
C=A"'B, (95)
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entao

€0\ . £ 0

C= C () (96)
0 € 0 ¢
07\ [0z

= ) . (97)
T 0 70

Se C admite uma factorizagdo em Lo(R), p € (1,00), tal que C = C; AC_
com A = diag{0"Zy,,...,07Zy,}, onde 51 > ... > 3, | < 4, sdo os indices

parciais da factorizacao, entdo os factores externos verificam as sequintes

tgualdades:
E 0 . .
C, = C (o) ATVH,, (98)
0 &
—1q/—1p A—1p—1 €0
C. = AVHIAATIC (o) , (99)
0 &
e
0 7 .
C, = (C) " H,, (100)
T 0
_ 0 7
C.=A'H'A (Cr) , (101)
7 0

onde Ay = diag{07'Z,,,...,057 1y}, 01 sao os factores da factorizagao (77),
E e I denotam as matrizes (89), e H;, i = 1,2 é uma matriz racional, de

dimensao 4, triangular superior por blocos, com a sequinte estrutura

Hip = *
H;, = 0 el * , (102)
0 0 Hy
onde cada bloco H;;, 1 =1,2, j =1,...,1, na diagonal principal, € uma ma-

triz constante nao singular de dimensdao d;, multiplicidade do indice parcial
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»j, € cujas entradas nao nulas sao tais que
_ _
(Hi),s = Pons (0) ,m < s, m,s =1,...,4,
onde pi . é um polindmio, na varidvel 0, de grau inferior ou igual a K., — Ks.

Dem.: Asigualdades (96) e (97) verificam-se facilmente partindo da defini¢ao
de C, de (91) e de (92).
Como A (o) = A_A'A, entao

C(a)=Ct () A_ATTALC_ ()

C M (a)=C (@) ATTAATIC (). (103)

De (96) e (103) tem-se que

(0 2)erem]sloea (D)
C= CT () AT | A [AZCT () :
0 & 0 &

Assim, obtemos duas factorizagoes diferentes de C em Ly(R), pelo que

E'Hli

€0 1 1 “lg—1pA A—1p—1 €0
Cy = Ci () AZ"Hy, Co=AN"H{AAZC (o) :
0 & 0 &

onde H; tem a estrutura (102).

Por outro lado, como @ =07'(t), t € R, vem que
— -1 — =1 ——\ —1
(C) =(@C2) A(Cy) . (104)

De (97) e (104) obtém-se que

(2]
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De modo semelhante, obtemos duas factorizagoes diferentes de C em

Ls(R), pelo que FH,:

0 T\ _ _ N
C, = (C) "My € =AH'A(@C)T ,
T 0 70

onde Hs tem a estrutura (102). =

A funcao matricial H; introduzida na proposicao anterior satisfaz as

seguintes propriedades.

Proposicao 3.1.4 Nas condi¢oes da proposicao anterior, a matriz Hy € tal
que

Hy (o) = ALATYHTIAATY, (105)

e os blocos da diagonal principal, Hij, j =1,... 4, satisfazem a igualdade

H3 =1, (106)
Dem.: De (98) vem que
£ 0 e
Ci(a)= CZ' AL (o) Hy (o)
0 &
0 que equivale a
0
Hi () = Ay (o) C- + (@)
0 &
-1
£ 0 £
Usando (99), o facto de A (o) = A_ (por (78)) e de =
0 & 0
obtém-se (105), de onde resulta
A_ATYHIAATYH, (o) = T. (107)
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Considerando as matrizes A_ , A e H; por blocos, a igualdade anterior

pode ser escrita da seguinte forma:

HE  x *
0o . x =17,
0 0 H3

donde se conclui que HF; = Z,,j=1..,1. =

Corolario 3.1.5 Se os indices parciais de C sao todos iguais, entao a matriz

H, € involutiva: H? = T.

Proposicao 3.1.6 Se os indices parciais de C sao todos diferentes, entdao a

matriz Hy toma a forma

€1 P12 P13 DPiu4
0 € p2s poa
0 0 € psa
0 0 0 e

onde ¢, € {—1,1}, i =1,....4 e p;j, i < j, sdo polinomios na varidvel  de

grau inferior ou igual a K, — K, tal que

Piit1 (a(0)) = —€z‘€z‘+15]iiiki+lQk”l_kipz‘,iﬂ-

Dem.: A partir de (106), conclui-se que ¢; € {—1,1}, i =1,...,4.
De (107) decorre que:
e1p12 (@) + 0% 7 F29%2 7Ry 0 — 0, logo

P12 (@) = —erex0F17 20k Fp .
e1p1z () + 082087 F1p hpos () + €308 R0 R = 0,
e1p14 (Q)+0M 20827 opoy (@) +05 07 T apay (@) +ea0F TFAGR T p = 0;
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€9P23 (Oé) + 63962_]639143_]62])23 = O, 10g0
a3 () = —eaes0™ 30" 2 s

€apay () + OF> ks gks = o apy () + a0 ARy, = 0,

e3paa (@) + g0 F19F R = 0, logo

pas (@) = —egeg™3FagRa ks, — 0.

A funcao matricial H, anteriormente referida satisfaz as propriedades

seguintes.

Proposicao 3.1.7 Nas condigoes da Proposicao 3.1.3, a matriz Hy € tal que
Hy = AVHS A,

e o0s blocos da diagonal principal, Ha;, j =1, ...,1 satisfazem a igualdade

H_QJHQJ - Idj-

_ 0 7 _
Dem.: A igualdade (100) é equivalente a C = C-'H,. De modo
T

_ 0 7
idéntico, (101) é equivalente a Cy = CZ'A~YH;'A. Estas duas
7 0

igualdades permitem concluir que Hy = A~'H; A, logo

H_21H21 * *
0 K * =17,
0 0 HoHy

donde se conclui que Ho;Haj = Zgj, j = 1, ..., 1.
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Teorema 3.1.8 Seja T p o operador integral singular (84). Se as fungies
matriciais A e B (93) e (94) sao invertiveis em LYX4(R) e C = A™'B ad-
mite uma factorizagio gemeralizada em Lo(R), tal que C = CLAC_ com

A = diag{0™, ..., 0"}, entdo
dimker Ty = dim (ker Q; | Nker Q, |R),

kerTap={n ' (®): @=A"(C. —C'A™ ") ryov}, rp(t) = (t+10)7,

onde v € ker Q1 |'B Nker Q3 'V, Q; , i = 1,2, sdo os operadores de projec¢do

lineares
1
Q=3 [I—H'AAT'X U], x =007,
1
Q=3 [I+Hy'A07'C],

€

P = {v e TAR) : v; = p:(0), i =1, 4} ,
com p; € Pri=l ge ki € Noup;, =0 ser; <0, em que Pr=1 denota o espaco

dos polinémios de grau menor ou igual a k; — 1 € Ny, sobre o corpo dos

numeros reais.

[
Dem.: Seja ¢ € ker Ty p, entdo, tendo em conta (90), ¥ = An(p) € ker Ty 5.

Pelo Teorema 1.5.2 tem-se que
\I[ = A@ = (C+ — C:lA_l) rLv,

ri(t)=(t+1i) ' eveP.
E evidente que

\Il+ = P+\I/ = C+T+U (108)

U_ =P ¥=-—C*'AN'r v (109)
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Naturalmente que ¥ € é, portanto satisfaz as condigoes (88), e assim

E 0
P.UV = U,
0 &
0 7
P.CYU = v,
70
Por (ii) de (31) e de (83),
£ 0
U, = U, (110)
£
0 7
Cv, = .. (111)
0

Das igualdades (108), (109) e (110) resulta que

L E 0 o
Ci(a)ry(a)Uv = C'A " ryv, (112)
0 &
C-H(a)A™ Uv = — £ C 113
“ (@A (@)ri(e)Uv 0 € +7'4V- (113)

Atendendo a que

ry (@) = —rex, x=00""

e usando as igualdades (98) e (99), verifica-se que (112) e (113) sao equiva-

lentes e tomam a forma
H AN U = v,

permitindo concluir que Qv =0, v € L.
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Das igualdades (108), (109) e (111) resulta que

_ 0 7
C+CT+U = - C:lA_1T+U, (114)
Z 0
1 0 7
(c2) ! (A) 10r+v = - Cyryv. (115)
Z 0

-1

)

De acordo com (100) e (101), atendendo a que T _gte que 6 = ()
rt
as igualdades (114) e (115) s@o equivalentes a

v+ Hy AT Cv =0,
o que permite concluir que Qv =0, v € E. =m

No caso em que os coeficientes dos operadores A e B, definidos por (85),

sao elementos de C,(R) é possivel formular o seguinte resultado.

Proposig¢ao 3.1.9 Nas condi¢oes da Proposicao 3.1.3, para A, B € QC’ﬁX‘l(R),

det Hl =1.
Dem.: De (98) vem que
E 0
Hl = A+Cf (Oé) C+.
0 ¢
Tomando t = ¢y, temos que:
E 0
Hi (o) = A (to) C— (to) - Cy (to) - (116)

A igualdade (81) implica que

Ay (to) = diag {(=1)"" ..., (=1)™} A(to)
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e, portanto,

det Ay (fo) = (=1)"det A (to) ,

onde k é o indice de C, kK = K1 + ... + Ky, para A = diag{6™*, 6" 0" 0"*}.

Vejamos que k é um numero par.

De (91),
E 0 E 0
= Ala) ,
0 & 0 &
logo
E 0 E 0
C=A" Ala) : (117)
0 €& 0 €&
Assim,

indC=ind A '+ind A inda = —ind A —ind A = —2ind A,
donde se conclui que x é um nimero par, pelo que
det Ay (o) = det A (to) .
Da igualdade anterior e de (116) resulta que
det Hy (to) = det A (t9) det C_ (to) det C; (1),

isto é,
det Hl (tg) =detC (to) .

Por outro lado, usando a igualdade (117) vem que

E 0 0
det C (to) = det A (t9) det det A (tg) det
0 & 0 &

ou seja,
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Logo, det H; (to) = 1. Como H; é uma matriz triangular superior por

blocos e estes sao constantes, entao

det H1 (to) = det Hl =1.

3.1.1 Operadores integrais singulares com deslocamento

Considerando o método anteriormente utilizado para determinar o nicleo do
operador

Typ=AP +BP_, (118)
analisemos o caso particular em que os operadores funcionais A e B sao
A = agl + aroU, B = bool + b1oU, (119)
com coeficientes em L. (R), e onde U € £(Ly(R)), definido por (30),
(Up) (t) = o(=t+h), heR,

satisfaz as propriedades (31).

Neste caso, é possivel descrever uma base do nicleo do operador T4 5 e,
consequentemente, determinar a sua dimensao.

Para os resultados andlogos aos da sec¢ao anterior nao serao apresentadas

demonstracgoes.

Sejam € = {P € LZ(R) : ) = Dy =, p € Ly(R)} e
7 La(R) —€,

a aplicagdo que associa cada funcao ¢ € Ly(R) a ® € €. Por ¢ denote-se o

subespago ¢ =im A ,onde A : & — ¢éo operador invertivel

A =diag (I,U)|€.
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Teorema 3.1.10 Seja T : € — L3(R), o operador definido por
T =diag (Tap, Tap)|€.
O operador verifica a relacdo
T = ATy 5A,
onde Tap : L3(R) — L3(R), € o operador integral singular sem deslocamento,
Tus=AP, +BP.,
com coeficientes matriciais:

Qoo bio boo 10

A= e B= . (120)

alo(O() bog(Oé) bl()(Oé) aoo(Oé)

Proposicao 3.1.11 As matrizes A, B € GL2**(R) e C = A™'B satisfazem

as sequintes relagoes:

= EB(a)é, (121)
B = EA()E, (122)
C=ECYa)E, (123)

onde £ =
1 0

Proposigao 3.1.12 Se C = A™'B admite uma factorizagio em Ly(R), tal
que C = CL AC_ com A = diag{0™,0"}, entdo os factores externos satis-

fazem as sequintes igualdades:

C, = EC'(a)AI'H, (124)
C. = AN'HT'AAZ'CI (@) €,

4



onde
Ay = diag{07, 072},

01 sdo os factores externos de (77) e H € uma matriz constante 2 X 2, se o0s

indices parciais de C sdo iguais, ou uma matriz racional triangular superior,

no caso contrdrio.

Proposicao 3.1.13 Nas condi¢oes da Proposicao 3.1.12, se k1 > Ko, a ma-

triz H tem a sequinte estrutura

onde €3 = e =1 e p(0) € um polinémio de grau menor ou igual a ki — Ko,
tal que
p(0(a)) = —ereax™ " p(0),
onde y = 00~
A matriz H satisfaz a igualdade
H(a) = A_A"HTAATE
No caso em que k1 = ko, H € uma matriz constante tal que

HE=T.

Dem.: Da Proposicao 3.1.12 sabemos que, se os indices parciais de C sao

diferentes, entdao a matriz H é da forma

€1 p(@)
0 €9

onde €15 € C e p () é um polinémio de grau menor ou igual a 1 — k2. Tendo

em conta (124) e (78), conclui-se que
A_ANTYHAAN Y H (0) =T,
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e, portanto, €2 = €2 = 1. Decorre ainda desta igualdade que

p(0()) = —ereax™ " 1p(0), x = 00",

Teorema 3.1.14 Seja T4 g o operador integral singular definido por (118)-
(119). Se as fung¢oes matriciais A e B sao invertiveis em L2X*(R) e
C = A 'B admite uma factorizacio generalizada em Ly(R), tal que

C=C.AC_ com A = diag{0",0™}, entdo
dimker Ty g = dim (ker @ |),
ker Tap={n ' (®): @ =A""(C. —C'A ) ryv}, ro(t) = (t+10)7,
onde v € ker Q |'B, Q € o operador de projec¢do linear

Q= % [I—HTAAXT'U], x =001,

B = {v € L3(R) : v; = pi(0), i = 1,2} ,
com p; € Pfi7lse k; € N oup;, =0 se k; < 0 e P! denota o espaco dos

polinomios, na varidvel 6, com grau menor ou igual a k; — 1 € Ny.

Por Q) € £(P"~1) representaremos os operadores de projeccao:
Q(Ri) — (I _ eiXRi_lU) ,1=1,2, (125)

onde € = 1.

Lema 3.1.15 Nas condicoes do ltimo teorema, e no caso em que

K1 > kKo >0, v= (p1(9),p2(0))T € ker () se e so se
p2(6) € ker Q)
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pi(6) = = pa(O)p(6) + pi(6). pi(0) € ker Q.

Entao
dim ker Q = dim ker Q) + dim ker Q*2),

Dem.: Seja v = (p1(6),p2(0))" € ker Q. Usando o resultado da Proposicéio
3.1.13,

e p(d
. 0\
0 €9
verifica-se que a equacgao
Qu=0

é equivalente a
{pl(e) —ax™ ' Up1(0) = —ereap(0) x> Ups(0)
pa(0) — eax2 Upa(0) =0 '
A primeira equacao trata-se de uma equacao nao homogénea que admite

—%pg(ﬁ)p(ﬁ) como solugdo particular e, dai,

€1

pi(0) = =5 p2(0)p(0) + pi(0), pi(0) € ker QU

Da segunda equacio vem que py(#) € ker Q(#2).

Podemos concluir que, v = (p1(0), p2(A))" € ker Q se e s6 se

0= 10750) + (~2p0)1) 1200)

e, portanto,

dim ker Q = dim ker Q") + dim ker Q*2),
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Lema 3.1.16 Se k1 > Ky > 0, sejam Q). i = 1,2, os operadores de pro-
jecgao (125). Entao

K 1—|—€z
2 4 ’

dim ker Q) = {— +

em que [z] denota a parte inteira do nimero .

Além disso, uma base dos espacos ker Q) € constituida pelas funcies

gD ="t — ™™ om =1, ..., dimker Q").

m

Dem.: Para provar o lema vamos considerar a seguinte base de P%i~!

{Xm’l} ,m=1, .. K.

As igualdades (77) e (78) implicam que x(a) = x~'. Portanto,

Q(ni)(xmfl) _ (mel . Eixmfm) , m= 1, ey KyGe

N | —

Estas igualdades permitem concluir que, para ¢; = —1,

dim ker Q(”i) = [%] ,

e, para e =1,

dim ker Q) = [Ri + 1} :

2
]

Teorema 3.1.17 Seja Ty g o operador integral singular definido por (118)-
(119). Se A e B sao fungoes matriciais invertiveis em L2*(R) e C = A™'B
admite uma factorizagao generalizada em Ly(R) com indices parciais k12 :

K1 > Ko, entao

1261} , ko <0,k >0

8]+ [+ 52 m > 0

0
dimkerTy p = [”1
[



Se os coeficientes dos operadores funcionais A e B definidos por (119) sao

elementos de C,(R), é possivel extrair resultados adicionais. Vejamos:
Proposicao 3.1.18 Nas condigoes da Proposicdo 3.1.12, para A, B € QC’EL“(R),
detH = —1.

Dem.: Seguindo as ideias da demonstragao da Proposicao 3.1.9, constata—se
que kK = K1 + Ko € um numero par.
Tendo em conta que, no ponto fixo ty do deslocamento «, a primeira

igualdade em (124) pode ser escrita do seguinte modo
H (to) = Ay (to) C- (to) EC (o) ,
e que, usando a igualdade (122),
det C (to) = 1,

tem-se que

]
Proposigao 3.1.19 Sejam A, B € gchi’(lﬁi) matrizes com a estrutura (120).

Nas condigoes da Proposicao 3.1.12, se os indices parciais de C sao diferentes,

a matriz H tem a sequinte forma:

onde € € {—1,1} e p(0) € um polindmio de grau menor ou igual a K1 — Ko,

tal que



Dem.: A demonstracao é consequéncia directa da proposi¢ao anterior e da

Proposicao 3.1.13. =

Teorema 3.1.20 Seja T4 5 o operador integral singular definido por (118)-
(119). Se A e B sao fungoes matriciais em QC’EL“(R) e Kia: K1 > Kg $40 0S

indices parciais da factorizacio de C = A7'B, entdo k1 e ky tém a mesma

paridade e
0, k1 <0
dimker Ty 5 = {% + 111 k>0, Ky <0
%1—;—@’ Ko >0

onde e € {—1,1}.

3.1.2 Operadores integrais singulares com conjugagao
Seja T4 p 0 operador integral singular emparelhado:
Typ=AP;+BP._, (126)
onde A e B sao os operadores funcionais
A = apl + a10C, B = bool + b1oC, (127)

com coeficientes em EOO(R), e C' é o operador de conjugagao complexa (82)

que, como sabemos de (83), anti-comuta com o operador S.

Sejam €& = {@ €LAR):d =Py =¢,p€ EQ(R)} e
71 Ly(R) —€,

a aplicacao que associa cada funcao ¢ € ZZ(R) a ® € ¢ Por & denote-se o

subespago ¢ =im A ,onde A : & — Eéo operador invertivel

A =diag(1,0)|€.
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Teorema 3.1.21 Seja T : & — L2(R), o operador definido por
T =diag (Tap,Tar)|€.
O operador verifica a rela¢ao
T = ATy A,
onde Ty : L2(R) — L2(R), ¢ o operador integral singular
Tap=AP. . +BP_,
com coeficientes matriciais A e B de dimensao 2:

b _ 01
A=| " ") p-gas, €= . (128)
aro  boo 10
A matriz C = A™'B satisfaz

1

cC=¢£(C) €, (129)
para A, B € GLZ?(R).
Proposicao 3.1.22 Se
C=A"'B
admite uma factoriza¢io em Lo(R), tal que C = Cy AC_, com A = diag{0™,0"*},

entdo os factores externos satisfazem as sequintes iqualdades:

1

C. = &E(C) H (130)
C. = A'HTA(CH)E, (131)

onde
Ay = diag{07, 072},

0. sdo os factores externos de (77) e H é uma matriz constante 2 X 2, se os

indices parciais de C sao iguais, ou uma matriz racional triangular superior,

no caso contrdrio.
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Dem.: Basta tomar em consideragao que a rela¢ao (129) implica que
=1, 5\ -1
cC=¢ (C,) A (C+) &,
o que constitui outra factorizagdo de C em Ly(R). =

No resto do capitulo, por P" representaremos o espaco linear dos polinémios

de grau menor ou igual a n € Ny, sobre o corpo dos niimeros reais.

Proposicao 3.1.23 Nas condigoes da proposi¢ao anterior, se 0s indices par-

ciais de C sao diferentes , k1 > Ko, entdo Iy, o € R, Ip(0) € pri=r2 .

iy 2]
N p(0) |

0 e
onde o polinomio p(0) satisfaz a igualdade
p(0(0)) = —e g ()
A matriz H satisfaz a igualdade
H=A"HTA
No caso em que k1 = ko, H € uma matriz constante tal que
H=H"

Dem.: Da Proposicao 3.1.22 sabemos que, se os indices parciais de C sao

diferentes, entao a matriz H é da forma

€1 p(@)
0 €9

onde €15 € C e p(f) é um polinémio de grau menor ou igual a £; — k2. Tendo

em conta (130) e (131), conclui-se que
AHA'H =T.
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Desta igualdade resulta que || = |eo| = 1. Assim, Jp; € R @ ¢ = €,

7 =1,2. Decorre ainda que
p(B(a)) = —e tralgr=rip(g).
Se k1 = ko, NAHA™YH =T é equivalente a H =H!. m

Teorema 3.1.24 Seja T4 p o operador integral singular com conjugagao
(126). Se as fungées matriciais A e B sao invertiveis em L2%*(R) e
C = A 'B admite uma factorizacio generalizada em Ly(R), tal que

C=C.AC_ com A = diag{0"™,0™}, entdo
dimker Ty p = dim (ker @ ),

ker Typ = {m (D) : @ = A" (C. —C'A ) ryv}, ro(t) = (t+14)7",

onde v € ker Q |'B, Q € o operador de projec¢ao linear

Q= [1+H A6,

P ={ve IR v = pi(6), i =12},

com p; € Pri—lge ki € N oup, =0 se r; <0.
Lema 3.1.25 Sejam Q) € S(f”“_l) 0s operadores de projec¢ao:

(I+e™g%'C), i=1,2. (132)

N —

Q(Hi) _

Nas condigoes do ultimo teorema, e no caso em que Ky > kg > 0,

v = (p1(0), p2(0))" € ker Q se e s6 se

p2(6) € ker Q)
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677;/141

pi(0) = ———p2(0)p(0) + pi(9), Pi(6) € ker Q).

Entao
dim ker Q = dim ker Q) + dim ker Q*2),

Lema 3.1.26 Se k1 > Ky > 0, sejam QU i = 1,2, os operadores de pro-

jecgdo definidos em (132). Entao
dim ker Q") = x;.
Dem.: Considerando a base de P%i~!
{6767}, j=0,...,5 — 1,
temos que

span{q?,iq, }, se n é par
ker Q) = pan {4, id} P ,i=1,2,

span {q},iq.,iq*}, se n é impar

onde
+ —Qm_lj: —i,u,ieni— -1 Ki
qm = € , m=1,.., E )
e
* _tHg K1 ’ s
¢"=e 2602, sen é impar.
[ ]

Tendo em conta o ultimo teorema e os ultimos dois lemas é possivel

formular o seguinte resultado.

Teorema 3.1.27 Seja T4 5 o operador integral singular definido por (126)-

(127). Se as fungées matriciais A e B sao invertiveis em L2*%*(R) e
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C = A7'B admite uma factorizagao generalizada em Lo(R) com indices par-

ciais K12 @ K1 > Ka, entao

O, K1 S 0
dimkerTap = ¢ ki, k1 >0, Ky <0

K1+ Ka, Ko >0

Conclui-se deste modo que, no caso do operador emparelhado com con-
jugagao, a dimensao do nucleo do operador T p depende unicamente dos

indices parciais da factorizacao da matriz C.
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