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Resumo: A metodologia baseada na melhor predi¢do linear empirica nao enviesada
(Empirical Best Linear Unbiased Prediction), consagrada com o acrénimo EBLUP,
é muito utilizada na estimacdo de parametros para pequenos dominios. Apesar da
relativa facilidade de dedugao dos EBLUPSs, mesmo num contexto de um modelo lon-
gitudinal, a medi¢ao da sua qualidade é um problema complexo devido a dificuldade
de estimacao do erro quadratico médio de predigao (EQMP) de tais preditores. Neste
trabalho utiliza-se um estimador de parametros de interesse em pequenos dominios
assistido pelo modelo temporal de Rao-Yu (Rao e Yu, 1994). O EBLUP temporal é
apresentado e é revisitada a aproximacao analitica assimptotica do EQMP do EBLUP
temporal proposta por Rao e Yu (1994). Sob o modelo de Rao-Yu, é proposta uma
metodologia jackknife ponderada para estimar o EQMP do EBLUP, desenvolvida a
partir dos trabalhos de Chen e Lahiri (2008). Foi realizado um estudo por simulagao
com o objectivo de comparar o desempenho do estimador proposto com o obtido por
via da aproximagcao analitica do EQMP.

Palavras—chave: jackknife, EQMP do EBLUP temporal, métodos de reamostragem,
estimacao em pequenos dominios

Abstract: The empirical best linear unbiased prediction approach is a popular method
for the estimation of small area parameters. While empirical best linear unbiased pre-
dictors (EBLUP) are fairly easy to obtain, even under a longitudinal model, measuring
its quality is a challenging problem due to difficulties on estimating the mean squared
prediction error (MSPE) of such estimators. This work assumes that the small area
parameters of interest follow a cross-sectional and time-series stationary model due to
Rao and Yu (1994). This paper presents the temporal EBLUP and reviews the asymp-
totic analytical approximation of the MSPE of the EBLUP proposed by Rao and Yu
(1994). Under the model due to Rao and Yu (1994), a weighted jackknife method is
introduced to estimate the MSPE of the temporal EBLUP using similar ideas as in
Chen and Lahiri (2008). A Monte Carlo simulation study was carried out in order to
compare the performance of the proposed estimator with the estimator based on the
asymptotic analytical approximation of the MSPE.
different measures of uncertainty of the temporal EBLUP with this estimator.

Keywords: jackknife, MSPE of the temporal EBLUP, resampling methods, small
area estimation
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1 Introducao

Nas ultimas décadas tem-se assistido a um crescimento acentuado da procura
de estimativas fidveis para parametros de varidveis de interesse ao nivel de pe-
quenos dominios, tendo em vista produzir informagcao estatistica que permita um
melhor planeamento, afectacdo mais equitativa de recursos nas areas da saude,
educacgao, protecgao social, entre outras, ou mesmo a realizagao de andlises ex-
plicativas. Os pequenos dominios referem-se tipicamente a pequenas areas ge-
ogréaficas ou pequenas subpopulagoes, para as quais a informacgao obtida através
de inquéritos por amostragem é escassa, e para as quais se pretende estimar de-
terminados parimetros. Nestes casos, os estimadores tradicionais (estimadores
directos baseados no desenho amostral e que utilizam valores da varidvel de
interesse exclusivamente do dominio de estudo) ndo produzem estimativas com
um nivel de precisao adequado, uma vez que sao baseadas geralmente num re-
duzido nimero de observagoes amostrais disponiveis em cada dominio. No lim-
ite, poderao eventualmente existir dominios sem qualquer observagao amostral,
para os quais nao é possivel sequer produzir estimativas directas.

Para resolver este problema, tem vindo a ser desenvolvida uma classe de
estimadores indirectos baseados na metodologia EBLUP, a qual se tem reve-
lado bastante adequada num vasto conjunto de aplicacoes na drea da estimacgao
em pequenos dominios e de problemas relacionados. A referida metodologia
utiliza um modelo linear geral misto adequado para capturar as caracteristicas
principais do desenho amostral e para combinar no processo de estimacao a in-
formacao amostral disponivel com informagao auxiliar relevante proveniente de
outras fontes, de forma a compensar a escassez de informagao amostral relativa
a cada um dos dominios que sdo alvo de inferéncia. Dados administrativos,
bem como dados amostrais exteriores ao dominio e/ou ao momento de refer-
éncia, sao comummentemente utilizados neste tipo de estimacao. Desta forma,
os modelos utilizados na estimagao em pequenos dominios permitem produzir
estimativas para os parametros de interesse com adequados niveis de precisao.
Entre os modelos de nivel area contemporaneos, encontra-se o conhecido mod-
elo de Fay e Herriot (1979). Contudo, a utilizacdo mais frequente de inquéritos
longitudinais veio permitir utilizar dados de natureza cronolégica, muitos deles
apresentando autocorrelagdo temporal significativa. Foi neste contexto que Rao
e Yu (1994) propuseram um modelo temporal de nivel drea para estimacdo em
pequenos dominios.

O modelo temporal de Rao-Yu é um caso particular do modelo linear geral
misto envolvendo efeitos aleatérios autocorrelacionados com uma estrutura de
covariancia homogénea. Utilizando a metodologia EBLUP, Rao e Yu (1994)
derivaram o EBLUP temporal e uma aproximagdo analitica do EQMP desse
estimador, seguindo as ideias de Kackar e Harville (1984). Contudo, essa aprox-
imacao corrigida até a segunda ordem exige que se verifique a normalidade
dos erros do modelo, bem como que se esteja perante um pequeno ntimero de
periodos de tempo e um grande nimero de pequenos dominios para aproximar
correctamente os verdadeiros valores do EQMP do EBLUP temporal.
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As técnicas de reamostragem sao actualmente aceites como boas alternativas
as aproximacoes assimptoticas. Elas sdo atractivas porque sao conceptualmente
simples e de facil aplicacdo mesmo para modelos mais complexos. Para além
disso, essas técnicas exigem que se verifiquem menos pressupostos e o seu desem-
penho é satisfatério mesmo para um reduzido numero de pequenos dominios.
Neste contexto, varios métodos de reamostragem tém vindo a ser propostos no
contexto da estimacdo em pequenos dominios. Veja-se por exemplo o método
jackknife proposto por Jiang, Lahiri e Wan (2002) e o método bootstrap intro-
duzido por Butar e Lahiri (2003) para estimagao da incerteza do EBLUP do
parametro de interesse em pequenos dominios. Veja-se também os recentes de-
senvolvimentos do método jackknife apresentadas por Chen e Lahiri (2008), do
bootstrap paramétrico apresentadas por Gonzalez-Manteiga et al (2005, 2007)
e por Hall e Maiti (2006a), e do bootstrap nao paramétrico apresentadas por
Hall e Maiti (2006b). Contudo, os referidos métodos ainda nao foram utilizados
no contexto de modelos temporais de nivel area para estimacao em pequenos
dominios. Este trabalho apresenta uma extensao da metodologia jackknife pon-
derada para estimar o EQMP do EBLUP temporal, utilizando ideias semel-
hantes as de Chen e Lahiri (2008). Um estudo por simulagdo compara o de-
sempenho dos estimadores jackknife com a aproximacao analitica do EQMP do
EBLUP temporal, para diferentes valores dos parametros de variancia.

O artigo estd organizado da seguinte forma. Na seccdo 2 é apresentado o
modelo de Rao-Yu. Na seccdo 3 é discutida a estimacdo do EQMP do EBLUP
temporal e apresentada a sua aproximagcao analitica. Na seccao 4 é introduzida
a metodologia jackknife ponderada para estimar o EQMP do EBLUP tempo-
ral. O estudo por simulacao com o objectivo de comparar o desempenho dos
estimadores jackknife com a aproximacao analitica do EQMP do EBLUP tem-
poral é apresentado na seccao 5. Finalmente, a seccao 6 contém as principais
conclusoes deste trabalho.

2 Modelo de Rao-Yu

O modelo de nivel area proposto por Rao e Yu (1994) ¢ o seguinte modelo em
trés niveis:

Yir = Oi + ey (1)
Oi = X/itﬂ + U + Ui (2)
U = PUi—1 + €, |p] <1 (3)

onde #;; € o parametro de interesse referente ao i-ésimo pequeno dominio no
periodo t (i=1,..., m; t=1,..., T) e representa-se por y;; o seu estimador di-
recto nao enviesado no desenho, e;; sao os erros da sondagem normalmente
distribuidos, conhecido 6;;, com média 0 e variancia conhecida o2, x;;(p x 1)
é um vector coluna de variaveis auxiliares e G(p x 1) é um vector coluna de
parametros de regressdo. Tem-se ainda que v; sao efeitos aleatérios especificos
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de dominio independentes com v; ~ N (0, 02) e u;; sao efeitos aleatorios especifi-
cos de dominio-tempo independentes com €;; ~ N (0,0?), seguindo um processo
AR(1) para cada i. Assume-se que os erros {e;t}, {vs} e {u;} sdo mutuamente
independentes. Combinando o modelo de erro de sondagem (1) com o modelo
de ligagao (2) e com o processo AR(1), Rao e Yu (1994) obtiveram o seguinte
modelo:

Vit = X5 B+ v + it + €1, Ui = PUi—1 + e, |p] < 1. (4)

Rao e Yu (1994) mostraram que o modelo (4) pode ser apresentado na forma
matricial como:

y=X0+Zv+u+e (5)

onde y = coli<i<m (¥i), ¥i = coli<i<t (Yit), X = coli<i<m (Xi), X = coli<i<T
(X;t), Z = Im X 1T, VvV = COllgigm (Vi), u = COllgigm (ui), u; = COllgtﬁT (uit),
e = coli<i<m (€;), i = coli<i<r (€it), I, € uma matriz identidade de or-
dem m e 1p(T x 1) é um vector coluna de uns. Adicionalmente, e, v e u
sdo mutuamente independentes, com u ~ N (0,06°1,, @ T), v ~ N (0,02L,,)
e e ~ N(0,R), onde I'(T x 1) ¢ uma matriz com elementos pl"=7!/ (1 — p?)
e R = diagi<i<m;i<i<T (U?t). Assumindo que os erros da sondagem sdo in-
dependentes satisfazendo e;; ~ N(0,1), pode-se verificar que o modelo (5) é
um caso particular do modelo linear geral misto com estrutura de covarian-
cia homogénea diagonal por blocos, Cov (y) = V = blockdiagi<i<m (V;), com
V; = 0’T' + 02Jr + Ir. Assumindo que o vector das componentes de variancia
WP = (aﬁ,aQ,p)/ ¢ conhecido, o estimador BLUP de 60;; é dado por (Rao e Yu,
1994):

0 () = X8 + (0217 + 0*9r) V! (yi = XB) (6)

onde (8 = (X'VﬁlX)f1 X'V~ly e 44 é a t-¢sima linha de T'. Rao e Yu (1994)
estimaram o2 e o2 através de um método dos momentos (extensdo do método
IIT de Henderson (Henderson, 1953)) e consideraram p conhecido, de forma a

-~

obter o estimador EBLUP de 6;;, 0;:(¢). Por esta razédo, considera-se daqui em
diante que ¢ = [02(p), Uz(p)]'.

3 Aproximacao analitica do EQMP do EBLUP temporal

A partir dos trabalhos de Kackar e Harville (1984) e de Prasad e Rao (1990),
Rao e Yu (1994) deduziram uma aproximacdo de segunda ordem do EQMP
do EBLUP temporal, quando as componentes de variancia sao estimadas pelo
referido método dos momentos. Assumindo que os erros {e;;}, {v;} e {u;} sdo
normalmente distribuidos e p é conhecido, essa aproximagcao é dada por:

EQMPit(851) = g1it (V) + g2it () + g3it (1) (7)
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onde
gt () = 02+ 0%/ (1= p?) = (0217 + o*%) V' (0217 +0%v) . (8)

9oit (V) = [xu—X[V; ! (0217 + 0%y)] (X’V*lx)‘1 [xit—X[ V! (o217 + 02)],
9)
g3t (V) = tr (AX"), (10)

sendo ¥*(2 x 2) uma matriz de variancias-covariancias dos estimadores ndo en-

viesados das componentes de variancia, 52(p) e 32(p), e A; uma matriz simétrica

da mesma dimenséo com elementos diagonais a1 = [y, — T'V; ! (o217 + 02%)]/
Vi [y =TV (0217 + 029)] e age = [1, — 3,V 1 (0217 + 0%,)] Vi

[1,5 — Jthl (U?,lT +U2'yt)] e com elementos fora da diagonal a12 = ag =
['yt — I‘V;1 (U?,lT + Uzwt)}/V;l [lt — JtV;1 (UZIT + 02%)]. Segundo Rao e
Yu (1994), a avaliagdo dos elementos de ¥*, V (812,), % (82) e Cov (83;82), é
baseada na avaliacao da covariancia de duas formas quadraticas normalmente
distribuidas. Assumindo que p é conhecido e que a estimacdo das componentes
de variancia é efectuada pelo método IIT dos momentos de Henderson (1953),

)= [G2(p), 82(/))}/, entdo um estimador aproximadamente centrado do EQMP
do EBLUP, com valor esperado corrigido até & ordem o(m~1), ¢ dado por (Rao

e Yu, 1994):
eqmplY (i) = g1:0(¥) + goie () + 20310 (1). (11)

4 Aproximacao jackknife ponderada do EQMP do EBLUP
temporal

Nesta seccao é introduzida uma metodologia alternativa que permite obter uma
aproximacao do estimador do EQMP do EBLUP temporal através de um pro-
cedimento jackknife ponderado. Note-se que a expressao do EQMP dada em (7),
envolve expressoes exactas para as parcelas gi;;: € go24:- Contudo, a parcela gs;:, a
qual representa a variabilidade adicional presente no EBLUP temporal devida &
estimacao das componentes de varidncia, nao pode ser calculada analiticamente
de forma exacta, sendo necesséario utilizar aproximacdes. E neste contexto que é
apresentada uma metodologia jackknife, baseada nos trabalhos gerais de Jiang,
Lahiri e Wan (2002) e Chen e Lahiri (2008), a qual estd desenhada para de-
terminar estimativas para gs;;. E entdo deduzida uma aproximacio jackknife
ponderada para o estimador do EQMP do EBLUP sob o modelo temporal de
nivel area estacionario devido a Rao e Yu (1994). O método jackknife con-
siste genericamente em retirar inicialmente as observagoes referentes ao j-ésimo
pequeno dominio, j=1, ..., m, em seguida estimar, para cada pequeno dominio
excluido, os parametros do modelo com base no conjunto de dados remanescente
e, por ultimo, estimar as diferentes componentes do MSPE.
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Considerando-se o modelo de Rao-Yu e a estimagao das componentes de
variancia pelo método dos momentos, uma aproximacao jackknife ponderada
para o estimador do EQMP do EBLUP temporal é dada por:

eqmp%]t(ait) = gut(&) + g2it({/;) - /C\Q/VJ,t(TZ)ng(QZ) +tr(Aow ) +
+ {Lt(i) [Yi - Xﬁ(@} [YZ' - Xﬁ(@)} / L::({[J\)UWJ,t} (12)

onde g1;:(¢) € dado por (8), g2::(¢)) é dado por (9) e A; é uma matriz simétrica
de dimensdo 2 x 2 tal como descrito acima. Para além disso, Vgi;:(¢p) =

v

!
9g1it 9914 2 : 2 2 A H
( St aagt é o gradiente de g1;:(¢)) em o* e o2, 0 qual é um vector de di-
mensao 2 x 1 com elementos:

991 1 - _
5ot = T= 7 T L0 + 0% ) VT = 2] Vilopdr + o) (13)
o
ag;;t =1+ [(001y + 0®y)' V' Ip — 213 Vi (0211 + o). (14)

!/
Tem-se ainda que L, (¢) = (g?; , g;’; ) é uma matriz por blocos de ordem 27" x 1,

onde by = V; ! (6217 + 07;), e com blocos de ordem T x 1 dados por:

b B _
872 =V; ' [%—TV; ' (ol1r + 0*v)] (15)
¢ b
87,; =V, 17 — IV (o217 + o*y)] - (16)

Por altimo, €yt = > vy wet(zz,e —’L//J\) ¢ um estimador jackknife ponderado do
enviesamento de 1, i.e., E(y) —; e Uy = ZZL:1 Wet(Y—e — ) (Y_e—1)) € um

estimador jackknife ponderado da matriz de covariancias de 12, ambos corrigidos
até a ordem o(m~1), e onde ¢)_. é o estimador de 1) depois de eliminar os dados
referentes ao e-ésimo pequeno dominio e w.; sao ponderadores a satisfazerem a
seguinte condi¢do we; = 1+ o(m™1).

Como existem diferentes possibilidades de escolha dos ponderadores, decidiu-
se utilizar duas possibilidades utilizadas por Chen e Lahiri (2008) no contexto do

modelo de Fay-Herriot: wy ¢ = (m—1)/mews o = 1—x%, (2111 ZtT:1 xitx;t> B

Xq¢. Naturalmente que o uso de diferentes ponderadores resulta em diferentes
estimadores jackknife do EQMP do EBLUP temporal.

5 Estudo por simulacao de Monte Carlo

Neste estudo, foram considerados 28 dominios (m=28) e 7 periodos de tempo
(T'=7). Foi considerado um modelo com p=2, incluindo a constante. Os valores
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de X; foram gerados com base em X; ~ Unif(0;1). Admitiu-se que os ver-
dadeiros valores dos efeitos fixos sdo 3 = (1,2)’. Os efeitos aleatérios v; foram
gerados de forma independente satisfazendo v; ~ N(0;02) com o2 € {0,5;1,0}.
Os efeitos aleatorios u;; foram obtidos com base nos valores gerados de forma
independente para e;; ~ N(0;02) com o2 € {0,25;0,5;1,0}, e considerando
p € {0,2;0,4;0,8}. O estudo por simulagdo de Monte Carlo foi realizado com
base em L=1000 conjuntos de dados gerados tal como descrito acima. Para
cada conjunto de dados foram produzidas estimativas "analiticas"e estimati-
vas jackknife com pesos wi et € wa . para a terceira componente do EQMP,

-~

93it(¥), i=1,..., 28, t=1,..., 7. Em seguida foram calculadas as estimativas

eqmpﬁy(@\it), eqmp;-]tl(@-t) e eqmpi? (@-t), e 0 seu respectivo enviesamento rela-
tivo (ER), EQM relativo (EQMR) e racio de enviesamento (RE):

L
eqmpf, = L1 eqmpy,” (17)
=1
L= eqmply” — BEQM Py
ERy =L~ i 100 18
" l; EQMP, x (18)

eqmp?t(l) — EQM Py)?
EQMP;;

L
EQMR; = L") ( x 100 (19)
=1

LYF eqmpt — EQM P,

VIS5 (eamps? — EQM P,

onde a € {RY, J1, J2} representa os diferentes estimadores do EQMP e EQM P;;
representa as estimativas empiricas do EQMP do EBLUP. As estimativas em-
piricas do EQMP do EBLUP, as quais sdo tomadas como valores de referéncia,
foram calculadas previamente utilizando R=5000 conjuntos de dados, de forma
a assegurar melhor precisao nos resultados. Com o objectivo de sintetizar os re-
sultados obtidos no estudo por simulacao, foram produzidas trés medidas globais
para o conjunto dos m7' dominios de interesse: a média do valor absoluto do en-
viesamento relativo, MVAER = (mT)~* Y7 /| |[ERy|; a média do EQM
relativo, MEQMR = (mT)~* 37 ST EQM Ry; e a média do récio de en-
viesamento, MER = (mT)~* .7 S°1_ |REy|.

Na tabela 1 sdo apresentados os resultados referentes ao MVAER, MEQMR
e MRE dos estimadores em anélise quando p = 0,4. Os resultados correspon-
dentes a p € {0,2;0,8} sdo omitidos porque permitem retirar conclusées glob-
almente semelhantes as da situacao exposta na tabela 1. Os resultados indicam
que nao existe um estimador que seja uniformemente melhor do que os restantes,
em termos de enviesamento, de EQM e de racio de enviesamento, para todas
as combinagoes de componentes de varidncia. Os resultados evidenciam tam-
bém que as aproximagoes jackknife do EQMP do EBLUP temporal apresentam

RE;, = (20)
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niveis de enviesamento relativo e de EQM relativo da mesma ordem de grandeza
que a aproximacao analitica, a qual apresenta um melhor desempenho nestas
medidas. Pelo contréario, é ainda de salientar que as aproximacoes jackknife
tendem a apresentar um melhor desempenho ao nivel do racio de enviesamento.

Tabela 1: MVAER, MEQMR e MRE dos estimadores do EQMP do EBLUP
temporal, p = 0,4

MVAER(%) MEQMR(%) MRE
o2 | 02 | RY J1 J2 | RY J1 J2 | RY J1 ]2
0,25 | 0,5 | 31,607 38,391 38,503 | 4,587 7,559 7,632 | 0,856 0,815 0,814
1,0 | 28,119 33,028 33,086 | 3,872 5812 6,005 | 0,842 0,808 0,794
0,50 | 0,5 | 22,858 25,810 25,864 | 3,304 4,854 4,881 | 0,812 0,766 0,766
1,0 | 20,858 23231 23248 | 3,002 4,809 4,849 | 0,800 0,702 0,700
1,00 | 0,5 | 12,236 13,477 13,508 | 1,176 1,430 1,446 | 0,807 0,806 0,806
1,0 | 11,549 12,758 12,785 | 1,108 1,351 1,357 | 0,798 0,799 0,800

6 Conclusao

Neste artigo é apresentado um procedimento jackknife ponderado para esti-
mar o EQMP do EBLUP temporal. Os resultados indicam que ndo existe um
estimador que seja uniformemente melhor do que os restantes em todas as situ-
agoes. Contudo, é de salientar que os resultados numéricos também demonstram
que os estimadores jackknife constituem uma verdadeira alternativa & aproxi-
macao analitica, mesmo para um pequeno nimero de periodos de tempo e um
nimero moderado de pequenos dominios. Em particular, o uso deste tipo de
estimadores por reamostragem é promissor num contexto de estimagao em pe-
quenos dominios assistida por modelos longitudinais mais complexos, para os
quais é impossivel deduzir aproximagoes analiticas do EQMP do EBLUP.
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