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Resumo

Este estudo tem como objetivo compreender de que forma os alunos, perante
uma questdo que se resolve pela aplicacdo de uma operacdo aritmética, escolhem essa
operacdo. Tal propdsito resultou das dificuldades que os alunos manifestam nas minhas
aulas e que outros professores também detetam frequentemente. Por outro lado, o
problema tem sido alvo de diversas investigagdes, sendo claro que ndo ha ainda uma
resposta satisfatoria, o que confere pertinéncia ao presente estudo.

O quadro teorico centra-se na nocdo de sentido da operacdo, discutindo
pormenorizadamente varias interpretacfes de uma mesma operagdo. Essas diversas
interpretacdes tém implicacGes na forma como os alunos decidem que operacgéo aplicar.
Para orientar o desenvolvimento do estudo, formulei quatro questdes de investigacao:

1. E possivel identificar situacdes em que os alunos apresentam mais ou menos
dificuldade na identificacdo da operacdo a efetuar?

2. Quando os alunos néo identificam a operacéo correta, que operacao escolhem?

3. E possivel encontrar justificacdo para as dificuldades apresentadas pelos alunos
na identificacdo das operacdes?

4. As respostas as questdes anteriores poderdo dar-nos indicacdes para melhorar a
aprendizagem dos alunos?

Foi construido um instrumento, composto por um conjunto de tarefas, com
maior incidéncia nas operagdes multiplicativas e envolvendo nudmeros inteiros e
decimais. A sua aplicacdo foi feita no ano letivo de 2009/2010 a trés turmas do 5.° ano,
trés turmas do 6.° ano e trés turmas do 7.° ano de escolaridade, em escolas do Algarve e
da regido de Lisboa, num total de 158 alunos.

De acordo com a natureza das questdes de investigagdo, e considerando as
varias op¢des metodoldgicas na investigacdo em Didatica da Matemaética, adotei uma
metodologia mista, que se apresentou como a mais adequada.

Da analise dos dados sobressairam diferencas entre as varias situagdes de
utilizacdo das operagdes. As operacOes aditivas revelaram-se de mais fécil interpretacdo
do que as multiplicativas. Nestas Gltimas, a divisdo (razdo e comparagdo multiplicativa)

e a multiplicacdo (produto cartesiano) foram as de mais dificil interpretacdo. Também



nas situacdes que envolveram numeros decimais, 0s alunos apresentaram mais
dificuldade do que nas correspondentes com nimeros inteiros.

As caracteristicas proprias de cada situacdo e as praticas letivas, que geralmente
ndo tratam todas as situacbes da mesma forma, foram as principais justificacbes

encontradas para as dificuldades dos alunos.

Palavras-chave: Operagdes aditivas; OperacGes multiplicativas; Sentido da operacéo;

Escolha da operacdo; Dificuldades dos alunos; Metodologia mista.



Abstract

This study aims to understand how students, faced with a task that is solved by
applying an arithmetic operation, choose this operation. This goal resulted from
observing the difficulties that students demonstrate in my classes and that other teachers
also often detect. On the other hand, while the problem has been the target of several
studies, it is clear that there is still no satisfactory answer, which gives relevance to this
research.

The theoretical framework focuses on the notion of operation sense, discussing
in detail various interpretations of the same operation. These various interpretations
have implications for how students decide which operation to apply. To guide the
development of the study, I have formulated four research questions:

1. Is it possible to identify situations where students have either more or less
difficulty in identifying the operation to be performed?

2. When students do not identify the correct operation, which operation do they
choose?

3. Is it possible to find reasons for the difficulties presented by the students in
the identification of operations?

4. Can the answers to the previous questions give indications on how to improve
students learning?

| created an instrument consisting of a set of tasks, focusing mainly on
multiplicative operations and involving whole numbers and decimals. It was applied in
2009/2010 to three classes of 5th Graders, three classes of 6th Graders and three classes
of 7th Graders from middle-schools in the Algarve and in Lisbon, making a total of 158
students.

According to the nature of the research questions, and considering the various
methodological choices available for research in the field of Didactics of Mathematics, |
adopted a mixed methodology, which was seen as the most suitable.

Data analysis highlighted differences between the various scenarios of
operations usage. Additive operations have proven to be more easily interpreted than
multiplicative operations. In the latter, the division (rate and multiplicative comparison)

and the multiplication (cartesian product) were more difficult to interpret. Furthermore



students had more difficulty with situations involving decimal numbers, than with the
corresponding situations in integers.

The characteristics of each situation, together with the teaching practices, which
generally do not treat every situation in the same way were the main justifications found

for students’ difficulties.

Keywords: Additive operations; Multiplicative operations; Operation sense; Choice of

operation; Difficulties of students; Mixed methodology.
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CAPITULO 1

Introducao






1.1. Porqué estudar este assunto?

Na matematica escolar estudam-se diversos temas, todos eles de grande
importancia para a compreensdo e aquisicdo do conhecimento matematico. Como
professor que trabalha diariamente com alunos do segundo ciclo do ensino basico,
deparo-me com dificuldades que os alunos apresentam, algumas delas repetidamente. E
nas operagdes aritméticas que encontro uma das dificuldades que mais me tem
preocupado ao longo do meu percurso profissional de professor de matematica.

Quando ¢é apresentada aos alunos uma situacdo que se pode resolver usando uma
operacdo, é habitual que estes apresentem duvidas em saber qual deve ser usada.
Também me preocupa a forma como, com alguma frequéncia, eles tentam ultrapassar
este problema: a sorte! Expressodes do tipo “é de mais”, “¢ de menos”, “¢ de vezes”, sdo
frequentes, a espera que o professor valide alguma delas. Nestes casos, verifica-se que
ndo h& uma verdadeira tentativa de interpretar a situacdo. Claro que isto ndo ocorre com
todos os alunos; ha aqueles que associam corretamente determinadas situacdes as
operacdes aritméticas adequadas. Creio que esta dificuldade existe porque, entre outros
aspetos, os alunos ndo sabem (ou tém dificuldades em saber) o que significa adicionar,
subtrair, multiplicar ou dividir. E isto parece-me preocupante, pois embora a matematica
ndo se resuma as operacdes, elas tém um importante peso nesta disciplina. E preciso
deixar claro que todavia quando estes alunos falham na escolha da operagdo necessaria
para resolver uma tarefa, até podem dominar os algoritmos que permitem encontrar o
resultado das operacdes. Mas para que serve saber calcular o resultado da operacéo, se
ndo se sabe qual a operacdo a realizar? De uma forma exagerada direi que nao serve
para nada. Claro que € uma resposta pesada, pois saber calcular também tem a sua
importancia, mas pretendo reforcar que se trata de uma dificuldade de grande
relevancia.

A minha experiéncia e a constatacdo de que outros professores também detetam
essas dificuldades foram apenas o ponto de partida. A pesquisa tedrica mostra que este
problema é assinalado por varios autores e que hé trabalhos de investigagdo publicados
sobre a aprendizagem das operacfes. No entanto, ndo ha ainda uma resposta satisfatoria
para minorar as dificuldades sentidas pelos alunos na hora de decidir qual a operacao

que resolve determinada situacdo. Assim, investigar este assunto torna-se pertinente e



atual, pois consiste em procurar respostas para uma dificuldade real do dia-a-dia das
aulas de matemaética e também para uma questdo em aberto na investigagao.

Os estudos disponiveis sobre esta problemaética dizem-nos que cada operagdo
tem varias interpretacdes. Assim, cada uma delas pode ser dividida em varios casos:
varias situacdes de adicdo, de subtracdo, de multiplicacdo e de divisdo. Por vezes temos
a mesma operacdo, até com 0s mesmos nimeros, mas com interpretacfes diferentes,
como nos dois exemplos seguintes:

1. Em cada caixa ha 5 livros. Quantos livros hd em 4 caixas?

2. Numa festa ha 5 rapazes e 4 raparigas que vao dancar. Quantos pares se
podem formar?

Nestes dois exemplos a multiplicacdo é interpretada de forma diferente: no
primeiro caso tem o sentido aditivo, enquanto no segundo tem o sentido combinatério.
Entdo o que significa, realmente, multiplicar? Além das duas interpretacfes
exemplificadas, ainda temos muitas outras. E 0 mesmo se pode observar nas restantes
operacoes.

Essas diversas interpretaces tém implicaces na forma como os alunos
adquirem o sentido de cada operacdo, pois é necessario conhecer uma multiplicidade de
significados, alguns dos quais pouco intuitivos.

Esta diversidade tem uma importancia crucial na aprendizagem das operacoes e,
consequentemente, na forma como os alunos decidem escolher qual a operacdo que
resolve determinada situacdo. Aqui pode estar a explicacdo para algumas dificuldades
dos alunos quando lidam com as operagdes.

Para compreender essas dificuldades e tentar encontrar formas de as ultrapassar
seria interessante diagnostica-las, criar propostas de trabalho que visassem lidar com
este insucesso e aplica-las em sala de aula para verificar a sua adequacgdo. Mas constatei
rapidamente que no tempo disponivel para realizar uma tese, ndo seria possivel fazer
tudo. A construgédo de propostas de trabalho para alunos com o objetivo de melhorar a
compreensdo do sentido das operagdes, sem um verdadeiro diagnostico da situacéo,
também me parece pouco sensato. Neste sentido, o presente estudo tem como grande
objetivo: identificar, caracterizar e compreender as dificuldades manifestadas por alunos
do 5° ao 7.° ano de escolaridade na escolha da operagdo aritmetica adequada a
resolucdo de questdes tipificadas, com o propdsito de obter indica¢Ges que permitam a

melhoria das aprendizagens neste dominio da matematica escolar.



1.2. Questoes de investigacdao

Face ao objetivo explicitado, proponho-me investigar a forma como se
manifestam as dificuldades dos alunos, com base na definicdo de quatro questdes de

investigacdo, assim formuladas:

1. E possivel identificar situacdes em que os alunos apresentam mais ou menos
dificuldade na identificacdo da operacdo a efetuar?

2. Quando os alunos néo identificam a operacéo correta, que operacao escolhem?

3. E possivel encontrar justificacio para as dificuldades apresentadas pelos alunos
na identificacdo das operacdes?

4. As respostas as questdes anteriores poderdo dar-nos indicag¢6es para melhorar a

aprendizagem dos alunos?

Este trabalho estd, entdo, orientado no sentido de responder as questdes
anteriores, visando compreender a forma como os alunos interpretam o sentido das
diversas operacoes.

Tal como, atualmente, se da bastante importancia a constru¢do do sentido do
namero por parte dos alunos, tanto no Programa de Matemética do Ensino Bésico como
na investigacdo em didatica da matematica, considero que sera igualmente importante
dar uma significativa atencdo ao sentido das operacdes e a forma como este vai sendo

adquirido pelos alunos desde muito cedo.






CAPITULO 2

Fundamentacao tedrica






2.1. Consideragdes prévias

Na sequéncia do que foi exposto na introducdo, o tema que vai ser objeto de
estudo pode ser analisado de dois pontos de vista distintos:

1) Dada uma situacéo, que operacao permite resolvé-la?

ii) Dada uma operagdo, por exemplo, 3 X5, que situacbes levam a esta
operacgao?

Este trabalho esta centrado na natureza das operacbes e suas implicagdes na
aprendizagem, pois penso ser este um dos aspetos que pode conter uma parte importante
da explicacédo para as dificuldades apresentadas por grande nimero de alunos na selecéo
da operacdo adequada a determinada tarefa. No entanto, outros aspetos podem
influenciar a escolha da operacdo por parte dos alunos. Por isso, embora de forma
menos profunda, farei uma breve abordagem a outros pontos, tais como o sentido e a
natureza do nimero e as préticas letivas na disciplina de matematica, no ensino bésico.

Irei entdo analisar a natureza das primeiras quatro operacfes que séo aprendidas
no ensino basico (adicao, subtracdo, multiplicacdo e divisao).

O que significa, realmente, adicionar, subtrair, multiplicar ou dividir?

. A adicdo esta ligada a ideia intuitiva de juntar.

. A subtracdo esta associada a ideia de tirar.

. A multiplicacdo pode ser vista como sucessivas adi¢des.

. A divisdo associa-se a ideia de repartir (matematicamente também

é vista como sucessivas subtragdes).

2.2. A adigdo e a subtracdo

A adicdo é, naturalmente, a primeira operacdo a ser aprendida pelos alunos, pois
ela quase se confunde com o ato de contar. Quando adicionamos, por exemplo, 5+4,
realmente estamos a contar o total. Assim, a adi¢do é associada frequentemente a ideia

de juntar duas quantidades. E, matematicamente, é assim. No entanto, ela ndo ¢ utilizada



apenas quando fisicamente se juntam duas quantidades. Para melhor clarificar esta

ideia, vamos ver alguns exemplos de situacdes que levam a adicéo.

Exemplo 1
O Jodo tinha 5 berlindes e ganhou 3. Quantos tem agora?

Neste caso juntam-se fisicamente duas quantidades. Esta situacdo corresponde a

ideia natural que esté associada a adi¢do: juntar duas quantidades.

Exemplo 2
O Joao tem 5 berlindes verdes e 3 azuis. Quantos berlindes tem?

Neste caso pretende-se saber (calcular) o numero total de berlindes.
Matematicamente, juntamos duas quantidades, mas fisicamente ndo ha qualquer acdo
de juntar. Embora isto pareca elementar para os adultos, cujo sentido da adicdo esta
adquirido, 0 mesmo ndo acontece com as criancas em fase de aprendizagem, pois a
identificacdo da operacdo ndo é automatica. Os alunos tém que pensar, e ao analisarem
as situacdes verificam que estes dois primeiros exemplos, apesar de se resolverem com
a mesma operacdo e com 0S mesmos numeros, sdo realmente diferentes. E esta
constatacdo aqui exemplificada é extremamente importante, pois em cada operacéo
existem, como veremos, varias situaces distintas. Assim, ao contrario do que se
poderia supor numa analise superficial, os alunos ndo tém que aprender a identificar
quatro situacdes, cada uma correspondente a uma operagdo, mas um nimero maior. E
aqui pode estar grande parte da explicacdo para as dificuldades apresentadas. Mas

vejamos outro exemplo.

Exemplo 3
O Jodo perdeu 5 berlindes e ficou com 3. Quantos tinha inicialmente?

Esta situacdo é também interessante comparada com as anteriores. Aqui volta a
haver uma agdo, mas em vez de se juntar, separa-se (ou retira-se) uma parte, 0 que pode
levar a relacioné-la com a subtracdo. Mas, como nos casos anteriores, temos a mesma
adicdo. Matematicamente continuamos a juntar duas quantidades, mas fisicamente
retira-se uma parte a uma quantidade.

Na verdade, do ponto de vista matematico, adicionar corresponde sempre a

juntar duas quantidades. Mas a adigdo ndo é utilizada apenas quando ha uma unido
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fisica de duas quantidades, o que pode ser uma dificuldade para os alunos na construgédo
do sentido da operacao.
Podemos agora ver situacfes semelhantes, mas de subtragéo.

Exemplo 4
O Jodo tinha 5 berlindes e perdeu 3. Quantos tem agora?

Este € o exemplo tipico que se associa a subtracdo: tem-se uma quantidade e

retira-se uma parte. Podemos dizer que fisicamente ocorre uma subtracao.

Exemplo 5
O Jo&o tem 5 berlindes. Trés séo grandes. Quantos sdo pequenos?

Aqui, embora seja necessario efetuar a mesma opera¢do, e com as mesmas
quantidades, ndo héa fisicamente uma subtracdo, nem qualquer outra acdo. Trata-se de

utilizar a subtracéo para comparar duas quantidades.

Exemplo 6
O Jodo ganhou 3 berlindes e ficou com 5. Quantos tinha?

Neste caso ha uma acdo fisica, mas de juntar duas quantidades, situacdo mais

associada a adicao; no entanto voltamos a ter a mesma subtracao.

Estes exemplos introdutorios parecem-me esclarecedores quanto a ideia de que
cada operacdo (neste caso a adicéo e a subtracdo) permite resolver situacdes de natureza
diferente. Pode-se assim afirmar que ha varios tipos de adicGes e subtracdes. Como
veremos posteriormente, 0 mesmo ocorre com a multiplicacéo e a diviséo.

Vamos aprofundar um pouco mais este tema, ainda na adicdo e subtracdo. Na
pesquisa bibliografica efetuada, relativa as diferentes situa¢fes que podem surgir com as
quatro operagdes, foi possivel encontrar varias classificagdes, consoante os autores.
Assim, para a adicdo e subtracdo, tomei como referéncia a classificagdo apresentada por
Lieven Vershavel e Erik De Corte (1996), por considerar ser a mais completa. Segundo
estes autores, as situacGes de adicdo e subtracdo dividem-se em trés categorias:
mudanc¢a, combinacdo e comparacdo. Karen Fuson (1992) divide ainda uma das
situacbes, a mudanca, em mudanca para mais e mudanga para menos, 0 que parece

fazer bastante sentido, ja que a primeira € normalmente associada & adicéo e a segunda a
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subtracdo, ainda que, como vimos anteriormente, iSSO nem sempre aconteca. Esta
variavel foi entdo considerada na classificagdo que apresentarei posteriormente.

Situacdes de mudanca referem-se a casos dinamicos ou ativos com uma
alteracdo fisica na quantidade inicial. Existe uma quantidade inicial que é alterada,
juntando-se outra quantidade (exemplos 1 e 6) ou retirando-se parte dela (exemplos 3 e
4). As situacGes de combinacgdo, sdo estaticas existindo duas quantidades que se
combinam sem qualquer alteracdo fisica (exemplo 2). A comparagdo é também uma
situacdo estatica que relaciona duas quantidades a fim de se encontrar a sua diferenca
(exemplo 5). Na combinacdo ou comparacao podemos ter fisicamente duas quantidades
separadas (exemplo 2) ou podemos combinar ou comparar uma quantidade com parte
dela (exemplo 5). Numa andlise mais detalhada, vamos encontrar, em cada caso,
diversas situacdes que veremos a seguir, comecando pela mudanca.

Tendo em consideracdo os trés casos, mudanca, combinacdo e comparacdo, e as
suas diversas variaveis, podemos encontrar catorze situacdes distintas de adicdo e
subtracéo.

Vamos analisar essas variaveis em cada um dos trés casos referidos. No final
deste ponto (a adicéo e a subtracdo) serdo apresentadas tabelas, exemplificando todos os
casos.

Na mudanga, podemos considerar dois aspetos importantes: o sentido da

mudanca e a quantidade desconhecida

. [Para mais
Sentldo{
Para menos
Mudanca Inicial
Quantidade desconhecidas Final

Que muda

Figura 1 - Esquema das situacdes aditivas de mudanca

As situacBes mais intuitivas sdo as duas primeiras, isto €, uma adi¢do com a
mudanca para mais e com a quantidade final desconhecida, e uma subtragdo com a
mudanca para menos, também com a quantidade final desconhecida. Supostamente,

estas sdo as situagdes mais faceis para os alunos, pois a adigdo esta associada a ideia de
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juntar e, consequentemente, a um aumento, enquanto que a subtracdo esta associada a
ideia de tirar e, consequentemente, a uma diminuicéo.

No caso da combinac¢do temos duas situagdes: dois conjuntos distintos, ou um
conjunto e uma parte dele proprio. Reparemos que se trata de situacGes estaticas, tal
como na comparacdo, que veremos a seguir. Dado ndo haver uma acao fisica como na

mudanca, sup8e-se que os alunos tém mais dificuldade nestas situagdes.

.. [Reunido — Adicéao
Combinacéo _ 3
Subconjunto — Subtraccéo

Figura 2 - Esquema das situagdes aditivas de combinagdo

Finalmente temos a comparagdo. Tem semelhancas e diferencas em relacéo as
duas situacGes anteriormente referidas. Em relagdo a mudanca, tem em comum poder
considerar-se 0 sentido (para mais e para menos) e também a quantidade desconhecida
(parte diferente, comparada ou de referéncia). No entanto, enquanto a mudanca € uma
situacdo dinamica, esta é esttica — e neste ultimo caso temos uma semelhanga com a
combinacao.

_ {Para mais
Sentido
Para menos
Comparacao Diferente
Quantidade desconhecida Comparada

De referéncia

Figura 3 - Esquema das situacGes aditivas de comparacao

Numa anélise mais profunda podemos ainda, em cada caso, encontrar outras
variaveis. Nao é o mesmo trabalhar com quantidades, digamos até a centena, ou de
varios milhares. Também ndo é o mesmo trabalhar com berlindes (objetos concretos e
quantidades discretas), ou medidas de comprimento, pesos, areas, volumes (situagdes
mais abstratas e quantidades continuas). Por vezes, ouvimos frases do tipo; “eu nao sei

fazer contas com euros” (ou com quilometros, por exemplo). Estas varidveis ndo foram
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consideradas neste trabalho, pois ndo foi possivel estudar todos o0s aspetos, no entanto
achei que deveriam ser referidas, pois ndo deve ficar a ideia de que a questdo da
identificacdo das operacdes por parte dos alunos se esgota na classificagdo das mesmas.

Nos exemplos anteriores foram apresentadas situacdes que apenas envolveram
nameros inteiros. Mas ha que dizer que os alunos participantes neste estudo (5.°, 6.° e
7.° anos de escolaridade) trabalham também com os nimeros decimais e com fracGes.
Como sera justificado posteriormente, o estudo das operacGes com fracbes ndo foi
incluido neste trabalho. Assim, foram estudadas apenas as opera¢Ges com ndmeros
inteiros e decimais. Numa sequéncia légica de aprendizagem, os numeros inteiros
surgem primeiro, seguidos dos restantes. A natureza dos numeros decimais e das
fracbes ndo é a mesma que a dos inteiros, pelo que a sua introducdo terd certamente
consequéncias na aprendizagem. E como é que a natureza dos nameros influencia a
interpretacdo das operacGes? Esse € um tema que serd tratado adiante, mas para concluir
este ponto relativo a adicdo e a subtracdo farei aqui uma pequena introducédo a variavel
que se prende com a natureza do nimero.

O significado da adicdo e da subtracdo é o mesmo, quer estejamos a trabalhar
com numeros inteiros ou decimais. Com a multiplicacdo e a divisdo isso ja nédo
acontece, pois ha interpretacdes dessas operacdes especificas para 0s nimeros inteiros,
para 0s numeros decimais e outras comuns a ambos 0s €asos.

Dado que na adicdo e subtracdo, ndo ha uma especificidade propria para o caso
dos decimais, apresento a seguir, uma tabela que contém os exemplos anteriormente
expostos, na qual se juntam situacdes com a mesma classificacdo mas com nimeros
decimais.

A seguir apresentam-se tabelas com o resumo das situacBes de adicdo e

subtracdo, tanto com ndmeros inteiros, como com nimeros decimais.

Para mais
Para menos

Sentido

Mudanga Inicial
Quantidade desconhecidas Final
Que muda

Figura 4 - Esquema das situac¢des aditivas de mudanca
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Quantidade

Sentido . Exemplo Operacao
desconhecida P perag
1 O Jodo tinha 3 berlindes e recebeu 5.
Inteiros Quantos tem agora?
Para Num recipiente estavam 3,5 litros de agua e
1 mais Final deitaram-se 2,5 litros. Que quantidade de Adicao
L agua ficou no recipiente?
Decimais o as
O Jodo tinha 3,50 euros e recebeu 2,50 euros.
Com quanto dinheiro ficou?
2 O Jodo tinha 8 berlindes e perdeu 3.
Inteiros Quantos tem agora?
Num recipiente estavam 3,5 litros de dgua e
Para . . . ~
5 Menos Final gastaram-se 2,5 litros. Que quantidade de Subtracao
Decimais agua ficou no recipiente?
O Jodo tinha 3,50 euros e gastou 2,50 euros.
Com quanto dinheiro ficou?
3 O Jodo tem 3 berlindes mas precisa de 8.
Inteiros Quantos lhe faltam?
Para - . -
mais Que muda Temos 3,5 litros de dgua, mas precisamos de Subtracio
3 6 litros. Que quantidade de dgua nos falta?
Decimais O Jodo tem 3,50 € e quer comprar um livro
de 6 €. Quanto dinheiro lhe falta?
4 O Jodo tem 8 berlindes, mas sé precisa de 5.
Inteiros Quantos lhe sobram?
Num recipiente estdo 6 litros de dgua e é
Para . . . , ~
Que muda preciso utilizar 3,5 litros dessa dgua. Que Subtragdo
4 menos .
Decimais quantidade sobra?
O Jodo tem 6 € e precisa de gastar 3,50 €.
Quanto dinheiro lhe vai sobrar?
5 O Jodo tinha alguns berlindes e recebeu 3,
Inteiros tendo ficando com 8. Quantos tinha?
Para Num recipiente que tinha alguma agua,
5 mais Inicial deitaram-se 2,5 litros e ficou com 6 litros. Que | Subtracdo
Decimais guantidade de 4dgua havia no recipiente?
O Jodo recebeu 2,50 € e ficou com 6 €.
Quanto dinheiro tinha?
O Jodo tinha alguns berlindes e perdeu 3,
6 . .
. tendo ficado com 5. Quantos tinha
Inteiros .
inicialmente?
Para .. De um recipiente tiraram-se 2,5 litros de -
Inicial . . . Adigdo
6 menos agua, tendo ficado com 3,5 litros. Que
N qguantidade de agua havia no recipiente?
Decimais

O Jodo gastou 2,50 € e ficou com 3,50 €.
Quanto dinheiro tinha?

Tabela 1 - Situagdes aditivas de mudanca
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Combinagéo{

Reunido — Adicéo
Subconjunto — Subtraccéo

Figura 5 - Esquema das situagdes aditivas de combinagao

Exemplo Operagao
7 O Jodo tem 5 berlindes e a Ana tem 3.
Inteiros Quantos berlindes tém os dois juntos?
Num balde ha 3,5 litros de agua e noutro ha 2,5 litros
Reunido de dgua. Que quantidade de agua h3, no total, nos dois Adicdo
7
baldes?
Decimais
O Jodo tem 3,50 € e a Ana tem 2,50 €.
Quanto dinheiro tém, em conjunto, os dois?
8 A Maria tem 8 berlindes, verdes e azuis. Trés berlindes
Inteiros sdo verdes. Quantos sdo azuis?
Em 2 baldes ha um total de 6 litros de agua. Num deles
Subconjunto Subtracao
8 ha 2,5 litros. Que quantidade ha no outro?
Decimais O Jodo e a Ana tém, juntos, 6 €. O Jodo tem 3,50 €.
Quanto dinheiro tem a Ana?
Tabela 2 - Situagdes aditivas de combinacdo
. |Para mais
Sentido
Para menos
Comparagao- Diferente

Quantidade desconhecidas Comparada
De referéncia

Figura 6 - Esquema das situacdes aditivas de comparacgao
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Quantidade

Sentido desconhecida Exemplo Operagao
9 O Jodo tem 8 berlindes e a Ana tem 5 berlindes.
Inteiros Quantos tem o Jodo a mais do que a Ana?
Num balde verde ha 3,5 litros de agua e num
Mais . balde azul ha 2,5 litros. Que quantidade de 4dgua ~
9 Parte diferente ha a mais no balde verde do que no balde azul? Subtragdo
Decimais (cores para distinguir os baldes)
O Jodao tem 3,50 € e a Ana tem 2,50 €. Quanto
dinheiro tem o Jodo a mais do que a Ana?
10 O Jodo tem 8 berlindes e a Ana tem 5 berlindes.
Inteiros Quantos tem a Ana a menos que o Jodao?
Num balde verde ha 3,5 litros de agua e num
Menos Parte diferente ba,\Ide azul ha 2,5 litros. Que quantidade de dgua Subtracio
10 ha a menos no balde azul do que no balde
Decimais verde? (cores para distinguir os baldes)
0O Jodao tem 3,50 € e a Ana tem 2,50 €. Quanto
dinheiro tem a Ana a menos do que o Jodo?
11 O Jodo tem 5 berlindes e a Ana tem mais 3 do
Inteiros que ele. Quantos berlindes tem a Ana?
Parte Num balde azul ha 2,5 litros de agua, e num
Mais balde verde ha mais 1 litro do que no azul. Que Adicao
11 comparada . . .
Decimais quantidade de dgua ha no balde verde?
A Ana tem 2,50 € e 0 Jodo tem mais 1 € do que a
Ana. Quanto dinheiro tem o Jodo?
12 O Jodo tem 8 berlindes e a Ana tem menos 3 do
Inteiros que ele. Quantos berlindes tem a Ana?
Parte Num balde verde ha 3,5 litros de agua e num
Menos balde azul hd menos 1 litro do que no verde. Que | Subtragdo
12 comparada . . .
Decimais quantidade de agua ha no balde verde?
O Jodo tem 3,50 € e a Ana tem menos 1 € do que
o Jodo. Quanto dinheiro tem a Ana?
13 Jodo tem 8 berlindes, que sdo mais 3 do que tem
Inteiros a Ana. Quantos berlindes tem a Ana?
Num balde verde ha 3,5 litros, que é mais 1 litro
. Parte de do que ha num balde azul. Que quantidade de ~
Mais a . , , Subtragdo
13 referéncia agua ha no balde azul?
Decimais O Jodo tem 3,50 € que é mais 1 € do que o
dinheiro que tem a Ana.
Quanto dinheiro tem a Ana?
14 O Jodo tem 5 berlindes que sdo menos 3 do que
Inteiros tem a Ana. Quantos berlindes tem a Ana?
Um balde verde tem 5 litros de dgua, que é mais
Parte de . , -
Menos a 1 litro do que ha num balde azul. Que Adigdo
14 referéncia . . .
A quantidade de dgua hda no balde azul?
Decimais

O Jodo tem 5 €, que é mais 1 € do que o dinheiro
gue tem a Ana. Quanto dinheiro tem a Ana?

Tabela 3 - Situagdes aditivas de comparacao

A andlise atenta dos exemplos mostra que a interpretacdo das situacfes € a

mesma, quer se trabalhe com niimeros inteiros, ou com decimais.
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Embora tenham sido escolhidos a capacidade e o dinheiro, outras situagdes
poderiam aparecer, cuja interpretacdo seria a mesma, como se exemplifica com as duas
situacOes seguintes:

1. Uma garrafa tem 0,5 litros de sumo e nela deitam-se 0,3 litros de sumo. Que
guantidade de sumo fica na garrafa?

2. Um saco tem 0,5 kg de areia e deita-se nesse saco 0,3 kg de areia. Qual € o
peso da areia que fica no saco?

No caso das situacdes multiplicativas, como veremos a seguir, a interpretacdo da
operacdo torna-se mais complexa, tal como a sua passagem para os decimais. Por este
motivo, e também pelo facto das situacBes de multiplicacdo e divisdo terem sido
escolhidas preferencialmente para a construgdo de um instrumento de recolha de dados
a aplicar a um conjunto de alunos (como se vera adiante), estas operacGes merecem um

tratamento mais profundo do que as aditivas, o que sera apresentado a seguir.

2.3. Os numeros decimais e as fragées

Antes de entrarem nas opera¢cdes com numeros decimais ou com fracdes, 0s
alunos trabalham as operagdes com numeros inteiros, e essa experiéncia vai servir de
referéncia a aprendizagem das operacdes com numeros decimais e com fracdes. Além
da natureza das situacoes, também a natureza do nimero decimal ou fracionario, quando
comparado com os inteiros, terd um peso importante na forma como o aluno decide qual
a operacao a realizar.

Quando entramos no mundo dos numeros decimais e fragdes, um aspeto
importante tem a ver com a introducdo de medicdes, e com a diferenca entre contar e
medir. A contagem tem uma natureza discreta e aplica-se a objetos concretos que
podem ser visiveis e palpaveis. A medi¢do tem uma natureza continua e mais abstrata.
Por exemplo, se tivermos cinco berlindes, temos cinco objetos distintos e ndo faz
sentido falar em meios berlindes, pois a partida bocados de berlindes ndo séo utilizaveis.
Mas hé objetos que se contam e se podem, em situacGes realistas, partir. Faz sentido,
por exemplo, meia laranja, ou um quarto de pizza. S&o situagdes curiosas em que partes

representam nameros ndo inteiros, mas sdo contaveis de forma discreta. Mas entremos
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nas medidas propriamente ditas, que tém uma natureza continua. Se tivermos uma corda
com cinco metros temos apenas uma corda; 0s metros ndo se veem como os berlindes,
nem como as meias laranjas! As unidades ndo sdo distinguiveis separadamente. E
apesar de ter exemplificado com um ndmero inteiro de metros, vimos que a natureza
desta medicédo é diferente. Ora, é essencialmente com comprimentos, areas, volumes,
angulos, peso, tempo, dinheiro, temperatura ... que mais naturalmente entramos nos
nameros decimais e fragdes. Ha aspetos interessantes, como por exemplo no dinheiro,
em que as moedas de euros e céntimos podem representar, respetivamente, unidades e
centésimas, ou no caso em que temos quilos de algum produto em pacotes. De qualquer
forma, na prética poucas vezes temos esse tipo de situacdo que ajuda a ver as respetivas
unidades. Genericamente, enquanto na contagem temos objetos que se podem associar
de forma visivel a um nimero, na medicdo, essa associacdo, em muitos casos, torna-se
mais abstrata. Este € um dos motivos porque parece ser mais facil para os alunos
determinarem o nimero de objetos dispostos de forma retangular do que o valor de uma
area. Os objetos sdo visiveis ou faceis de imaginar ou esquematizar, enquanto 0 mesmo
ndo acontece com as unidades de comprimento ou de area. Uma coisa é entender que

em 10 filas de 12 cadeiras ha 120 cadeiras, outra coisa é entender que a area de um
retangulo de lados 10 m e 12 m tem 120m”de &rea, ou melhor, concluir que naquele

retdngulo cabem 120 quadrados com 1 metro de lado, pois estes quadrados ndo se veem,
ao contrério das cadeiras. Na verdade, embora contar e medir estejam naturalmente
associados aos numeros inteiros e aos decimais/fracdes, respetivamente, podemos
contar numeros decimais/fracdes e medir com numeros inteiros. A grande diferenca
estd, na realidade, na possibilidade de termos objetos distinguiveis separadamente ou
objetos que ndo se podem realmente distinguir. Esta diferenca é, provavelmente, mais
importante do que o facto de se tratar de um ndmero inteiro ou decimal ou fragdo.
Refletindo um pouco mais, ha situagdes em que ndo temos objetos, como no caso do
tempo ou temperatura, e ai a sua natureza sera sempre continua. Nao é possivel ver as
horas ou 0s graus e a sua representacao fiel é de natureza continua.

Avangamos agora para a natureza do numero decimal ou fragdo.

Estes surgem porque 0s nimeros inteiros ndo podem resolver todas as situagdes
que se nos deparam, e temos necessidade dos nimeros em forma decimal ou de fracao.

Se queremos dividir uma corda de 2 metros em 5 partes iguais, cada parte ndo
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. . ] ) 2
corresponde a um numero inteiro, dai a necessidade de escrevermos 0,4 ou e Esta

nova realidade € acompanhada por uma dificuldade acrescida. Aléem da introducdo de
um namero de outra natureza, ¢ a multiplicidade de significados e de contextos em que
ele pode aparecer que cria nos alunos grande dificuldade. Vejamos alguns exemplos em
que frequentemente aparecem as fracfes e 0s numeros decimais, e as suas respetivas

interpretacdes.

Exemplo 1 — Parte da area de uma regido (relacdo parte/todo)

% da barra estéo pintados

0,4 da barra estdo pintados

Esta figura também pode ser usada (embora ocorra com menos frequéncia) para

interpretar a fragdo como comparacéo entre dois conjuntos, como aparece em exemplos
seguintes. Assim, se questionarmos qual a fracdo que representa a parte escura, a
resposta pode vir em funcdo do total (relacdo parte/todo) ou da relacdo entre a parte

escura e a parte clara. Vejamos entao:

A parte escura representa 2 do total e 2 da parte clara.

Na segunda interpretacdo parte escura/parte clara ndo podemos usar ndmeros

decimais, pois a fracdo obtida ndo corresponde a um ndmero decimal.

Exemplo 2 — Comparacdo entre um conjunto e um seu subconjunto com

quantidades discretas.

2 . I
— dos circulos estdo pintados.

X JOI0I®

Este exemplo é habitualmente usado nas fragfes, mas em termos de nUmeros

decimais tambem poderiamos afirmar que 0,4 dos circulos estdo pintados. Seria mais
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visivel se dividissemos cada circulo em duas partes ou se tivéssemos pintado 4 de um

conjunto de 10 circulos (para haver uma divisdo em 10 partes iguais).

Exemplo 3 — O nimero correspondente a um ponto na reta

%como um ponto da reta

=
L b e

-

Pod

Exemplo 4 — Resultado de uma diviséo
Duas barras de chocolate foram repartidas igualmente por 5 pessoas.

Cada uma fica com % de uma barra de chocolate

|

Cada uma fica com 0,4 de uma barra de chocolate

Exemplo 5 — Comparacdo entre dois conjuntos

No conjunto A, ha % das bolas que ha no conjunto B.

No conjunto A ha 0,4 das bolas que ha no conjunto B

Conjunto B

O O
OO

Note-se que h& uma diferenca entre este caso e os exemplos 1 e 2, nos quais ha

Conjunto A

uma comparacao entre um conjunto e um seu subconjunto, enquanto aqui a comparagéo

é feita entre dois conjuntos.
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Exemplo 6 — Comparacdo entre duas grandezas

A barra da esquerda tem % do comprimento da barra da direita.

A barra da esquerda tem 0,4 do comprimento da barra da direita.
Note-se que ndo é o mesmo comparar quantidades discretas (exemplo 5) ou

continuas (exemplo 6)

2cm 5cm

Parece que compreender ou interpretar o que significa adicionar, subtrair,
multiplicar ou dividir, deve ser precedido da compreensdo do significado do nimero,
pois poderd ser mais complexo multiplicar, por exemplo, dois nimeros que nao
sabemos exatamente o que significam. Claro que multiplicar no sentido de aplicar o
algoritmo é possivel, mas entender o significado da operacdo é muito mais do que
encontrar o resultado.

Os exemplos anteriores ndo pretendem ser uma lista exaustiva de todos 0s casos
possiveis, mas sim exemplificar frequentes interpretacbes dos numeros decimais e das
fracdes, pondo assim em evidéncia que esta diversidade constitui uma dificuldade para
os alunos.

Uma primeira introducdo a adicdo e a subtracdo envolvendo nimeros decimais
ja foi feita no ponto anterior. Vamos avancar um pouco mais. Supondo que as situacoes
envolvendo numeros decimais sdo precedidas daquelas gue envolvem ndmeros inteiros,
como se fara essa passagem?

Indo de encontro ao ponto principal do trabalho, ter& o mesmo significado
adicionar, subtrair, multiplicar ou dividir com ndmeros inteiros € com nimeros
decimais?

Podera haver um paralelismo entre numeros inteiros e nimeros decimais para o
sentido de adicionar, subtrair, multiplicar ou dividir?

Na verdade, queremos saber se 0s alunos que, supostamente, tém adquirido o
sentido das operag¢des com nameros inteiros, poderdo utilizar esse conhecimento para,
dada uma situacdo envolvendo numeros decimais, decidir corretamente qual é a

operacgdo que a resolve.

22



A resposta as perguntas anteriores, Como veremos a seguir, ndo € unica. Vamos
encontrar situagdes que tém a mesma interpretacdo com os nimeros inteiros e decimais,
e outras que se aplicam s6 a um caso ou a outro.

Na adicdo e subtracdo, como ja foi referido, parece haver um paralelismo entre
as operacbes com numeros inteiros e com numeros decimais. A ideia de juntar ou
separar quantidades, respetivamente associada a adicionar e subtrair, pode entender-se
de forma semelhante nos ndmeros inteiros e decimais, como atras foi ilustrado. Nas
operacdes aditivas 0s nameros sdo vistos essencialmente como representando uma
quantidade. Outras interpretacbes, como as anteriormente referidas (por exemplo,
relacdo parte/todo) aparecem nas operacOes multiplicativas. Nestas, a passagem dos
nameros inteiros para os decimais implica, em termos cognitivos, um salto maior que no
caso das aditivas, dai o facto de surgirem, naturalmente, mais dificuldades na
identificacdo das operacGes multiplicativas.

Vamos entdo entrar na multiplicagédo e divisao, distinguindo entre as operagdes

com nUmeros inteiros e decimais.

2.4. A multiplicagdo e a divisdo de niimeros inteiros

Tal como vimos anteriormente, a multiplicacdo estd associada a uma adi¢do
sucessiva de parcelas iguais, enquanto a divisdo a ideia de repartir/dividir ou,
matematicamente, a uma subtracdo sucessiva. Vamos analisar mais atentamente estas
operacgdes, como nos casos anteriores da adi¢do e subtracéo.

A semelhanca do que ocorreu nas operacdes aditivas, também as situacdes
multiplicativas podem ser classificadas, o que farei a seguir. Neste caso usarei como
referéncia a classificacdo apresentada por Brian Greer (1992), que considerei mais
adequada, embora use tambeém contribuicdes de outras classificaces: (Carvalho e
Gongcalves, 2003; Dickson, Brown e Gibson, 1990; Fuson, 1992; Verschaffel e De
Corte, 1996).
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Exemplo 1
O Rui tem 3 carteiras com 5 cromos cada. Quantos cromos tem?

Esta é a situacdo mais comum de multiplicacdo e a primeira com que,
habitualmente, os alunos contactam com a operacdo. Temos Vvarios grupos de objetos
com 0 mesmo numero, e queremos saber o total. Este é talvez o sentido que mais
frequentemente se d& a multiplicacdo: uma adicdo sucessiva de parcelas iguais. Neste
exemplo 1 temos trés conjuntos (cada carteira) de cinco cromos, ou Seja,
5+5+5=5x3 e ndo cinco grupos de trés cromos, por iss0O ndo escrevi
3+3+3+3+3=3x5. Sabemos que o resultado é igual, mas aqui ndo estamos a
analisar a operacdo do ponto de vista do calculo, mas sim do seu significado, ou pelas
situacOes que sdo por ela modeladas. E na sua interpretacdo, os dois fatores envolvidos
ndo tém o mesmo papel. O numero 5, que se repete, € a quantidade de cromos em cada
carteira ou nimero de elementos do conjunto — designa-se por multiplicando, e tem uma
fungdo passiva na multiplicagdo. O ndmero 3 representa 0 numero de conjuntos
(carteiras de cromos). Esse nimero é o multiplicador e tem uma funcdo ativa (Caraca,
1989).

Quando esta diferenca entre os fatores existe, dizemos que se trata duma
situacdo psicologicamente assimétrica (Verschaffel, De Corte, 1996; Greer, 1992). Esta
assimetria joga um papel importante na sua inversa, a divisdao. Vejamos para iSso 0S

dois seguintes exemplos de divisdo.

Exemplo 2
O Rui comprou 3 carteiras de cromos (todas com 0 mesmo nimero de cromos).

Contou 15 cromos. Quantos cromos tem cada carteira?

Exemplo 3
O Rui comprou varias carteiras de 5 cromos cada. Contou 15 cromos.

Quantas carteiras comprou?

No exemplo 2, o valor desconhecido é o multiplicando do exemplo 1 (nimero de
elementos de cada conjunto). Esta situacdo designa-se divisdo como partilha.
No exemplo 3, o valor desconhecido é o multiplicador do exemplo 1 (nimero de

conjuntos). Esta situacéo designa-se divisdo como medida.
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Habitualmente, numa divisdo usam-se os termos multiplicando e multiplicador
em relagdo a multiplicacdo inversa, pois rigorosamente, na divisdo designa-se
quociente.

Os trés exemplos anteriores sdo as situacfes de multiplicacdo e de divisdo
designadas grupos equivalentes. A multiplicacdo € vista como uma adi¢do sucessiva de

parcelas iguais e a divisdo como partilha e como medida.

Exemplo 4
O chéo de uma sala retangular esta coberta por mosaicos quadrados. Estao 12

no lado maior e 8 no lado menor. Quantos mosaicos cobrem o chéo da sala?

Esta situacdo é semelhante a anterior, pois podemos considera-la também uma
adicdo sucessiva, mas com a particularidade de os objetos se encontrarem dispostos de
forma retangular e ser essa disposicdo que forma os grupos, 0 que ndo acontece no
exemplo 1. Podemos pensar em 12 filas de 8 mosaicos ou 8 filas de 12 mosaicos. Nestas
situacbes ndo ha distincdo entre multiplicador e multiplicando, e sdo por isso
consideradas psicologicamente comutativas.

Os grupos equivalentes e o modelo retangular sdo 0s casos em que a
multiplicacdo apresenta o seu significado mais intuitivo. Por vezes, este Ultimo caso
também ¢é designado por modelo de area (Greer, 1992) ou disposi¢do retangular
(Carvalho e Gongcalves, 2003). Uma importante aplicacdo desta situacdo € o calculo da

area do retangulo.

Exemplo 5
O chédo de uma sala retangular esta coberta por 96 mosaicos quadrados. No

lado maior podemos contar 12. Quantos podemos contar no lado menor?

Aqui temos a divisdo no modelo retangular. O raciocinio é indiferente se for
dado o nimero de mosaicos de um lado ou do outro. A sua inversa, a multiplicagdo
como modelo retangular, € uma situacdo psicologicamente simétrica, ndo se
distinguindo o multiplicador do multiplicando. Portanto, neste caso, ndo se considera a
divisdo nem por medida nem por partilha.

Vamos agora avancar para exemplos de multiplicagdo e divisdo menos

intuitivos.
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Exemplo 6
O prédio onde mora o Luis tem 12 metros de altura, e o prédio onde mora a

Sandra é trés vezes mais alto. Qual é a altura do prédio onde mora a Sandra?

Nesta situacdo de multiplicacdo temos uma comparacdo. Note-se que na adicao e
subtracdo também encontramos comparagdes. Nesses casos sdo comparagfes aditivas e
neste caso € comparagdo multiplicativa. Esta situacdo € por isso designada comparacao
multiplicativa.

Embora seja facil de distinguir, para quem domina o sentido das operacGes, nem
sempre é claro para quem esta a aprender, visto ndo haver fisicamente uma adicao
sucessiva de parcelas iguais. Vejamos como este exemplo se poderia transformar numa
comparacao aditiva:

O prédio onde mora o Luis tem 12 metros de altura, e o prédio onde mora a
Sandra € trés metros mais alto. Qual é a altura do prédio onde mora a Sandra?

A comparacdo multiplicativa também se verifica na diviséo, na qual ndo h4 uma
reparticdo fisica de alguma coisa em partes iguais, como se pode observar nos exemplos
seguintes de divisdes com comparacao multiplicativa.

Reparemos que no exemplo 6 se deve escrever 12+12+12 =12x 3. O fator que
faz sentido repetir € 0 12 e ndo o 3. Por isso estamos em presenca de uma situacdo
psicologicamente ndo comutativa, onde podemos distinguir o multiplicando (12) do
multiplicador (3). Isto implicard também, na inversa, uma divisdo como partilha e uma

como medida, como a seguir se exemplifica.

Exemplo 7
O prédio onde mora a Sandra tem 36 metros de altura, e o prédio onde mora o

Luis tem 12 metros de altura. Quantas vezes é o prédio da Sandra mais alto que o
prédio do Luis?

Esta é uma divisdo como medida (comparacgdo multiplicativa).

Exemplo 8
O prédio onde mora a Sandra tem 36 metros de altura. Ele é trés vezes mais alto

que o prédio onde mora o Luis. Qual é a altura do prédio a Luis?

Esta é uma divisdo como partilha (comparagdo multiplicativa).
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Estas situacdes implicam um raciocinio multiplicativo, que é posterior, em
termos de percurso de aprendizagem, ao raciocinio aditivo. Também, a presenca da
palavra “vezes”, habitualmente associada a multiplicagdo podera induzir os alunos a
multiplicar. Uma subtracéo aparece, com alguma frequéncia na resolucdo destes casos
com alunos que ainda s6 conseguem aplicar um raciocinio aditivo. Outra possivel
justificacdo para a dificuldade encontrada pelos alunos nesta situacdo é o facto de ndo
haver (no caso da multiplicacdo) um ato real de juntar sucessivamente quantidades, nem
(no caso da divisdo) uma situacao de reparticdo, ideias muito associadas a multiplicacao
e divisdo, respetivamente.

Passemos agora para outra situacao.

Exemplo 9
Num baile estdo 3 rapazes e 4 raparigas. Quantos pares diferentes se podem

formar?

Pelo principio fundamental da contagem, cada rapaz (de 3) pode dangar com 4
raparigas. Este exercicio é também uma situacdo de multiplicacdo, denominada produto
cartesiano. Podem formar-se 3x4 =12 pares diferentes ou 4x3=12. E indiferente,
em termos de raciocino escrever (ou melhor, pensar) de uma forma ou de outra. Temos
uma situacao psicologicamente comutativa.

Esta situagdo é, provavelmente, das menos trabalhadas nas aulas de matematica,
e aquela em que mais dificilmente se espera que os alunos apliqguem diretamente uma

multiplicacdo. Normalmente, este tipo de situac@es é resolvido usando um esquema.

Exemplo 10
Num baile podem formar-se 12 pares diferentes.

Como os rapazes sao 4, quantas sdo as raparigas?

Como podemos ver, o produto cartesiano ocorre também na divisdo e, tal como
na multiplicagdo, parece néo ser pratica habitual nas aulas de matematica.

Nesta situacdo, em termos de raciocinio, é indiferente termos dado o valor dos
quatro rapazes e pedir as raparigas ou ter dado o nimero de trés raparigas e pedido o
namero de rapazes.

Vamos agora para outra situacdo: a razao
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Exemplo 11

A Helena anda 6 km numa hora. A esse ritmo, quantos quilémetros percorre em
3 horas?

Nesta situacdo de multiplicacdo temos duas variaveis relacionadas: distancia e

tempo; 6 km —1 hora. Supondo que a velocidade de progressdo se mantém, como é

referido no enunciado, entdo a um determinado numero de quilémetros corresponde um
tempo para percorré-los, e o inverso também acontece. Ou seja, para uma determinado
tempo, corresponde uma distancia percorrida.

Assim, a solucéo seria dada pela multiplicagdo 6kmx3(horas)=18km

Esta é a situacdo de multiplicacdo denominada razdo. Dado que faz sentido
escrever 6x3=6(km/h)+6(km/h)+6(km/h) e ndo 3+3+3+3+3+3, esta € uma

situacdo em que podemos distinguir o multiplicador (3) do multiplicando (6), donde

resultardo, pela inversa, duas divisoes.

Exemplo 12
A Helena anda 6 km por hora. Quantas horas demora a fazer 18 km?

Esta é a situacdo de divisdo como medida (raz&o).

Exemplo 13
Em 3 horas a Helena anda 18 km. Quantos quilémetros anda por hora?

Esta é a situacdo de divisdo como partilha (razdo).

Quero também referir que esta situacdo, a razdo, é interpretada de forma
diferente por diversos autores. Para Vershavel e De Corte (1996), ndo é considerada,
sendo vista como um caso particular de grupos equivalentes. No entanto, Carvalho e
Gongcalves (2003) apresentam este caso separado dos grupos equivalentes.

Se voltarmos ao exemplo 1, com um pouco mais de atencdo, poderemos
compreender melhor o porqué destas duas opcdes diferentes de classificagéo.

O Rui tem 3 carteiras com 4 cromos cada. Quantos cromos tem?

Suponhamos que o enunciado estava escrito assim;

O Rui tem 3 carteiras de cromos. Em cada carteira h4 4 cromos.

Quantos cromos ha nas 3 carteiras?
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Nesta segunda formulagdo o aluno pode ser levado a associar: 1 carteira — 4
cromos, de onde resulta 3 carteiras — x cromos, aplicando, formalmente ou n&o, a regra
de trés simples.

Na verdade, a primeira versao parece-me mais natural, no entanto, a mesma
realidade pode ser formulada de diferentes maneiras, contribuindo também para a forma
diferenciada como se pode classificar cada caso.

Vamos clarificar um pouco mais com o seguinte exemplo:

Verséo 1

Um pintor criou uma cor misturando vermelho com amarelo, tendo colocado 3
vezes mais vermelho do que amarelo. Que quantidade de tinta vermelha precisa colocar
se usou 5 litros de tinta amarela?

Como se classificaria esta situagdo? Seria uma comparagdo multiplicativa.

Verséo 2

Um pintor colocou uma mistura de vermelho com amarelo, tendo colocado 3
litros de vermelho por cada litro de amarelo. Que quantidade de tinta vermelha precisa
colocar se usou 5 litros de tinta amarela?

Como se classificaria esta situacdo? Seria uma razao.

Mas na verdade temos exatamente a mesma realidade, s6 que formulada de
maneiras diferentes. Podemos afirmar que a classificacdo de cada caso ndo se deve
apenas a situacdo em si, mas também a forma como € apresentada, ou ainda, a forma
como se pensa sobre ela.

N&o se esta aqui a afirmar que as situacdes sdo apenas relativas e eventualmente
ndo existem cambiantes, mas antes que a sua classificacdo pode ser analisada de varios
pontos de vista: a situacdo em si, a forma como é apresentada e a forma como o aluno
pensa. Esta serd uma visdo mais ampla da classificacdo das operacdes.

Assim, em resumo, na classificagdo das situagdes de multiplicacéo e divisdo de
nameros inteiros considerei as seguintes cinco situacées.

e Grupos equivalentes

e Modelo retangular

* Razédo

e Comparacado multiplicativa

e Produto Cartesiano
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A seguir, apresento o resumo dessas situacoes.

GRUPOS EQUIVALENTES

Exemplos

Operacao

O Rui tem 3 carteiras com 5 cromos cada.

Quantos cromos tem?

Multiplicacéo

O Rui comprou 3 carteiras de cromos (todas com 0 mesmo
nimero de cromos). Contou 15 cromos.

Quantos cromos tem cada carteira?

Divisdo como partilha

O Rui comprou Vvérias carteiras de 5 cromos cada. Contou 15

cromos. Quantas carteiras comprou?

Divisdo como medida

Tabela 4 - Resumo das situagdes de grupos equivalentes

MODELO RECTANGULAR

Exemplos Operacéo
O chédo de uma sala retangular esta coberta por mosaicos.
Estdo 12 no lado maior e 8 no lado menor. Multiplicacdo
Quantos mosaicos cobrem o chéo da sala?
O chéo de uma sala retangular esta coberta por 96 mosaicos
guadrados. No lado maior podemos contar 12. Quantos Diviséo

podemos contar no lado menor?

Tabela 5 - Resumo das situagdes do modelo retangular

COMPARACAO MULTIPLICATIVA

Exemplos Operagéo
O prédio onde mora o Luis tem 12 metros de altura e o prédio
onde mora a Sandra é trés vezes mais alto. Qual é a altura do Multiplicacdo

prédio onde mora a Sandra?

O prédio onde mora a Sandra tem 36 metros de altura. Ele é
trés vezes mais alto que o prédio onde mora o Luis. Qual é a

altura do prédio do Luis?

Divisdo como partilha

O prédio onde mora a Sandra tem 36 metros de altura e o

prédio onde mora o Luis tem 12 metros de altura. Quantas

vezes é o prédio da Sandra mais alto que o prédio do Luis?

Divisdo como medida

Tabela 6 - Resumo das situacées de comparacdao multiplicativa
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PRODUTO CARTESIANO

Exemplos Operacéo
Num baile estdo 3 rapazes e 4 raparigas. Quantos pares o
_ Multiplicacao
diferentes se podem formar?
Num baile formam-se 12 pares diferentes. Como 0s L
Divisao

rapazes eram 4, quantas eram as raparigas?

Tabela 7- Resumo das situacdes de produto cartesiano

RAZAO

Exemplos

Operacao

A Helena anda 6 km numa hora. A esse ritmo, quantos

quilémetros percorre em 5 horas?

Multiplicacéo

Em 2 horas a Helena anda 12 km. Quantos quilémetros anda

por hora?

Divisdo como partilha

A Helena anda 6 km por hora. Quantas horas demora a
fazer 18 km?

Divisdao como medida

Tabela 8 - Resumo das situa¢des de razao

2.5. A multiplicagdo e a divisdo de niimeros decimais

Como vimos anteriormente, a classificacdo das situacfes que levam a adigdo e a
subtracdo sdo as mesmas, quer estejamos a trabalhar com nameros inteiros ou decimais.

Com a multiplicacéo e divisdo encontramos algo diferente. Estas opera¢Ges com
numeros decimais implicam um salto maior em termos psicologicos do que no caso da
adicdo e subtracdo. E mais facil criar um paralelismo nas situaces aditivas do que nas
situagdes multiplicativas. A multiplicacdo e a divisdo de inteiros levam também os
alunos a criar algumas ideias sobre o0 que acontece quando se multiplicam ou dividem
nameros inteiros e que ndo se verificam quando passamos aos decimais, como por
exemplo: quando se multiplica, o produto é maior do que os fatores, quando se divide, o

quociente é menor que o dividendo ou o dividendo é sempre maior do que o divisor.
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Estes aspetos, embora ndo diretamente relacionados com o sentido da operacao,
influenciam a sua deciséo, pois se um aluno pensa que o dividendo tem que ser maior
que o divisor, tera tendéncia a ndo efetuar uma divisao se isso ndo se verificar. Na tabela
9 temos, na coluna da esquerda, as situacdes de multiplicacao e divisdo com inteiros, e
na coluna da direita, as situacbes com numeros decimais. Como podemos observar,
algumas situacbes podem surgir tanto com ndmeros inteiros como com ndmeros
decimais (embora possa haver diferencas, apesar de ser igual a forma como se
interpreta) e outras parecem ser especificas apenas dos numeros inteiros, ou dos

numeros decimais. Vou analisar, entdo, cada uma das situagdes.

NUmeros inteiros NUmeros decimais

Grupos equivalentes Medidas equivalentes

Relacéo parte/todo

Modelo retangular Modelo retangular

Razao Razéo

Conversdo de medidas

N o Comparacdo multiplicativa
Comparacao multiplicativa o
Mudanga multiplicativa

Produto cartesiano

Tabela 9 - Situagdes multiplicativas.
Comparacao de situagdes com inteiros e com decimais

e Grupos equivalentes — Medidas equivalentes (inteiros e decimais)

Na situacdo de grupos equivalentes, encontramos para 0s decimais o caso que é
denominado de medidas equivalentes. Dado que o produto de dois inteiros € um inteiro,
os decimais surgem quando pelo menos um dos fatores é decimal (embora neste caso
também possamos ter um inteiro como produto). Na divisdo, além das situacdes em que
o dividendo, o divisor, ou ambos, sdo decimais, também dois inteiros podem originar

um decimal, quando o dividendo ndo é multiplo do divisor.
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Exemplo 1
Quatro garrafas tém, cada uma, 1,8 litros de sumo. Que quantidade de sumo ha

nas 4 garrafas?
E uma situacdo semelhante & apresentada com 0s nlmeros inteiros, mas

envolvendo um ndmero inteiro e um decimal: 1,8+1,8+18+18=4x18. Quando o

multiplicando € inteiro, como neste exemplo, a multiplicacdo pode ser vista como uma
adicdo de parcelas iguais. E uma interpretacdo semelhante aquela que podemos

encontrar no caso correspondente com ndmeros inteiros.

Exemplo 2
Ha 7,2 litros de sumo repartido igualmente por 4 garrafas.

Que quantidade de sumo ha em cada garrafa?

Esta situacdo é a divisdo como partilha, tal como nos nimeros inteiros.

Exemplo 3
Ha 7,2 litros de sumo em varias garrafas que contém 1,8 litros cada.

Quantas séo as garrafas?

Aqui temos a divisdo como medida, tal como nos nimeros inteiros.

Sdo estas as trés situacGes de multiplicacdo e divisdo denominadas medidas
equivalentes; apresentam as interpretacdes mais comuns de multiplicacdo (adicdo

sucessiva) e divisdo (medida e partilha).

e Relacdo parte/todo (niimeros decimais)

Entramos agora num caso especifico de multiplicagdo e divisdo com decimais.

Exemplo 4
Num tanque estavam 50 litros de agua, mas foram utilizados 0,6 dessa agua.

Quantos litros foram utilizados?
Esta situagdo de multiplicagdo é denominada relacdo parte/todo. Pretende-se
encontrar uma parte de uma quantidade inicial.

Temos que determinar seis décimas de 50, ou seja, 0,6 x50. N&o faz sentido,

como no caso anterior, interpretad-la como uma adigdo de parcelas iguais, 0,6 + 0,6 +
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-+ 0,6 cinquenta vezes. O 0,6 funciona como operador. Podemos interpreta-la da
seguinte maneira: divide-se 50 em 10 partes iguais, obtendo dessa divisdo o valor de

uma décima dos 50 litros, e consideram-se 6 décimas, isto é, 50+10=5, 5x6 =30.

Matematicamente, a partir das expressdes anteriores, podemos chegar com facilidade a
multiplicacéo:

5x6=30 < 20 x6=30 < 50x > =30 <> 50x0.6 = 30
10 10

Mas a questdo pedagdgica, que agora nos interessa, € outra. Esta conclusao
parece demasiado formal para os alunos. Como poderéo eles interpretar esta situacao
como multiplicagéo?

A seguinte analogia com 0s nimeros inteiros, para interpretar esta situacdo como
multiplicacdo, pode ser a seguinte: o dobro de 50 é 2x50, o triplo de 50 é 3x50...,

entdo 0,6 de 50 sdo 0,6 x50. Nenhuma destas interpretacdes me parece téo clara como

nos inteiros — dai a dificuldade acrescida da interpretacdo da multiplicacdo com os
nameros decimais. Além disso, no caso dos inteiros, o produto serd maior que O
segundo fator, o que aqui ndo acontece. Identificar que a parte decimal de um conjunto
se obtém por multiplicacdo ndo € intuitiva, ao contrario do que acontece com o dobro, o
triplo, ... especialmente quando a multiplicacdo €é vista como uma adigdo sucessiva. Na
verdade, parece que, depois de muitos exemplos, nés interiorizamos que a multiplicacao
resolve esta situacdo. Como o 0,6 € visto como operador, entdo este serd o multiplicador

e 0 50 o multiplicando.

. . . 3 . x4
Nota: neste exemplo, seria mais realista usar : ou 60% mas a interpretacdo é

semelhante. A opcdo de usar um namero decimal prende-se com o facto de ser essa a

situacdo estudada neste trabalho, como esté justificado no capitulo da Metodologia.

Exemplo 5
Num tanque havia 50 litros de agua e utilizaram-se 30.

Que parte/fracao/percentagem da agua foi utilizada?
Neste exemplo, pretende-se determinar a parte de uma quantidade, na verdade
uma parte do ponto de vista relativo e ndo uma quantidade absoluta. Podemos pensar

que se utilizaram 30 litros de 50; % = g ; 0,6 ou 60%. A interpretacdo desta situacéo é

a nocdo de fracdo como relagdo parte/todo — como vimos anteriormente ha outras
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interpretacdes para as fragcdes. Esta situacdo ndo tem paralelismo com os inteiros, ja que
obtemos um numero menor que a unidade, portanto, ndo inteiro.
Dado que o nimero desconhecido é o multiplicador entdo a divisdo pode ser

vista como medida.

Exemplo 6
De um tanque com &gua, gastaram-se 30 litros, que correspondem a 0,6 da

agua que havia no tanque. Que quantidade de agua havia no tanque?

Esta € uma situacdo de divisdo, na qual ndo existe nada para repartir, portanto
diferente da interpretagdo mais comum de divisdo, o que implica uma dificuldade na
identificacdo da operacdo. O facto de um nUmero corresponder a uma quantidade
absoluta e outro a uma relativa implica também que esse conceito ja esteja adquirido.
N&o é tdo evidente que esta situacdo se resolva pela divisdo, como em outros casos
associados a ideia de repartir. Por vezes, chega-se a divisdo usando uma regra de trés
simples. Este exemplo também pode ser visto como o inverso do exemplo 4, levando
assim a interpretacdo de divisdo como inversa da multiplicacdo. Este exemplo
corresponde ainda a “construgdo da unidade”, uma situagdo menos comum nas aulas de
matematica do que determinar a parte de uma quantidade considerada a unidade. Outro
exemplo da mesma situacéo (construcdo da unidade) pode ser:

O Paulo gastou 8 € em 0,75 kg de fruta. Quanto custa 1 kg de fruta?

Na classificacdo que apresento, as divisdes dos exemplos 5 e 6, sdo vistas como
medida e como partilha, respetivamente. Isto deve-se ao facto de se distinguir, na

multiplicacdo inversa, o multiplicando do multiplicador.

e Modelo retangular (inteiros e decimais)

O modelo retangular, no caso dos inteiros, surge quando temos um conjunto de
objetos dispostos de forma retangular. Uma importante aplicacdo desta situacdo é o
calculo da area do retangulo.

Quando pretendemos calcular a area de um retangulo em que os comprimentos
dos lados ndo sdo nimeros inteiros, entdo temos 0 modelo retangular aplicado ao caso

dos nimeros decimais.
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Exemplo 7

Qual é a area de um retangulo de lados 3,5cm e 2cm?

Esta é uma situacdo de multiplicacdo em que um dos fatores (mas podem ser 0s
dois) € um namero decimal. A interpretacdo é a mesma que ocorre com 0S hUmeros
inteiros. Na realidade queremos contar o numero de quadrados com 1 cm de lado. Nesta
situacdo, nem todos os quadrados sdo inteiros, como se pode observar na figura

seguinte, no entanto a multiplicaco é aplicada no mesmo sentido.

2cm

3.5cm
2x3+2x0,5=2x(3+0,5)= 2x3,5(omitindo as unidades)
Se os comprimentos dos dois lados sdo representados por nameros decimais,

entdo temos retangulos (dos quais queremos saber a area) em que nenhum dos lados
corresponde a um namero inteiro.

Por exemplo, se os lados tiverem respetivamente 2,1 e 3,8 cm, além do que foi
anteriormente exposto ainda temos um retangulo em que os lados medem, 0,1 cm e 0,8

cm. Como calcular a sua area? 0,1 cm =1 mm e 0,8 cm = 8 mm. Entdo temos um
retangulo de 1x8 =8mm?, que corresponde a 0,08 cm”. E como 0,1x 0,8 = 0,08, ent&o

a area pode calcular-se 0,1x0,8 = 0,08 cm?

21cm

3,8 cm
Agora poderiamos escrever
2x3+2x0,8+3x01+08%x01=2x(3+0,8)+(3+08)x01=
=2x38+01x38=(2+01)x38=21x38
Pedagogicamente sera este o0 caminho para passar do calculo da area do
retdngulo em que os lados passam de inteiros a decimais?
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Na verdade parece-me que ndo, que se trata duma situacdo demasiado formal e
que € mais sensato, neste caso, estender a interpretagdo dos inteiros, isto é, a area é
obtida, multiplicando os comprimentos de dois lados consecutivos. Claro que a nogéo
de area ndo deve ser esquecida em favor (apenas) do algoritmo do calculo da area.

Apesar das diferencas apontadas devemos considerar que o modelo retangular se

aplica tanto aos nimeros inteiros como aos numeros decimais.

Exemplo 8

A area de um retangulo ¢ 8,4 cm?® e um dos lados mede 3,5cm. Qual é o
comprimento dos outros lados?

Esta ¢ a situacéo de divisio do modelo retangular. E uma situagio simétrica, pois
é indiferente qual o valor do lado que é dado, pelo que ndo se considera a divisdo como
medida ou como partilha; tal como no exemplo 7, ndo se distingue o multiplicador do

multiplicando. Aqui a divisdo é vista como a inversa da multiplicacao.

e Razdo (inteiros e decimais)

A razdo € uma situacdo que tem uma interpretacdo semelhante nos numeros
inteiros e nos nimeros decimais, e envolve uma grande variedade de situacfes como,

por exemplo, velocidade, pregos ou misturas.

Exemplo 9
Um ciclista desloca-se a velocidade constante de 6,5 m/seg.

A esse ritmo, quantos metros percorre em 10 segundos?

Agqui temos uma situacdo de multiplicacdo como razdo que tem uma
interpretacdo semelhante aos inteiros. Podemos interpreta-la como adicdo sucessiva, que
sera 6,5+6,5+---+6,5=10(metros) x 6,5(metros por segundo) = 65 (metros) -
repetindo 6,5 dez vezes.

Se em vez de 10 segundos tivéssemos, por exemplo, 3,2 segundos, a
interpretacdo, com algumas diferengas, podia fazer-se de forma semelhante, tal como no

caso do modelo retangular. Seria entdo 3,2 x 6,5(metros) = 20,8 (metros)
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Exemplo 10
Um ciclista desloca-se a velocidade constante de 6,5 m/seg.

Quanto tempo demora a percorrer 65 metros?

Esta é uma situacdo de divisdo como razdo que pode ser vista como inversa da

multiplicacdo. Também, apesar de ndo haver um ato de dividir, podemos pensar em 65

metros divididos em partes iguais de 6,5 m, para assim vermos quantos segundos

demora. E a divisdo como medida.

Exemplo 11
Em 10 segundos um ciclista percorre, a uma velocidade constante, 65 metros.

Quantos metros percorre por segundo?

Aqui temos a outra divisdo como razdo, que podemos ver como inversa da

multiplicacdo, ou entdo dividimos os 65 metros em 10 partes (segundos) para ver

quantos metros percorre por segundo. E a divisdo como partilha.

Conversdo de Medidas (decimais)

Um caso particular de razéo é a conversdo de medidas.

Exemplo 12
Um euro vale 1,3 d6lares. Quantos dolares valem 5 euros?

Esta € a situacdo de multiplicacdo. Podemos interpreta-la como 1,3 délares por

cada euro, isto é, 1,3+13+13+1,3+13=5x13 Assim, 5 sera o multiplicador e 1,3

sera o multiplicando.

euro?

Exemplo 13
Um euro vale 1,3 ddlares. Quantos euros valem 6,5 délares?

E uma divisdo como medida, pois o valor desconhecido é o multiplicador.

Exemplo 14
Cinco euros correspondem a 6,5 délares. A quantos ddlares corresponde 1

E uma divisdo como partilha, pois o valor desconhecido é o multiplicando.

38



e Comparacdo Multiplicativa (nimeros inteiros e decimais)

Exemplo 15
O Luis comprou um disco e um livro. O prec¢o do livro foi 1,5 vezes o preco do

disco. O disco custou 7 €. Quanto custou o livro?

Este é o caso de multiplicacdo de comparacdo multiplicativa com nudmeros
decimais. E uma situagdo semelhante & que ocorre com ndmeros inteiros, e seguindo a
mesma interpretacdo, podemos considerar que o 7 é o multiplicando e 1,5 o
multiplicador.

Exemplo 16
O Luis comprou um disco e um livro. O prec¢o do livro foi 1,5 vezes o preco do

disco. O livro custou 10,50 €. Quanto custou o disco?

Trata-se de uma divisdo como partilha, pois procuramos o multiplicando.

Exemplo 17
O Luis comprou um disco por 7 € e um livro por 10,50 €. Quantas vezes o livro

€ mais caro do que o disco?

Temos uma divisdo como medida, pois procuramos o multiplicador.

e Mudanca Multiplicativa (inteiros e decimais)

Exemplo 18
Um animal, durante o seu primeiro ano de vida, aumentou 3,5 vezes 0 Seu peso.

Quando nasceu pesava 1,2 kg. Quanto pesava o animal com 1 ano de vida?

Esta situacdo é semelhante a apresentada anteriormente, e pode ser considerada
um caso particular de comparacdo multiplicativa, na qual, em vez de se compararem
quantidades relativas a, por exemplo, objetos diferentes, h4 uma comparacéo entre algo
que foi alterado. Embora esta situacdo também possa surgir com nimeros inteiros, é
mais realista e frequente com numeros decimais, se pensarmos onde pode ocorrer:
crescimento de seres vivos, aumento de precos, dilatacdo de um corpo, etc. Por isso, ndo

foi referida nos numeros inteiros. Podemos também aqui considerar 1,2 como
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multiplicando e 3,5 como multiplicador, o que leva a duas divisdes, como se mostra nos

exemplos seguintes.

Exemplo 19
Um animal, durante o seu primeiro ano de vida, aumentou 3,5 vezes 0 seu peso.

Ao fim desse primeiro ano de vida pesava 4,2 kg. Quanto pesava quando
nasceu?

Esta é uma divisdo como partilha, pois procuramos o multiplicando.

Exemplo 20
Um animal nasceu com 1,2 kg, e com 1 ano de vida pesava 4,2 kg. Quantas

vezes esta mais pesado ao fim de 1 ano de vida?

Aqui estd uma divisdo como medida, pois procuramos o multiplicador.

A seguir, apresento o resumo das situacGes. Faco notar que nas tabelas relativas
a multiplicacdo sdo repetidos os exemplos apresentados anteriormente com os ndmeros

inteiros para se tornar mais facil a comparacgéo entre os dois casos.

GRUPOS EQUIVALENTES/MEDIDAS EQUIVALENTES

Exemplos Operacéo

O Rui tem 4 carteiras com 6 cromos cada.
Quantos cromos tem?

Quatro garrafas tém, cada uma, 1,8 litros de sumo. Que Multiplicagdo

guantidade de sumo ha nas 4 garrafas?

O Rui comprou varias carteiras de 6 cromos cada. Contou 24
cromos. Quantas carteiras comprou?

- - - ; Divisdo como medida
Ha 7,2 litros de sumo em varias garrafas que contém

1,8 litros cada. Quantas séo as garrafas?

O Rui comprou 4 carteiras de cromos (todas com o0 mesmo
nameros). Contou 24 cromos.
Quantos cromos tem cada carteira? Divisdo como partilha

Ha 7,2 litros de sumo repartido igualmente por 4
garrafas. Que quantidade de sumo ha em cada garrafa?

Tabela 10 — Resumo das situagdes de Grupos equivalentes/Medidas equivalentes
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RELACAO PARTE/TODO

Exemplos Operacéo

Num tanque estavam 50 litros de agua, mas foram
. i . Multiplicacéo
utilizados 0,6 dessa agua. Quantos litros foram

utilizados?

Num tanque havia 50 litros de &gua e utilizaram-se 30.
. ] o Divisdo como medida
Que parte/fracao/percentagem da agua foi utilizada?

De um tanque com agua, gastaram-se 30 litros, que

correspondem a 0,6 da agua que havia no tanque. Que Divisdo como partilha

guantidade de 4gua havia no tanque?

Tabela 11 — Resumo das situacdes de Relacdo parte-todo

MODELO RECTANGULAR

Exemplos Operacéo

O chéo de uma sala retangular esta coberta por mosaicos.
Estdo 12 no lado maior e 8 no lado menor.

_ Multiplicacéo
Quantos mosaicos cobrem o chéo da sala?
Qual é a area de um retangulo de lados 3,5cme 2 cm ?
O chéo de uma sala retangular estéa coberta por 96
mosaicos quadrados. No lado maior podemos contar 12.
Quantos podemos contar no lado menor? Divisio

A area de um retangulo é 7,6 cm? e um dos lados mede

3,5 cm. Qual é o comprimento dos outros lados?

Tabela 12- Resumo das situacdes de Modelo retangular
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RAZAO

Exemplos Operacéo
A Helena anda 6 km numa hora. A esse ritmo, quantos
quilémetros percorre em 5 horas?
Um ciclista desloca-se a velocidade constante de 6,5 Multiplicacao

m/seg. A esse ritmo, quantos metros percorre em 10

segundos?

A Helena anda 6 km por hora.

Quantas horas demora a fazer 18 km?

Um ciclista desloca-se a velocidade constante de 6,5

m/seg. Quanto tempo demora a percorrer 65 metros?

Divisdao como medida

Em 2 horas a Helena anda 12 km. Quantos quilémetros anda
por hora?

Em 10 segundos um ciclista percorre, a uma velocidade
constante, 65 metros.

Quantos metros percorre por segundo?

Divisdo como partilha

Tabela 13 — Resumo das situa¢des de Razao

CONVERSAO DE MEDIDAS

Um euro vale 1,3 dolares.

Quantos dolares valem 5 euros?

Multiplicacéo

Um euro vale 1,3 délares.

Quantos euros valem 6,5 dolares?

Divisdo como medida

Cinco euros correspondem a 6,5 délares.

A quantos dolares corresponde 1 euro?

Divisdo como partilha

Tabela 14 — Resumo das situacdes de Conversdo de Medidas
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COMPARACAO MULTIPLICATIVA

Exemplos Operacéo
O prédio onde mora o Luis tem 12 metros de altura, e 0
prédio onde mora a Sandra é trés vezes mais alto. Qual € a
altura do prédio onde mora a Sandra?
Multiplicacéo

O Luis comprou um disco e um livro. O preco do livro foi 1,5
vezes o preco do disco.

O disco custou 7 €. Quanto custou o livro?

O prédio onde mora a Sandra tem 36 metro de altura, e 0
prédio onde mora o Luis tem 12 metros de altura. Quantas
vezes é o prédio da Sandra mais alto que o prédio do Luis?

O Luis comprou um disco por 7 € e um livro por 10,50 €.

Quantas vezes o livro é mais caro do gue o disco?

Divisdo como medida

O prédio onde mora a Sandra tem 36 metros de altura. Ele é
trés vezes mais alto que o prédio onde mora a Luisa. Qual é a

altura do prédio a Luisa?

O Luis comprou um disco e um livro. O prego do livro foi 1,5

vezes 0 prego do disco. Quanto custou o disco?

Divisdo como partilha

Tabela 15 — Resumo das situagdes de Comparagdao Multiplicativa

MUDANCA MULTIPLICATIVA

Exemplos Operacéo
Um animal, durante o seu primeiro ano de vida, aumentou
3,5 vezes 0 seu peso. Quando nasceu pesava 1,2 kg. Quanto Multiplicacéo

pesava o animal com 1 ano de vida?

Um animal nasceu com 1,2 kg, e com 1 ano de vida pesava
4,2 kg. Quantas vezes esta mais pesado ao fim de 1 ano de

vida?

Divisdo como medida

Um animal, durante o seu primeiro ano de vida, aumentou
3,5 vezes 0 seu peso.
Ao fim desse primeiro ano de vida pesava 4,2 kg. Quanto

pesava quando nasceu?

Divisdo como partilha

Tabela 16 — Resumo das situacdes de Mudancga Multiplicativa
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Terminada a classificacdo das situacGes que podemos encontrar em cada
operacéo, vou referir algumas consequéncias que advirdo na aprendizagem dos alunos.
E preciso lembrar que a classificacdo das situacbes que apresentei ndo é Unica, pois
diversos autores apresentam classificacbes diferentes, embora haja bastantes
semelhancas entre elas. As situacdes referidas neste trabalho ndo esgotam todas as
possibilidades, nem foi essa a intencdo, mas sim mostrar de forma clara que cada
operacdo pode resolver, ou modelar, diversas situagdes que sdo realmente diferentes.
Pretendo também salientar a ideia de que decidir qual a operacao que permite responder
a determinada questdo é um assunto mais complexo do que se poderia supor numa
andlise superficial. A sua importancia é crucial no processo de aprendizagem das

operacdes por parte dos alunos.

2.6. Consequéncias da natureza das operagcbes na

aprendizagem

As quatro operacgdes analisadas estdo, de forma geral, associadas apenas a parte
do seu significado, como foi anteriormente referido e que recordamos: a adicdo a ideia
de juntar, a subtracdo a de tirar, a multiplicacdo a de adicdo sucessiva e a divisao a de
repartir. Mas, como vimos, essa € uma visdo das operacGes que podemos considerar
limitada, pois elas podem modelar muitas outras situacdes que nao correspondem as
interpretacdes mais comuns. Na prética letiva verifica-se que nem todas as situacfes sao
tratadas nas aulas da mesma forma ou com a mesma énfase (Verschaffel, De Corte,
1996).

Assim, é de supor que se os alunos ndo tiverem contacto (ou se esse contacto for
reduzido) com algumas das situacdes, estes poderéo ter dificuldades na identificagcéo da
operacdo, quando confrontados com essas situacfes, mesmo que outras situagoes
associadas a mesma operacdo tenham sido bastante trabalhadas. Podemos entéo
considerar que para levar os alunos a adquirir de forma desejavel o sentido das
operacOes, de modo a aplica-las de forma eficiente, deverdo explorar uma variedade de

situacOes tao rica quanto possivel.
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Outro aspeto importante que resulta do conhecimento da natureza das operacGes
é que as diversas situacdes tém niveis de dificuldade diferentes. VVejamos alguns
exemplos: supde-se que o0s alunos comecam por aprender melhor situagdes que
envolvem acdo do que aquelas que sdo estaticas; nas situacdes aditivas, as de mudanca
serdo mais faceis em contraste com a combinacdo e comparacdo; as operagdes
multiplicativas também serdo aprendidas depois das aditivas, e nelas, a comparacao
multiplicativa, parece ser mais dificil do que os grupos equivalentes.

Assim, levanta-se a possibilidade de a aprendizagem do sentido das operacdes
pressupor uma sequéncia, tal como acontece noutras areas, como, por exemplo, 0s
niveis de Van Hiele na geometria. Na pratica, como os alunos apresentam mais
dificuldades em determinadas situacdes do que noutras, essa sequéncia acaba, de certa
forma, por existir de forma implicita.

No entanto, fica a duvida se essa sequéncia € natural ou se € provocada pelas
praticas letivas, isto é: as situagdes em que os alunos apresentam mais dificuldades sdo
realmente mais complexas, ou essas dificuldades devem-se ao facto de serem menos
trabalhadas nas aulas? Esta divida é levantada por Dickson, Brown e Gibson (1990),
em Children Learning Mathematics. A Teacher’s Guide to Recent Research.

Em resumo pode considerar-se que:

e A aprendizagem do sentido das operacdes € um percurso complexo e longo.

Brian Greer (1992) afirma que esse percurso vai, pelo menos, até aos 18 anos.

e Existe, para cada operacdo, uma grande variedade de situacdes que por ela séo
modeladas.

e Para que os alunos possam adquirir o sentido das operacdes precisam de ser
confrontados com a maior variedade possivel de situacdes.

A sequir vdo ser referidos alguns aspetos que, embora ndo tenham sido objeto de
estudo neste trabalho, podem também ter influéncia na escolha das operacdes por parte
dos alunos, e as quais achei que deveria fazer referéncia. Ndo quero deixar a ideia de
que as dificuldades apresentadas pelos alunos na identificacdo das operacdes se devem
apenas a sua natureza, mas antes fazer notar que isso € fruto de um conjunto integrado

de fatores.
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2.7. 0 sentido e a natureza dos niimeros

Quando se efetuam operagbes, usam-se ndmeros, por isso, conhecer a sua
natureza € de extrema importancia para podermos operar com eles. Para reforcar esta
ideia, basta pensar que uma pessoa que ndo conhece 0s numeros, ndo pode efetuar
operagOes com eles. Mas esta afirmacdo, embora seja demasiado evidente, ndo é tdo
simples como a partida se possa pensar. O que significa conhecer os nimeros?

Nos ultimos anos, os investigadores em didatica da matematica tém vindo a
abordar um conceito denominado sentido do namero, e para o qual parece nao haver
uma definigdo inequivoca. Trata-se de um conceito que se refere a um conhecimento
amplo sobre os nimeros e as operagdes, a um conjunto de competéncias que vao para
além do dominio do célculo e, em especial dos algoritmos, muito valorizados numa
aprendizagem mais tradicional. Embora ndo haja uma definicdo para o sentido do
namero, ha alguns aspetos que podem ser observados nos alunos e que nos levam a
pensar que estes estdo a adquirir o sentido do numero. Tém sido apontados trés aspetos
fundamentais na aquisicdo do sentido do ndmero: conhecimento e destreza com 0s
nameros, conhecimento e destreza com as operacgdes e aplicacdo dos conhecimentos e
destreza com os numeros e operacGes em situacdes de calculo.

De uma forma mais especifica, podemos resumir na tabela 17 os aspetos
fundamentais sobre o sentido do nimero, a luz do que é proposto por Mcintosh et al.
(1992), referidos por Brocardo, Mendes e Delgado (s/d).
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SENTIDO DO NUMERO

- Sentido da regularidade dos numeros

- Multiplas representacfes dos nimeros

- Sentido da grandeza relativa e absoluta
) ) dos nimeros

Conhecimento e destreza com 0s numeros ) o
- Uso de sistemas de referéncia que
permitem avaliar uma resposta ou
arredondar um numero para facilitar o

calculo

- Compreenséo do efeito das operacoes

) - Compreensdo das propriedades das
Conhecimento e destreza com as 5
N operacgdes
operagdes )
- Conhecimento das relagOes entre as

operagoes

- Compreensdo para relacionar o
contexto e os calculos

L _ - Consciencializagdo da existéncia de
Aplicacdo dos conhecimentos e destreza . o
] 3 . _ | maltiplas estratégias
com 0s numeros e operagdes em situacdes .
- Apeténcia para usar representagdes
de célculo )
eficazes

- Sensibilidade para rever os dados e o
resultado

Tabela 17 - O sentido do nimero

Em italico, na tabela, encontram-se 0s aspetos que considerei mais relevantes
para a escolha das operagGes, que a seguir especifico.

- Sentido da grandeza relativa e absoluta dos nimeros

Este aspeto pode relacionar-se diretamente com a multiplicacdo e divisdo na
relacdo parte-todo. Quando precisamos determinar metade, trés décimos, etc. de uma
guantidade, esses nimeros tém uma grandeza relativa, metade de outra quantidade, trés
décimos de outra quantidade. E diferente termos 0,3 metros de fio ou 0,3 de 5 metros.

Em cada caso 0,3 representa comprimentos diferentes. A flexibilidade para a
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compreensdo desta multiplicidade de significados joga um papel importante na
aquisicao do sentido do nimero e das operagoes.

- Compreenséo do efeito das operacoes

As operagdes “transformam” os numeros noutros. O que acontece a um nimero
se lhe adicionarmos outro? Se lhe subtrairmos...? Se o multiplicamos por...? Se o
dividirmos por ...? Este aspeto torna-se particularmente relevante quando os alunos
deixam o dominio dos numeros inteiros e entram no mundo dos decimais, e mais tarde,
dos negativos. Algumas ideias validas para o conjunto dos numeros inteiros positivos
deixam de se aplicar quando entramos nos racionais, como ja foi referido e que
relembro. Por exemplo, multiplicar torna sempre maior, dividir torna sempre menor,
divide-se sempre o maior pelo menor, séo ideias vindas dos inteiros que deixam de ser
validas quando trabalhamos com os decimais. Um aluno decide corretamente
multiplicar, mas o facto de o produto ficar menor, pode leva-lo a questionar se optou
corretamente pela operagdo, pois ndo esperava aquele resultado. Serd que é mesmo uma
multiplicacdo? E melhor tentar outra para ver se o resultado é mais plausivel.

- Conhecimento das relagdes entre as operacoes

Este parece-me um aspeto bastante importante. As operacdes multiplicativas
podem ser, em certas situacOes, interpretadas em fungdo das aditivas. No caso dos
grupos equivalentes, diz-se que a multiplicagdo tem uma interpretacdo aditiva, por ser
uma adicdo sucessiva. A ideia de repartir, na divisao, pode também ser vista como uma
subtracdo sucessiva; vao-se tirando sucessivas vezes 0 mesmo valor para ver quantas
vezes se retira. Outra relacdo fundamental entre as duas operacOes aditivas e as duas
operacOes multiplicativas, é o facto de serem inversas uma da outra, 0 que também é
uma interpretacdo importante de algumas situaces.

- Compreensdo para relacionar o contexto e os calculos

As operagdes sdo uma forma de modelar situagbes reais. O sentido das
operacgdes (ponto central deste trabalho) tem uma importancia fundamental quando
relacionamos as operagdes com situacBes reais. Podemos também estuda-las de um
ponto de vista tedrico e descontextualizado, mas ndo é o caso neste estudo, pelo que se
reveste da maior importancia a relagéo entre as operagdes e 0 mundo real.

Os aspetos referidos mostram-nos que existe uma relacdo forte, em alguns

aspetos, entre o sentido do numero e o sentido das operagdes. Desta forma, a aquisi¢éo

48



do sentido do nimero é um percurso que apresenta algum paralelismo com a aquisicéo

do sentido das operagdes.

2.8. Outros aspetos que podem influenciar a escolha das

operacgoes

As situacOes que foram analisadas em relacdo a classificacdo das operagdes sao
apresentadas em tarefas denominadas “problemas de palavras”. Podemos analisar com
mais detalhe a sua natureza. Embora ndo haja uma definicdo final deste tipo de tarefas,
Verschavel, Greer e De Corte (2000) apresentam uma defini¢do sugerida por Semandeni
(1995). “Problemas de palavras” podem ser definidos como situagdes problematicas nas
quais uma ou mais questdes sdo colocadas e as respostas podem ser obtidas pela
aplicacdo de uma operacdo matematica envolvendo os dados disponiveis.

Para se compreender melhor a ideia, vejamos duas situac@es, exemplificando, no
primeiro caso o que deve ser considerado e no segundo 0 que n&do deve ser considerado
um “problema de palavras”.

Caso 1 — O Pedro tinha 5 berlindes e ganhou 3. Com quantos ficou?

Caso 2 — Quanto obténs se adicionares 3 a 5?

No caso 1, temos entdo uma situacdo contextualizada em que ndo é indicada
qual a operacdo a efetuar, tendo esta que ser identificada. JA no caso 2, a operacao
(adicdo) esta explicitamente indicada.

Para complementar a definicdo, devem ser levadas em consideracdo as notas
seguintes:

- Apesar do uso da palavra problema, a situacdo ndo tem que constituir
obrigatoriamente um problema.

- N&o ha referéncia ao nivel de dificuldade, podendo este ser variavel.

- Pode ser uma tarefa de algebra, geometria, l0gica, etc. e ndo apenas aritmética.

- O enunciado pode incluir mais do que texto, como esquemas ou gréaficos, por
exemplo.

Este tipo de atividade sempre existiu nos curriculos escolares, inclusivamente

aparecem nos papiros egipcios com cerca de 4000 anos.

49



A préatica de interpretacdo de situacOes reais e consequente aplicacdo na
resolucdo de tarefas e a motivacdo pela utilidade da matemaética, entre outros, sdo
motivos a favor da inclusdo deste tipo de tarefas nos curriculos. No entanto, em termos
praticos, a sua aplicacdo merece criticas de alguns investigadores. Verschavel, Greer e
De Corte (2000) citam um conjunto de autores — Cooper (1994), Davis (1989), De Corte
e Verchaffel (1985), Freudenthal (1991), Greer (1993), Kilpatrick (1987), Nesher
(1980), Nunes, Schliemann e Carraher (1993), Reusser (1988), S&ljo (1991), Shoenfeld
(1991), Silver, Shapiro e Deutsch (1993), Treffers (1987), Verschaffel e De Corte
(1997a) — para resumir o seguinte: “Mais do que situagdes realistas que levem 0s alunos
a usar 0 senso comum e a sua experiéncia do mundo real nas diferentes etapas do seu
desenvolvimento, os problemas de palavras sdo apresentados de forma artificial como
puzzles fora do mundo real” (p. xv).

Esta pode ser uma ajuda para compreender um fendmeno preocupante neste tipo
de situacOes, designado por “suspensdo do sentido real”. Consiste no facto dos alunos
responderem a determinadas questdes sem qualquer sentido. Dado que é referido
essencialmente em exemplos de questdes semelhantes as que sdo estudadas nesta tese,
este ponto de vista, apesar de ndo ser o foco central do trabalho, merece também
algumas consideragdes.

Exemplos tipicos de “suspensdo do sentido real” sio conhecidos e podemos
examinar alguns exemplos: Num rebanho ha 125 ovelhas e 5 cdes. Qual é a idade do
pastor? Num estudo realizado pelo Institut de Recherche sur I’Enseignement des
Mathématiques de Grenoble, em 1980, com este exemplo, apenas 12% dos alunos de 7
a 9 anos e 62% de alunos dos 9 aos 11 anos afirmaram ndo ser possivel responder. Um
aluno efetuou a resolucdo seguinte:

125+5=130, Néo pode ser, € muito velho

125-5=120, Também é muito velho

125:5=25, Pode ser, esta € a idade do pastor.

Vejamos agora mais um exemplo. “A Catia convidou 8 amigos para o seu
aniversario que decorrera daqui a 4 dias. Que idade faz a Catia?”

A percentagem de alunos que tentou resolver a questdo, considerando-a
resoluvel foi:

1.°ano — 10%

2.2 ano — 30%
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3.2 ano — 60%

4.°ano — 60%

5.2ano — 45%

Esta constatagdo € preocupante, pois sugere que a matematica aprendida na
escola pode influenciar de forma negativa o desempenho dos alunos nestas situacoes.
Enquanto os alunos mais novos, com menos conhecimentos, tentam pensar no assunto e
encontrar uma estratégia de resolucdo, os mais velhos, aplicam simplesmente um
procedimento de rotina sem darem qualquer significado a situacéo.

Assim, parece que na escola os alunos ndo adquirem realmente os
conhecimentos matematicos desejados. Habituam-se a repetir um padrdo que consiste
em efetuar uma operacéo e obter um resultado numérico, sem interpretarem realmente a
situacao.

Na verdade, os alunos aprendem o que podemos chamar “as regras do jogo”.
Entre outros aspetos, eles assumem que:

e 0s “problemas” fazem sentido, sdo resoliveis € ndo se questionam;

e tém uma sO resposta, que € um nimero que se obtém através duma operacéo;

e 0s dados do problema sdo todos utilizaveis, ndo ha em excesso nem em falta;

e 0S Objetos, pessoas, lugares,... dos problemas escolares sdao diferentes dos
reais.

Mas também ha algumas criticas aos estudos que chegaram as conclusdes
apresentadas. Sera logico apresentar a um aluno uma situacdo sem sentido? Sera que ele
ndo percebeu mesmo o que é dito, quando tenta resolver? Vejamos o seguinte exemplo:

Professor — Tens 10 lapis azuis no teu bolso direito e 10 lapis vermelhos no teu
bolso esquerdo. Que idade tens?

Aluno — 20 anos.

Professor — Mas tu sabes que ndo tens 20 anos.

Aluno — Claro que sei, mas a culpa € sua, professor, que me deu os numeros
errados!*

Uma forma de tentar clarificar os resultados destas experiéncias € introduzir uma

questdo final que peca aos alunos a sua opinido sobre a questao que lhe foi colocada.

! Estes exemplos foram retirados de: Verschaffel, L., Greer, B. e De Corte, E. (2000). Making
Sense of Word Problems. Lisse. Netherlands: Swets & Zeitlinger Publishers.
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Este fendmeno, a suspensdo do sentido real, pode tambeém ter um peso
consideravel nas dificuldades que os alunos apresentam para escolher a operagdo que
resolve cada situacdo e € mais uma variavel, além da natureza da situagdo em si. Séo
apontadas causas para esta suspensdo, com especial incidéncia numa educagdo
matematica tradicional, que enfatizava o ensino da aritmética, baseando-se no célculo e,
especialmente, nos algoritmos. Assim, ndo esta presente a preocupacao de desenvolver
nos alunos a compreensdo ¢ o sentido das operagdes (e também do niimero). “Saber
matematica significava, essencialmente, saber a tabuada e saber fazer contas”
(Abrantes, Serrazina e Oliveira, 1999, citados por Carvalho e Gongalves, 2003). Uma
importante mudanca na visdo da matematica que hoje se verifica é que ela deixou de ser
encarada como uma colecdo de conhecimentos para ser vista como natural no
conhecimento humano, com sentido, e como uma forma ativa de resolver situacdes
reais. Claro que o célculo e os algoritmos continuam a ter um papel importante na
educacdo matematica, ndo podemos € resumi-la apenas a esta faceta.

A prética dos exercicios, problemas e outras tarefas deve continuar, mas com
significado para os alunos. E fundamental que estes possam pensar em cada situacao,
que usem verdadeiramente o seu raciocinio e ndo as “regras do jogo” anteriormente
indicadas. Para isso, € desejavel que as tarefas propostas sejam realistas e possam
refletir situacbes do mundo real que os alunos conhecam, podendo assim, de facto,
aplicar a sua experiéncia do dia-a-dia na resolucdo das tarefas escolares. Afinal a
matematica serve para resolver questdes reais.

Outro aspeto a considerar tem a ver com a rotina das tarefas na aula de
matematica. Embora a pratica seja necessaria, ela ndo pode ser de tal forma que o0s
alunos deixem de pensar, e que cada vez que surge uma situacdo diferente, estes facam
a sua resolucdo como se do mesmo tipo de tarefa se tratasse. Mas para que os alunos
adquiram essa capacidade é necessario que em cada tema que se estuda se possam
introduzir tarefas diferentes. Quando se estuda uma operacdo (talvez fosse melhor
estudar algumas em simultaneo), os alunos devem ser confrontados com situagfes que
se resolvam com outra operacdo, e também sem qualquer operagdo. Esta questdo nédo é
especifica do sentido das operagdes, mas transversal a outros temas matematicos. Por
exemplo, quando se estuda a proporcionalidade direta, os alunos devem ser

confrontados com situagcdes em que ndo ocorra a proporcionalidade direta, pois além
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dos calculos, é fundamental, numa situacéo real, identificar quando se estd ou ndo em
presenca de grandezas diretamente proporcionais.

No caso especifico das operacBes, a seguinte afirmacdo parece-me bastante
elucidativa: “os problemas deveriam ser tdo variados que os estudantes nao pudessem
assumir que, se ha dois nimeros num problema, a resposta seria encontrada
adicionando, subtraindo, multiplicando ou dividindo os nimeros” (Greer, 1992, p. 292).

Na aprendizagem das operagdes, como ja foi referido, temos a vertente do
calculo e da sua compreensao, entre outros aspetos que podem ser estudados, como as
relacGes entre as operacdes ou as suas propriedades, por exemplo. Estes dois pontos,
calculo e compreensdo, levam-me a mais uma reflexdo sobre a aprendizagem das
operacOes. Para se saber efetuar o algoritmo de uma operagdo é necessario conhecer-se
as regras e praticar. Para se compreender o sentido das operacgdes, a situacdo € bem
diferente; em vez da aplicacdo de uma regra, os alunos devem adquirir o conceito e essa
aquisicdo faz-se ao longo do tempo, de anos, de forma progressiva e sem a
aprendizagem de uma regra. O aluno devera experimentar uma grande variedade de
tarefas, sequencialmente selecionadas de modo a ir construindo os conceitos. Como se
vé sdo formas diferentes de aprender, porque o que se aprende também é diferente. A
antiga insisténcia e a visdo da matematica centrada nas regras, que ainda nao
desapareceu totalmente das nossas aulas, dificultam a aquisicdo de conceitos, como a
aprendizagem da compreenséo das operacdes. Além de alguma dificuldade na mudanca,
penso que um dos motivos que leva os professores, por vezes, a manter essa tradicdo, é
que os resultados da aprendizagem das regras, dos algoritmos, podem ver-se
rapidamente, enquanto os conceitos demoram tempo a ser adquiridos e essa espera

deixa os professores “nervosos”.
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CAPITULO 3

Metodologia
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Neste capitulo, irei descrever o0s procedimentos seguidos neste estudo,
comecando por abordar as metodologias de investigacdo em didatica para, a partir dai,
justificar a escolha da metodologia usada nesta investigacgéo.

Para recolher a informacdo necessaria que constituiu a componente empirica
deste estudo, foi elaborado um instrumento formado por um conjunto de questfes que
se resolvem (exceto uma) pela aplicacdo de uma das quatro operagdes aritméticas.

Farei a descricdo da forma como foram elaboradas as questdes a colocar aos

alunos envolvidos e como foi feita a sua aplicacéo.

3.1. Metodologias de investigac¢do em diddtica

Nas investigacbes em didatica aplicam-se habitualmente metodologias
quantitativas, qualitativas ou mistas. Apresento em seguida algumas caracteristicas
dessas metodologias para justificar a opcdo pela metodologia escolhida para este
trabalho.

Nem todos o0s autores apresentam as mesmas perspetivas das diferentes
metodologias, o que leva a considerar que estas contém alguma subjetividade. Em
termos historicos, podemos dizer que o debate entre as metodologias qualitativa e
quantitativa vem do conceito de verdade dos filésofos da Grécia antiga. Era o debate
entre saber se havia apenas uma verdade, que era independente do observador, ou se
esta dependia da interpretacdo que se fazia daquilo que se observasse.

O paradigma da metodologia quantitativa apoia-se no pressuposto de que a
realidade é s6 uma, independente do observador, e consequentemente, a sua
interpretacdo de determinado fendémeno € Unica. O paradigma da metodologia
qualitativa admite que a realidade pode ser interpretada de diversas formas, que
dependem do observador.

Em termos praticos, estas ideias ndo sdo suficientemente informativas para
definir os contornos dos diferentes tipos de metodologias, pelo que importa avancar
para outros aspetos, que me parecem mais significativos. A metodologia quantitativa
tem um caracter mais descritivo, enquanto a metodologia qualitativa tem um caracter

mais interpretativo, isto €, a primeira poderad dizer-nos o que acontece, e a segunda
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explicar-nos porque acontece. A primeira aplica-se geralmente a uma maior quantidade
de informacdo, que poderad ser uma amostra da populagdo, sobre a qual pode fazer-se
um tratamento estatistico dos dados, de forma a extrair eventuais inferéncias para a
populacdo. A segunda baseia-se huma menor quantidade de informacédo, ndo havendo
preocupacdo com a representatividade da informacao obtida relativamente a populacao.
No entanto, tal informacdo sera analisada mais pormenorizadamente, tentando-se
interpretar de forma profunda, o que nos leva também ao encontro de resultados
importantes.

Poderemos combinar os dois métodos numa investigacdo? Existem, de facto,
estudos que combinam os dois métodos. Esta situacdo denomina-se, habitualmente,
metodologia mista. A sua natureza ndo € consensual. Johnnson, Onwuegbuzie e Turner,
(2007) apresentam dezanove definicdes de metodologia mista, de acordo com opinides
de diversos investigadores. Os motivos que levam a opc¢do pela metodologia mista séo
também variados, e por vezes, até contraditorios. Denzin (1978, citado por Johnnson,
Onwuegbuzie e Turner, 2007) defende a metodologia mista como uma forma de
triangulacdo. Para este autor, a triangulacdo ¢ definida como “uma combinacdo de
metodologias para estudar o mesmo fenoémeno” (Denzin, 1978, p 114). Podemos
combinar dados, investigadores, teorias e, neste caso, metodologias. Esta combinagéo
pretende tornar mais fiaveis os resultados de uma investigacdo, pois eles surgirdo de
diversas fontes.

No entanto outros autores apresentam um ponto de vista completamente
diferente: ““... porque os dois paradigmas nao estudam o mesmo fendmeno, os métodos
quantitativos e qualitativos ndo podem ser combinados para validacdo cruzada ou
triangulacdo. No entanto, eles podem ser combinados com a finalidade de se
complementarem” (Sale, Lohefeld e Brazi, 2002, p. 43). Na verdade, nem sempre esta
claro que temos uma metodologia mista: “Saber quanto temos ou ndo temos um
exemplo de combinacdo de investigacdo quantitativa e qualitativa €, por vezes,
problematico” (Bryman, 2006, p 100). Em alguns estudos de metodologia mista pode
haver um maior peso da parte quantitativa, da parte qualitativa, ou um equilibrio.
Assim, Johnnson, Onwuegbuzie e Turner (2007) propdem a seguinte classificagéo para
metodologias de investigag&o.

v Qualitativo (puro) — apenas qualitativo

v Misto qualitativo — qualitativo dominante
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v Misto (puro) — quantitativo e qualitativo com igual peso

v Misto quantitativo — quantitativo dominante

v Quantitativo puro — apenas quantitativo

Por vezes também aparecem referéncias a estes métodos do tipo “QUANT-
qual”. Isto representaria um método misto de dominio quantitativo; a metodologia
dominante aparece em letras maiusculas.

Das diversas definigBes de varios autores citados por Johnnson, Onwuegbuzie e
Turner (2007), destaco alguns pontos sobre o que se considera ser um estudo de
metodologia mista (p. 119):

“Metodologia mista envolve um uso simultineo ou sequencial de dados
qualitativos ou quantitativos ...”

“Metodologia mista € um termo usualmente usado para designar a combinacao

de investigacdes quantitativas e qualitativas no mesmo projeto de investigacéo...”.

3.2. Metodologia usada nesta investigacdo

O tipo de metodologia que é escolhido para cada investigacdo devera ser o mais
adequado a esse estudo particular. Para justificar a escolha que efetuei, vou recordar as
questdes de investigacao:

1. E possivel identificar situacbes em que os alunos apresentam mais ou menos
dificuldade na identificacdo da operacdo a efetuar?

2. Quando os alunos néo identificam a operacao correta, que operacao escolhem?

3. E possivel encontrar justificacio para as dificuldades apresentadas pelos alunos
na identificacdo das operagdes?

4. As respostas as questdes anteriores poderdo dar-nos indicagdes para melhorar a
aprendizagem dos alunos?

Para responder a primeira questdo, determinarei, a partir das resolucdes dos
alunos, a quantidade de sujeitos que consegue identificar a operacdo em cada situacao.
E uma leitura descritiva da situacdo, que representa caréacter quantitativo. No entanto,
pelo facto das respostas serem abertas, estas terdo que ser tipificadas, o que tem um

caracter qualitativo e claramente interpretativo.
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Em relacdo a segunda questdo, indicar qual a operacdo escolhida, os dados
produzidos tém igualmente um caracter quantitativo.

A terceira questdo procura uma explicagdo para um determinado comportamento
(as dificuldades dos alunos), logo tem um caracter interpretativo, ou seja, requer um
tratamento qualitativo dos dados.

A quarta questdo € a procura de uma indicacdo para ajudar a superar as
dificuldades encontradas em funcdo da forma como se manifestam e de eventuais
explicacOes para a sua existéncia.

Desta forma, este estudo reline caracteristicas da metodologia mista, que a seguir
indico:

- S0 usadas metodologias quantitativas e qualitativas no mesmo projeto de
investigacdo (Johnnson, Onwuegbuzie e Turner, 2007);

- A metodologia quantitativa é utilizada em algumas questfes (questdes 1 e 2) e
a qualitativa noutras (questdes 3 e 4);

- As duas metodologias complementam-se — cada uma procura um tipo de
respostas diferentes;

- Uma metodologia explica os resultados obtidos na outra — na questdo 3 a
metodologia qualitativa tenta explicar as respostas as questfes 1 e 2 extraidas por via da
metodologia quantitativa (Bryman, 2006).

E finalmente, quanto se usa na mesma investigacdo metodologia qualitativa e
quantitativa, podemos considerar estar em presenca de um estudo misto. As duas
metodologias podem incidir sobre 0 mesmo aspeto da investigacdo (por exemplo, para
responder a mesma questdo) ou para se complementar.

Posso entdo afirmar que esta investigacdo adota uma metodologia mista.

3.3. A construgdo do instrumento a aplicar aos alunos

As quatro operagdes podem aplicar-se a resolugdo de um elevado numero de
situacdes distintas, como ja foi visto anteriormente. Um aspeto muito importante deste
estudo foi a selecéo das situacOes a estudar. Varias questdes se colocaram, que tinham a

ver com duas vertentes: as situacOes das operacOes propriamente ditas, por exemplo,
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comparacdo, grupos equivalentes, divisdo por medida, etc. e a natureza dos numeros:
inteiros, decimais ou fragdes. A escolha tornou-se bastante dificil, pois todos os casos
apresentam interesse para serem estudados.

Uma ideia inicial foi comparar as quatro operagdes, estudando-as em paralelo.
Mas a partir de certo ponto ficou claro que isso seria muito dificil de concretizar no
tempo disponivel para a realizacdo do trabalho, devido & elevada variedade e
complexidade de situagOes que se podem encontrar em cada uma das operagOes. Foi
considerada a possibilidade de estudar uma s6 operacdo. Embora esta opcao tivesse a
vantagem de aprofundar mais a operacdo aritmética escolhida, eliminava uma viséo
mais global do assunto e também ndo era compativel com o que tinha motivado o
estudo. Assim optou-se por uma solugdo que pareceu ser equilibrada e permitir um
compromisso entre o desejavel e o realizavel na pratica. A multiplicacdo e a divisdo
foram as operacdes escolhidas para serem estudadas em maior profundidade, com mais
énfase na divisdo. No entanto, a adicdo e a subtracdo encontrar-se-d0 também presentes
para ndo perder completamente uma visdo global das quatro operagdes e das
dificuldades que envolvem. Reconhe¢o que esta deciséo é discutivel, pois ha tendéncia,
em determinados estudos, de fazer uma pesquisa exaustiva conseguindo-se resultados
mais profundos do ponto de vista académico. Mas na realidade, com 0s nossos alunos,
néo trabalhamos por compartimentos, mas sim duma forma global, e eu tenho esperanga
de que este estudo possa ajudar-me no meu trabalho de professor, e também no de
outros professores. Assim, esta op¢do € a que vai mais ao encontro da intencdo de
procurar algumas pistas para responder a dificuldades reais do dia-a-dia do professor.

A primeira versdo que construi tinha vinte e quatro tarefas, tornando-se um
trabalho demasiado longo e repetitivo para os alunos. A possibilidade de se dividir em
duas partes e aplicar em aulas diferentes foi abandonada por dificuldades de tempo.
Assim, a lista foi sendo diminuida, até ficar com treze tarefas. Mas esta diminuicdo
tinha a desvantagem de retirar casos considerados importantes para o trabalho. Surgiu
entdo a ideia de fazer trés versdes diferentes. Assim, foram selecionadas oito situacdes
consideradas as mais importantes para atender as questdes de investigacao (situacfes de
multiplicacdo e divisdo) e mais doze questBes distribuidas em grupos de quatro. Assim,
foram construidas 3 versfes com 8 tarefas comuns e com 4 tarefas variaveis, uma para

cada um dos tercos dos alunos. Nestas trés versdes estdo sempre contempladas as o0itos
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tarefas consideradas “principais” por incidirem na multiplicacdo e na divisdo (5 de
diviséo e 3 de multiplicacdo).

Em relacdo as tarefas selecionadas, a tabela seguinte apresenta os tipos de
situacbes em cada versdo. A ordem das tarefas ndo é aleatoria. Foram colocadas de
modo a haver alguma variedade, sem que a mesma operacdo se repetisse em tarefas

seguidas (apesar dos alunos poderem resolvé-las pela ordem que entenderem).

8 Tarefas Fixas 4 Tarefas variaveis

(todos os alunos)

(um bloco para cada terco dos alunos)

1. Multiplicacao — 4 3. Adicdo — Mudanca para menos
disposigéo retangular o 6. Adicdo — Mudanga para mais

2. Diviséo como partilha — 3 9. Multiplicacdo — Produto cartesiano
medidas equivalentes @ 11. Subtragdo — Mudanga para menos
4. Multiplicacdo — medidas

equivalentes 3. Sem operagdes

5. Divisdo como medida — S 6. Subtracdo — Mudanca para mais
medidas equivalentes 8 9. Multiplicagdo — Razéo

7. Multiplicacdo — grupos m 11. Adicdo — Combinacéo
equivalentes

8. Divisdo — comparacdo 3. Subtracdo — Comparacdo (a mais)
multiplicativa 6. Subtragdo — Comparagéo (a menos)
10. Divisao como partilha — Cg 9. Divisdo — Razao

grupos equivalentes 8 11. Adigdo — Comparacdo (a menos)
12. Divisdo como medida— | m

grupos equivalentes

5 DivisOes 4 Adigdes

Divisdo como partilha
(grupos equivalentes)
Divisdo como medida
(grupos equivalentes)
Divisdo como partilha
(medidas equivalentes)
Divisdo como medida
(medidas equivalentes)
Comparacdo multiplicativa
3 Multiplicacbes (em 5)
Disposicao retangular
Grupos equivalentes
Medidas equivalentes

Mudanca para mais e para menos (dinamicas)
Combinacao e comparacao (estaticas)

4 Subtractes

Mudanga para mais e para menos (dinamicas)
Combinacdo e comparacao (estaticas)

2 Multiplicagbes (em 5)

Razéo

Produto Cartesiano

1 Divisdo (em 6)

Razao

1 tarefa sem aplicacédo de operacoes

Tabela 18 — Situacdes selecionadas para aplicar aos alunos
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As tarefas fixas ou comuns as 3 versdes foram escolhidas, tendo em
consideracdo que estas situac0es sdo as que ocorrem mais, tanto nas aulas como,
eventualmente, no dia-a-dia. Greer (1992) indica as principais situagdes de
multiplicacdo e divisdo: grupos equivalentes, comparacdo multiplicativa, produto
cartesiano e modelo retangular. Na impossibilidade de colocar todas as situacdes
incidiu-se nos grupos equivalentes (e medidas equivalentes, nos decimais) e uma tarefa
de modelo retangular. Verschaffel e De Corte (1996) indicam as mesmas situagdes
como as mais estudadas na multiplicacéo e diviséo.

Em relacdo as tarefas variaveis para cada um dos tercos dos alunos, na verséo 1,
pretende-se comparar duas situacOes de adicbes — uma mudanga para mais e uma
mudanga para menos. O produto cartesiano € considerado uma situagdo de
multiplicacdo habitualmente pouco trabalhada, mas foi incluida, pois sera interessante
saber se os alunos aplicardo diretamente a operacdo ou utilizardo preferencialmente
estratégias préprias, tendo em consideragdo o facto de se pensar ser esta uma situacéo
pouco trabalhada. A tarefa 11 foi a Gltima a ser incluida: envolve uma subtracdo por ndo
haver nenhuma outra com esta operacdo e por pretender-se ter todas as operagdes em
todas as versdes. O mesmo aconteceu com as tarefas 11 das outras versdes, mas para o
caso da adi¢do. Além disso, nestes dois Ultimos casos, colocou-se uma adigdo sem ter
especial preocupacgéo na situacdo escolhida, pois pretendia-se, de facto, uma adi¢cdo. Na
versdo 1, colocou-se mudanca para menos (Subtracdo) por haver uma mudanca para
mais (subtracdo) na versdo 2. Inicialmente estas duas tarefas estavam juntas, mas isso
implicava ndo haver nenhuma subtracdo na versdo 1. Assim, foi feita a alteracdo
referida, considerando-se ser uma perda menor, e tendo em conta que ndo se consegue
fazer tudo o que se pretende num instrumento deste género.

Na versdo 2, temos a tarefa 3 sem operacdes, pois ha tendéncia dos alunos
aplicarem operacfes mesmo quando ndo € esse 0 caso e esta situacdo € também
importante observar. Foi colocada uma situacdo de multiplicacdo, a razéo, que nao foi
possivel incluir em todas as versoes.

Na verséo 3, pretende-se comparar duas subtragcdes com comparacoes (a mais e a
menos) e inclui-se um caso de divisdo como razéo, tal como acontece na versdo 2 para a
multiplicacéo.

A lista de questdes €, finalmente, a seguinte:
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VERSAO 1

1. Num parque de estacionamento ha 12 filas com 8 lugares em cada fila.
Quantos lugares tem o parque?

2. Para um jogo, uma corda de 3 metros foi cortada em 6 partes iguais.
Com que comprimento ficou cada parte?

3. De uma caixa com lapis, que se encontrava numa loja, venderam-se 15 e sobraram
10. Quantos lapis havia, inicialmente, na caixa?

4. Numa visita de estudo foram distribuidos pelos 20 alunos de uma turma pacotes de
sumo, cada um com 0,2 litros de sumo.

Quantos litros de sumo havia nos 20 pacotes?

5. Com 3 litros de sumo encheram-se garrafas de 0,5 litros cada.
Quantas garrafas se encheram?

6. O Jo&o foi jogar ao berlinde. Tinha 18 berlindes e ganhou 8.
Com quantos ficou?

7. O Nuno tem 12 carteiras de 4 cromos cada. Quantos cromos tem o Nuno?

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15 metros de
altura. Quantas vezes o Farol é mais alto que o prédio do Francisco?

9. Uma equipa de futebol vai escolher as cores do seu equipamento novo.
Tem duas cores para 0s calcOes, e trés cores para as camisolas.

Quantos equipamentos diferentes é possivel escolher?

10. A Joana tem 30 CD de musica repartidos igualmente por 5 caixas.
Quantos CD ha em cada caixa?

11. A Carla tinha uma colecdo de 20 CD de musica, e deu 8 ao seu primo.
Com quantos CD ficou a Carla?

12. Numa competicdo desportiva participam 24 alunos em equipas de 4 elementos cada.
Quantas equipas participam na competicao?
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VERSAO 2

1. Num parque de estacionamento ha 12 filas com 8 lugares em cada fila.
Quantos lugares tem o parque?

2. Para um jogo, uma corda de 3 metros foi cortada em 6 partes iguais.
Com que comprimento ficou cada parte?

3. O Luis esta doente e tem que tomar dois medicamentos diferentes: comprimidos, de 6
em 6 horas, e capsulas de 4 em 4 horas.

As 11h da manha tomou os dois medicamentos.

A que horas, nesse mesmo dia, voltou a tomar os dois medicamentos juntos?

4. Numa visita de estudo foram distribuidos pelos 20 alunos de uma turma pacotes de

sumo, cada um com 0,2 litros de sumo.
Quantos litros de sumo havia nos 20 pacotes?

5. Com 3 litros de sumo encheram-se garrafas de 0,5 litros cada.
Quantas garrafas se encheram?

6. O Luis comprou 5 livros de uma colecdo de 12.
Quantos Ihe faltam para ter a cole¢cdo completa?

7. O Nuno tem 12 carteiras de 4 cromos cada. Quantos cromos tem o0 Nuno?

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15 metros de
altura. Quantas vezes o Farol é mais alto que o prédio do Francisco?

9. Uma fotocopiadora faz 25 copias por minuto.
A esse ritmo, quantas cépias faz em 5 minutos?

10. A Joana tem 30 CD de musica repartidos igualmente por 5 caixas. Quantos CD ha
em cada caixa?

11. Num jogo, a Ana e o José formam uma equipa.

A Ana ja conseguiu 18 pontos e o0 José 15 pontos.

Quantos pontos conseguiram, em conjunto, a Ana e 0 José?

12. Numa competicdo desportiva participam 24 alunos em equipas de 4 elementos cada.

Quantas equipas participam na competi¢cdo?
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VERSAO 3

1. Num parque de estacionamento ha 12 filas com 8 lugares em cada fila.
Quantos lugares tem o parque?

2. Para um jogo, uma corda de 3 metros foi cortada em 6 partes iguais.
Com que comprimento ficou cada parte?

3. Num jogo de basquetebol o Jodo conseguiu marcar 8 pontos, e o Luis marcou 20

pontos. Quantos pontos marcou o Luis a mais do que 0 Jodo?

4. Numa visita de estudo foram distribuidos pelos 20 alunos de uma turma pacotes de
sumo, cada um com 0,2 litros de sumo.
Quantos litros de sumo havia nos 20 pacotes?

5. Com 3 litros de sumo encheram-se garrafas de 0,5 litros cada.
Quantas garrafas se encheram?

6. O Jodo e a Ana estdo a ler o mesmo livro. O Jodo ja leu 25 paginas, enquanto a Joana

leu 40. Quantas paginas leu Jodo a menos do que a Ana?

7. O Nuno tem 12 carteiras de 4 cromos cada. Quantos cromos tem o Nuno?

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15 metros de
altura. Quantas vezes o Farol é mais alto que o prédio do Francisco?

9. Uma fotocopiadora faz 30 cdpias por minuto.

A esse ritmo, quanto tempo precisa para fazer 150 cépias?

10. A Joana tem 30 CD de musica repartidos igualmente por 5 caixas. Quantos CD ha
em cada caixa?

11. Num jogo, a Ana e o José formam uma equipa.
O José ja conseguiu 15 pontos, menos 5 do que a Ana.
Quantos pontos conseguiu a Ana?

12. Numa competicéo desportiva participam 24 alunos em equipas de 4 elementos cada.
Quantas equipas participam na competicao?
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Apesar das varias leituras e revisdes efetuadas, a questdo 6 da versao 3 apresenta
um erro no enunciado que ndo foi possivel detetar antes da aplicacdo aos alunos. A

Versao correta seria;

6. O Jodo e a Ana estdo a ler o mesmo livro. O Jodo ja leu 25 paginas, enquanto a Ana
leu 40. Quantas paginas leu Jodo a menos do que a Ana?

Apenas um aluno do 7.° ano descobriu esse erro, que na altura foi corrigido pela
professora que aplicou as tarefas aos alunos.

Esta situacdo mostrou-se relativamente facil de identificar como subtracéo pelos
alunos, tendo a maioria apresentado respostas do tipo: “O Joao leu menos 15 paginas”,
ou “O Jodo leu menos 15 paginas do que a Joana”, ou “O Jodo leu menos 15 paginas do
que a Ana”. Alguns alunos ndo referiram o nome da Ana ou da Joana, enquanto outros
referiram um dos nomes. Apesar de lamentar este erro, creio que ndo tera influenciado
de forma significativa as resolugdes dos alunos.

Como se pode observar pelas tarefas propostas, ndo estdo incluidas situacdes que
envolvam fracOes. Apresentarei agora o motivo de tal auséncia, que se deve
essencialmente a trés fatores.

Em primeiro lugar, a motivacdo que levou a realizacdo deste trabalho, como ja
foi indicado oportunamente, deveu-se ao facto de, na minha pratica como professor de
matematica, ter-me confrontado frequentemente com a dificuldade dos alunos em
determinarem qual a operacdo a efetuar em cada caso. Estas situacBes ocorreram
frequentemente com nameros inteiros e, eventualmente, decimais, dai o estudo incidir
essencialmente sobre as operagfes com nimeros inteiros.

Em segundo lugar, apesar do inegavel interesse em estudar o sentido das
operacdes envolvendo fracdes, a sua inclusdo iria alargar bastante o tema, 0 que se
poderia tornar pouco realista para a exequibilidade do estudo. E trocar os inteiros pelos
decimais iria contra a primeira finalidade da investigagéo.

Em terceiro lugar, e sem duvida o aspeto que mais pesou, considerei o facto dos
alunos do 5.° ano de escolaridade, ndo terem, na pratica, estudado com profundidade
suficiente as fragcBes para responder as questdes que lhe seriam colocadas. Assim,
deixaria de ser viavel efetuar o trabalho neste nivel, no qual tenho frequentemente
observado as dificuldades que foram a primeira motivacdo para a realizacdo do trabalho.

Também para os alunos do 6.° ano, apesar de ja conhecerem as fracGes, € de notar que o
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seu sentido esta a ser adquirido nesta fase. Assim, poderia ser dificil distinguir se as
dificuldades apresentadas resultariam do sentido da operacdo ou do sentido do proprio
namero, ou mesmo da dificuldade na realizagdo do célculo, o que poderia dificultar a
opcao do aluno por uma operacdo. Claro que isto também pode ocorrer com 0s himeros
inteiros e decimais, mas penso ser realista considerar que no segundo ciclo do ensino
basico o sentido do ndmero inteiro e também decimal esta mais desenvolvido que o

sentido da frag&o.

3.4. Desenvolvimento do trabalho de campo

Inicialmente estava previsto aplicar as tarefas selecionadas apenas a alunos do
segundo ciclo do ensino béasico. Mas o interesse mostrado por uma professora do
terceiro ciclo em aplica-las aos seus alunos, (durante um seminario de apresentacdo
deste trabalho) levou a inclusdo de alunos do 7.° ano de escolaridade neste estudo.

Devido ao tempo disponivel para a realizacdo da presente tese tornou-se
impraticavel efetuar uma amostra probabilistica da populacdo escolar, que seria
adequada para responder as duas primeiras questdes de investigacdo. Assim, as nove
turmas foram escolhidas por proposta feita aos seus professores em funcéo das relagdes
profissionais e pessoais do investigador com esses professores, e também por propostas
feitas por professores que mostraram interesse em participar neste estudo. Ndo sendo
esta uma amostra probabilistica, ndo garante a representatividade da populagdo, mas
permite um estudo dos alunos envolvidos que podera dar indicac6es validas, dada a sua
dimensdo que é expressiva e o facto de se tomarem as turmas envolvidas como
“normais”, isto €, desprovidas de caracteristicas excecionais.

Desta forma, as fichas (3 versdes do questionario) foram aplicadas a trés turmas
do 5.° ano de escolaridade de trés escolas do Algarve, a trés turmas do 6.° ano de trés
escolas do Algarve, a uma turma do 7.° ano do Algarve e a duas turmas do 7.° ano de
uma escola da regido de Lisboa, todas no terceiro periodo do ano letivo 2009/2010. O
numero de alunos que respondeu foi de 158, distribuidos da forma seguinte: 55 no 5.°

ano, 53 no 6.°ano e 50 no 7.° ano.
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As tarefas foram propostas aos alunos em quatro paginas de tamanho A4 (numa
folha A3 em formato de livro) com espaco para a resolucdo, e foram dadas oralmente as
seguintes instrucdes:

- Devem ler atentamente as questdes antes de responder;

- Na resolucdo podem ser apresentados calculos, esquemas ou palavras;

- Devem resolver da maneira que for mais adequada, mas ndo apresentem apenas
a resposta sem qualquer resolucao;

- Se usarem a calculadora, apresentem a indicacdo da operacdo e o resultado;

- Se quiserem usar uma folha de rascunho, devem entrega-la também;

- Se faltar espaco, podem usar outra folha e entrega-la;

O investigador esteve presente em quatro turmas, duas do 5.° ano e duas do 6.°
ano. Nas outras, por incompatibilidade de horarios, foram os professores das turmas que
fizeram a aplicacdo das tarefas. Foi discutido com esses professores o objetivo do
trabalho e as condigdes da sua aplicacéo.

De forma geral, ndo foram dadas quaisquer outras instrucbes aos alunos.
Eventuais esclarecimentos tiveram em considera¢do que nunca se poderia dar qualquer
pista sobre a operacdo a efetuar.

Os alunos tiveram uma aula de noventa minutos para resolver as questdes, que

se revelou suficiente. Apenas alguns alunos do 5.° ano utilizaram a totalidade do tempo.
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CAPITULO 4

Analise de dados
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Irei aqui descrever como foi elaborada a andlise dos dados, comecando por
explicar a categorizagdo das respostas a fim estabelecer em que casos um aluno
identifica ou ndo corretamente uma operacdo. Seguidamente, explicarei como foram

analisadas as resolucdes dos alunos de modo a responder as questdes de investigacao.

4.1. Categorizacdo das respostas

Na analise das resolu¢des dos alunos, foram consideradas as dez situagdes
seguintes de respostas:

1. O aluno indica a operagéo correta.

2. O aluno indica a operacéo correta, mas também um esquema ou explicacéo.

3. O aluno apresenta um esquema ou explicacéo e resolve corretamente a tarefa,
mas nédo apresenta de forma explicita a indica¢do da operacéo.

4. O aluno apresenta a operacdo inversa para confirmar o resultado.

5. O aluno apresenta uma adicao sucessiva que permite resolver corretamente a
tarefa.

6. O aluno utiliza outra operacgdo (que ndo é a correta) para resolver a tarefa ou a
operacdo correta mas com outros valores — aqui € considerada qual a operacdo usada
(esta situacdo esta dividida em quatro casos: adicao, subtracdo, multiplicacdo e divisao).

7. O aluno apresenta um esquema ou explicacdo que ndo permite resolver a
tarefa.

8. O aluno apresenta a resposta correta sem apresentar a resolucéo.

9. O aluno apresenta uma resposta errada sem apresentar a resolucao.

10. O aluno néo resolve ou ndo responde (ou qualquer outro caso).

Importa agora decidir em qual ou quais das situacGes anteriores se considera que
o0 aluno identifica corretamente a operagéo.

No caso 1 é claro que isso se verifica.

No caso 2 o aluno tambem identifica a operacdo. O facto de ser apresentado um
esquema, este pode ser feito porque o aluno precisa efetivamente dele para perceber de
que operacéo se trata, ou porque quer/precisa de confirmar, ou ainda para completar a

sua resolucdo, tornando-a mais clara para o professor, pois 0s alunos sdo
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frequentemente incentivados a apresentarem as suas resolugdes. No entanto, o aluno
associa corretamente a situacao a operacao.

No caso 3 considerei que se 0 aluno conseguiu resolver corretamente a tarefa é
porque também interiorizou o sentido da operacdo, mas talvez ndo a tenha adquirido
formalmente. O aluno criou uma estratégia propria para resolver a tarefa.

Assim, na andlise quantitativa das resolucGes dos alunos, para responder a
primeira questdo de investigagdo, considerei que os alunos identificam corretamente a
operacdo quando ocorre o0 caso 1 ou 2. Esta classificacdo terd sempre alguma
subjetividade, no entanto, é fundamental decidir em que situacBes se considera que o

aluno identificou corretamente a operagéo a realizar.

4.2. Andlise das resolugoes dos alunos

Na construcdo do instrumento de recolha de dados ndo foram incluidas todas as
situacOes possiveis que podem ser resolvidas por aplicacdo das operacbes de adicao,
subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Selecionei um conjunto de situacbes, como
anteriormente foi descrito. Em consequéncia desse facto, as respostas as questdes de
investigacdo sdo, evidentemente, apenas referentes ao conjunto de situacdes

selecionado, e ndo a globalidade de todas as situagdes possiveis.

1.2 Questao

E possivel identificar situacBes em que os alunos apresentam mais ou menos

dificuldade na identificacdo da operacéo a efetuar?

Para responder a esta questdo, vou comecar por analisar as situacOes
multiplicativas. No grafico 1 estdo as percentagens de identificacdo correta para essas
situacOes, ordenadas de forma decrescente. A razdo e o produto cartesiano foram

aplicadas a um terco dos alunos, enquanto as restantes foram aplicadas a todos.
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Identificacdo da operagao - todos os alunos
Ordenado por identificacdo correcta da operacao

7. Multiplicagao — grupos equivalentes

1. Multiplicagdo — disposi¢do rectangular

10. Divisdo como partilha — grupos equivalentes
9. Multiplicagdo - razdo - v2

12. Divisdo como medida — grupos equivalentes
4. Multiplicagdo — medidas equivalentes

2. Divisdo como partilha — medidas equivalentes
5. Divisdo como medida — medidas equivalentes
9. Divisdo - razdo - v3

8. Divisdao — comparagao multiplicativa

9. Multiplicagdo - produto cartesiano -v1

Gréfico 1 - Identificagdo correta das opera¢des multiplicativas

Além da ordem apresentada no grafico 1, é importante também ter em atencédo
os valores das percentagens. De facto, imaginemos por hipdtese, duas situacGes: as
percentagens de identificagdo correta todas acima de 80% e as percentagens de
identificacdo correta todas abaixo de 20%. A ordem poderia ser a mesma nos dois casos
mas certamente a leitura desses resultados seria muito diferente.

Entdo, parece interessante fazer uma divisdo dos dados em intervalos de
amplitude 20, como estéd apresentado na tabela 19. Continuo a colocar as percentagens
para facilitar a leitura, pois por vezes, apenas uma unidade de diferenca pode implicar a
colocacdo em intervalos diferentes.

A tabela 19 mostra-nos que nenhuma das situacGes multiplicativas apresentou
baixa dificuldade de identificagdo, tendo o melhor valor sido 72%. A maior parte das
situacdes estd no intervalo dos 41% aos 72%. Depois surgem trés situacdes que se
destacam por terem apresentado elevada dificuldade de identificagdo: diviséo (razéo e

comparacdo multiplicativa) e multiplicacdo (produto cartesiano).
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Percentagem
de

Dificuldade na

Situagdes
identificacdo | identificagao
correta
81 a 100% Baixa
Multiplicacdo (grupos equivalentes) — 72 %
Multiplicagdo (disposi¢ao retangular) — 69%
61a80% Média baixa
Divisdo como partilha (grupos equivalentes) — 64%
Multiplicagéo (razéo) —v2 — 62%
Divisdo como medida (grupos equivalentes) — 60%
Multiplicacdo (medidas equivalentes) — 58%
41 a 60% Média
Divisdo como partilha (medidas equivalentes) — 46%
Divisdo como medida (medidas equivalentes) —41%
21 a40% Média alta
Divisdéo (razéo) —v3 —19%
0a20% Elevada Divisdo (comparacao multiplicativa) — 18%

Multiplicagdo (produto cartesiano) —v1 — 8%

Tabela n.2 19 - Identificacdo correta das operaces multiplicativas por intervalos

(em itdlico situacdes aplicadas a um terco dos alunos)

Para comparar a multiplicacdo com a divisdo, devemos considerar as mesmas

situacbes nas duas operacdes, ou seja, 0S grupos equivalentes nos numeros inteiros e

medidas equivalentes nos numeros decimais. Nos ndmeros inteiros, a situacdo de

multiplicacdo foi mais facilmente identificada do que as duas de divisdo. O mesmo se

verifica com 0s nimeros decimais. A razdo foi tambem aplicada nas duas operacgoes,

mas a um terco dos alunos, e a dois conjuntos diferentes de alunos. Também aqui a

multiplicagdo foi identificada mais facilmente. A tabela 20 resume estas conclusdes,

indicando a percentagem de identificagdo correta das situacgdes.
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Situacgéo Multiplicacéo . Divisao .
Partilha Medida
Grupos equivalentes 72% 64% 60%
Medidas equivalentes 58% 46% 41%
Razéo 62% 19%

Tabela 20 - comparacdo entre a multiplicacdo e a divisao

Assim, pode-se afirmar que a multiplicacdo apresenta uma maior facilidade de
identificacdo do que a divisao.

Da tabela 20, podemos retirar mais duas informagdes importantes.

As situagbes com nameros inteiros sdo identificadas com mais facilidade do que
aquelas que envolvem numeros decimais. Isto pode comparar-se nas situacdes que
foram aplicadas com ndmeros inteiros e com numeros decimais, ou Seja, grupos
equivalentes e medidas equivalentes, tanto na multiplicagdo como na divisdo. Note-se
que ha outras situagdes com numeros inteiros que apresentaram mais dificuldades do
que as medidas equivalentes, mas essas situacdes s6 foram estudadas com numeros
inteiros, pelo que a comparagdo com os decimais ndo é possivel.

A outra informacdo a retirar da tabela é que a divisdo como partilha foi
identificada mais facilmente do que a divisdo como medida, tanto com numeros
inteiros, como com numeros decimais, embora a diferenca ndo seja muito significativa.

Analisando as operacfes em separado temos, na multiplicacdo, por ordem de
decrescente de dificuldade: grupos equivalentes, disposi¢éo retangular, razdo, medidas
equivalentes e produto cartesiano. Note-se que as medidas equivalentes sdo a Unica
situacdo com numeros decimais e que a razdo e o produto cartesiano foram aplicadas a
um terco dos alunos. Deve referir-se que o produto cartesiano foi a situacdo que
apresentou a dificuldade mais elevada, tendo sido interpretada como multiplicagdo por
8% dos alunos.

Na divisdo temos, também por ordem decrescente de dificuldade: grupos
equivalentes (partilha e medida, por esta ordem), medidas equivalentes (partilha e
medida, por esta ordem), razdo e comparagdo multiplicativa. Como no caso da
multiplicacdo, as medidas equivalentes sdo as Unicas situagdes com numeros decimais.
A razdo e a comparacdo multiplicativa, aplicadas a um terco dos alunos, apresentaram

grande dificuldade de interpretacdo: 19% e 18%, respetivamente.
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Vou agora fazer uma analise semelhante, mas tendo em consideracdo 0s
resultados de cada ano de escolaridade, e salientando as diferengas entre eles.

Por observacdo do grafico 2, podemos verificar, de forma geral, uma evolucéao
positiva na identificacdo das operacGes a medida que se avanca do 5.° para o 7.° ano:
oito em onze situagdes, embora em trés dessas oito haja mais dificuldade no 6.° ano do
que no 5.° ano, mas com diferencas muito pequenas. Também na tabela 21 essa
evolucdo é visivel, com o 7.° ano a ter um preenchimento maior na zona correspondente
a dificuldade mais baixa. Esta evolucdo ndo é igual em todas as situacGes, sendo mais
evidente na divisdo, especialmente na divisdo como partilha, e no 7.° ano. Na diviséo
como medida (medidas equivalentes) nota-se uma evolugdo mais acentuada no 6.° ano.
Na razdo e na comparacdo multiplicativa ha também uma evolugdo ao longo dos trés
anos, mas estas situacdes apresentam, em geral, grande dificuldade de identificacédo

Mesmo no 7.° ano de escolaridade, apenas 25% dos alunos conseguem
identificar corretamente esta divisao (razéo) e apenas 30% a comparagdo multiplicativa.

Na multiplicacdo, em geral, ndo se nota uma evolucdo ao longo dos trés anos
como na divisdo. Esta é pequena na disposicdo retangular e nas medidas equivalentes.
Nos grupos equivalentes, os melhores resultados encontram-se no 6.° ano, embora com
pouca diferenca entre os trés anos. Na razao e no produto cartesiano é no 5.° ano que 0s

alunos melhor identificam estas situagoes.
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Comparacao entre os niveis de escolaridade - percentagem de identificagdo correcta das operagdes

90 84

m5.2ano

M 6.2ano

m7.2ano

m geral

Multiplicagdo Multiplicagdo Divisdo como Multiplicagdo Divisdo como Multiplicagdo Divisdo como Divisdo como  Divisdo - Divisdo - Multiplicacdo
-grupos - disposicdo  partilha - - razdo medida - - medidas partilha - medida - razao comparagdo - produto
equivalentes rectangular grupos grupos  equivalentes medidas medidas multiplicativa cartesiano
equivalentes equivalentes equivalentes equivalentes

Grafico 2 — Comparacao entre os anos de escolaridade nas operagdes multiplicativas
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?erce.n.t age~m Dificuldade na . - o . . o . " o
identificagdo identificaio Situagoes (5.2 ano) Situagoes (6.2 ano) Situagoes (7.2 ano)
correta
. Divisdo como partilha
812100% Baixa (grupos equivalentes) — 84%
Multiplicagdo Multiplicagdo Divisdo como partilha
(grupos equivalentes) — 67 % (grupos equivalentes) - 77% (medidas equivalentes) — 78%
Multiplicagdo Multiplicagdo Multiplicagdo
(disposigdo retangular) — 67% (disposigdo retangular) — 66% (disposigdo retangular) — 74%
61 2 80% Média baixa Multiplicagéo - (razdo) —v2 —67% Multiplicacé.o
(grupos equivalentes) — 72%
Divisdo como medida
(grupos equivalentes) — 72%
Multiplicagdo
(medidas equivalentes) — 64%
Divisdo como partilha Multiplicagdo Multiplicagdo (razdo) —v2 — 59%
(grupos equivalentes) — 56 % (medidas equivalentes) — 60% Divisdo como medida
Divisdo como medida Multiplicagéo (razdo) — v2 —59% (medidas equivalentes) — 56%
(grupos equivalentes) — 56% Divisdo como partilha
41 a 60% Média Multiplicagdo (grupos equivalentes) — 53%
(medidas equivalentes) —51% Divisdo como medida
(grupos equivalentes) — 53%
Divisdo como medida
(medidas equivalentes) — 47%
Divisdo como partilha Divisdo como partilha Divisdo
21 a40% Média alta (medidas equivalentes) — 24% (medidas equivalentes) — 40 % (comparagdo multiplicativa) — 30%
Divisdo (razdo) —v3 —22% Divisdo (razdo) —v3 —25%
Divisdo como medida Divisdo Multiplicagéo
(medidas equivalentes) — 20% (comparagdo multiplicativa) — 17% (produto cartesiano) —v1 — 6%
0a20% Elevada Multiplicagéo (produto cartesiano) —v1 —11% Multiplicagéo
Divisdo (razdo) —v1- 11% (produto cartesiano) —v1 — 6%
Divisdo (comparagdo multiplicativa) — 7%

Tabela 21 - Comparagdo entre os niveis de escolaridade da identificagdo correta das operagdes multiplicativas por intervalos/niveis de

dificuldade (em itdlico situacdes aplicadas a um ter¢o dos alunos).
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Mas enquanto a razdo (multiplicacéo) foi identificada com alguma facilidade e
sem diferencas significativas entre os anos de escolaridade: 67% no 5.° ano, 59% no 6.°
ano e também no 7.° ano, o produto cartesiano, como ja foi referido, (multiplicacao)
revelou-se uma situacdo de elevada dificuldade, mais acentuada no 6.° e no 7.° ano do
que no 5.° ano. As percentagens de identificagdo correta foram de 11% no 5.° ano e de
6% tanto no 6.° como no 7.° ano.

E de referir ainda o facto das divisdes como partilha (grupos equivalentes e
medidas equivalentes) serem as duas situacdes mais facilmente identificadas no 7.° ano,
com 84% e 78%, respetivamente.

Vou a seguir apresentar a andlise relativa a adi¢do e a subtracdo, operacdes que
tiveram menor peso neste estudo. Ao contrario do que aconteceu com as oito situagoes
de multiplicacdo e divisdo que foram aplicadas a todos os alunos, as situacfes de adi¢do
e subtracdo foram aplicadas apenas a um terco dos alunos. Além disso, algumas
situacOes aplicaram-se a grupos de alunos diferentes, pelo que estes resultados e a
comparacdo entre essas situacdes, embora com significado, deverdo ser vistos com
alguma reserva, relativamente aos das operacGes multiplicativas. O grafico 3 mostra a
percentagem de identificacdo correta nas situacdes de adicdo e subtracao.

No grafico 3 estdo indicadas as versbes em que cada situacdo foi aplicada.
Assim, dado qualquer subconjunto dessas oito situaces, podemos saber se foram ou
ndo aplicadas aos mesmos alunos. Esta indicacdo encontra-se também nos outros
gréaficos e tabelas referentes as operacdes aditivas.

Na generalidade, as situagdes estudadas apresentaram baixa dificuldade na sua
identificacdo, pois trés quartos tiveram mais de 70% de identificagdo correta, e 0 outro
quarto ficou situado entre os 58% e os 60 %. A mudanca para mais (subtracdo) e a
comparacdo (adicdo) foram as situacdes identificadas com menos facilidade mas,

mesmo assim, mais de metade dos alunos fizeram corretamente a sua interpretacgéo.
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Identificacdo da operagao (adi¢do e subtraccdo)

6. Adicdo — Mudanga para mais -v 1
11. Adicdo — combinacgdo - v2
6. Subtrac¢do — comparagdo (a menos) - v 3
11. Subtrac¢do — Mudanga para menos - v1
3. Adi¢do — Mudanga para menos- vl

3. Subtrac¢do — comparagdo (a mais) - v 3
6. Subtrac¢do — Mudanga para mais - v 2

11. Adigdo — comparacgdo (a menos)- v3

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Gréfico 3 — Identificacdo correta nas operacdes aditivas (em percentagem)

Percentagem
Dificuldade na
identificacao Situagoes
identificacdo
correta
Adi¢ao -mudanga para mais —v1-92%
81a100% Baixa
Adi¢ao — combinagao —v2 - 83%
Subtragdo — comparagdo (a menos) —v3 —79%
Subtracdo — mudanca para menos — vl —79%
61 a 80% Média baixa
Adigao — mudanga para menos —v1 —74%
Subtracdo — comparacdo (a mais) —v3—72%
Subtragdo — mudanga para mais —v2 —60%
41 a 60% Média
Adi¢ao — comparagao —v3 —58%
21a40% Média alta
0a20% Elevada

Tabela 22 — Identificagdo correta das operagdes aditivas por intervalos/niveis de

dificuldade

A tabela 22 apresenta vazias as linha de maior dificuldade o que mostra a pouca

dificuldade observada nestas situacoes.

Podemos ainda constatar mais alguns resultados, fazendo comparacoes:
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A adicdo foi identificada com mais facilidade do que a subtragdo, embora a
diferenga ndo tenha sido expressiva.

As situacdes de mudanca (dindmicas) apresentam mais facilidade do que as
estaticas, mas com pouca diferenca.

Nas situacbes de mudanca, aquelas em que o sentido é identificado com a
interpretacdo mais comum das operacfes foram mais facilmente identificadas do que
aquelas que o sentido é contrério, isto €, a mudanca para mais foi mais facilmente
identificada do que a mudanca para menos na adi¢do, enquanto na subtracdo os alunos
identificaram com mais facilidade a mudanca para menos do que a mudanga para mais.

A comparagdo entre os diversos niveis de escolaridade — gréfico 4 e tabela 23 —
ndo mostra uma evolucdo semelhante em todos os casos, embora ela ocorra na
generalidade. Na mudanca para mais (adicdo), os trés anos apresentam quase 0 mesmo
nivel, com elevada facilidade. Em metade das situacdes é o 6.° ano que apresenta maior
dificuldade de identificacdo da operacgéo: sdo elas a comparacéo (a menos) na subtracéo,
a mudanca (para menos) na adicdo, a comparacgdo (a mais) na subtracdo e a comparacgéo
(a menos) na adicdo, embora nesta Ultima situacdo os resultados sejam muito proximos
nos trés anos. E de salientar ainda a mudanca para mais (subtragio) que no 5.° ano
apresentou a maior dificuldade, sendo a Unica abaixo dos 50%, tendo sido identificada
corretamente por 39% dos alunos. Mas no 6.° e 7.° anos esta situacdo mostra uma

evolucdo com significado.
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Comparagao entre os niveis de escolaridade

100
94 94 9494 94

Hm5.2ano
1 6.2ano
m7.2ano

m geral

11. Adigdo— 11. Subtracgdo— 6. Adicdo—  6.Subtrac;do— 3. Adicdo— 3. Subtrac¢do— 6. Subtraccdo— 11. Adigdo —
combinagdo -v2 mudanga para mudancga para comparagdo (a mudanga para comparagdo (a mudanga para comparacgdo (a
menos - vl mais-v 1 menos) - v 3 menos - vl mais) - v 3 mais - v 2 menos) -v3

Grafico 4 - Comparagdo entre os anos de escolaridade nas operagdes aditivas
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Percentagem | Dificuldade
identificacdao na Situagdes (5.2 ano) Situagdes (6.2 ano) Situagdes (7.2 ano)
correta identificacao
Adigdo — Mudanga para mais —v1 —89% Adigdo — Mudanga para mais —v1—-94% | Adicdo —Mudanga para mais —v1 —94%
Subtragdo — Mudanga para menos —v1
-94%
Adicdo — combinacgdo — v2 — 94%
81a 100% Baixa Subtragdo — comparagdo (a menos) — v3
-94%
Adi¢do — Mudanga para menos —v1 —
88%
Subtragdo — comparagdo (a mais) — 88%
Subtracdo — comparacgdo (a menos) —v3 —79% | Subtragdo — Mudanga para menos — vl | Subtracdo — Mudanga para mais — v2 —
Adigdo — combinagdo —v2 - 78% -78% 76%
Adicao — Mudanga para menos —v1—-72% Adicdo — combinagdo —v2 — 76% Adi¢do — comparagdo —v3 -63%
Subtracdo — Mudanga para menos —v1—-67% | Adi¢do — Mudanga para menos — vl —
Subtragdo — comparagdo (a mais) —v3 — 68% 61%
.- . Subtra¢do — comparag¢do (a menos) — v3
61 a 80% Média baixa
-67%
Subtragdo — Mudanga para mais — v2 —
65%
Subtragdo — comparagdo (a mais) — v3 —
61%
Adicdo — comparagdo —v3 - 56%
o Adicdo — comparagdo —v3 — 58%
41 a 60% Média N .
Subtragdo — Mudanga para mais —v2 —39%
212 40% Média alta
0a20% Elevada

Tabela 23 — Comparacdo entre os niveis de escolaridade da identificacdo correta das opera¢Ges aditivas por intervalos/niveis de dificuldade
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Depois de analisar separadamente as operag6es multiplicativas e as aditivas, vou
agora fazer uma descricdo mais global, envolvendo todas as situagOes estudadas,
relembrando que nem todas foram aplicadas a todos os alunos. O grafico seguinte
apresenta todas as situacdes estudadas. Os espacos em branco dividem as operacdes em

intervalos por nivel de dificuldade, da forma ja anteriormente explicada.

Identificagcdo da operagdo - 5.2/6.2/7.2 anos (em percentagem)

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

6. Adicdo — Mudanga para mais-v 1

11. Adicdo — combinacdo - v2

6. Subtrac¢do — comparagdo (a menos) - v 3

11. Subtrac¢ao — Mudanga para menos - v1

3. Adicdo — Mudanga para menos- v1

7. Multiplicagdo — grupos equivalentes

3. Subtracg¢do — comparagdo (a mais) - v 3

1. Multiplicagao — Disposi¢ao rectangular

10. Divisdo como partilha — grupos equivalentes

9. Multiplicagdo - razdo - v2

12. Divisdo como medida — grupos equivalentes
6. Subtrac¢ao — Mudanca para mais - v 2

11. Adi¢do — comparagdo - v3

4. Multiplicagdo — medidas equivalentes

2. Divisdo como partilha — medidas equivalentes

5. Divisdo como medida — medidas equivalentes

9. Divisdo - razao - v3

8. Divisdo — comparac¢dao multiplicativa

9. Multiplicagdo - produto cartesiano -v1

Gréfico 5 — Identificacdo correta da operacdo (todas as situacoes)

No primeiro nivel (81 a 100%) temos duas adi¢cdes: mudanca para mais e

combinagao.

86



No segundo nivel (61 a 80%) é onde encontramos o0 maior nimero de situagdes,
sendo as trés primeiras operacfes aditivas. Nas multiplicativas, ha uma predominéncia
da multiplicagéo (trés situacdes) sobre a divisao (uma situacéo)

No terceiro nivel (41 a 60%) temos as duas situacdes aditivas que apresentaram
mais dificuldade e também as primeiras situacdes com numeros decimais: multiplicacdo
e divisdo como partilha (medidas equivalentes).

No quarto nivel (21 a 40%), ja com uma dificuldade significativa, temos apenas
uma situacao: a divisdo como medida (medidas equivalentes)

No quinto nivel (0 a 20%), com elevada dificuldade de interpretacdo, temos duas
divisdes (razéo e comparacdo multiplicativa) e a multiplicacdo (produto cartesiano).

Se compararmos as situacdes aditivas com as multiplicativas, podemos observar
que, em geral, ha mais facilidade por parte dos alunos em interpretar as situacdes
aditivas.

Vou resumir, assim, em alguns pontos, as conclusdes do anteriormente exposto

Operacoes multiplicativas

e A multiplicacdo apresenta uma maior facilidade de identificacdo do que a
divisdo.

e As situacbes com numeros inteiros sdo identificadas com mais facilidade do que
aquelas gue envolvem nimeros decimais.

e Adivisdo como partilha foi identificada mais facilmente do que a divisdo como
medida.

e Na multiplicacdo, as situacdes ficaram assim ordenadas, por ordem decrescente
de dificuldade: grupos equivalentes, disposi¢cdo retangular, razdo, medidas
equivalentes e produto cartesiano.

e Na divisdo, as situacOes ficaram assim ordenadas, por ordem decrescente de
dificuldade, grupos equivalentes (partilha e medida, por esta ordem), medidas
equivalentes (partilha e medida, por esta ordem), razdo e comparacgao
multiplicativa.

e A razdo e a comparacdo multiplicativa, aplicadas a um ter¢co dos alunos,
apresentaram grande dificuldade de interpretacdo: 19% e 18%, respetivamente.

e O produto cartesiano foi a situacdo que apresentou a dificuldade mais elevada,

tendo sido interpretada como multiplicacdo por 8% dos alunos.
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Podemos verificar, de forma geral, uma evolucdo positiva na identificacdo das
operaces a medida que se avanca do 5.° para 0 7.° ano, mas que apresenta
diferencas entre as varias situagoes.

A evolucdo do 5.° ano para 0 7.° ano é mais evidente na divisdo como partilha,
especialmente no 7.° ano.

Na divisdo como medida (medidas equivalentes) nota-se uma evolugdo mais
acentuada no 6.° ano.

Na razdo e na comparagdo multiplicativa ha também uma evolucéo ao longo dos
trés anos, mas estas situacdes apresentam, em geral, grande dificuldade de
identificacdo

Mesmo no 7.° ano de escolaridade, apenas 25% dos alunos conseguem
identificar corretamente esta divisdo (razéo) e 30% a comparagdo multiplicativa.
Na multiplicacdo, em geral, ndo se nota uma evolugdo ao longo dos trés anos
como na divis&o.

Na razdo (multiplicacdo) e no produto cartesiano, foi no 5.° ano que os alunos
melhor identificaram estas situacoes.

Na divisdo, (medidas equivalentes) as dificuldades manifestaram-se
especialmente no 5.° ano — tanto na medida como na partilha.

As divisGes como partilha (grupos equivalentes e medidas equivalentes) foram
as duas situacGes mais facilmente identificadas no 7.° ano, com 84% e 78%,

respetivamente.

Operacdes Aditivas

A mudanca para mais (subtracdo) e a comparacdo (adicdo) foram as situacoes
identificadas com menos facilidade.
A adicdo foi identificada com mais facilidade do que a subtracdo, embora a
diferenga ndo tenha sido apreciavel.
As situacdes de mudanca (dindmicas) apresentam mais facilidade do que as

estaticas.
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e Nas situacBGes de mudanca, aquelas em que o sentido é associado a interpretacao
mais comum das operacdes foram mais facilmente identificadas do que aquelas
que o sentido é contrério, isto €, a mudanca para mais na adi¢do, e a mudanca
para menos na subtragéo.

e Na adigdo, as situagcOes ficaram assim ordenadas, por ordem decrescente de
dificuldade: mudanca para mais, combinacdo, mudanca para menos e
comparacao (a menos).

e Na subtracdo, as situacOes ficaram assim ordenadas, por ordem decrescente de
dificuldade: comparacdo (a menos), mudanca para menos, comparacdo (a

mais), mudanca para mais.

Comparacao entre as situacoes aditivas e multiplicativas

e As situagbes das operagOes aditivas apresentaram baixa dificuldade na sua

identificacdo em relacdo as multiplicativas.

1.2 Questao de investigacéo (conclusao)

Para responder a 1.2 questdo vou definir um valor de identificacdo a partir do
qual considero que os alunos apresentam dificuldade ou facilidade em interpretar
(formalmente) a operacdo. Os valores que considero contém naturalmente alguma
subjetividade e outro investigador poderia considera-los de maneira diferente. No
entanto é preciso tomar uma decisdo. Assim a lista de situac6es consideradas dificeis, e
que a seguir indico, sdo aquelas em que menos de 50% dos alunos conseguiram
identificar corretamente a operacdo. Tomando como referéncia as tabelas que
apresentam o desempenho dos alunos em cinco niveis, esta percentagem inclui os dois
niveis mais baixos definidos como dificuldade elevada e média alta e a metade inferior
do nivel seguinte. A inclusdo de mais esta metade de um nivel tem a ver naturalmente
com o valor de 50%. Considero que ndo estamos perante um desempenho desejavel
guando menos de metade dos alunos (abaixo de 50%) n&o atingem determinado
objetivo, neste caso identificar uma operacdo. De acordo com este critério, a lista

ordenada do grau de dificuldade é a seguinte:
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SituacBes em que os alunos apresentam mais dificuldade

Medidas equivalentes (divisdo como partilha) — 5.° e 6.° ano.
Medidas equivalentes (divisdo como medida) — 5.° e 6.° ano.
Razdo (divisdo) — 5.2, 6.°e 7.° ano.

Comparacdo multiplicativa (divisdo) — 5.%, 6.°e 7. ano
Produto cartesiano (multiplicacdo) — 5., 6.°¢e 7.° ano

Mudanca para mais (subtracdo) — 5.° ano

A lista de situagbes onde os alunos apresentaram menos dificuldades, sé&o
aquelas em que pelo menos 70% dos alunos conseguiram identificar corretamente a
operacdo. Neste caso incluo, de acordo com as tabelas que apresentam os niveis de

dificuldade, o nivel de mais baixa dificuldade e a metade superior do nivel seguinte:

Situacdes em que os alunos apresentaram menos dificuldade

Disposicao retangular (multiplicacéo) — 7.° ano
Grupos equivalentes (multiplicacdo) — 6.° e 7.° anos
Grupos equivalentes (divisdo como partilha) — 7.° ano
Grupos equivalentes (divisdo como medida) — 7.° ano
Medidas equivalentes (divisdo como partilha) — 7.° ano
Combinacdo (adicdo) - 5.%,6.°e 7.°ano

Mudanca para menos (subtracdo) — 6.° e 7.° anos
Mudanca para menos (adi¢do) — 5.° e 7.° anos
Mudanca para mais (adi¢éo) - 5.%,6.°¢e 7.°ano
Mudanca para mais (subtracdo) — 7.° ano
Comparagdo — a menos (subtracdo) — 6°e 7.% ano
Comparacao — a mais (subtragdo) — 7.° ano
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2.2 Questao

Quando os alunos ndo identificam a operacdo correta, que operacao

escolhem?

Na tabela 24 estd o nimero de alunos que escolheram de forma incorreta uma
operacdo. S@o consideradas também as situacbes em que os alunos escolheram a
operacdo correta, mas de forma errada, como por exemplo, utilizando os valores de
forma incorreta. Neste caso decidi colocar os valores absolutos e ndo percentagens, pois
em algumas situagdes o nimero de alunos € muito reduzido, podendo assim ler-se uma
informacao mais completa.

Verifica-se que nem em todas as situacdes podemos indicar que a escolha
incidiu sobre alguma operacdo em particular.

Indico a seguir as situacdes em que os alunos tendencialmente escolheram uma
ou mais operacoes.

- Divisdo como partilha — medidas equivalentes. Os alunos escolheram
preferencialmente as operagbes multiplicativas em igual quantidade: doze
multiplicacdes e doze divisdes em vinte e cinco. O outro aluno escolheu a adicéo.

- Multiplicacdo — medidas equivalentes. Os alunos escolheram tendencialmente
a divisdo; dezassete em trinta e dois. Sete alunos escolheram a adicdo e outros sete a
multiplicacéo.

- Divisdo como medida — medidas equivalentes. Os alunos escolheram
preferencialmente a multiplicacdo; vinte e um em trinta e dois, e a seguir a adi¢do: oito
alunos.

- Divisdo — comparagdo multiplicativa. Os alunos escolheram preferencialmente
as operac0es aditivas, com maior incidéncia na subtracdo: quarenta e trés em sessenta e
um; escolheram a adicdo catorze alunos. Quatro alunos ainda escolheram a
multiplicacdo.

- Divisdo como partilha — grupos equivalentes. Os alunos escolheram a
multiplicacdo: catorze em dezassete. Dois escolheram adic¢do e o outro a divisao.

- Adicdo — comparacdo. Os alunos escolheram a subtragdo: Dez em onze. O
outro aluno escolheu a multiplicacéo.

- Divisdo como medida — grupos equivalentes. Os alunos escolheram a

multiplicacdo: quinze em dezassete. Os outros alunos escolheram a adicéo.
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Identificacdo errada da operagao Adi | Sub | Mult | Div
1. Multiplicagdo — Disposi¢do retangular 4 0 1 2
2. Divisdo como partilha — medidas equivalentes 1 0 12 12
3. Adicao — mudanga para menos - vl 0 3 6 0
3. Sem operagdes - v 2 13 0 3 0
3. Subtragdo — comparacdo (a mais) - v 3 1 0 2 0
4. Multiplicagéo — medidas equivalentes 7 1 7 17
5. Divisdo como medida — medidas equivalentes 8 1 21 2
6. Adicdo — mudanca para mais - v 1 0 0 2 1
6. Subtragdo — mudanga para mais - v 2 1 0 2 1
6. Subtragdo — comparacgdo (a menos) - v 3 0 0 1 0
7. Multiplicagéo — grupos equivalentes 4 0 0 2
8. DivisGo — comparagdo multiplicativa 14 43 4 0
9. Multiplicagdo - produto cartesiano -v1 4 0 3 0
9. Multiplicagdo - razdo - v2 2 0 0 0
9. Divisao - razdo - v3 2 1 3 0
10. Divisdo como partilha — grupos equivalentes 2 0 14 1
11. Subtragdo — com diminuicdo - vl 1 1 2 3
11. Adicdo — combinacgdo - v2 0 0 0 0
11. Adicdo — comparacdo (a menos) - v3 0 10 1 0
12. Divisdo como medida — grupos equivalentes 2 0 15 0

Tabela 24 — Escolha errada da operacao

Pode verificar-se que é essencialmente na divisdo onde se encontra uma
tendéncia de escolher especificamente outra operacao.
Nos grupos equivalentes e medidas equivalentes ha tendéncia para escolher a

multiplicagdo. Na divisdo — comparagcdo multiplicativa — os alunos preferencialmente

escolhem operacdes aditivas, com maior incidéncia na subtracéo.

Comparando os trés niveis, podemos observar algumas diferencas entre eles,
como se pode ver na tabela 26. Nas situagdes em que se notam essas diferencas, ha, na
maioria delas, uma melhoria, isto é, menos escolhas erradas, & medida que se avanca do

5.9 para o 7.° ano. Isso ocorre nas seguintes situagdes: divisdo como partilha (medidas
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equivalentes), multiplicacdo (medidas equivalentes), divisdo como medida (medidas
equivalentes), onde a escolha de operagdes erradas tem grande incidéncia no 5.° ano, e
divisdo como partilha (grupos equivalentes), que revela uma melhoria acentuada no 7.°
ano.

Na divisdo (comparagdo multiplicativa) verifica-se que foi no 7.° ano que um
maior nimero de alunos escolheu a subtracéo.

Refiro ainda a tarefa que ndo se resolvia com uma operacdo, na qual os alunos
que mais operacdes escolheram foram os do 5.° ano, nimero que foi diminuido para o
6.°e 07.%2ano.

A seguir a tabela comparativa dos trés anos de escolaridade.
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Todos os alunos 5.2 ano 6.2 ano 7.2 ano
Identificagdo errada da operagdo Adi | Sub | Mult | Div | Adi | Sub | Mult | Div | Adi | Sub | Mult | Div | Adi | Sub | Mult | Div
1 | 1. Multiplicagdao — Disposi¢ao retangular 4 0 1 2 1 0 1 1 2 0 0 0 1 0 0 1
2 | 2. Divisdao como partilha — medidas equivalentes 1 0 12 12 | 1 0 7 7 0 0 5 2 0 0 0 3
3 | 3. Adigdo — mudanga para menos - vl 0 3 6 0 0 1 3 0 0 1 2 0 0 1 1 0
4 | 3.Sem operagdes - v 2 13 0 3 0 9 0 1 0 2 0 2 0 2 0 0 0
5 | 3. Subtragdo — comparacgdo (a mais) - v 3 1 0 2 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0
6 | 4. Multiplicagdo — medidas equivalentes 7 1 7 17 | 4 1 3 6 1 0 3 7 2 0 1 4
7 | 5. Divisdo como medida — medidas equivalentes 8 1 21 2 6 0 12 2 0 1 5 0 2 0 4 0
8 | 6. Adigdo — mudanga para mais-v 1 0 0 2 1 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 1
9 | 6. Subtragdo — mudanga para mais-v 2 1 0 2 1 0 0 2 1 0 0 0 0 1 0 0 0
10 | 6. Subtragdo — comparagdo (a menos) - v 3 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
11 | 7. Multiplicagdo — grupos equivalentes 4 0 0 2 1 0 0 0 2 0 0 0 1 0 0 2
12 | 8. Divisao — comparag¢do multiplicativa 14 | 43 4 0 8 13 2 0 4 13 0 0 2 17 2 0
13 | 9. Multiplicagdo - produto cartesiano -v1 4 0 3 0 3 0 3 0 1 0 0 0 0 0 0 0
14 | 9. Multiplicagdo - razdo - v2 2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
15 | 9. Divisdo - razao - v3 2 1 3 0 2 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
16 | 10. Divisdo como partilha — grupos equivalentes 2 0 14 1 1 0 5 0 0 0 8 1 1 0 1 0
17 | 11. Subtragdao — mudanga para menos - vl 1 1 2 3 1 0 2 1 0 1 0 1 0 0 0 1
18 | 11. Adigdo — combinagado - v2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
19 | 11. Adigdo — comparagdo (a menos) - v3 0 10 1 0 0 5 1 0 0 2 0 0 0 3 0 0
20 | 12. Divisdao como medida — grupos equivalentes 2 0 15 0 1 0 5 0 0 0 7 0 1 0 3 0

Tabela 25 - Escolha errada da operacdo — comparacao entre os anos de escolaridade
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2.2 Questao (concluséo)

As situaces em que houve tendéncia para indicar alguma operacdo em
particular foram as que se resumem seguidamente (Nota: As percentagens sao relativas

ao namero de alunos que escolheram erradamente uma operacao).

SITUACAO OPERACAO ESCOLHIDA

Medidas equivalentes (divisdo como partilha) | Multiplicacdo (48%) e divisao (48%)

Medidas equivalentes (multiplicacéo) Diviséo (53%)

Medidas equivalentes (divisdo como medida) | Multiplicacao (66%)

Comparacdo multiplicativa (divisao) Subtracédo (70%)

Grupos equivalentes (divisdo como partilha) | Multiplicacéo (82%)

Comparacao (adicédo) Subtracdo (91%)

Grupos equivalentes (divisdo como medida) | Multiplicacdo (88%)

Situagéo sem operagdes Adicdo (81%)

Tabela 26 — Escolha errada das operagoes

3.2 Questao

E possivel encontrar justificacdo para as dificuldades apresentadas pelos

alunos na identificacéo das operacoes?

A fundamentacdo tedrica do presente estudo da-nos algumas pistas para
responder a esta questdo, pois grande parte dos resultados apresentados estdo de acordo
com a teoria sobre este assunto. Na classificacdo das tarefas que sé@o resolvidas por
operacdes, estas ndo se encontram simplesmente divididas em adi¢do, subtracéo,
multiplicacéo e divisdo. Em cada uma das operacOes séo apresentadas diversas situacoes
de natureza distinta que se resolvem com a mesma operacdo. Essas situacgOes
representam diversas formas de interpretar a mesma operacdo, com consequentes
diferencas no nivel de dificuldade dessa interpretacdo, o que pode explicar, de forma
genérica, as dificuldades apresentadas pelos alunos.

Antes de passar a aspetos mais especificos, ha dois que parecem ter um peso

importante nas dificuldades apresentadas pelos alunos:

95




1. O nivel de dificuldade de cada situagdo. Embora ndo se conhecendo uma
hierarquia clara dessas situagdes, € evidente que o nivel de dificuldade nédo é igual.

2. A selecéo das situacOes na pratica letiva. Fuson (1992), Verschaffel (1996),
De Corte (1996) e Downton (2009) sdo exemplos de autores que afirmam que as
situagcBes ndo sdo todas tratadas com o mesmo peso nas praticas letivas, pelo que a
experiéncia dos alunos em varias delas e limitada. Naturalmente dever&o obter melhores
resultados nas situacdes mais trabalhadas. Estes autores ndo se referem a estudos em
Portugal, mas é possivel gque no nosso pais essa situacao também ocorra.

Vou passar a analise das situacbes em que os alunos apresentaram mais
dificuldades, de acordo com as respostas dadas as duas primeiras questdes de
investigacdo. Para tal vou basear-me em dois pontos: a fundamentacdo tedrica e a
analise interpretativa das resolucdes dos alunos. Algumas resolucbes dos alunos séo
incluidas como figuras, nas quais se encontra indicado na legenda o ano de escolaridade
do aluno.

Comecarei por retomar a ordenacdo hierarquica das situacdes de dificuldade de

identificacdo correta da operacéo e da sua substituicdo por outra operacdo incorreta.

Situacdes de dificuldade encontradas na primeira guestio

(dificuldade na identificacdo da operacao)

Medidas equivalentes (divisdo como partilha) no 5.° e 6.° anos.
Medidas equivalentes (divisdo como medida) no 5.° e 6.° anos.
Razdo (divisdo) - 5.°, 6.° e 7.° ano.

Comparacao multiplicativa (divisdo) - 5.°, 6.° e 7.° ano
Produto cartesiano (multiplicacdo) - 5.%, 6.°¢e 7.° ano

Mudanca para mais (subtracdo) — 5.° ano

Situacdes de dificuldade encontradas na sequnda questdo

(tendéncia para escolher outra operagéo)
Medidas equivalentes (divisdo como partilha)
Medidas equivalentes (multiplicacao)
Medidas equivalentes (divisdo como medida)
Comparagao multiplicativa (divisao)

Grupos equivalentes (divisdo como partilha)
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Comparacdo (adicéo)
Grupos equivalentes (divisdo como medida)

Situacdo sem operacdes

1. Medidas equivalentes (divisdo como partilha)

Questdo colocada aos alunos:
Para um jogo, uma corda de 3 metros foi cortada em 6 partes iguais.

Com que comprimento ficou cada parte?

Medidas

. Resolveu

equivalentes - Resolveu por

. Identificou L. erradamente

(divisao s s estratégias ~
a divisao .. ou nao
como proprias
. resolveu

partilha)

5.2ano 29% 35% 36 %
6.2 ano 43 % 23 % 34 %
7.2 ano 80 % 8% 12 %

Tabela 27 — Medidas equivalentes — divisdao como partilha

Nesta situacdo, a identificacdo revelou-se dificil para os alunos do 2.° ciclo, em
especial do 5.° ano. Mas observa-se uma evolugdo notavel até ao 7.° ano (grafico 2, pag.
79). Apesar da dificuldade na formalizacdo da operacdo, um numero significativo de
alunos conseguiu, por outras estratégias, resolver a tarefa corretamente. Essas
resolucdes diminuem a medida que se avanga do 5.° para 0 7.° ano e aumenta 0 uso
direto da operacéo, o que sugere uma evolucgéo para a formalizacdo da operacdo (Tabela
27).

Os aspetos seguintes podem dar-nos algumas pistas.

- As dificuldades em lidar com nUmeros decimais, pois houve alunos que
fizeram esquemas representativos da divisdo, mas nao conseguiram escrever
corretamente os numeros (figura 7).

- O facto de o dividendo ser maior que o divisor, que surge nos decimais. Ao
trabalharem com os inteiros, os alunos ficam com ideia que o dividendo deve ser maior
que o divisor, por isso alguns alunos efetuaram a divisdo 6:3. Esta divisdo e a

multiplicagdo surgiram com frequéncia nas respostas (figura 9). A explicacdo para
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alguns alunos terem efetuado a multiplicacdo néo esta clara, mas talvez se deva ao facto
de ndo interpretarem como diviséo e escolherem a multiplicagdo pensando que haveria
seis partes de trés metros cada.

N&o ha uma reparticdo de objetos concretos (discretos) mas um unico objeto é
partido em vérias partes. Temos aqui uma medicgdo (de natureza continua) e ndo uma
contagem (de natureza discreta).

Note-se também que o enunciado ndo sugere de forma explicita uma
divisdo/reparticdo, palavras muito associadas a diviséo.

Vou apresentar exemplos de resolugfes dos alunos que apoiam algumas das
explicacOes apresentadas.

Na figura 7, o aluno divide em 6 partes iguais, mas ndo apresenta nimeros, o
que sugere a compreensdo do sentido da operacdo mas, provavelmente, uma dificuldade

em trabalhar com niimeros decimais.

2. Para um jogo, uma corda de 3 metros foi cortada em 6 partes iguais.
Com que comprimento ficou cada parte?

Figura 7 — Medidas equivalentes — divisdo como partilha (5.2 ano)

A figura 8, tal como a figura 7, sugere a compreensao do sentido da operacao,
mas também do numero (decimal). Estas duas resolu¢Bes apoiam a importancia da

aquisicao do sentido do nimero nas operagdes.

w

2. Para um jogo, uma corda de 3 metros foi cortada em 6 partes igualis.
Com que comprimento ficou cada parte?

o5

RLada gacke €0 n 56 o,
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Figura 8 — Medidas equivalentes — divisdo como partilha (6.2 ano)
Na figura 9, temos um exemplo de um aluno que dividiu o nimero maior pelo

menor.

2. Para um jogo, uma corda de 3 metros foi cortada em 6 partes iguais.
Com que comprimento ficou cada parte?

J
S

< R Al £
R_‘J’_L(:! O Yool @ Lin%ey _24_;777” . o

Figura 9 — Medidas equivalentes — divisdo como partilha (6.2 ano)

Na figura 10, o aluno dividiu o nimero maior pelo menor. Ele considerou 6
partes, cada uma dividida em 2. O divisor ndo aparece no esquema! O facto do mesmo
aluno ter efetuado um esquema e uma divisdo correta na correspondente situacdo com
nameros inteiros, que se encontra na figura 11 sugere que esta dificuldade pode estar

relacionada com o sentido do nimero.

2. Para um jogo, uma corda de 3 metros foi cortada em 6 partes iguais.
Com que comprimento ficou cada parne?

i\

\ W N
N\

?

3

2

R z'gt/él AQZZZ é‘fw ClOr (?\'C{i CE&mn rzfu.xw.kji- .._..?E

Figura 10 — Medidas equivalentes — divisdo como partilha (5.2 ano)
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10. A Joana tem 30 CDs de musica repartidos igualmente por 5 caixas.

Quantos CDs ha em cada caixa?
C,M"Q 0. O = W, < o :
2oL > O S B TERT S 1 e
.\) o © ._-‘ D \C_‘ (_r:} \ C/ ¥ “ .\"J/ /2,/ J
0\:_) | o0 \L‘:’) ‘{ ::‘\.‘/ L(‘ { \m O g “, @ :' j i
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Figura 11 — Medidas equivalentes — divisdo como partilha (5.2 ano)

2. Medidas equivalentes (divisdo como medida)

Questdo colocada aos alunos:
Com 3 litros de sumo encheram-se garrafas de 0,5 litros cada.

Quantas garrafas se encheram?

As dificuldades para identificar esta situacdo podem relacionar-se com as
caracteristicas da divisdo como medida e também pela natureza dos nimeros (decimais).
A multiplicacdo é a operagdo que aparece (erradamente) com mais frequéncia. O facto
de se irem enchendo (sucessivamente) garrafas sugere uma adi¢do sucessiva, conceito
associado a multiplicacdo, sendo possivelmente esta a justificacdo para a escolha da
multiplicacdo. Ao efetuar a multiplicacdo encontramos um numero decimal:
3x0,5=15. Alguns alunos que efetuaram esta multiplicagdo deram como resposta “1,5
garrafas”. Ndo hd meias garrafas, mas ha garrafas meias, pelo que ndo se pode
considerar uma resposta sem sentido. Um aluno do 7.° ano respondeu “Encheram-se 1
garrafa e meia” o que sugere a compreensdo do resultado (apesar da resolugédo
incorreta).

Mas a multiplicacdo também é usada corretamente para resolver esta situacéao.
Os alunos fazem 6x0,5=3 e respondem “6 garrafas”: Aqui usam a operagdo inversa
para confirmar o resultado. Esta é uma estratégia frequentemente usada, ndo s nesta
questdo mas também noutras. Outra forma interessante de usar a inversa ¢ uma adicéo

sucessiva: 0,5+0,5+0,5+0,5+0,5+0,5=3. A resposta € 0 nimero de vezes que se

repete 0,5 que corresponde a quantidade em cada garrafa e consequentemente o
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namero de garrafas. Aqui os alunos veem a divisdo como uma subtracdo sucessiva e
confirmam essa subtragdo com a sua inversa: a adi¢do. Aqui levanto a possibilidade de
as varias resolucdes possam corresponder a diversas etapas da aquisicdo da nocéo de
divisdo como medida. Casos semelhantes podem observar-se noutras situacdes. Por
exemplo, na disposi¢cdo retangular, observam-se estas trés resolucbes: esquema,
esquema e contagem, esquema que leva a operacdo. Para verificar a importancia da
natureza do numero nesta situacao, ao analisar as respostas, fui também dando atencéo a
divisdo como medida nos grupos equivalentes, isto €, com ndmeros inteiros. Verifiquei
que, em geral, quando os alunos ndo tém o mesmo desempenho nas duas situacdes, ha
uma tendéncia para que as dificuldades surjam mais com os numeros decimais, embora
haja casos (pouco frequentes) de melhor desempenho com os nimeros decimais.

Apresento agora algumas resolucdes dos alunos para apoiar 0 anteriormente
exposto.

Na figura 12, um aluno do 6.° efetua uma multiplicacdo. Esta é a operacdo que

surge mais vezes (erradamente) nesta situacao.

5. Com 3 litros de sumo encheram-se garrafas de 0,5 litros cada.
Quantas garrafas se encheram?

-

3(q5 '-_/:)

Figura 12 — Medidas equivalentes — divisdo como medida (6.2 ano)
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Na figura 13, um aluno utiliza a multiplicagdo de forma correta como operacéao

inversa para confirmar o resultado.

5. Com 3 litros de sumo encheram-se garrafas de 0,5 litros cada.
Quantas gamrafas se encheram? ;

Figura 13 — Medidas equivalentes — divisdo como medida (6.2 ano)

Na figura 14, um aluno considera (corretamente) que deve ir juntando meios
litros (por cada garrafa) até ter os 3 litros, e verifica que precisa de 6 vezes 0,5 litros,
isto €, de 6 garrafas. Aqui a divisdo pode ser vista como uma subtracdo sucessiva, mas

para descobrir quantas vezes ocorre confirma com a inversa, a adic¢ao.

5. Com 3 litros de sumo encheram-se garrafas de 0,5 litros cada.
Quantas garrafas se encheram?

P

D

-
& e
-

R(OC&Q(C\O‘“ 0 0o Dcs
= :

Figura 14 — Medidas equivalentes — divisdo como medida (5.2 ano)
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As figuras 15 e 16 mostram duas resolugdes do mesmo aluno. Podemos observar
a diferenca entre dois esquemas da divisdo como medida, para 0s nimeros decimais e
numeros inteiros. Reparemos que no caso dos inteiros em cada conjunto os elementos
podem ser representados individualmente, o que ndo é possivel nesta situacdo com
decimais, em que é preciso colocar o valor. Nos inteiros podem ver-se os elementos,
mas ndo nos decimais, que precisa de uma maior abstracdo, tornando a situagdo mais

dificil devido, ndo a natureza da operacao, mas sim do numero.

5. Com 3 litros de sumo encheram-se garrafas de 0,5 litros cada.
Quantas garrafas se encheram?

R ¥ochevam-Se £ %’BHQFRS‘

Figura 15 — Medidas equivalentes — divisdo como medida (6.2 ano)

12. Numa competi¢ao desportiva participam 24 alunos em equipas de 4
elementos cada. Quantas equipas participam na competigio?

byq: 3‘1 1" A SRR EERIAN . ! .\\Hll)_ w - 6 -
B (e E'q"’l.
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Figura 16 — Medidas equivalentes — divisdo como medida (6.2 ano)

3. Razdo (divisio)

Questdo colocada aos alunos:
Uma fotocopiadora faz 30 copias por minuto.

A esse ritmo, quanto tempo precisa para fazer 150 cdpias?
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Nesta situagdo, apesar dos alunos terem apresentado dificuldades na
identificacdo da operacdo, houve um namero significativo que resolveu corretamente
sem indicar formalmente a divisdo. Esse numero foi, em todos os anos, superior ao dos
alunos que aplicaram a diviséo. Os valores, em percentagem, encontram-se na tabela 28.
Isto sugere que os alunos compreendem a natureza da situacdo, mas que a sua
formalizagdo vai-se adquirindo progressivamente. Ao contrrio do que ocorre com as
medidas equivalentes em que a melhoria significativa da-se do 6.° para 0 7.° ano, aqui a
melhoria mais significativa da-se do 5.° para 0 6.° ano, mas em termos absolutos as

dificuldades mantém-se durante estes trés anos de escolaridade.

Resolveu por Resolveu
Divis3ao - razao - Identificou , 'p erradamente
R estratégias N
v3 a divisao .. ou nao
préprias

resolveu
5.2ano 11 58 32
6.2 ano 22 44 33
7.2 ano 25 56 19

Tabela 28 — Divisdo — razdo

Como ja foi referido, a divisao esta associada ao ato de repartir, 0 que ndo ocorre
neste caso. Este podera ser o principal motivo para que os alunos ndo identifiquem
formalmente esta situacdo como divisdo. Eles usaram estratégias diversas para
resolverem a tarefa que Ihes foi colocada, tal como noutras divisdes. A multiplicacdo
como inversa foi uma forma de resolucdo. No entanto a adi¢do sucessiva, foi uma
estratégia muito usada nos trés anos de escolaridade. Os alunos foram juntando as
fotocopias de 30 em 30 até conseguirem as 150. Assim encontraram cinco conjuntos de
30 fotocopias, correspondentes aos 5 minutos. Reparemos que isto € uma adigédo
sucessiva, situacdo associada mais a multiplicacdo, mas foram poucos os alunos que
(erradamente) multiplicaram.

Vou entdo apresentar algumas resolucdes de alunos para exemplificar o

anteriormente exposto.
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Na figura 17, um aluno utilizou a multiplicacdo como inversa para confirmar o

resultado.

9. Uma fotocopiadora faz 30 copias por minuto. .
A esse ritmo, quanto tempo precisa para fazer 150 copias?

30
£S
—

150

R Oppoity 40 S mninubs , ' =

Figura 17 — Razdo — divisdo (5.2 ano)

Na figura 18, um aluno adiciona sucessivamente 30 cdpias (por minuto) para
chegar as 150 coOpias correspondentes a 5 minutos.

9. Uma fotocopiadora faz 30 copias por minuto.
A esse ritmo, quanto tempo precisa para fazer 150 copias?

30 430 %0t 30 130 fSOco'@ch

B winufos

Figura 18 — Razdo — divisdo (7.2 ano)
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A resolucdo da figura 19 é bastante interessante. O aluno vai juntando de 30 em
30 até chegar aos 150, encontrando assim 5 grupos de 30 cépias, que correspondem aos
5 minutos.

A adicdo sucessiva, apresentada de varias formas, foi uma estratégia muito usada

gue nos mostra como uma quantidade significativa de alunos interpreta esta situagéo.

9. Uma fotocopiadora faz 30 copias por minuto. ‘
A esse ritmo, quanto tempo precisa para fazer 150 copias?

30 t3% = 60 60+3043b= 120 +38 =
120
30 60 ; :o
L 130 Ts0.
60 4 30
120
R _pascica \:+ B aoimiln -

Figura 19 - Razao —divisdo (5.2 ano)

Nas figuras 20 e 21 podemos observar mais dois exemplos da adi¢do sucessiva.

9. Uma fotocopiadora faz 30 copias por minuto.
A esse ritmo, quanto tempo precisa para fazer 150 copias?

36 oA A)(\OA cemrnUuI e

Fb\\?"ao :60‘.‘§w :
o> orzoro P 10 60*602'\?0
Nox3o 2ASo
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Figura 20 - Razdo — divisdo (6.2 ano)
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Figura 21 - Razdo — divisdo (7.2 ano)

Houve também alunos (embora poucos) que utilizaram a regra de trés simples
(figura 22).

Figura 22- Razdo — divisdo (6.2 ano)

4. Comparacdo multiplicativa (divisdo)

Questdo colocada aos alunos:
Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15 metros de
altura. Quantas vezes o Farol é mais alto que o prédio do Francisco?
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A identificacdo da operacdo para esta situacdo revelou-se bastante dificil e, dos
alunos que ndo a resolveram corretamente, houve uma tendéncia em escolherem a
subtracéo, respondendo que o farol era 45 vezes mais alto.

Podemos comparar dois valores do ponto de vista aditivo ou multiplicativo. A
comparacao multiplicativa € mais complexa do que a aditiva, pois ndo basta ver qual é a
diferenga, mas quantas vezes uma quantidade cabe noutra, e também a aquisi¢do do seu
raciocinio é posterior ao aditivo. As situacdes de comparacdo, embora possam estar
associadas a qualquer operacdo, sdo melhor identificadas pelos alunos na subtracdo
(grafico 5, pag. 86) dai também o facto de um numero significativo de alunos efetuarem
uma subtracéo nesta situacéo.

Vejamos exemplos de resolucdes dos alunos.

Na resolucdo da figura 23, o aluno interpreta esta situacdo como comparagao

aditiva.

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15
metros de altura. Quantas vezes o Farol € mais alto que o prédio do

Francisco?
GO - 15 = U5

R ~ "' - o "’-0 -

Figura 23 — Comparacao multiplicativa — divisdo (7.2 ano)
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Na resolucdo da figura 24 o aluno faz um esquema em que as figuras estéo
representadas numa proporcao realista, mas subtrai e conclui que o farol é 45 vezes

mais alto, ndo vendo que nao cabem 45 prédios na altura do farol, interpretando também
como uma comparacao aditiva

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15

metros de altura. Quantas vezes o Farol € mais allo que o prédio do
Francisco? to

9
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Figura 24 — Comparac¢dao multiplicativa — divisdo (5.2 ano)

Na figura 25 o aluno interpretou como comparacgdo aditiva. O aluno ndo diz que

o farol é 45 vezes maior, mas que 45 metros € a diferenca, o que é verdade, embora nédo
responda a questdo que foi colocada

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15

metros de altura. Quantas vezes o Farol & mais alto que o prédio do
Francisco?
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Figura 25 — Comparacao multiplicativa — divisdo (6.2 ano)
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Na resolucdo da figura 26, temos uma situacdo semelhante a da figura 19: o

aluno ndo responde a pergunta, mas o que afirma esta correto.

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15
metros de altura. Quantas vezes o Farol é mais alto que o prédio do
Francisco?

60 -4% = &S

R ¢ eg(al i:ECD oS G onelcas ég altoca

Figura 26 — Comparacao multiplicativa — divisdo (7.2 ano)

Apesar desta situacdo se ter mostrado dificil quanto a aplicacdo de uma diviséo,
houve uma quantidade significativa de alunos que resolveram corretamente a tarefa sem

apresentar uma divisdo (tabela 29).

Alunos que
« . Alunos que
Alunos | ndo aplicaram 0
que a divisdo mas
. resolveram
aplicaram | resolveram
AR corretamente
a divisdo | corretamente
a tarefa
a tarefa
5.2 ano 7% 31% 62 %
6.2 ano 17 % 34 % 49 %
7.2 ano 30% 24 % 46 %

Tabela 29 -Comparacao multiplicativa (divisao)

Na tabela 29 podemos verificar que quanto mais baixo é o nivel de escolaridade,
mais necessidade os alunos tém de recorrer as suas resolucées proprias e a medida que
se avanga, adquire-se uma interpretacdo mais formal da operacéo.

E também interessante ver quais sdo as estratégias usadas pelos alunos para
compreendermos como eles interpretam esta situacdo, das quais destaco as seguintes:
multiplicagdo como inversa da divisdo (confirma o resultado), adi¢cdo sucessiva e

esquemas.
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A figura 27 mostra uma resolucdo em que o0 aluno usa a operagao inversa para
confirmar o resultado e diz que fez por tentativas, que realmente é o que usamos nesta
situacdo, isto é, se temos de calcular mentalmente, por exemplo, 48:8, vem-nos a
memoria que 6x8=48, entdo o quociente procurado é 6. Mas se for um caso mais
trabalhoso poderemos ter que experimentar até encontrar esse produto, para dai saber

qual € o quociente.

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15

metros de altura. Quantas vezes o Farol é mais allo que o prédio do
Francisco?

W?ogdeW&\“th&\
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Figura 27 — Comparac¢do multiplicativa — divisdo (5.2 ano)

Na figura 28 temos uma resolucdo em que € também utilizada a multiplicacdo
como inversa para confirmar e o aluno assinala o nimero (que é o valor desconhecido)

como sendo o que se multiplica por 15 para obter 60.

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15
metros de altura, Quantas vezes o Farol é mais allo que o prédio do
Francisco?

15 X@:G,O
rR_O ’%‘.moQ S roed afio G 3es do ?1“
2 0 Jo LQeenciiern

Figura 28 — Comparacao multiplicativa — divisdo (7.2 ano)
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As figuras 29 e 30 mostram exemplos de resolu¢des em que os alunos usam a
adicdo sucessiva. No fundo é uma multiplicacdo (inversa da divisdo) apresentada como
uma adicao sucessiva. Na resolucdo da figura 30 o aluno troca 0 nome Francisco por

Jodo.

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15
metros de altura. Quantas vezes o Farol é mais alto que o prédio do
Francisco?

N6 15 415 41S =60

/
U X

1 o w
R é?wpr'” &QO ﬁ U ased.n~ m

Figura 29 — Comparac¢do multiplicativa — divisdo (7.2 ano)

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15
metros de allura. QuantasvezesoFao!énﬂsaloqnono

Francisco? -
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Figura 30 — Comparagdo multiplicativa — divisdo (5.2 ano)
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Na figura 31 temos a resolucdo de um aluno do 5.° ano, que apresenta uma

adigéo sucessiva, mas diferente das anteriores.

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive 0 Francisco tem 15

metros de altura. Quantas vezes o Farol & mais allo que o prédio do
Francisco?

15% 2 = 30

i=x3=15
12X = 6o

R ' (o}
onddio o P iCC.

Figura 31 — Comparacao multiplicativa — divisdo (5.2 ano)

Além das caracteristicas desta situacdo, ja referidas, podem-se apontar ainda
outros motivos para a sua dificuldade. E uma situacdo estatica, ndo havendo uma
reparticdo real (associada frequentemente a divisdo). Provavelmente também ndo é téo
trabalhada nas aulas de matematica como as duas situacdes mais frequentes: a divisdo

como partilha e como medida.

5. Produto Cartesiano (multiplicacdo)

Questdo colocada aos alunos
Uma equipa de futebol vai escolher as cores do seu equipamento novo.
Tem duas cores para os calgdes, e trés cores para as camisolas.

Quantos equipamentos diferentes € possivel escolher?

O produto cartesiano foi a situacdo mais dificil de identificar de todas as que
foram aplicadas aos alunos. O sentido combinatério da multiplicacdo praticamente nao é
trabalhado nas aulas de matematica. Da-se mais énfase ao sentido aditivo e alguma ao
sentido comparativo. Uma exploracdo deste sentido combinatério € proposta por

Loureiro (1997) como forma de enriquecer a aprendizagem do sentido desta operagao.
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Esta situacdo foi aplicada a um terco dos alunos e identificada por 11%, 6% e
6% respetivamente no 5.°, 6.° e 7.° anos. Estes resultados sugerem que os alunos do 5.°
ano reconheceram melhor a situacdo como multiplicacdo, mas uma analise mais
profunda indica-nos que pode ndo ser essa a realidade. Estas percentagens referem-se a
2, 1 e 1 alunos, respetivamente. Verifiquei também que um destes alunos do 5.° ano
aplicou multiplicacbes em todas as situacbes, pelo que € de pensar que ndo tera
verdadeiramente identificado a situacdo como multiplicacdo. Podemos concluir que a
grande maioria dos alunos deste estudo realmente ndo reconhecem esta situacdo como
multiplicacdo. O reduzido énfase que lhe é dado na prética letiva poderd explicar as
dificuldades apresentadas pelos alunos.

No entanto, hd que referir que esta situacdo foi corretamente resolvida por
alunos que utilizaram estratégias proprias, entre as quais podemos encontrar diversos
esquemas, como exemplifico a seguir.

Na figura 32 temos uma resolucdo em que o aluno apresentou todos 0S casos

possiveis.

9. Uma equipa de futebol vai escolher as cores do seu equipamento novo.
Tem duas cores para os calgdes, e lrés cores para as camisolas.
Quantos equipamentos diferentes & possivel escolher?

: (coni ol - i
T : o, @s
) [34 %/:! —\(C"Q
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Figura 32 — Produto cartesiano — multiplicacdo (6.2 ano)
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Na figura 33 temos a resolucdo de um aluno que representou, por palavras, todos

0S caso0s.

Figura 33 — Produto cartesiano — multiplicacdo (7.2 ano)

Na resolucdo da figura 34 o aluno representou (ndo formalmente) pares
ordenados.

9. Umaeqdpadembbdvdescdhaasmdosweqw

el

Tem duas cores para os calgbes, emmmam
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Figura 34 — Produto cartesiano — multiplicacdo (5.2 ano)
Na figura 35 temos a interpretacdo combinatoria da multiplicacdo, mas o aluno

ndo reconhece formalmente a operacdo e conta as setas.

9. Uma equipa de futebol vai escolher as cores 4o s$éu €quipamento Novo.
Tem duas cores para 0s calgdes, e trés cores para as camisolas.
Quantos equipamentos diferentes & possivel escolher?

Figura 35 — Produto cartesiano — multiplicacdo (6.2 ano)

Na resolucdo da figura 36, o aluno apresenta um esquema que leva a uma adigédo

sucessiva, que se pode transformar em multiplicacéo.

9. Uma equipa de futebol vai escolher as cores do seu equipamento novo.
Tem duas cores para os calgdes, e Irés cores para as camisolas.
Quantos equipamentos diferentes & possivel escolher?

. e
(5«:(;:: pi ~ockonino
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Figura 36 — Produto cartesiano — multiplicacdo (6.2 ano)
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A maioria dos alunos decidiu atribuir cores a roupa, que ndo é indicado no
enunciado, e que parece ser uma necessidade de tornar a situagdo mais concreta.
Na figura 37 temos a resolucdo de um aluno, que ao contrario da maioria, ndo

atribuiu cores ao equipamento.

9. Uma e'quipa de futebol vai escolher as cores do seu equipamento novo.
Tem duas cores para os calgdes, e trés cores para as camisolas.
Quantos equipamentos diferentes é possivel escolher?

{3 El (1 > @mnsh
hwg'u el )

Figura 37 — Produto cartesiano — multiplicacdo (7.2 ano)

Como se pode observar nas resolugdes dos alunos, a multiplicacdo (ndo formal)
surge em alguns casos.

A andlise das resolugfes corretas sem a aplicacdo formal da operagdo mostrou
que os alunos do 5.° ano tiveram melhor desempenho, com as seguintes percentagens de
resolucdes corretas: 5.° ano - 44%; 6.° ano — 33% e 7.° ano — 29%. Noutros estudos
citados por Verschaffel, Greer, e De Corte (2000) também ha casos em que alunos mais
novos obtém melhores resultados. Uma possivel explicacdo que estes autores propdem é
que os alunos mais novos, com menos experiéncia, tentam analisar mais profundamente
a situacdo, enquanto os mais velhos aplicam uma estratégia mais rotineira sem a analisar
realmente. A verdadeira dificuldade desta situacdo ndo esta clara. Como seria se ela
fosse trabalhada nas aulas de matematica tal como acontece mais geralmente com outras

situacGes multiplicativas? Continuariam os alunos com dificuldade em identifica-1a?

6. Mudanca para mais (subtracio)

Questdo colocada aos alunos
O Luis comprou 5 livros de uma colec¢éo de 12.

Quantos Ihe faltam para ter a colecdo completa?
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Esta foi a Unica situacdo aditiva que apresentou uma percentagem de
identificacdo abaixo dos 50% e apenas no 5.° ano. Foram 39% dos alunos os que
conseguiram identificar a subtracdo. Outros 39% resolveram corretamente a tarefa mas
ndo apresentaram formalmente a subtracdo. Fizeram esquemas, ou usaram a adicao
(como inversa para confirmar). O facto de haver uma mudanca para mais, (0 Luis
recebeu 5 livros) que é frequentemente associada a adicdo pode ser a explicacdo para
alguns alunos ndo associarem esta situacdo a subtracdo. Mas na verdade também néo
houve uma associacdo a adicdo; os alunos usaram estratégias proprias, como
exemplifico a sequir.

Na figura 38, o aluno apresenta um esquema que lhe permite contar os que

faltam.

6. O Luis comprou 5 livros de uma colecgéo de 12.
Quantos Ihe faltam para ter a colecgio completa?

DDDGE}D b«o.mtaabo?oesqu

ladkam
Rfaldaom > Diovies patin 4o o 4 Jinsios.

Figura 38 — Mudanca para mais — subtracdo (5.2 ano)

Na figura 39, o aluno interpreta corretamente a situacdo, mas ndo formaliza a

subtracdo, que € vista no sentido de completar — uma das suas interpretacdes.

6. O Luis comprou 5 livros de uma colecgdo de 12.
Quantos lhe faltam para ter a colecgdo completa?

Ev gl ] ;
= S"'/W‘LQ% ?WW"J Cavdm Jlglno-/b ,{RM
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Figura 39 — Mudanca para mais — subtracdo (5.2 ano)
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Na resolucéo da figura 40, um aluno do 5.° ano confirmou o resultado com uma

adigéo, aqui como operacéo inversa.

6. O Luis comprou 5 livros de uma colecgao de 12.
Quantos Ihe faltam para ter a colecgao completa?
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Figura 40 — Mudanca para mais — subtracdo (5.2 ano)

Vou seguidamente analisar as situagdes em que os alunos tendencialmente

escolheram erradamente uma operacédo e que ndo foram referidas anteriormente.

Multiplicacdo (medidas equivalentes)

Questdo colocada aos alunos:
Numa visita de estudo foram distribuidos pelos 20 alunos de uma turma pacotes
de sumo, cada um com 0,2 litros de sumo.

Quantos litros de sumo havia nos 20 pacotes?

Nesta situacdo, os alunos que ndo escolheram corretamente a multiplicacao,
optaram preferencialmente pela divisdo. Ao analisar as resolugfes dos alunos, todos os
que realizaram uma divisdo, apresentaram apenas o algoritmo. Porque terdo efetuado
essa op¢ao? Temos uma situagdo de “repartir” algo por varias pessoas, que estd
associada a divisdo. A diferenca € que, neste caso, ndo queremos saber com que
quantidade ficou cada aluno, mas a quantidade total. Esta semelhanga com a uma
situacdo de divisdo poderéd ser a explicacdo para esta escolha incorreta por parte de

alguns alunos.
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Grupos equivalentes (divisdo como partilha)

Questdo colocada aos alunos:

A Joana tem 30 CD de musica repartidos igualmente por 5 caixas.

Quantos CD ha em cada caixa?

Nesta situacdo, os alunos que escolheram uma operacdo errada optaram
preferencialmente pela multiplicacéo.

Neste caso o0 enunciado sugere uma reparticdo, ideia associada a divisdo.
Aparentemente ndo ha nada que sugira uma multiplicacdo, a ndo ser uma interpretacdo
incorreta. E possivel que os alunos tenham pensado que havia 30 CD em cada caixa, € no no

total. A figura 41 sugere esta interpretacéo.

10. A Joana tem 30 CDs de musica repartidos iguaimente por 5 caixas.
h da caixa?
Quantos CDs h 4 em cac

60
{0 (E=)
t30
=0

R lede s om0 (O~

Figura 41 — Grupos equivalentes — divisdo como partilha - (5.2 ano)

Esta explicacdo é também apoiada pelo facto dos alunos que multiplicaram
terem aceitado o resultado de 150 CD (figura 42), pois se eles tivessem interpretado que
no total havia 30 CD, ndo fazia sentido a resposta de 150 CD. Mas também é verdade
que os alunos, por vezes, ndo fazem uma interpretacdo realista das situacfes nem da
grandeza dos nimeros, pelo que a explicacdo para a aceitacdo da resposta 150 CD pode

nao ser linear.

10. A Joana tem 30 CDs de musica repartidos igualmente por S caixas.
Quantos CDs ha em cada caixa?

-~ ~7 .967 S
R_ Y (o R CorXenl

Figura 42 — Grupos equivalentes — divisdo como partilha - (5.2 ano)
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Comparacdo (a menos) — adicdo

Questao colocada aos alunos

Num jogo, a Ana e 0 José formam uma equipa.

O José ja conseguiu 15 pontos, menos 5 do que a Ana.

Quantos pontos conseguiu a Ana?

Nesta situacdo, quando os alunos escolheram incorretamente uma operacao,
optaram preferencialmente pela subtracdo. A explicacdo para este facto parece estar na
interpretacdo, pois os alunos consideraram que 0 José tem mais pontos que a Ana. E
possivel que tenham comparado 15 com 5. O José tem 15 que € mais do que 5. A figura
43 sugere esta interpretacdo. Entdo tira-se 5 para saber quantos tem a Ana. A palavra

menos esta também associada a subtracdo, dai esta opcao por parte de alguns alunos.

11. Num jogo, a Ana e o José formam uma equipa.
O José ja conseguiu 15 pontos, menos 5 do que a Ana.
Quantos pontos conseguiu a Ana?

Figura 43 — Comparacdo (a menos) adicdo — (5.2 ano)

Grupos equivalentes (divisdo como medida)

Questdo colocada aos alunos:

Numa competicdo desportiva participam 24 alunos em equipas de 4 elementos cada.

Quantas equipas participam na competicdo?

Nesta situagcdo, os alunos que escolheram uma operacdo errada optaram
preferencialmente pela multiplicacdo. Neste caso, o total de equipas seria superior ao
numero de alunos, o que ndo faz sentido. Esta resposta pode resultar da falta de espirito
critico para analisar um resultado. Mas também pode ter havido interpretacfes

diferentes, como 0 24 ser o nimero dos elementos duma equipa. De qualquer forma,
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ndo encontro uma explicagdo como nos outros casos, pelo que esta situacdo fica, de

certa forma, em aberto.

Situacdo sem operacoes

Questdo colocada aos alunos:

O Luis esta doente e tem que tomar dois medicamentos diferentes: comprimidos,
de 6 em 6 horas, e capsulas de 4 em 4 horas.

As 11h da manha tomou os dois medicamentos.

A que horas, nesse mesmo dia, voltou a tomar os dois medicamentos juntos?

Nesta tarefa, os alunos que aplicaram uma operacdo, escolheram
preferencialmente a adi¢cdo, com uma minoria a escolher a multiplicagdo. Nenhuma
outra operacéo foi escolhida.

Ao contrério do que observei nas resolucdes de outras tarefas, em que alguns
tipos de resolucBes se repetiam, neste caso ndo had um padrao de resolucdo quando foi
aplicada alguma operacdo. Ha duas resolucbes que aparecem duas vezes: 11+6 =17 e
11+6+4=21. Todas as outras sdo unicas. Alguns alunos parecem fazer varias
operacdes aleatoriamente de modo a usar os numeros do enunciado. (figura 44). Creio
que nesta tarefa os alunos que optaram por efetuar uma ou mais operagdes néo
analisaram realmente a situacdo e aplicaram uma operacdo porque a maioria das
situacbes que se Ihe deparam assim se resolvem. A tendéncia para a adicdo deve-se
provavelmente ao facto desta ser a operacdo (ou o algoritmo) que (provavelmente)
melhor dominam.

3. O Luis estd doente e tem que tomar dois medicamentos diferentes:
comprimidos, de 6 em 6 horas, e capsulas de 4 em 4 horas.

As 11h da manha tomou os dois medicamentos. .
A que horas, nesse mesmo dia, voltou a tomar os dois medicamentos juntos?

6 +6+ky =20 66 >0

20 11 =224 ¥ £ L oA
14 22O
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Figura 44 — Situacdo sem operacdes - (5.2 ano)
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3.2 Questao (concluséo)

Passo a resumir substancialmente o que ja foi referido anteriormente em relacéo
aos motivos que justificam as dificuldades apresentadas pelos alunos.

A cada operacdo corresponde um conjunto de situacdes de natureza distinta e
consequente nivel de dificuldade. Assim, algumas situacBes necessitam de um
raciocinio mais exigente e naturalmente sdo adquiridas mais tarde do que aquelas que se
podem interpretar mais facilmente. E um percurso que leva anos. Dado que as
atividades nas aulas de matematica ndo exploram da mesma forma todas as situacdes, 0s
alunos naturalmente apresentam dificuldades nas situagfes menos trabalhadas. A cada
operacdo estdo também associadas algumas ideias que podemos considerar, por vezes,
incompletas, e que limitam o desenvolvimento integral do sentido da operacéo.

Concretizando o que acabei de expor, pode-se afirmar que a adicdo estd
associada a uma mudanca para mais, ao contrario da subtracdo, associada a uma
mudanca para menos, tornando estes casos de mais facil identificacdo do que quando as
mudancas ocorrem em sentido contrario (nas respetivas operacdes).

A multiplicagdo estd muito associada a ideia de adi¢do sucessiva, mas quando
isso ndo ocorre, os alunos tém mais dificuldade em identifica-la, como por exemplo na
compara¢do multiplicativa e no produto cartesiano. Nesta Ultima situacdo temos
também supostamente uma menor exploracao nas aulas de matematica.

A divisdo, por sua vez, estd associada ao ato de repartir, € quando isso ndo
ocorre, surgem dificuldades. A comparacdo multiplicativa é um exemplo.

Como o raciocinio multiplicativo € posterior ao aditivo, os alunos tém, em geral

mais dificuldades nas opera¢cdes multiplicativas do que nas aditivas.

4.2 Questao

As respostas as questdes anteriores poderdo dar-nos indicagGes para

melhorar a aprendizagem dos alunos?

O presente trabalho, apoiado numa consulta bibliogréfica, tdo extensa quanto foi
possivel, sugere (pois a amostra ndo é probabilistica) que os alunos do segundo ciclo do

ensino béasico e do 7.° ano de escolaridade apresentam dificuldades na escolha das
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operacOes aritméticas, quando confrontados com tarefas que se resolvem aplicando
alguma dessas operagdes. Creio que muitos professores (no qual eu estava incluido
antes de realizar este trabalho) esperam que os alunos (quase) sempre escolham
corretamente as operagdes. A questdo que eu agora coloco é: Serd que devemos mesmo
esperar que os alunos sejam capazes de escolher a operacdo adequada? Estou quase
tentado a dizer que ndo, mas vou deixar a questdo em aberto. Este é um dos varios
temas dos curricula escolares que os professores de matematica sabem (por experiéncia)
que os alunos apresentam dificuldades. Ha& outros: as poténcias que sdo transformadas
em multiplicagdes, o desenvolvimento dos casos notaveis da multiplicacdo, etc.

Quando estas dificuldades surgem repetidamente, além de outras possiveis
explicagOes que certamente existirdo, creio que duas questdes se devem colocar:

1. Os temas tratados sdo adequados para os alunos daquele nivel?

2. Serd que as praticas letivas sdo as adequadas para a aprendizagem deste tema?

Gostava de chamar a atencdo que ndo coloco estas duas questdes como uma
possivel critica negativa aos autores dos programas nem ao trabalho dos professores,
mas sim numa perspetiva de que, apesar de fazermos o melhor que sabemos, o
conhecimento em didatica, como em outras areas, esta em constante evolugdo. Assim é
normal que o que fazemos hoje possa ser alterado amanhd, como consequéncia na
natural evolucdo do conhecimento.

Vou entdo discutir estas questdes, agora especificamente no tema deste trabalho.
Dickson, Brown e Gibson (1990) discutem as implicacGes para a aprendizagem dos
alunos da natureza das operagdes, salientando, entre outros, 0s aspetos que vou indicar.
A compreensdo do sentido das operacdes desenvolve-se ao longo de varios anos, desde
as situacdes mais concretas, até as mais abstratas. Este desenvolvimento é progressivo,
sendo ao longo do tempo que se vai adquirindo o sentido das operacdes. As primeiras
situacOes a serem aprendidas sdo as mais concretas, aquelas que envolvem acdo, ou
dindmicas, como juntar, tirar ou repartir. SO depois surgem as situacdes mais abstratas
como a comparacgdo ou o fator multiplicativo. O que me parece significativo, segundo
estes autores, é que a aprendizagem se podera fazer sequencialmente, ndo apenas por
operacdes, mas por situacdes (correspondentes a varias operacfes). Reparemos que nos
trés exemplos dindmicos temos a adi¢do, a subtracdo e a divisdo, sendo esta Ultima
habitualmente considerada a “mais dificil”. Mas, mais dificil, sera uma operacdo, ou
algumas situages incluidas nas operagdes? Possivelmente estas duas perspetivas podem

verificar-se. Embora, na generalidade, as operacfes se possam comparar em termos de

124



dificuldade, nas situacdes (que surgem nas varias operacdes) isso também se verifica. A
sequéncia apresentada no grafico 5 da pagina 86 apoia esta ideia.

Perante a abordagem seguida neste estudo, e em consequéncia da analise dos
dados, resultam algumas propostas para as praticas letivas nas aulas de matematica, que
passo a sugerir.

Deve proporcionar-se aos alunos uma variedade de situacgdes tao diversificada
quanto possivel dentro de cada operacdo, pois nem todas séo tratadas da mesma forma.
Por exemplo, “os dois maiores tipos de problemas de divisdo encontrados na maioria
dos manuais escolares sdo a partilha e a medida” (Dickson, Brown e Gibson, 1990, p
236). No caso da multiplicagdo, o sentido mais comum ¢ o aditivo. “A multiplicacdo ¢é
assim entendida como uma adig¢do repetida” (Loureiro, 1997, p. 15). “O sentido aditivo
ndo esgota todo o significado da multiplicacdo. Alias, da-nos uma visao limitada da
multiplicagdo” (Loureiro, 1997, p. 15). No artigo de onde estas citagdes foram retiradas,
Cristina Loureiro discute o sentido combinatério da multiplicagdo, que corresponde ao
produto cartesiano na classificacdo utilizada na presente tese, e defende a exploracao
desta interpretacdo, de forma a tornar mais rico o estudo da multiplicacdo. Assim, além
do sentido mais comum de cada operacdo, torna-se necessario que as suas diversas
interpretacdes sejam trabalhadas. Penso que esta sugestdo é a mais realista e exequivel
para melhorar a aprendizagem dos alunos no sentido das operacdes.

Deve dar-se realce a compreensdo do sentido da operacdo. Durante muito
tempo a aprendizagem da matemaética esteve associada a aprendizagem das operacoes,
mas do ponto de vista do célculo, com especial énfase dada a tabuada e aos algoritmos.
Como ja sabemos, estes aspetos sdo apenas uma parte das operacdes. Mas esta tradicdo
ainda nao desapareceu totalmente. Trabalhar o sentido da operacdo antes do algoritmo
pode ser uma possibilidade interessante. Os alunos deveriam ser confrontados com um
namero significativo de experiéncias antes da aprendizagem formal das operacGes
(Carvalho e Gongalves, 2003).

O sentido das operacGes poderia ser tratado por situagdes e néo,
obrigatoriamente, por operagdes. Esta opcdo poderia levar os alunos a uma
aprendizagem progressiva pelo nivel de dificuldade das situagdes e ndo especificamente
por operagdes. Embora esta sugestdo me pareca adequada ela poderia implicar eventuais
alteracbes ao atual programa de matematica do ensino bésico, e dado que foi

recentemente ajustado, ndo me parece realista apelar a novas alteraces.
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As operacOes poderdo ser estudadas em simultaneo. Quando as operagdes séo
estudadas isoladamente, durante essas atividades, os alunos ja sabem de que operacao se
trata: € a que estfo a estudar! E desejavel desenvolver atividades que envolvam mais do
gue uma operacéo, de modo a que os alunos sejam obrigados a pensar e decidir qual € a
operacdo que resolve cada situacdo. Nao deixa de ser interessante que esta
recomendacdo se encontra ja no antigo programa de matematica do segundo ciclo (de
1991), no volume 11, p.18.

Fuson (1992) discute evidéncias de que os alunos do Japao e de Taiwan tém
melhor desempenho em matematica do que os alunos dos Estados Unidos. Essas
diferencas parecem ser devidas as diferentes praticas nas aulas de matematica, pois
enguanto nos Estados Unidos ha uma tendéncia para uma repeticao rotineira e limitada
das situacOes colocadas aos alunos, no Japao e em Taiwan ha uma verdadeira extensdo
das tarefas escolares ao mundo real, praticas mais diversificadas, grande énfase as
discussdes e profunda analise das situagdes.

Em relacdo as recomendacgOes anteriores, e supondo que sdo validas, reconheco
gue a sua passagem a pratica ndo é simples, as mudancas sdo quase sempre dificeis e
sujeitas a resisténcia. Mas pouco a pouco e com realismo, temos que ir mudando para

melhor. Isso parece-me indiscutivel.
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CAPITULO 5

Conclusao
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5.1. O sentido da operagdo - desempenho e dificuldades dos

alunos

Este estudo tem na sua génese uma inquietacdo que assalta muitos professores
de matematica e que a investigacdo tem igualmente assinalado como uma questdo
complexa: de que modo os alunos optam pela realizacdo de determinada operacéo,
perante uma situacao problematica de caracter numérico? E bem conhecida a tradicional
pergunta: E de mais? E de menos? E de vezes? ... Estamos, portanto, a falar da
importancia de dar sentido a realizacdo de determinada operacdo, isto €, do ato de
compreender em que consiste usar uma operacao, tanto do ponto de vista da sua
estrutura como do ponto de vista da sua adequacao a resolucdo de questdes concretas.

Uma das minhas intencGes foi a de ilustrar e tornar tdo clara quanto possivel a
diversidade de sentidos que a mesma operacao aritmética pode assumir em situacdes, a
primeira vista semelhantes, mas que afinal sdo bem distintas quando se considera o
raciocinio que as pde em acdo. Assim, foram identificadas, para este trabalho, 14
possibilidades distintas para as situagfes aditivas (adicdo e subtragcdo) e 20
possibilidades distintas para as situacdes multiplicativas (multiplicacdo e divisao).
Importava-me saber qual era a resposta dos alunos face a esta variedade de situagdes e,
além disso, perceber se era visivel uma tendéncia para maiores dificuldades em
determinados casos do que noutros. De certa maneira, tentei verificar se ha adigdes... e
adicOes, se ha subtragdes... e subtracbes, em que casos os alunos “tropegam” e o que
acontece quando isso ocorre. Considerei Gtil detetar as dificuldades mais marcantes mas
quis igualmente compreender o que sucede quando um aluno nédo escolhe a operagéo
correta ou o que faz se opta por ndo usar explicitamente uma operacdo. Procurei obter
uma perspetiva global sobre o sentido atribuido as operagdes por uma amostra de alunos
de dimensdo moderada, que me levasse a uma percecao satisfatoria das dificuldades de
compreensdo das operacGes. Uma analise mais fina dos dados, a partir de respostas
especificas, verificou-se ser muito importante para encontrar pistas acerca de possiveis
focos de dificuldades. Um desses focos foi alids antecipado, uma vez que quis ter em
conta a natureza do nimero envolvido nas operac¢@es, ao incluir no instrumento que

utilizei 0s nimeros inteiros e 0s nimeros decimais.
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Na sequéncia da anélise dos dados recolhidos, este trabalho permitiu-me obter
algum conhecimento sobre a aprendizagem do sentido das operagcfes, do qual irei
salientar alguns pontos fundamentais.

Ficou claro que o desempenho dos alunos nas diversas situacdes estudadas foi
variavel, pois algumas apresentaram mais dificuldade (ou facilidade) do que outras. As
operacOes aditivas sdo mais faceis de interpretar do que as multiplicativas. Nas
multiplicativas, trés situacdes destacaram-se pela sua elevada dificuldade: i) a razao e ii)
a comparacao multiplicativa (na divisdo) e iii) o produto cartesiano (na multiplicacao).
Em geral, mas ndo da mesma forma em todas as situa¢@es, ha uma evolugédo positiva do
5.2 ano para o 7.° ano de escolaridade na escolha correta da operagdo. Cada operagéo
mostra ter associada a si uma interpretacdo comum: a adicdo a juntar, a subtracdo a
retirar, a multiplicacdo a adicionar sucessivamente e a divisdo a repartir. E, em geral,
nestas situacdes que os alunos interpretam melhor cada situagdo. Por exemplo, a adi¢do
com mudanca para mais, foi a que se revelou de mais facil interpretacdo, enquanto que
na subtracdo foi a mudanca para menos e a comparacdo (a menos). As multiplicacbes
mais faceis de interpretar foram aquelas que correspondem a adi¢fes sucessivas mais
evidentes: grupos equivalentes e disposic¢do retangular, enquanto que na divisao foi na
partilha e na medida que a identificacdo foi mais facil. As situacdes cujas interpretacdes
se afastam das mais comuns mostraram-se, em geral, mais dificeis de interpretar. As
dificuldades apresentadas pelos alunos podem dever-se a natureza da propria situacéo, —
pois nem todas exigem o mesmo tipo de raciocinio; o multiplicativo é mais complexo
que o aditivo — mas também as praticas letivas a que os alunos sdo expostos. Embora as
praticas de ensino ndo tivessem sido estudadas neste trabalho, Fuson (1992),
Verschaffel (1996), De Corte (1996) e Downton (2009) defendem que algumas
situacbes sdo mais trabalhadas do que outras nas aulas, o que implicara uma
aprendizagem diferente pelos alunos. A natureza do nimero, em si, também se mostrou
uma variavel importante, pois ao comparar as mesmas situacfes com nameros inteiros e
decimais, verifiquei que os alunos tendem a apresentar mais dificuldades com os
nameros decimais, cuja natureza envolve mais abstracdo, isto é, o seu significado
afasta-se mais de concretizacdes materiais.

Este trabalho permitiu-me explorar uma dificuldade que vinha enfrentando ao
longo dos anos, como professor de matematica, e deu-me importantes pistas para

compreendé-la.

130



O aprofundamento dos conhecimentos em didatica da matematica foi evidente
durante a realizacdo desta investigacdo, tanto pela bibliografia consultada como pela
visdo um pouco diferente que passei a ter nas minhas aulas.

Uma melhor compreensdo das dificuldades dos alunos e uma interpretacdo mais
atenta e cuidada das suas respostas foi também um passo importante. Habitualmente,
nos justificamos as dificuldades de aprendizagem dos alunos, atribuindo-as ao pouco
trabalho e interesse destes, a indisciplina, a irresponsabilidade, etc. Esta visdo tem, no
caso de alguns alunos, muito de verdade; ndo vale a pena esconder a realidade e fazer de
conta que nao € assim. Mas também é verdade que h& outros motivos ligados a natureza
da matemaética que podem explicar essas dificuldades. Simplesmente, por vezes ndo nos
apercebemos das dificuldades, pois para nds elas ndo existem e nem sempre é facil olhar
para a matematica com os conhecimentos dos alunos.

Mas, como me parece normal, além da aprendizagem que me proporcionou, esta
investigacdo levantou-me mais questdes. E talvez a maior duvida com que fiquei, no
ambito deste trabalho, seja: O que devemos esperar dos alunos? Ndés, os professores,
achamos que os alunos devem identificar sempre (ou quase sempre) a operacao que
resolve determinada questdo, e ficamos surpreendidos quando isso ndo acontece.
Provavelmente porque a maioria de nés talvez ndo reconheca as diferengas de natureza
e, portanto, de dificuldade, das variadas situacdes. Quando é que devemos esperar que
um aluno adquira, por exemplo, o sentido da divisdo por partilha? E por medida? A
verdade € que as dificuldades existem, como ficou evidente nos dados analisados. Seré
que podemos trabalhar nas aulas de matematica de uma forma mais eficiente para que
essas dificuldades desaparecam? Ou serd que existe realmente uma sequéncia
ontogénica de aprendizagem que tem de ser respeitada? Em relacdo a primeira pergunta,
creio que podemos melhorar muito. Mas até onde? Em principio, até onde a resposta a

segunda questdo permitir.

5.2. Implicagées para o ensino

Quero ainda discutir um aspeto que ndo tinha em mente na altura em que

comecei a trabalhar nesta tese, mas que surgiu ao longo da sua elaboracdo e que me
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parece merecer uma reflexdo: a implicacdo da aprendizagem do sentido das operagoes
em varios temas curriculares.

Tendo em conta a literatura especifica que foi revista, sempre que este tema €
tratado, sdo apenas referidos exemplos geneéricos, isto €, desligados de temas concretos
dos curricula escolares. Apenas em relacdo ao célculo da area do retangulo, hd algumas
referéncias ao modelo retangular. Todos os exemplos apresentados sdo sempre 0S
chamados problemas de palavras. Nunca vi abordados, por exemplo, o calculo de um
perimetro, da soma de dois angulos ou de duas areas, temas especificos dos curricula
escolares. E nunca me lembrei disso enquanto li a bibliografia que consultei. Mas
lembrei-me varias vezes enquanto lecionava e via as dificuldades dos meus alunos em
perceber, por exemplo, porque é que para calcular o perimetro do circulo, se tem que
multiplicar o didmetro por m. Creio que ha, pelo menos, duas formas de os alunos
lidarem com o perimetro de um circulo. A primeira consiste simplesmente em
memorizar a forma de o calcular, 0 que ndo me parece desejavel. A segunda, a
pretendida, consiste em entender a relacdo entre o perimetro e o diametro do circulo e
depois aplicar a multiplicacdo. Qual é a situacdo de multiplicacdo neste caso? Ou de
divisdo, se quisermos calcular o didmetro a partir do perimetro? E uma comparago
multiplicativa. E qual é o nivel de dificuldade de identificacdo desta situacdo? Neste
trabalho, recorde-se, os alunos que conseguiram identificar esta situacdo foram 7%,
17% e 30%, respetivamente no 5.% 6.° e 7.° ano. E de esperar que os alunos tenham
bons resultados neste tema, tendo em consideragdo que ele é lecionado no segundo ciclo
e que, nos percursos de aprendizagem, esteja proposto no 5.° ano de escolaridade? E
uma reflexdo que deixo em aberto. Além disso, e ainda a propdsito deste topico em
concreto, quando se introduz o perimetro do circulo, é uma estratégia habitual sugerir a
medicdo de diametros e perimetros em varios circulos, de modo a que os alunos
verifiquem que o perimetro € um pouco mais do que o triplo do didmetro. Pode fazer-se
a orientacdo desta tarefa com questdes do tipo: quantas vezes o perimetro € maior que o
didmetro? E depois de encontrado esse numero: se tivermos o valor do diametro
poderemos encontrar o valor do perimetro? Ao fazer esta discussdo, este ano, nas
minhas aulas, verifiquei que poucos alunos conseguiram aplicar a divisdo para
responder a primeira questdo — trés ou quatro em cada turma. Porqué? Penso que a
resposta pode estar no facto de se tratar de uma comparacdo multiplicativa, situagéo que
se revela de elevada dificuldade de identificagio. O que poderemos fazer? Ou

trabalhamos no sentido dos alunos no quinto ano nao apresentarem esta dificuldade, ou
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deveriamos adiar este tema para mais tarde. O que deixo aqui é apenas uma reflexao,
evidentemente com as suas limitacdes, mas creio que esta é uma questdo que merece ser
discutida.

Escolhi este caso para exemplificar a implicacdo do sentido das operacGes em
diversos temas, porque me pareceu relevante, pois incide sobre uma situacdo que se
revela ser de elevada dificuldade, no entanto, ha mais temas com necessidade da
aplicacdo de operacfes. Sem ter feito uma pesquisa exaustiva, pois considero que sai do
ambito deste trabalho, apresento mais algumas situacoes.

- Adicdo e subtracdo de angulos (combinagdo — adi¢do e subtracdo). Aqui, além
do sentido da operacdo, serd também importante o sentido da medida de amplitude de
um angulo.

- Escalas (comparacao multiplicativa — multiplicacéo e divisdo).

- Perimetro de um poligono (combinacgéo — adicao e subtracao).

- Area do retangulo (disposicdo retangular — multiplicacio e divisdo). Aqui, os
alunos deverdo também ter adquirido a nocdo de area (ndo apenas saber calcula-la), da
mesma forma que noutras situacdes é preciso ter adquirido o sentido do nimero,

- Areas por decomposicio (combinacio — adicio e subtracio).

Em cada um destes temas podem encontrar-se diversas tarefas que ampliam as
situagdes indicadas. Quando refiro, por exemplo, “area do retdngulo” ndo pretendo
restringir as possibilidades de trabalho ao célculo direto da area, mas também a outras
tarefas envolvendo areas como, por exemplo, determinar o lado de um retangulo usando
o valor da area, dai o facto de ter indicado “multiplicagdo e divisao”. E ha obviamente
mais situacdes que ndo apresento por ndo terem sido estudadas neste trabalho, como as

operacdes com fracBes ou com poténcias, entre outras.

5.2. Recomendacgébes para novos estudos

Termino com algumas consideracGes que apontam possibilidades de ampliar e
continuar a investigacdo neste dominio.
Uma tese realiza-se, naturalmente, num tempo limitado. Eu fiquei com a ideia

clara de que a partir dos dados que recolhi poderia, se 0 tempo tivesse permitido, fazer
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uma andlise mais profunda e, possivelmente, descobrir mais informacdo interessante
para explorar e interpretar. Também teria sido possivel ir noutras dire¢des a procura de
clarificacdo das respostas as questdes de investigacdo, como a seguir indico:

- Centrei o meu trabalho em trés niveis diferentes de escolaridade. Mas também
sera interessante seguir a evolugdo de um grupo de alunos ao longo de varios anos.

- Estudar as praticas letivas. A observacdo de aulas de um conjunto de
professores em temas bem identificados e em varios niveis de escolaridade serd uma
possibilidade a encarar, numa investigacdo de maior félego. A recolha documental sera
igualmente de considerar, por exemplo, consultando cadernos diarios de alunos para
detetar quais as situacGes que sd@o mais ou menos trabalhadas. Embora nédo incidisse
diretamente nas praticas letivas, a analise de manuais escolares também poderia ser uma
via interessante.

- Estudar ndo apenas as situacGes com varios alunos, mas as varias situacoes
com o mesmo aluno, procurando um eventual nivel por aluno. O conhecimento do
desempenho de um aluno, numa situacdo, podera dar-nos pistas para outras situacées?

- Como é que os alunos interpretam cada situacdo? Analisando as resolucées
corretas, elaboradas com estratégias que os proprios alunos criam, talvez possamos
perceber melhor como os alunos interpretam cada situagdo. Se estivesse agora a iniciar

este estudo, creio que colocaria essa questao.
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Anexo 1

Pedido de autorizacao ao Diretor da Escola

Exmo. Sr. Diretor do Agrupamento

José Afonso dos Reis Martins, PQND do grupo 230, no Agrupamento Vertical de
Escolas D. José | de Vila Real de Santo Antdnio vem solicitar autorizacdo para realizar recolha
de dados para uma investigacdo nesta escola.

Encontro-me a frequentar o curso de Mestrado em Didatica e Inovacado no Ensino das
Ciéncias — especialidade de Matematica, na Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da
Universidade do Algarve. Neste ambito, estou a realizar investigacdo no tema “O sentido das
Operacdes nos Alunos do Ensino Basico”. A concretizacdo do estudo em causa implica a
recolha de dados com alunos.

Pretendo aplicar uma ficha de exercicios de matematica na turma dessa escola.

Mais informo que contactei o professor da turma, e que este se mostrou disponivel

para a aplicacdo da referida ficha de exercicios.

Comprometo-me também a ndo divulgar a identidade dos alunos participantes
garantindo a sua confidencialidade, e a utilizar a informagdo recolhida exclusivamente para o

estudo em questdo.

Local e data

Pede deferimento

(José Afonso dos Reis Martins)
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Anexo 2

Tarefas aplicadas aos alunos - trés versoes
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Ano Idade

Lé com muita aten¢éo as questdes antes de responderes.
Para resolver os exercicios podes apresentar calculos, esquemas ou explicar por palavras.

Faz como achares mais adequado, mas nao apresentes apenas a resposta sem resolucao.

Se usares calculadora, indica a operacdo que realizaste e o resultado.

1. Num parque de estacionamento ha 12 filas com 8 lugares em cada fila.
Quantos lugares tem o parque?

2. Para um jogo, uma corda de 3 metros foi cortada em 6 partes iguais.
Com que comprimento ficou cada parte?

R

3. De uma caixa com lapis, que se encontrava numa loja, venderam-se 15 e
sobraram 10. Quantos lapis havia, inicialmente, na caixa?
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4. Numa visita de estudo foram distribuidos pelos 20 alunos de uma turma
pacotes de sumo, cada um com 0,2 litros de sumo.
Quantos litros de sumo havia nos 20 pacotes?

5. Com 3 litros de sumo encheram-se garrafas de 0,5 litros cada.
Quantas garrafas se encheram?

R

6. O Joao foi jogar ao berlinde. Tinha 18 berlindes e ganhou 8.
Com gquantos ficou?
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7. O Nuno tem 12 carteiras de 4 cromos cada. Quantos cromos tem o Nuno?

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15
metros de altura. Quantas vezes o Farol é mais alto que o prédio do
Francisco?

9. Uma equipa de futebol vai escolher as cores do seu equipamento novo.
Tem duas cores para os calc¢oes, e trés cores para as camisolas.
Quantos equipamentos diferentes é possivel escolher?
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10. A Joana tem 30 CD de musica repartidos igualmente por 5 caixas. Quantos
CD h&a em cada caixa?

11. A Carla tinha uma colecédo de 20 CD de musica, e deu 8 ao seu primo.
Com quantos CD ficou a Carla?

12. Numa competicao desportiva participam 24 alunos em equipas de 4
elementos cada. Quantas equipas participam na competicao?
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Ano Idade

Lé com muita atencéo as questdes antes de responderes.
Para resolver os exercicios podes apresentar calculos, esquemas ou explicar por palavras.
Faz como achares mais adequado, mas ndo apresentes apenas a resposta sem resolucao.

Se usares calculadora, indica a operacdo que realizaste e o resultado.

1. Num parque de estacionamento ha 12 filas com 8 lugares em cada fila.
Quantos lugares tem o parque?

2. Para um jogo, uma corda de 3 metros foi cortada em 6 partes iguais.
Com que comprimento ficou cada parte?

3. O Luis esta doente e tem que tomar dois medicamentos diferentes:
comprimidos, de 6 em 6 horas, e capsulas de 4 em 4 horas.

As 11h da manha tomou os dois medicamentos.
A que horas, nesse mesmo dia, voltou a tomar os dois medicamentos juntos?
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4. Numa visita de estudo foram distribuidos pelos 20 alunos de uma turma
pacotes de sumo, cada um com 0,2 litros de sumo.
Quantos litros de sumo havia nos 20 pacotes?

5. Com 3 litros de sumo encheram-se garrafas de 0,5 litros cada.
Quantas garrafas se encheram?

R

6. O Luis comprou 5 livros de uma cole¢do de 12.

Quantos lhe faltam para ter a colecdo completa?
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7. O Nuno tem 12 carteiras de 4 cromos cada. Quantos cromos tem o Nuno?

R

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15
metros de altura. Quantas vezes o Farol é mais alto que o prédio do
Francisco?

R

9. Uma fotocopiadora faz 25 cépias por minuto.
A esse ritmo, quantas copias faz em 5 minutos?
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10. A Joana tem 30 CD de musica repartidos igualmente por 5 caixas. Quantos
CD h&a em cada caixa?

11. Num jogo, a Ana e o José formam uma equipa.
A Ana ja conseguiu 18 pontos e o0 José 15 pontos.
Quantos pontos conseguiram, em conjunto, a Ana e 0 José?

12. Numa competicao desportiva participam 24 alunos em equipas de 4
elementos cada. Quantas equipas participam na competicdo?
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Ano Idade

Lé com muita atencédo as questdes antes de responderes.
Para resolver os exercicios podes apresentar calculos, esquemas ou explicar por palavras.

Faz como achares mais adequado, mas ndo apresentes apenas a resposta sem resolucao.

Se usares calculadora, indica a operacdo que realizaste e o resultado.

1. Num parque de estacionamento ha 12 filas com 8 lugares em cada fila.
Quantos lugares tem o parque?

2. Para um jogo, uma corda de 3 metros foi cortada em 6 partes iguais.
Com que comprimento ficou cada parte?

3. Num jogo de basquetebol o Jodo conseguiu marcar 8 pontos, € o Luis

marcou 20 pontos. Quantos pontos marcou o Luis a mais do que o Jodo?
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4. Numa visita de estudo foram distribuidos pelos 20 alunos de uma turma
pacotes de sumo, cada um com 0,2 litros de sumo.
Quantos litros de sumo havia nos 20 pacotes?

5. Com 3 litros de sumo encheram-se garrafas de 0,5 litros cada.
Quantas garrafas se encheram?

R

6. O Jodo e a Ana estao a ler o mesmo livro. O Jodo ja leu 25 péaginas,

enguanto a Joana leu 40. Quantas paginas leu Jodo a menos do que a Ana?
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7. O Nuno tem 12 carteiras de 4 cromos cada. Quantos cromos tem o Nuno?

R

8. Um farol tem 60 metros de altura e o prédio onde vive o Francisco tem 15
metros de altura. Quantas vezes o Farol € mais alto que o prédio do
Francisco?

R

9. Uma fotocopiadora faz 30 copias por minuto.

A esse ritmo, quanto tempo precisa para fazer 150 cépias?
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10. A Joana tem 30 CD de musica repartidos igualmente por 5 caixas.
Quantos CD ha em cada caixa?

11. Num jogo, a Ana e o José formam uma equipa.
O José ja conseguiu 15 pontos, menos 5 do que a Ana.
Quantos pontos conseguiu a Ana?

12. Numa competicao desportiva participam 24 alunos em equipas de 4
elementos cada. Quantas equipas participam na competicao?
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