@ .U. Alg ISE UNIVERSIDADE DO ALGARVE
[HIVERSIADED0 AL GRHVE INSTITUTO SUPERIOR de ENGENHARIA

INSTITUTO SUPERIOR DE ENGENHARIA

LICENCIATURA em ENGENHARIA CIVIL

ANALISE DE ESTRUTURAS II

Apontamentos para as Aulas Tedricas

METODO DOS DESLOCAMENTOS

(Setembro 2021)

Vitor Barreto



U.Alg.-ISE-Lic.Eng.Civil-AEII
INDICE

METODO DOS DESLOCAMENTOS

1.- Esforcos Independentes e Dependentes

2.1- Discretizagdo de uma estrutura
2.2- Deslocamentos e Descontinuidades
2.3- Equilibrio do Elemento Barra
2.3.1- Elemento Base
2.3.2- Célculo da matriz de rigidez de um elemento encastrado-encastrado
2.3.3- Libertacdo Interna
2.3.4- Libertagoes Exteriores
2.3.5- Matrizes de rigidez de variados elementos base
2.3.5.1- Matrizes de rigidez do elemento encastrado com libertagao de esforco transverso a
direita
2.3.5.2- Matrizes de rigidez do elemento encastrado rotulado
2.3.5.3- Matrizes de rigidez do elemento encastrado - encastrado com deformagdo por
esforgo transverso
2.3.5.4- Matrizes de rigidez do elemento encastrado - encastrado com trocos rigidos
deformagao por esforgo transverso
2.3.5.5- Tabelas de coeficientes de rigidez
2.4- Indeterminac¢do Cinematica
2.4.1- Grau de Indeterminag¢ao Cinematica de um Corpo Rigido.
2.4.2- Grau de Indetermina¢ao Cinematica de uma Estrutura.

2.5 - Modos de Deformagao

3 - Método dos Deslocamentos
3.1- Fundamentagdo do Método dos Deslocamentos

3.2- Equacao de equilibrio do Método dos Deslocamentos
3.2.1- Propriedades da Matriz de Rigidez
3.2.3- Calculo de Esforgos, Reac¢des de Apoio e de Deslocamentos Dependentes
3.2.4- Calculo de Esforgos
3.2.5 - Célculo de Reacgdes de Apoio
3.2.6 - Calculo de Deslocamentos Dependentes

3.3 - Procedimento pratico para o célculo manual.
3.4 - Assentamentos de Apoio

3.4.1 — Assentamento de apoio tratado como grau de liberdade adicional de wvalor
conhecido.
3.4.2 — Assentamento de apoio tratado como acg¢ao exterior.
34.2.1 - Caso 1- Assentamento de apoio em estrutura com barras Axialmente
Deformaveis
3422 - Caso 2- Assentamento de apoio em estrutura com barras Axialmente
Indeformaveis

VBarreto i



U.Alg.-ISE-Lic.Eng.Civil-AEII

3.5 - Variacao de Temperatura
3.5.1 - Célculo dos esfor¢os de fixagao devidos a AT
3.5.1.1 - Caso 1- Célculo dos esfor¢os de fixacdo devidos a AT numa estrutura com
Barras Axialmente Deformaveis
3.5.1.2 - Caso 2- Calculo dos esforcos de fixacdo devidos a AT numa estrutura com

Barras Axialmente Indeformaveis
3.6 - Aparelhos de apoio elasticos

3.6.1 - Analise e discussao de um problema particular envolvendo molas.
3.7 - Barras inclinadas

3.7.1 - Método directo

3.7.2 - Mudanga de Base

3.7.2.1.- Matriz de Transformag¢ao de Coordenadas
3.7.2.1.1 - Propriedade da Matriz de Transformac¢do de Coordenadas

3.7.3- Equagao do Método dos Deslocamentos
3.7.3.1- Matriz de rigidez da barra encastrada encastrada em coordenadas globais

3.7.4. - Equacdo de sobreposi¢do de efeitos para esforgos
3.8 - Aparelhos de apoio inclinados

3.8.1 - Aparelhos de apoio inclinados- método directo

3.8.2 - Aparelhos de apoio inclinados- método matricial

3.8.2.1 - Método Matricial - Resolu¢do Formal

3.8.2.1 - Método Matricial - Procedimento Pratico Manual
3.9.- Célculo de forgas nodais de fixacao

3.9.1- Calculo de forgas de fixac¢do recorrendo ao equilibrio da estrutura cinematicamente
determinada desmembrada nos seus elementos singulares, barras e nos.

3.9.1.1- Caso de barras axialmente deformaveis

3.9.1.2- Caso de barras axialmente indeformaveis

3.9.2- Célculo de forgas de fixacdo recorrendo ao equilibrio da estrutura global
cinematicamente determinada.

3.9.3- Calculo de forgas de fixagao recorrendo ao P.T.V

3.9.4- Calculo de forcas de fixagao recorrendo a mudanga de base.

4.- Algoritmo de Implementacao Matricial do Método dos Deslocamentos.
4.1- Etapas de célculo
4.1.1.- Exemplo 4.1
4.2- Alguns aspectos a considerar
4.2.1- Semibanda
4.2.2- Método da penalizagdo. Exemplo 4.2
4.2.3- Método da eliminacao
4.2.4- Assentamentos de apoio. Deformacdes impostas

4.2.5- Célculo das reacgdes de apoio

VBarreto i



U.Alg.-ISE-Lic.Eng.Civil-AEII

5.-Grelhas
5.1- Definigao e Objectivos
5.2- Esforgos relevantes numa grelha
5.3- Deslocamentos nodais independentes
5.4- Elemento base de grelha
5.5- Matriz de rigidez do elemento grelha encastrado encastrado

5.6- Representacao grafica de apoios

6.- Topicos Avancados. Condensacao da matriz de rigidez
6.1- Equacao de sobreposigdo de efeitos para esforgos. Exemplos 6.1 ¢ 6.2.
6.1.2- Condensag¢ao "manual"
6.2- Método da subestruturacao.
ANEXOS A eB
A.- Resumo das nogdes de Trabalho e Energia
A.1- Trabalho
A.2 - Energia
A.3- Trabalho de Deformacgao
A.3.1- Energia ou Trabalho de Deformacao Elastica para Tensdes Normais
A.3.1.1.- Barra Sujeita a Trac¢cdo Pura, N
A.3.1.2- Barra Sujeita a Flexao Pura, M.
A.3.2- Energia ou Trabalho de Deformagao Elastica para Tensdes Tangenciais
A.3.2.1- Barra Sujeita ao Esfor¢o Transverso (ou Corte)
A.3.2.2- Barra Sujeita ao Momento Torgor, T
A.3.3.- Caso Geral de Solicitagao de uma Barra
A.3.4- Energia ou Trabalho de deformacgdo para o caso mais geral de tensdes
B.- Principio dos Trabalhos Virtuais
B.1- Corpos Rigidos
B.1.1- Principio dos Deslocamentos Virtuais
B.2- Corpos Deforméaveis
B.2.1.- Principio dos Trabalhos Virtuais
B.2.1.1.- Principio dos Trabalhos Virtuais para Forgas Virtuais
B.2.1.1.1- Método da Carga Unitaria
B.2.1.2.- Principio dos Trabalhos Virtuais para Deslocamentos Virtuais
B.2.1.2.1- Aplicagdo do PTV (PDV) ao calculo de reac¢des de apoio de estruturas
cinematicamente determinadas.
B.2.2.- Demonstra¢ao do PTV

B.3- Teorema do Deslocamento Reciproco ou de Maxwell
B.4- Teorema do Trabalho Reciproco ou de Betty~

VBarreto



U.Alg.-ISE-LicEngCivil-AEII-

1.- Esforcos Independentes e Dependentes

Imagine-se uma estrutura sujeita a um determinado carregamento (figura 1-1a), e por isso
deformada e em equilibrio com o mesmo. E sempre possivel "retirar" uma barra e fazer o
estudo das for¢as que actuam sobre a mesma. Essas forcas sdo quer os esfor¢os actuantes nas
extremidades i e j assim como eventuais cargas aplicadas ao longo do vao da barra. Os
esforcos de extremidade equilibram as cargas de vao aplicadas. Aos esfor¢os vamos designa-

los por M;, Vi, N;, Mj, Vj e Nj como mostra a figura 1-.1b).

I:I _____

g \P V. M E g
|i.‘:l ————————— i | <—Ni T | \
|/ T l i

T
a) b)
Figura 1.1

Ao imaginarmos a barra retirada da estrutura mas interligada com esta através dos seus
extremos, podemos assumir que as sec¢des extremas serdo os pontos exteriores da barra, ou
ainda de outra forma, os seus apoios. A barra ¢ entdo considerada uma estrutura biencastrada
na estrutura original, ficando, como sabemos, uma estrutura exteriormente hiperestatica do 3°
grau. Quer dizer que so € possivel calcular os esforcos internos na barra se se conhecerem a

priori trés das seis das reac¢des exteriores, isto ¢, trés dos esforgos antes indicados por M;j,

Vi, Nj, Mj, Vj e Nj.

Vi
N

i

Figura 1.2- Barra considerada como elemento biencastrado

Estes podem ser escolhidos arbitrariamente. No entanto por questoes de ordem pratica ¢

vantajoso escolher M, M;, e N;j, que se designardo por esfor¢os independentes. Conhecendo
entdo o valor destes esforgos ¢ possivel determinar o valor dos restantes (Vj, Vj, Nj ), os

esforcos dependentes, assim como os esforcos em qualquer sec¢do da barra, usando as

Equagdes de Equilibrio da Estatica que sdo:
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> Fx=0
2Fy=0 (1.1)
2>Mp=0

Ao serem conhecidos os trés esforgos independentes a barra torna-se Estaticamente
Determinada. Como estes esforcos independentes resultam da resolu¢do da estrutura

hiperestatica sao também conhecidos por esforc¢os hiperestaticos.

No célculo estrutural agrupam-se os esfor¢os independentes barra a barra num vector, o

vector de esforcos independentes {X} (ler nota nota ! no rodapé, s.f.f.).

T
X} ={M;, M, N;, MjM;,N;, .. M, Mj N} (1.2)

barra 1 barra 2 barra n

Sendo entdo conhecidos os valores M;, Mj, e Nj da barra podemos libertar os vinculos

associados a estes esforcos, transformando a barra biencastrada numa barra apoiada a

esquerda com apoio deslizante a direita, e nas extremidades colocar os esforcos

independentes (hiperestaticos). Sobre a barra colocaremos as "cargas aplicadas de vao".

Esta transformagao ¢ valida em termos de esfor¢os dize ndo-se entdo que as duas barras sao

estaticamente equivalentes. A figura 1.2 pode entdo ser representada pela figura seguinte:

T\

Figura 1.3 - Barra estaticamente equivalente a da figura 1.2

O célculo dos esforgos ao longo da barra da estrutura inicial fazer-se-a sobre esta nova "viga
simplesmente apoiada" mas em duas fases. Na primeira s6 lhe aplicamos os esforcos

independentes. Aos diagramas de esforgos da primeira fase designaremos diagramas

hiperestaticos (Mh ,vh Nh ) e aos da segunda diagramas isostaticos (Mi Vi Ni ). Os

1O vector X, por exemplo, representar-se-a por {X} ou por X. A matriz B, por exemplo,

representar-se-a por [B] ou por B. A primeira forma de escrita é mais facil de aplicar a
texto dactilografado enquanto a segunda no texto escrito manualmente. Além disso os
vectores estdo "deitados" ou transposto poupar espago..

V.Barreto 2-1
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esforcos finais obtém-se da soma destas duas parcelas, que também se designam

respectivamente pelas parcelas hiperestatica e isostatica.

(b)

Figura 1.4 - Parcelas hiperestatica (a) e isostatica (b) de esfor¢os actuantes numa barra

Na parcela hiperestatica, por equilibrio de forgas horizontais obtemos N;h = Njh , €, por

equilibrio de momentos na "viga simplesmente apoiada", obtemos os esfor¢os transversos

hiperestaticos, Vil e V;h:

M;~-M _ Mom.Direita — Mom.Esquerda
J L Vao

(1.3)

Repare-se que o diagrama de momentos hiperestatico ¢ sempre trapezoidal, que os esforgos
transversos hiperestaticos e normais hiperestaticos sao sempre constantes.

A quantificagdo dos esforgos da parcela isostatica Vi, Vji, e Nji ¢ imediata visto a barra ser
uma "viga simplesmente apoiada" sujeita a ac¢des de vao, e cujos esfor¢os referidos sao
imediatamente determinados pelas Equagdes de Equilibrio da Estatica. Repare-se que M;l e
Mt sdo nulos.

Os esforgos finais nas extremidades i e j da barra sdo obtidos por sobreposicdo de efeitos
valendo:
M, =M" ; Vi=V"+Vi; N; =N+ N (1.4)
— M —yhayi. =N
MJ—NIJ ; V] V] +VJ ; NJ I\IJ
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Exemplo: Desenhe os diagramas de esfor¢cos decompondo-os nas parcelas hiperestaticas e

1sostaticas
Vd i < S50kN
)
\

3m | 2m |

Parcelas Hiperestaticas de Esforgos Parcelas Isostaticas de Esforgos

1 h ) 30 kN
Nj =50kN  Nj!
> i j ! i ij;
) . Vi= 12 kN VT Vi'= 18 kN
V.
oM M) /L= l !
=(25-10)/5=3 kN
h T T Tt TTEE T s s TR 1 M1
M . 25 kNm
10KNm =~~~ ~=--- 19 KN - - - - » 36 kNm
3kN »
h 1D CCCCCCCCTooo-------a Vi 121
v 18 kN
N SOKN . N 0 kN

55 kNm

@ 3+12=18 kN
‘ L 3.18=-15 kN

— -

4-1
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M¢étodo dos Deslocamentos

2.1- Discretizacdo de uma estrutura

Discretizar uma estrutura consiste em identificar nela as barras, nods, libertagcdes internas e
externas e apoios. Uma estrutura fica reduzida a um conjunto de barras devidamente
orientadas, ligadas entre si e ao exterior por nés (interiores e exteriores). As libertacdes
podem situar-se no interior das barras (libertagdes internas) ou entre os ndés e o exterior
(libertacdes externas).

O processo de discretizagdo € necessario para a organizacdo do calculo, obrigando-se a
efectuar, no minimo, as seguintes operagdes:

(1) numerar os nos,
(i1) numerar as barras,

(ii1) orientar as barras e numerar as suas secgdes extremas.

e NG
0|3
| 3 4
2 Secgao 2 _ /
Libertagdo 5
Interna
1— Barra - .
3
- Orientagio 6l
1 da barra Libertagdo - ..
Externa n |4
7 “0 5_ %
e

Figura 2.1 - Discretizagdo da Estrutura

2.2- Deslocamentos e Descontinuidades

No plano, cada nd ndo restringido pode ter trés deslocamentos. duas translagdes e uma
rotagdo, que se designam por deslocamentos generalizados.

As libertagdes internas ou externas sdo aparelhos que permitem deslocamentos relativos
entre as secgoes a eles adjacentes, anulando sempre o esfor¢o associado ao tipo libertagao.
Assim, uma rotula (figura 2.2-a)) permite rotagdes relativas livres e anulara momentos nas
seccoes adjacentes a rétula. Um aparelho deslizante transversal (figura 2.2-b)) permite
deslocamentos transversais livres e anula o esfor¢o transverso. Os deslocamentos relativos nas
libertagdes internas e externas (rotagdes, libertacdo de esforgo transverso ou axial) podem
também ser designadas por descontinuidades generalizadas porque podem dizer respeito

rotagdes ou translagdes relativas, como mostra a figura 2.2.

V.Barreto 1-2
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A
—(O— ¢ 00 o0ot— L >
a) c)

Figura 2.2 - Aparelhos de libertacdo e descontinuidades: (a) rétula, (b) aparelho deslizante

transversal e (c) aparelho deslizante longitudinal.

2.3- Equilibrio do Elemento Barra

Imagine-se uma estrutura antes e depois de ser solicitada por determinado “carregamento”
(ver figura 2.3-b)). Uma barra pertencente a estrutura passara da sua posi¢do nao deformada
AB para outra posicdo deformada A'B’, apds a solicitacdo. A posi¢ao final da barra A'B” ¢

resultado dos deslocamentos {q}  sofridos pelos seus nos extremos como se mostra na figura

2.3-b).

Figura 2.3

Os deslocamentos nodais referidos, sdo independentes, e sdo agrupados no vector dos

deslocamentos nodais independentes (d.n.i.), {q}y do elemento barra “m”. Para além disso

os deslocamentos nodais estdo associados a um referencial local, cujo eixo 2 coincide com o

eixo da barra, conforme a figura 2.4.

1 =103 @.1)

Figura 2.4 - Referencial local e vector dos deslocamentos nodais independentes (d.n.i.).
V.Barreto 2-2
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Para manter a barra deformada (isto ¢ na posicdo A'B") deverdo actuar forcas nos nos

extremos que sdo as forcas nodais de equilibrio {Q}. Estas sdo positivas se actuarem no

sentido dos deslocamentos nodais independentes antes definidos (figura 2.5).

Q
Qsﬂ Qs Q2
_]Qs (2.2)
5 }) =1
— Q6
Q2

Figura 2.5 - Forgas Nodais de Equilibrio, {Q} .

As forgas nodais podem ser decompostas em duas parcelas:
(1) a primeira, equilibra apenas as forgas de vao, supondo que os deslocamentos nodais
sdao todos nulos. Estas forgas evitam os deslocamentos dos nds quando actuam as

cargas de vao, sdo forcas nodais de fixacdo de cargas de vao ou de bloqueamento, e

sdo agrupadas no vector {Qg}m.

Qo
Q10 Q40 Qu

Q30 ﬂq Qg0 [\q Q
Qo =13 @3

D=Q20>D\h\'/ ....................... Cep @ 8:3
Q60

Figura 2.6 - Forcas nodais de fixagdo de cargas de vao, {Q,}m.
(i1) a segunda parcela, {Q.}m, (solucdo complementar) representa as forgas necessarias

aplicar aos nos para os manter na posicdo final A'B’, isto ¢, manter os

deslocamentos nodais {q}, fixos, supondo que as cargas de vao sdo nulas. Estas

forgas sdo as Forgas Nodais de Fixacdo Complementares e dependem dos diversos
valores de deslocamentos nodais (d/ a d6). Sao o resultado da combinag¢ao linear

destes deslocamentos, traduzido por {Q¢}m = [Klm * {q}m (ver figura 2.7).

Resumindo temos : {Q}m={Qctm t {Qotm (2.4)
{Qtm = [KI * {d}m *{Qo}m (2.5)

A parcela complementar pode ser decomposta nos seguintes casos elementares designados

por modos de deformacio.

V.Barreto 3-2
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Parcela Complementar {Qc} = [K1*{q}
{a} # 0 + Caraas =0 Qac

Modos de I%i P
Deformacéo

1°Modo

2°Modo

3°Modo

4°Modo

5°Mo3d kas(-) Kss X Qs

6°Modo X (e

Figura 2.7 - a) Forcas Nodais de Fixacdo Complementares Qcmy,; Modos de deformacio
elementarmente independentes de uma barra encastrada - encastrada

V.Barreto 4-2
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Da figura 2.7 podemos definir:

A matriz [K]m, ¢ a matriz de rigidez da peca linear associada aos deslocamentos nodais

independentes {q}m. O coeficiente Kjj da matriz de rigidez da barra é a for¢a nodal Qj
necessdria aplicar ao elemento m, segundo o deslocamento nodal independente qi, quando
a ele se impée o deslocamento nodal unitirio qj=1 e se mantém nulos todos os outros
deslocamentos (q,=0 com k=j) assim como a solicitacdao de vao (f = 0).

Da figura 2.6 podemos definir:

O coeficiente Q;p do vector das forcas de fixacdo (das cargas de vao) {Qplm»
representa a for¢ca nodal necessdria aplicar no elemento m, na direcg¢do do deslocamento
nodal q;j quando ao elemento se aplica a solicitacdo de vao f (f #0), e se mantém nulos
todos os deslocamentos nodais independentes, (qm =0).

Por exemplo para o elemento seguinte teriamos:

2
Qu-pt p @, - pliz Pt
) <Fp | T T TV LT VLTI | G- L2
Q. /5<’ ey 40 ‘:—: {Qo}, = —£L2/12 (2.6)
0, = b’ o =-F12 ~F/2
L) pL2/12

Figura 2.8 - Exemplo de Vector de Forgas {Qq},, para um caso concreto

2.3.1- Elemento Base

Designa-se por elemento _base a peca linear (barra) livre de solicitacdes de vao e com

todos os deslocamentos nodais independentes bloqueados. O elemento base ¢€

cinematicamente determinado por se conhecerem os deslocamentos independentes ql a q6.

Para o caracterizarmos, de modo a ser 1til nos célculos sequentes devemos determinar:

(1) a matriz de rigidez [K];;, do elemento base, e,

(i1) o vector de forgas de fixagdo {Qq}y para os casos de carga de vao mais correntes.

V.Barreto 5-2
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Problema:

Defina o vector das forgas de fixagdo da barra seguinte.

2.3.2- Célculo da matriz de rigidez de um elemento encastrado-encastrado

Suponha que o elemento base ¢ uma peca linear flexivel de seccdo constante com area A4,
inércia / e comprimento L, rigidamente ligado aos nds extremos, como se mostra na figura
2.9. Como a parte flexivel da barra estd rigidamente ligada aos podemos designar este
elemento base como encastrado-encastrado (E-E).

O elemento apresenta seis deslocamentos nodais independentes, g; a gg, (figura 2.9). A

matriz de rigidez, associada a tais deslocamentos nodais, ¢ determinada coluna a coluna, por
exemplo para a coluna "j", determinando as forcas de fixagdo nodais, quando se impde o

deslocamento gj=1 e se mantém os restantes deslocamentos nodais nulos.

a3t ai /_‘ nénin 1 %64 '<1
"% )'qs
L -

Figura 2.9 - Elemento base encastrado-encastrado (E-E)

Por exemplo quando q3=1, q1=q2=q4=q5=q¢=0 a configura¢do da barra ¢ a da figura 2.7
do modo 3, sendo os coeficientes k%']' as forgas de fixa¢do da barra (lidos segundo a ordem de
leitura dos deslocamentos nodais). Como a barra em questdo ¢ uma estrutura hiperestatica
teremos que recorrer por exemplo ao Método das Forgas ou a equacgdo diferencial da linha
elastica, para quantificar tais forg¢as nodais de fixagao.

Repete-se o processo para os restantes deslocamentos nodais. Obtém-se de seguida a

matriz de rigidez da barra a qual relaciona os deslocamentos nodais {q}, com as forgas

nodais de fixagdo complementar {Q.} , pela igualdade:

{Qcim = [Klm * {d}m
Q¢ 4EI/L 0 6El/L2 | 2EIL 0 —6EI/L? q
Qo 0 EA/L 0 0 —EA/L 0 d;
Qsc| _| 6EV/L? 0 12EI/13 | 6EI/12 0 —I2EVL3| .93 2.8)
Q4 2EI/L 0 6EI/L2 | 4EIL 0 —6El/ 2 Ay
Qs 0 —EA/L 0 0 EA/L 0 ds
Q6c),, |-6EVL> 0  —I2E/L3|-6EV/L> 0 12EVL? | d6)

V.Barreto 6-2
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2.3.3- Libertacdo Interna

Como consequéncia da discretizagdo da estrutura as libertagdes internas sdo efectuadas
junto aos nos coincidindo com as secgdes extremas dos elementos estruturais. No caso do

elemento base encastrado-rotulado (E-R) a matriz de rigidez pode ser calculada pelo processo

anterior, obtendo-se:

| 3EI/L 0 3EI/L2 [0 0 _3EI/L |
0 EA/L 0 0 —EA/L 0

3EI/1.2 0 3EI/1.3 |0 0 —3EI/1.3

k], = (2.9)

0 0 0 0 0 0
0 “EA/L 0 0 EA/L 0

|-3E[/L2 0 -3E/L3|0 0 3EI/L3 |

q3, di d6,

N " .
y y

Figura 2.10 - Elemento base encastrado-rotulado, E-R e correspondente matriz de rigidez.

O

Como o momento flector correspondente a forca Q4 ¢ nulo, a 4 linha tem coeficientes nulos.

Em termos fisicos, percebe-se que a 4* coluna deverd ser nula, porque ao se impor o

deslocamento q4=1 ndo ha necessidade de introducdo de for¢as nodais para manter a barra

"deformada" pelo deslocamento qq=1.

7

_ [

Figura 2.11- Deslocamento nodal independente g 4.

Este deslocamento nodal ¢ independente mas nao introduz esforcos na barra. (Nota

importante: a rotagdo g4 do n6 ¢ independente, mas a rotagdo relativa entre sec¢oes adjacentes

a libertacdo interna ¢ considerada como dependente).

V.Barreto 7 -2
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2.3.4- Libertacdes Externas

Q4=Oa VCI4

Figura 2.12 - Barra E-E com rotula externa

Caso a rotula tivesse sido considerada fora da barra o campo de esforcos e das forcas
nodais seria idéntico ao caso anterior, apenas diferindo no nuimero de deslocamentos

independentes do elemento. Podemos rescrever a igualdade:

Q 4E1/L 0 6EI/L2 | 2EI/L 0  —6EI/L? q
Q) 0 EA/L 0 0 ~EA/L 0 d7
Q3 6E1/12 0 12E1/1.3 | 6EI/L2 0 ~12E1/1.3 q3 (
Q4=0 2EI/L 0 6EI/1.2 | 4EI/L 0 —6EI/1,2 d4
Qs 0 -EA/L 0 0 EA/L 0 ds
Qg |-6EI/L2 0  -12El/L3|-6EL/L2 0 12EL/L3 | |96,
2.10)

mas com Qg4 =0. Podemos escrever a 4* equagdo em ordem a g4, que fica com o seguinte

aspecto:

L ( —-2EI 6EIl 6EI1
_ * _ * R 2.11
(—L qi ) q3 ) q6j (2.11)

A rotagdo g4 diz-se dependente porque pode ser escrita como combinagdo linear dos outros

deslocamentos (¢, g3 € g4 concretamente). Substituindo esta equagdo na matriz anterior

obtemos:
Q| [ 3EIL o 3EVL2| o @ -3EUL2] [q
Q) 0 EA/L 0 ~EA/L 0 4y
Q3 3EI/L2 0 3EI/L3 0  -3EI/L3 q3 (2.12)
Qs 0 —~EA/L 0 EA/L 0 d5
Q¢ [-3BULZ 0  -3EUL3| o0  3EVL3 |  |d¢)

onde ja ndo consta o deslocamento g4 por ser um deslocamento dependente. A figura 2.13 a)
e b) evidencia graficamente a dependéncia de g4 face a um deslocamento nodal independente

q], ¢ face a uma acg¢ado de vao (carga uniformemente distribuida).

8-2
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_ T
] 44 =g

Q4= -1/2%q

Figura 2.13 - Deslocamento g4 considerado como dependente.

2.3.5 - Matrizes de rigidez de varios elementos base

Apresentam-se de seguida as matrizes de rigidez mais importantes de barras pertencentes a
porticos planos. Os coeficientes de rigidez foram determinados e impondo sucessivamente os
seis modos de deformacdo, a exemplo do que se mostra na figura 2.7, aos varios elementos

base, recorrendo para tal ao método das forgas, ou a equagao diferencial da linha eléstica.

2.3.5.1- Matriz de rigidez do elemento encastrado com libertacdo de esforco transverso a

direita

A 4

a3 v\ql |§:|l_6 ‘\/m

> >
/ Q I q5
Figura 2.14 - Elemento E-V (ou E-D)
[ EI/L 0 0|-EI/L 0 0]
0 EA/L 0| 0 —EA/L 0
0 0 0| o0 0 0
= 2.13
Km —EI/L 0 0| EI/L 0 0 ( )
0 -EA/L 0| 0 EA/L 0
0 0 0| o0 0 0
L -m

(Nota: Este elemento também pode ser denominado de encastrado com apoio deslizante

transversal ou somente encastrado-deslizante, E-D.)

2.3.5.2- Matriz de rigidez do elemento rotulado-rotulado

Q34 'g do 4 94
/ <°V O‘ '\j »>(5

Figura 2.15 - Elemento R-R

V.Barreto 9-2
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0 o ol0 o o0
0 EA/L 0|0 —-EA/L 0
o 0o oo 0o 0
Km=10 0 00 0 0
0 -EA/L 0|0 EA/L 0

o 0o ofjo o of

(2.14)

2.3.5.3- Matriz de rigidez do elemento encastrado-encastrado com deformacdo por esforco

iransverso [ 4EI on o SEL, |2, oL, ]
0By 2= [ opy =
L 12 L 12
Para além da deformagdo axial e 0 EA 0 0 _EA 0
L L
por flexdo este elemento também ¢ 6EI 12EI 6EI 12EI
) 7¢ T¢ 7¢ -—
deformavel por esforco transverso. Ko=| L L L L3
m=
Deve ser usado como modelagdao de E@z 0 LIZI(I) @d)ﬁl 0 _LIZI(I)
L L
paredes e consolas curtas. HA HA
0 - 0 0 — 0
L L
@ 12EI @ 12EI
2 2
| L L3 L L3 I
(2.15)
com:
o 6El , 1
=1+=, =l-a,0=—* 2.16-17¢ 18
o= 1 , G=_E (2.19-20)
1+2a 2(1+v)

A'=area de corte da secgdo transversal (ver anexo A-paragrafo A.3.2.1)

Repare-se que quando se despreza a influéncia da deformagdo por esforgo transverso se faz

GA'=0 = a=0 = B = B2 =1. Por outro lado quando L ¢é grande o = 0 pelo que a influéncia

deformabilidade por esforgo transverso diminui.

V.Barreto
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2.3.5.4- Matriz de rigidez do elemento encastrado-encastrado com trocos rigidos € com
deformacio por esforco transverso

q3| - 41 q6 v\‘14
B ﬁ_ >
qQ / a5
.
Figura 2.16 - Elemento E-E com trogos rigidos e deformavel por esf. transverso
4EI Le Le 6EI Le |2EI Le+Ld  Leld 6EI Ld
¢|:ﬁ1 +3—(1+—)} 0 —p1+2—) q{sz +3 + 6—) 0 ———¢(1+2—)
L L L 2 L' | L L 2 2
EA EA
0 0 0 - 0
6EI Le 12E1 6EI Le 12EIL
——¢(1+2) 0 ¢ ——¢(1+2) 0 —
. 2 L % L L3
Km=
2EIL Le + Ld LelLd 6EI Le 4EI Ld Ld 6EI Ld
0 By +3 +6 0 —p1+2—) ¢|:ﬁ1 +3—(1+—)} 0 ———¢(1+2—)
L ( L 2 J 2 L L L L 2 L
EA EA
0 0 0 — 0
L L
6EI Ld 12EI 6EI Ld 12EI
——p(1+2—) 0 — ——4(1+2—) 0 —
I 2 L 3 2 L 3 )
(2.21)
Os trogos rigidos a esquerda e a direita tém dimensdo respectivamente de Lo ¢ Lq. O

significado dos restantes parametros esta no paragrafo anterior.

2.3.5.5 - Tabelas de coeficientes de rigidez

Os coeficientes de rigidez de cada um dos elementos base até agora apresentados podem
ser agrupados em quadros destinados ao uso pratico na resolucdo manual de pequenas

estruturas. Estes quadros apresentam-se numa compilagdo oriunda de diversas fontes e
denominada "Tabelas de Estruturas".

V.Barreto
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2.4- Indeterminacdo Cinematica

2.4.1- Grau de Indeterminacio Cinematico de um Corpo Rigido.

Grau de indetermina¢do cinematico de um corpo rigido ¢ o namero de graus de liberdade

independentes que esse corpo pode ter.

No plano um corpo rigido tem trés graus de liberdade_independentes, que sdo a translagdo

segundo X, Oy, translagdo segundo Yy, Sy e rotacdo, 0. Qualquer movimento que o corpo

descreva no plano, pode ser decomposto naqueles trés deslocamentos e que por isso mesmo se

designam por independentes.

Figura 2.17 - Graus de liberdade de um corpo rigido no plano

2.4.2- Grau de Indeterminacdo Cinematico de uma Estrutura.

No M¢étodo dos deslocamentos a quantidade de deslocamentos nodais independentes (d.n.1)
da estrutura designa-se por grau de indeterminagdo cinemadtico (f) da estrutura, e ¢
particularmente importante porque define o nimero de incégnitas (de natureza cinematica)
que o método nos apresentard. Adianta-se desde ja que esse nliimero convira ser o menor

possivel quando a andlise ¢ directa ou manual.

Designa-se por grau de indeterminac¢ao cinematico () de uma estrutura, o namero de
deslocamentos generalizados (translagdes e rotagdes) linearmente independentes (dj) que se

podem impor aos nds e também as libertagdes da estrutura interiores e exteriores.

Como nem sempre ¢ evidente a determinagdo do 3 pode recorrer-se a seguinte defini¢ao

"complementar":

O grau de indeterminacgdo cinemadtico é o numero (minimo) de bloqueamentos (liga¢oes
ficticias) necessarios impor aos nos e liberta¢oes de modo a transformar a estrutura num
conjunto de elementos base. A estrutura constituida por um conjunto de elementos base

designa-se por Estrutura Fundamental que ¢ cinematicamente determinada.

V.Barreto 12 -2
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Exemplo:

o
=

1 Estrutura Fundamental

o

- o
@
A

E

=
5

:

1

£ /
1
- EE

(@ (b)
Figura 2.18 — Deslocamentos Nodais Independentes (d.n.i.) e Estrutura Fundamental

dj

d>
Vector de deslocamentos nodais independentes: {d} =4d3 (2.22)

d4
ds

Grau de indeterminagdo cinematica: Rotag6es=3 = PRotacao=4 (sendo uma relativa),
Translagdes=1 (interna e relativa.= .. Grau de Indeterminacao cinematica, B=5

Podemos identificar na estrutura dada da figura 2.18 a), os deslocamentos nodais (d; a
d3), duas descontinuidades sendo uma a rotagao relativa (d4) e a outra a translacdo relativa

(d5) possiveis. Deste modo o niimero de deslocamentos nodais independentes ¢ de 5.
Podemos confirma-lo bloqueando esses 5 deslocamentos e avaliando se a estrutura obtida, a

estrutura fundamental (figura 2.18 b)), ¢ constituida por um conjunto de elementos base

"conhecidos".
Realca-se que os bloqueamentos introduzidos s3o vinculos ficticios e temporarios e que
permitem obter uma estrutura cinematicamente determinada. Por outro lado dizemos que os
elementos base sdo "conhecidos" porque temos (previamente) em nossa posse tabelas, que
para todos os elementos base da estrutura fundamental nos dao os esfor¢os (ou forcas) de
fixacdo quando o elemento estiver:

(1) ou sujeito a cargas de vao, e.

(i1) se impuser um deslocamento unitirio a um dos seus nos (consultar o volume

"Tabelas de Estruturas").
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Poderiamos entretanto considerar a rotagdo relativa d4 e a translagao relativa d5 como

dependente dos restantes deslocamentos nodais (dI, d2 e/ou d3). Nesse caso estas
descontinuidades nao seriam bloqueadas, e consequentemente a barra 1 transformar-se-4 num
elemento base do tipo Encastrado - Rotulado (E-R) e a barra 2 na do tipo Encastrado - com
Libertacdo de esforco transverso (E-V). Seria necessario ter as tabelas relativas destes dois

novos tipos de elementos para "resolver" a estrutura.

d.n.i. d3n Estrutura Fundamental
— d1
A = A 2 /
AD = A2 EV
B =3 e Ol

i R
(a) (b)
Figura 2.19 - Deslocamentos nodais independentes e Estrutura Fundamental
A estrutura fundamental agora obtida apresenta os seguintes deslocamentos nodais

d
independentes: {d} =<d», ¢ o grau de indeterminagdo cinematica £ desce para 3.

ds

E facil deduzir que quanto maior for a diversidade de elementos base disponiveis menor

sera o grau de indeterminacdo cinematica, € vice-versa.

2.4.2.1- Grau de Indeterminacdo Cinematica de uma Estrutura. Indeformabilidade Axial

Em geral, em pequenas estruturas reticuladas, os esfor¢os de flexdo resultantes da
deformacdo axial das barras (exceptuando os tirantes) sdo desprezaveis face aos esforgos
resultantes das proprias deformagdes por flexdo. Por este motivo, para estruturas pequenas,

pode admitir-se a hipétese da indeformabilidade axial das barras (EA= o), que consiste em

admitir que segundo o eixo da barra ndo hd alongamentos nem encurtamentos. Esta
simplificacdo reduz o trabalho de célculo, sobretudo quando o célculo ¢ elaborado
manualmente. A admitindo agora que, a estrutura que tem vindo a ser estudada, se considera a
hipotese da indeformabilidade axial das barras. Nesse caso, verificamos que basta apenas
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impedir a rotagdo dj], para transformar a estrutura num conjunto de elementos base

conhecidos (figura 2.20). O grau da indeterminagdo cinematica ¢ agora 3 = 1. As barras 1 e 2

sdo respectivamente E-R, E-V.

d.n.i. Estrutura Fundamental

> ] >
A A
EA= O N2 =i N2 EV
p=1 - -

il i

(a) (b)
Figura 2.20 - Deslocamentos nodais independentes e Estrutura Fundamental na

hipotese da indeformabilidade axial das barras

d.n.i. Estrutura Fundamental

d3
r d1 A d4
’Wd d6
4o W\
—[>

N % mir K

wl
3

- _ _ EE _
I\ 2 AN \2
EE EE

R L R NN

(a) (b)
Figura 2.21 - Deslocamentos nodais independentes e Estrutura Fundamental de um

portico flexivel axialmente e por flexao.

No portico da figura 2.21 a), cujas barras sdo deformaveis axialmente e por flexao,

apresenta seis deslocamentos nodais independentes (d/ a d6). Facilmente se constroi a
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estrutura fundamental, bloqueando tais deslocamentos, a qual serd constituida por barras do

tipo E-E.

Admitindo que o portico da figura 2.21 a) ¢ axialmente indeformavel verificamos de
imediato que: (i) os deslocamentos d3 e d6 ndo sdo possiveis visto ndo ser possivel o

alongamento dos pilares, (ii)) os deslocamentos d2 e d5 s3o interdependentes porque um

deslocamento s6 ¢ possivel se o outro se manifestar em simultaneo e por isso estes dois
deslocamentos serdo representados por um unico sé, por exemplo o d5, que € o d3 da Figura

2.22 a), (iii) as rotacdes d1 e d4 mantém-se designando-se agora por d/ e d2. na figura 2.22

a).

O que o grau de indeterminacao cinematica reduz-se a 3. A estrutura fundamental obtém-

se bloqueando esses trés deslocamentos, através das ligagdes ficticias apresentadas na figura

2.22b).

dn.i. Estrutura Fundamental
d1
™ S 0—> [ — 1<
,
==
/N /N /M /N2
B:3 EE EE

(a) (b)
Figura 2.22 - Deslocamentos nodais independentes e Estrutura Fundamental de um portico

na hipotese da indeformabilidade axial das barras

2.4.2.2- Grau de Indeterminacdo Cinematico de uma Estrutura. Indeformabilidade por Flexdo

Se na estrutura anterior considerassemos que a viga seria também rigida a flexdo os
deslocamentos nodais independentes e a estrutura fundamental seriam os apresentados na
figura 2.23, e o grau de indeterminagdo cinematica seria f=1. Desenhe o modo de deformacao

correspondente.
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Se realizassemos um novo exercicio sobre a estrutura anterior considerando a viga rigida a
flexdo e axial mas os pilares deformaveis a flexdo e axialmente os deslocamentos nodais
independentes e a estrutura fundamental seriam os apresentados na figura 2.23, e o grau de
indeterminagdo cinematica ¢ 3=3. Desenhe 0 modo de deformagdo correspondente.

d.n.. Estrutura Fundamental

]
W
o
L]
wl Y
%

N N N2

EE EE

=]
o f L O L
Pilares: El = finito
Todas Barras: EA=CO

Figura 2.24 - Deslocamentos nodais independentes e Estrutura Fundamental de um
pértico na hipdtese da indeformabilidade axial e por flexdo apenas na
viga.

Conclusao:

Como vimos o grau de indeterminacio cinematica  depende :

a) da diversidade de tipos de elementos base que adoptamos (EE,ER,EV,RR);

b) do facto de se considerar ou nao a indeformabilidade axial e ou de flexdo das barras.

2.5 - Modos de Deformacdo da Estrutura

Se na estrutura fundamental impusermos um deslocamento unitario di=1 no sentido de um

deslocamento independente e mantivermos os todos os restantes bloqueados, a estrutura

apresentara uma deformada, também independente que se designa por modo de deformacio

associado a esse deslocamento nodal d;. O nimero de modos de deformacao independentes ¢

Estrutura Fundamental 1
K11
Modo 1 K31 (}\ Modo 2 K32<§1 .
K21 d2=1
K22
K
| K52
<]—
—
1° Modo : d1=1 e d;=0 com j=1 2° Modo : dr=1 e d;=0 com j#2
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Figura 2.25- 1° e 2° Modos de deformacdo da estrutura fundamental da figura 2.18(b)

Estrutura Fundamental II

K11
Modo 1 K31T N Modo 2 K32 q;§12
K21 d2=1

==l

= d/\=1 P e

™ ER 0

EVZP EV &
| |

o
olcl old

1°Modo : dp=1 e dj=0 com j=1 2° Modo : dp=1 e d;=0 com j#2
rd= rotac¢ao dependente, dd=deslocamento dependente

Figura 2.26- 1° e 2° Modos de deformacao da estrutura fundamental da figura 2.19(b)

Como exercicio desenhe o 3° Modo de
deformagao. Estrutura Fundamental I11
Modo 1
K11
Tt

EA=infinito $

Figura 2.27 - Modos de deformagao relativos a estrutura da figura 2.20(b)
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Modo 1 Modo 2 Modo 3
55 K22 - K22
S sl _&H\Ksz £ 5 ﬁ&h}%
F‘\M—D 1=
$ a3
i EA=CO EA=0O
Figura 2.28 - Modos de deformagao relativos a estrutura da figura 2.22.
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Método dos Deslocamentos

3.1- Fundamentacdo Método dos Deslocamentos

Como ja foi referido, as incognitas no Método dos Deslocamentos sdo os deslocamentos nodais
independentes (d.n.i) que se verificam nos nds de discretizag&o da estrutura e/ou nas descontinuidades
em aparelhos de libertagéo (internas e/ou externas) que possam existir.

A estrutura diz-se cinematicamente determinada quando o valor numérico de todos os

deslocamentos nodais e todas as descontinuidades independentes sdo conhecidas. Ao ser
cinematicamente determinada os esfor¢os podem ser imediatamente obtidos através das tabelas dos
elementos-base, porque estas tabelas fornecem esforgos, reacgdes, deslocamentos dependentes em
funcéo dos deslocamentos nodais independentes (e descontinuidades independentes).

O método dos deslocamentos consiste, numa primeira fase, em transformar a estrutura dada (ou
original) numa fundamental, bloqueando todos os deslocamentos e descontinuidades independentes.
De seguida sujeita-se a estrutura fundamental as cargas de vao. A estrutura fundamental assim
carregada é: (i) cinematicamente determinada (porque os valores numéricos dos deslocamentos
nodais independentes sdo conhecidos, embora sejam nulos !...), (ii) desequilibrada, porque néo existe
equilibrio estatico nos nds (em geral) e além disso deixa de existir interac¢do de esforgos (internos)
entre as barras porque os seus nés estdo bloqueados por ligacdes ficticias ao exterior como se mostra
no n6 B da figura 3.1. Esta ligacdo exterior ficticia transmite para o exterior o momento
desequilibrado AM, que é a diferenca entre 0s momentos das seccfes 2 e 3, e que se designa por forca

de fixacdo nodal ao exterior (neste caso Q1o).

30 kN/m

90 kN + * + * +

! | Estrutura
5 IB 3 4 Ic’::é Fundamental
1

d1=0
(cinemat.
determinada

A1
— e | B | B —— — + Cargas +
E 2§ -
e RE U EE
8m

M3
AM M2 /‘ Diagrama de
A 1 B C, Momentos
} =~ 2 ys 4 .EE (Estaticament
\/ Zi\ \—/ desequilibrad

30 kN/m

Figura 3.1 -Estrutura cinematicamente determinada (rota¢do do n6 B =0) mas ndo equilibrada
(AM=0, ha desequilibrio entre as seccbes 2 e 3).

Numa segunda fase do Método, faz-se a libertacdo do vinculo ao exterior no n6é B. Este n6 rodara no

sentido contréario a forca de fixacdo, de um valor (d1 ) suficiente para se atingir o equilibrio da
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estrutura, ou seja, AM ficara nulo. A estrutura tornar-se-a, também, cinematicamente determinada

porque se passa a conhecer o valor numérico de d; (agora diferente de zero!... como seria esperado.)

O objectivo imediato do Método dos Deslocamentos é de facto a "resolucéo da indeterminacgéo
cinematica da estrutura”, ou seja, o calculo do valor dos B deslocamentos nodais independentes (di )
(também designados por incégnitas priméarias), o que se obriga a resolucdo de um sistema de
equagdes algébricas com P incognitas. Aplicando o principio da sobreposicdo de efeitos as diversas
fases do método, determinam-se as incdgnitas secundérias, que sdo os esforcos, reaccdes e 0s

deslocamentos dependentes.

90 kN 30 kN/m Estrutura
u ¥ ¥ e - 2 w Fundamenta
5 + Cargas +
A 1 2.3 4, d1 (conhecide)
i\ —_— — 'Hﬂ =valor - (cinemat.
y o enfigtidc — ‘ determinada
8m 12 m |

AM=0 | : Diagrama de
Momentos
A o B |3 4 CEE (Estaticam.

Figura 3.2 -Estrutura cinematicamente determinada e Equilibrada

Exemplifica-se a fundamentagdo do método dos deslocamentos comentando nas figuras seguintes.

Estrutura Original

90 kN

-é cinematicamente indeterminada — porque néo se conhece o valor do d.n.i
-é estaticamente equilibrada — mas também néo se conhecem ainda o valor dos esforcos !...

Figura 3.3- Estrutura Original

Caracteristicas materiais e mecénicas da sec¢éo das barras: el VA
I~
* 3 * 3 - f - / . g - ’ . / .
E:go(;pa;]x:bh:%:8.575*10‘3m4; ° VI
Rigidez de flexdo da secgdo: EI=257 250 KNm?, ‘ -0 3 m ' ‘
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(Q1o).

D.N.L d1 Estrutura
A_\
A 1 B 4 C Fundamental
Lo — e |- 0y + Cargas +
T Vi d1=0
(cinemat.
determinada)
Estrutura Fundamental Estrutura
Fundamental
A 1 5 BY o3 4 C + Cargas +
ot > H TH = {1 d1=0
1 2 (cinemat.
O—g—0 OO determinada)
Figura 3.4- Deslocamento nodal independente, d1, e Estrutura Fundamental
Modo Zero: Estrut. Fund.+Cargas +d1=0 30 kN/m
90 kN
Q10
3'90°8/16=135" /2N, 30+1202 /12 = 360° 360*
A 1 4 4 |C

- - d 2 :BW:3J_>___ |

Modo Zero: Esforgos 0 360* 360*

Figura 3.5- Modo Zero

Por equilibrio do n6 2 no Modo Zero calcula-se a Forca Nodal de Fixacéo das Cargas de Vao

e
Barral g \ 3 Barra2
R
135* ng*oj 360*
Qo= 360**-135** = | 360* + (-135*%) |= 225=AM
Forca Nodal de Fixacao Esforcos de Fixacdo nas seccoes das barras

- 0 sentido (+) das forcas de fixacdo € o sentido (+) do d.n.i (di)
- 0 sentido (+) dos esforc¢os de fixacdo € o sentido (+) dos esforcos (Res. Materiais)

Figura 3.6- Equilibrio no né B
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A Forca Nodal de Fixacdo segundo o d.n.i. i, num determinado no, é igual & soma dos

esforcos de fixacdo nas seccBes adjacentes ao n6 segundo o sentido positivo do d.n.i. "'i*".

No caso presente, a forca desequilibrada € Q10 = AM = 225 kNm, positiva, e por isso no sentido
de (+d1), sentido antihorario. Ao libertar-se 0 nd, ele rodara no sentido horério, numa quatidade

(valor) que depende da rigidez de rotacdo do nd (ou seja de Ki1).

Modo 1: Estrut. Fund.+d1=1 rad 30 kN/m

| P
- Pt S NS

1
2El %

3EI/8 ®
Modo Zero: Esforgos T _ 4El/12 360
K11 ©)
A /! ‘ 2 B|—| 3 4'CEE
3El/8 2EI/12

Figura 3.7- Modo de deformacéo 1

A Forca Nodal de Fixagdo K11, associada a uma rotagéo unitaria e imposta (d1=1), é:

AEI 3EI
1 =5 t—5 = 182217.75kN/m

Realiza-se finalmente o equilibrio no n6 B, pela sobreposicao de forcas nodais de todos os

modos:

Equacao de equilibrio no né 2:

Qu+Ki*di=0|— 225+ 182218.75 * d1 =0 — |d; =-1.23x1073 rad

Resolvendo a equacao determina-se o valor real do deslocamento generalizado, ficando resolvida

a "indeterminacao cinematica do problema”.

Os esforcos finais sdo agora obtidos pela sobreposicao de efeitos de esforcos dos diversos Modos

de Deformacéo, O e 1:

[Momentos Finais] = [Momentos Modo 0] + [Momentos Modo 1]*d1
Vectorialmente fica: {XG={Xo}+{E1}*d1

V. Barreto
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MZ XZO E21
M35= X30 + E31 *dl
M4 X40 E41
r 3ET 7
8
M, —360 5B —413
[ 12 |
Momentos Finais na Estrutura Original
30 kN/m
90 kN
-413 kN/m

pEa’8|

w
[
)
©

—

M

+53 KN/m

i

w
C)
N__/

+2ob kN/m

Diagrama de
Momentos
(Estaticam.
Equilibrado)

Figura 3.8- Momentos Finais

- O diagrama de momentos final esta equilibrado. A estrutura é também cinematicamente

determinada porque em qualquer ponto da viga pode ser determinada a flecha ou rotacéo fazendo

recurso as equacdes de sobreposicéo de efeitos para flechas ou rotacdes.

No final, a estrutura € estaticamente equilibrada e cinematicamente determinada.

V. Barreto
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3.2- Equacdo do Método dos Deslocamentos

VVamos resolver a estrutura seguinte.

Estrutura Dada (Original)

Oorilrn P s 2 i
i o =

Figura 3.3
No Método dos Deslocamentos substituimos a estrutura dada (ou original), que é como sabemos
cinematicamente indeterminada, por outra constituida por elementos base, e que se designa por
estrutura fundamental (ou estrutura base). A estrutura fundamental obtém-se da estrutura dada pelo
blogueamento dos deslocamentos nodais considerados independentes, anulando-o0s, o que a torna
(temporariamente) numa estrutura cinematicamente determinada.
Consideramos aqui como deslocamentos nodais independentes as rotacdes dos nos 2 e 3

(denotados por dq e dp respectivamente). O seu bloqueamento converte a estrutura dada numa

estrutura fundamental constituida pelos seguintes tipos de barra:

- (i) barra 1: barra com libertacdo de esforco transverso a esquerda e encastrada a direita,

- (i) barra 2: barra encastrada-encastrada, e,

- (i) barra 3: barra encastrada-rotulada.

Na terceira barra transferiu-se a rotula externa do apoio, para o interior da barra porque tal ndo
altera as suas caracteristicas de comportamento desta. O momento actuante de 24 kN.m que actuava

directamente sobre 0 n6 4 passa a actuar na sec¢do n° 6.

Discretizacéo

1 e 3 4
A H H H H H :
1 2 A3 485 62
Figura 3.4
Deslocamentos Nodais Independentes
1 r\da
% ||—|+ ||—|+ |
jﬁ Figura 3.5 1%
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Estrutura Fundamental

A H I;gi

5 el

:Kl

I — —o0
tipo V-E tipo E-E tipo E-R
Figura 3.6

As cargas actuantes sdo subdivididas em dois conjuntos:

(i) Cargas Nodais - as que actuam nos nds e segundo os deslocamentos nodais independentes (*).
Exemplo: +15 kKN.m

(i) Cargas de Vao - as restantes acces. Exemplo: 6.0 kN.m, 20 kN, e 24 KN.m

(O momento 24 kNm é “carga de vdo" pois ndo actua segundo um deslocamento
nodal independente)

0
As cargas nodais agrupam-se no vector de forcas nodai aplicadas : {Q} = {gl} = { 15 } (3.2)
2 +

Determinamos agora as forcas nodais de fixacao associadas as cargas de vao e que constituirdo
o vector {Qq}-

Nota: Mais tarde iremos redefinir como Forcas Nodais como sendo iguais ao trabalho efectuado por todas as cargas

aplicadas nos nés quando se mobiliza cada um dos modos de deformacao.
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Modo "Zero"': Estr. Fundam. + Cargas + d;=0 e d,=0.

6
alll YLBORN

cOkN
Q10 :L Q20 24 <N

Figura 3.7- Modo "Zero"

As forcas nodais {Qg} séo forcas de fixagcdo que mantém os deslocamentos nodais independentes
nulos{d } = o = X quando actua a carga de vao. Neste caso valem {Q }= Quol_ 40 1
d2j (0]’ Qo |-22

Na verdade a estrutura acabada de obter nao € estaticamente equivalente a estrutura original porque

0

+15

as forcas nodais valem { 2} quando inicialmente valiam { } Para se obter equivaléncia

estatica ha que impor em sobreposicdo as acgdes de véo os deslocamentos nodais {dj}. Para tanto

faremos actuar tais deslocamentos separadamente. A cada caso correspondera um modo de

deformacdo distinto.
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1° Modo de Deformagao: Estr. Fundam. + d1=1, d»=0

kll d1:1 rad. k21
v\
H-——-—--- )7 et B : o
O 2EI/L
AEI/L
El%l El/L %1 TQ//Z\&
6EI/L,2 6EI/L,2

2° Modo de Deformagao: Estr. Fundam. + d1=0, dp=1

GEIL 4EIL, 3%‘%\‘1
3EI/L,

2EI/L, BET/L,2 3EI/L2

Figura 3.8 - 1° e 2° modo de deformacao.

As forcas nodais necessarias aplicar a estrutura para manter os deslocamentos nodais com o valor de

d1 edy sédo {Qc} (a letra "c" significa complementar de solugdo complementar ) e valem:

El 4El 2El

((—+-—)*d + —  *d2
Q=1 det=y b1 L2 L2 (3.2)
Il T8 L eE SE

) . L, Ls ’

Figura 3.9 - Solugcdo complementar

V. Barreto
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Para haver equilibrio estéatico as forcas nodais {Q} finais serdo:

El 4EI  2EI
_ 54 a4 |ufdi] [-40]_[O
QR =1 "or ;1 3 {d2}+{_22}_{15}
4 4 4
N {kn k12} d1 +{Q10}_ Q1 (3.3.9)
k21 k22] [d2) (Q20) |Q»

[KI*{d}+{Qo}={Q} (3:3.)

que € uma equacgdo matricial (sistema de equacdes) de equilibrio de forcas, designada por Equagéo

do Método dos Deslocamentos.

A resolucéo do referido sistema permite calcular os deslocamentos nodais independentes, que para
a rigidez de flexdo EI = 37500 kNm? , vale:

0.743
{df= gt *10~3 rad.
d2 +0.352
Seguem-se as seguintes definicdes:

¢ O coeficiente Qj do vector de forcas aplicadas {Q}, representa a forca aplicada da direccdo do

deslocamento nodal independente d;.

¢ O coeficiente Qjp do vector de forgas de fixacdo {Qq}, representa a forca de fixagdo nodal na
direccdo de dj, que € necessario aplicar a estrutura, quando ela é sujeita a solicitacdo de vao e se

mantém nulos todos os deslocamentos nodais independentes {d}={0}.

e O coeficiente kij da matriz de rigidez [K], representa a for¢a nodal de fixacdo que € necessario
aplicar a estrutura no sentido do deslocamento nodal independente dj, quando nela se impde o
deslocamento nodal independente d j:1 e se mantém nulos todos os restantes deslocamentos nodais

independentes e solicitacdo de véo.
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3.1.1- Propriedades da Matriz de Rigidez

A matriz de rigidez [K] de uma estrutura apoiada (*):
Q) é quadrada com dimens&o igual ao grau de indeterminagdo cinematica da estrutura j3;
(i)  é positiva definida, isto é, Kii >0
(iii)  é simétrica, ou seja, Kij = Kji
(iv)  éndo singular (ou regular), isto é, det[K]= 0, e por isso admite inversa.

(consequentemente é verdadeira a igualdade: [K]"1 * [K]T=[1])

Nota(*): Em Teoria de Estruturas também se pode definir a matriz de rigidez para de uma estrutura

livre de apoios, ou seja, sem apoios. Neste caso a matriz € singular, det[K]= 0.

3.2- Célculo de Esforgos, Reaccdes de Apoio e de Deslocamentos Dependentes

3.2.1-Calculo de esforgos

O calculo de esforcos é realizado aplicando o principio da sobreposicao de efeitos aos esforgos

independentes de cada barra, representado pela expressao

{X} = [E] * {d} + {Xo} (3.4)

e O vector {Xp} representa os esfor¢os independentes que se instalam na estrutura quando ela é

sujeita a accao de vao, e se mantém nulos todos os deslocamentos nodais independentes ({d}={0}),
ou de outra forma,

e O vector {Xg}representa os esfor¢os independentes que se instalam na estrutura fundamental
quando ela é sujeita a accdo de vao.
¢ A coluna j da matriz [E] representa os esfor¢os independentes no modo j. Esj , € um elemento da

matriz de esforcos [E] e representa o esfor¢o na seccao s no modo j. O numero de colunas de [E] é

igual ao nimero de modos.

Como vimos anteriormente o vector {X} era constituido pelos esforcos independentes de todas as

barras, ou seja:

V. Barreto 11-3



U.Alg.ISE-Lic.Eng Civil-AEIl

3 e
X}= X2 , sendo {Xm} =1Mj os esforgos independentes da barra m.
N
{Xm} :

Se o célculo for efectuado manualmente € conveniente reduzir a dimensdo deste vector para reduzir

trabalho. No caso de cargas presente ndo ha esforcos axiais, e por isso, por cada barra bastam apenas
0S momentos {Xm}T: {M™;, I\/Ij}, devendo escrever-se entéo {X}adopt- (adopt. de adoptado). Os
esforgos transversos finais serdo determinados a partir dos momentos finais, por equilibrio de cada
barra. O nimero de elementos de {X} € igual ao nimero de elementos de {Xq} e ao nimero de linhas
de [E].

No caso do problema apresentado e atendendo ao que se afirmou no paragrafo anterior a equacao
de sobreposicéo de efeitos para esforgos, {X} = [E] * {d} + {X,}, vale:

M| [ 1/5 0 O 25) [+30.6kNm
M2 1/5 1 0 ~50| |-44.4kNm
M3y =|—4/4 | —2/4|*El *{d1}+ ~10} ={-44.4kNm
M4l | 214§ 4)a 2} 1 10| | +17.0kNm
Ms) | O i-3/4) 12 ] | +21kNm

Os esforcos obtidos representam a parcela hiperestatica. Sobrepondo a parcela isostatica, fungédo
das accdes de véao, obtemos o diagrama de momentos finais, como se mostra na figura seguinte.
Relembramos que 0s momentos hiperestaticos das seccfes extremas das barras sdo iguais aos

momentos finais nessas seccdes.

6 kN/m 47

Figura 3.10 - Diagrama de momentos finais.
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3.2.2 - Célculo de Reaccdes de Apoio

O célculo das reaccoes de apoio é efectuado da mesma forma que os esforcos aplicando novamente
o0 Principio da Sobreposi¢do de Efeitos, e é representado pela expresséo:

{R} =[A] * {d} + {Ro} (3.5)

e O vector {Rg} representa as reacgdes que se desenvolvem nos apoios da estrutura fundamental

quando ela é sujeita a ac¢do de véo.
e A coluna i da matriz [A] representa as reac¢oes que se desenvolvem nos apoios da estrutura, quando

nela se impde o deslocamento nodal independente dj=1 e se mantém nulos todos os restantes (dj=0,

com i#j)

Exemplo: Calcule a reaccgdo vertical no apoio do né 2, Ro e 0 momento de encastramento no nd 1,
R1.

- Vamos arbitrar como sentidos positivos, o de baixo para cima no caso de Ro, e, a rotagdo em sentido

horario para o caso de Rq.

, - R1o 25kNm
- Calculo de {Rp}. Recorrendo a figura 3.7 podemos ler : {Ro}= R = 30+10kN
20

- Calculo de [A].

El
A L 7500
Do 1° modo de deformagdo, figura 3.8, escrevemos: {A;} = S LéEI =
Ay 0+ 14062.5
L2
2

0
0
Igualmente do 2° modo, teremos: {Az} = { } =J6ElL - {14062 5}. Como {d} ja é conhecido

aplicamos a equacao 3.5:
Ry] [ 7500 0, [di] [25] _ [30.6kNm
R,| |14062.5 140625| |d,| |40/ | 55.4kN

Como seria de esperar Rq vale 0 mesmo que M.
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3.2.3 - Calculo de Deslocamentos Dependentes

Mais uma vez se recorre ao Principio da Sobreposicdo de Efeitos para a quantificacdo dos
deslocamentos nodais dependentes, e que é escrito na forma:

{dg} = [D] * {d} + {do} | (3.6)

e O vector {dgp} representa os deslocamentos dependentes que se manifestam na estrutura

fundamental quando ela é sujeita a ac¢do de véo.

¢ O coeficiente Djj da matriz [D] é o deslocamento dependente i quando se imp&e o deslocamento

nodal independente dj=1 & estrutura e se mantém nulos todos os restantes (dj=0, com i=j).

Nota: Para calcular deslocamentos dependentes poderiamos em alternativa recorrer ao método da carga unitéria (ver

Analise de Estruturas 1), que, para barras deformaveis axialmente e por flexdo se escreve:

LinNN, Limm
O=Yparrasy | =X+ | ——dx 3.7
o EA 5 El

sendo M e N os momentos e esforgos axiais finais da estrutura original devido as accoes reais, e Me N os esfor¢os
associados a carga unitaria aplicada no sentido do deslocamento que se pretende quantificar. A carga unitaria é aplicada
em principio a estrutura original, estendendo-se a integracao por todas as barras desta. Iriamos obter o deslocamento total
em relativo a posicdo de repouso (inicial) da estrutura. Contudo, se usar uma subestrutura isostatica para calcular os
esfor¢os unitarios, o valor dos integrais sao os deslocamentos em relacéo corda de cada barra (segmento de recta que une
0s nds extremos da barra).

Exemplo: Calcule o deslocamento vertical do né 1 e a flecha sob a carga de 20 kN na segunda barra.
- Vamos arbitrar como sentidos positivos os deslocamentos o de cima para baixo, em ambos 0s casos,

e designa-los respectivamente por dgq € dg2.

Modo Zero:

- Calculo de {dg}. Consultando as tabelas de elementos base com acgdes de vao teremos :

gL 156.25
{d0}={d10}= 24E1 | _ El _ 4.17x10_3m
doo pL3 6.667 [~ ]0.177x1073m
192EI El
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-Célculo de [D].
Do 1° modo de deformacdo, e atendendo as tabelas dos elementos base sujeitos a deslocamentos

nodais impostos temos:

Ly
D)= Dig| 2 [ 2.5m/rad
VDo) _(ﬂ)+£*(ﬁ)2_i*(ﬁ)3 ~ |-0.625m/rad
27 L, 20 L2 2
o L I -0

Do 2° modo, obteremos:

0
D12 L 2 L 1 L Om/rad
D, = - 2 212 2134 = _
(D2} {Dzz} t) -G L () 0.625m/rad

Da equacdo de sobreposicao de efeitos para deslocamentos dependentes (equacdo 3.6), e como 0s

deslocamentos nodais independentes {d} ja sdo conhecidos, obtemos:

{ddl}{ 25 0 }* {d1}+ 4.17x107°% | | 6.25x103m
dgp] |-0625 0.625] |do] [0.177x1073| |-0.067x10"3m

Verifica-se que 0 nd 1 desce mas que o ponto de aplicacdo da carga de 20 kN sobe.
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3.3 - Procedimento pratico para o calculo manual.

Passo 1:

Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:

Passo 6:

Passo 7:

Vector de deslocamentos nodais considerados independentes.

Matriz de rigidez da estrutura fundamental associada aos deslocamentos nodais.

Matriz de esfor¢os considerados independentes e associados a cada modo de deformacdo. A
coluna j de [E] sdo os esforgos independentes no modo j.

Vector de forcas nodais de fixacdo dos deslocamentos independentes devidas as ac¢oes de
vao.

Vector dos esforcos de fixacdo devido as accbes de vao (é conveniente que estejam definidos
de acordo com o referencial de esforcos da resisténcia de materiais)

Vector de forcas nodais actuantes no sentido dos deslocamentos nodais

Método dos Deslocamentos

Discretizar a estrutura (numerar e orientar as barras, numerar as sec¢des criticas) e
escolher os esforcos que fazem parte do vector de esforcos independentes, {X} (ou

{X}adoptado-)

Identificar os deslocamentos nodais independentes, {d}, determinar o grau de
indeterminacdo cinematica g, identificar dos elementos base (ou tipo) e desenhar a
estrutura fundamental.

Calcular a matriz de rigidez [K], a matriz de esforcos [E], a de deslocamentos [D] e a de
reaccOes de apoio [A].

Para cada solicitacdo calcular as forcas de fixacdo {Qq}, os esforcos {Xp}, os
deslocamentos dependentes {dg}, e as reac¢des {Rp}.

Para cada solicitacdo definir o vector de forgas nodais {Q}

Para cada solicitacéo calcular os deslocamentos {d} fazendo uso da Equagédo do Método
dos Deslocamentos.

[K] * {d} + {Qq} = {Q} (3.3)
Para cada solicitacdo calcular:
- esforcos finais: {X} =[E] * {d} + {Xp} (3.4)
- reac¢Oes de apoio: {R} = [A] * {d} + {Ro} (3.5
- deslocamentos dependentes: {dg} = [D] * {d} + {dp} (3.6)

V. Barreto
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3.4 - Assentamentos de Apoio

Uma estrutura apresenta um assentamento de apoio quando ha deformac&o plastica permanente do
solo exterior confinante ao n6é de apoio. O assentamento de apoio pode ser entendido, na analise
estrutural, como um deslocamento nodal imposto a um nd exterior da estrutura.

Pode ser tratado por duas vias. Na primeira considera-se que a estrutura passa a ter mais um grau
de liberdade adicional mas cujo deslocamento é conhecido e imposto. Na segunda trata-se o
assentamento como accao exterior que reflecte o deslocamento do n6 de apoio em questdo. Vejamos

em pormenor cada uma das situagoes.

3.4.1 — Assentamento de apoio tratado como grau de liberdade adicional de valor conhecido.

Imagine-se uma estrutura com n graus de liberdade. Nela pode estabelecer-se a equacdo de

equilibrio do método dos deslocamentos que terd n equacdes, sendo representada por:

kig kip oo kgp || dg A R Q| [Q1o
ka1 ka2 o kon|[d2| [P com 1212 1Q2| Qa0 (3.8-9)
kn1 kn2 knn dn I:n I:n Qn QnO

Suponhamos que agora se manifesta um assentamento segundo certa direccdo de um né de apoio.
Como este movimento surge num no no sentido de uma restri¢do inicial € necessario desde ja libertar
esse vinculo ao exterior conferindo a estrutura mais um grau de liberdade. Surge assim mais uma

equacdo de equilibrio no sistema indicado em (3.8). Surgira entdo mais uma coluna {Kjz} e uma linha

{kaj} na matriz rigidez associadas a este grau de liberdade, assim como mais um elemento nos

vectores {Q} e {Q0}, os elementos Qg e Qgp.

kg ki . Kin kgg [[dg R F Q1 Q1o

Kop Koo ... Ko Kog|lds F F| |Qz2] |Q20
[Ty f Como o e= Ty L (3.10-11)

Kni  Kn2 K Kna dn o il Qn Qno

kal ka2 kan kaa_ da I:a Fa Qa QaO

Porém, o deslocamento desse grau de liberdade é conhecido, que suponhamos ser de valor dg. Nao

é de facto uma incdgnita. Por isso em cada linha i do sistema podemos passar a parcela a ele

respeitante {kija*da} para o segundo termo, de onde se obtera:
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ki ki . ki ;] [F1 Fi] [R| [kia*da

kot kao o Kan ||y F Fol |F2| |koa™da
B I S I LR I S Tt (3.12-13)

F F F kg, *d

Il((nl inz ll:m d |:-n I:'n I:n k3a *da

| fal a2 - an _| a a a na a

Trata-se de um sistema de n+1 equagdes com n+1, das quais n sdo os deslocamentos d1 a dp e ainda
areaccao F’gn. Pararesolver a indeterminacdo cinematica do problema basta-nos resolver o sistema

das n primeiras equagdes com o vector de termos independentes alterado por (3.13), ou seja:

Kig ki o Kgp [[dp F1 Fq Q1] [Quo Kia *da
k k ..k d F' F' ko, *d
21 K22 an|Jd2 _JF2 o IF2(_ Q2| Qa0 _Jk2a™da (3.14-15)
knl kn2 knn dn I:'n I:'n Qn QnO kna*da

O processo apresentado exige que se determinem os coeficientes da coluna a da matriz de rigidez,

{kia}, dispensando no entanto a determinacd de F’g . Embora seja 0 processo adequado para

implementar em calculo automatico é trabalhoso para o calculo manual.

3.4.2 — Assentamento de apoio tratado como accdo exterior.

O assentamento de apoio pode ser considerado como se fosse uma "ac¢éo de vao", sendo por isso
tratado na "fase zero", ou seja, sobre a estrutura fundamental quando {d} = {0}.
ImpGe-se 0 assentamento de apoio a estrutura fundamental, a priori conhecido, deformando-a mas

respeitando as condi¢des cinematicas, {d}={0}. Determinam-se a seguir as for¢as de fixagdo {Qp} e
os esforcos de fixagédo {Xp}, e o resto do processo de célculo prossegue como no caso das acgdes de
véo.

Caso haja acgdes de vao (propriamente ditas) em simultdneo com um assentamento de apoio (o que

€ 0 caso mais realista!...) podem somar-se obviamente os vectores {Qq} e {Xq} correspondentes a
estas duas situacdes distintas, ou seja:
{Qo}total = {Qo}ac.vio + {Qo}assentamento
{Xo}total = {Xo}ac.vio + {Xo}assentamento-
O processo de célculo nos casos de barras axialmente deformaveis e de barras axialmente

indeformaveis é semelhante. Apenas difere no facto de um e outro caso terem estruturas fundamentai

distintas. Vamos ilustrar estas duas situagdes nos dois exemplos seguintes.
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3.4.2.1 - Caso 1- Assentamento de apoio em estrutura com barras Axialmente Deformaveis

Exemplo: Determine os vectores {Qq} e {Xp} supondo
A )

haver um assentamento vertical & em no n6 C. 4'—

cé
”rr
Figura 3.11
Resolucéo:
Deslocamentos Nodais Estrutura Fundamental Discretizacédo
Independentes
At I
A 2,
a d2

Figura 3.12

Fase zero : Vamos imp0r o assentamento & e quantificar {Qp} e {Xo}

0
0.0 1’3@10 i )
{Qo}= Qyr=7_0 , {Xo) = SR
Q EAs
30 3 0
EA/L*3
51 %
_EE-A:LS
Figura 3.13
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3.4.2.2 - Caso 2- Assentamento de apoio em estrutura com barras Axialmente Indeformaveis

Exemplo: Determine os vectores {Qq} e {Xp} para o exemplo 3.4.2.1 supondo que as barras séo

axialmente indeformaveis.

Resolucéo :

Deslocamentos Nodais Estrutura Fundamental Discretizagéo
Independentes

Figura 3.14

Devido a indeformabilidade axial das barras o grau de indeterminagdo cinematica vale agora p=1.

Note-se que a estrutura fundamental também é diferente da do caso 1.

Fase zero : Impomos o assentamento & e quantificamos {Qq} e {Xq} sobre a nova estrutura
fundamental.

{Qo}=Q10= (GLEZIJ *5 ., {Xof= 0

Figura 3.15

Quer em 3.4.2.1 como em 3.4.2.2 o resto dos calculos (determinacéo de [K],[E],{Q}, etc.) processa-

se normalmente, obviamente em coeréncia com a respectiva estrutura fundamental.
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Problema

AS KN/ 25kN
o - ALTTILITTH |
Determine os esforcos finais na estrutura sujeita % B 3 -
as acgdes de vdo e a rotacdo de apoio de f
3 2
0p=0.01745 rad no sentido horario. As barras ETL <ConsT. = 20x 10 kad Q
EA=CO -
sdo axialmente indeformaveis (EA=x)
% L
L 5 6,
. '[ 4,00“' ‘4[51‘4—
E1=20x10° KNm?
Figura 3.16
e Simplificacdo. Discretizagdo. Estr. Fundamental e Grau de Indeterminacdo Cinematica.
L T TTRS
A At > }
/) ;,s i T 213
2
/3- 1,0
v
6p= 0,01HS ” ’
Figura 3.17
e Modo Zero:
gL el F LT’
/r - ’_, 4‘_ ‘_%2 'DD: 232:}
-- 3 20 20
120 3 |
[}
,!
‘ .0 =L|6§ 3
)& 3' L 2 !
Op = 0,0104S
Figura 3.19
- Accdes de vao -Assentamento (rotacéo) -Total
{Qo}ac.vio= -20 {Qo}assent..= -237.5 {Qo}=-252.7
-20 0 -20
ohoao=1 o | XOhssnt=1 o O
XO ac.vao — 0 XO assent. 232.7 XO - 232.7
0 —465.3 — 465.3
e 1° Modo de Deformacéo
-05
1
Pode verificar que: [K]=k11=2.333EI ; {Q}=-375; [E]= 1333 *
0.667
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e Equacdo de Equilibrio do Método dos Deslocamentos:

[K{d} +{Qo} ={Q} = 2.333El*dq +(-252.7) =-37.5 = dq = 92.242/(El)

e Equacéo de Sobreposigéo de Efeitos:

My -05 -20 —66
M2 1 92.242 -20 72
X} = [E{d} + {X = *El*(——) + = kKN.m
DG =ERG X0 = 9 =1 1sss| T CEr %) 2327 [ 71 100
M| | 0.667 —465.3) |-404
¢ Diagramas Finais de Esforgos
I3 3 €4S e
.. (] ,)
A " e AR N
A o' Nt A I
— = 72
N D)
— | 1A
™) RCAN —
(ko) = (kNJ
Figura 3.19
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3.5 - Variacdo de Temperatura

A variagdo de temperatura € uma acgdo de vao. Basta quantificar as forcas de fixacédo {Qq} e os
esforcos de fixagdo {Xp} para a considerar os seus efeitos numa estrutura de que ja se conhecem [K]
e [E] e {Q}. Contudo h& que previamente subdividir a distribuicdo de temperatura ao longo da altura

de uma seccdo, h, nas suas parcelas, (i) uniforme ,0uy e, (ii) linear OL.

Bof

ATm= eu eL

-OL

ATg¢= variagdo da Temperatura na fibra superior

ATj= variagdo da Temperatura na fibra superior

- Define-se entdo g = w

como temperatura média ao longo da altura h da seccgéo, e que é

responsavel pelo aparecimento de esforcos axiais nos elementos base.

ATi - ATS

- Define-se depois 0| = como 1/2 do diferencial de temperatura entre as fibras superior

e inferior e que esta associada ao aparecimento de curvatura no eixo longitudinal da peca e de
momentos flectores.

Quando a variacdo de temperatura é constante na seccéo transversal de uma barra surgem apenas
esforcos e forcas axiais no elemento base. Se para além disso for constante ao longo do vao, o esforco

axial vale N = E *A* o * AT qualquer que seja o elemento base como se mostra na figura 3.20:

1 o 7 oy -

R=-EAa N
Figura 3.20

Se nas fibras extremas da altura h (com seccao simétrica) a variacdo de temperatura for simétrica,
s0 irdo aparecer momentos flectores na barra, visto que o seu eixo ndo sofre deformacdes axiais. Para
os diversos tipos de variacdo de temperatura que na seccdo como segundo a barra devera consultar a

tabela dos elementos de base sujeitos a variagdo de temperatura.
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EXEMPLO:

ATs=50-30*x/L

ATi=-10+30*x/L

Figura 3.21
ATg¢= variacdo da Temperatura na fibra superior
ATj= variagao da Temperatura na fibra superior

Para o0 exemplo presente temos 6u=20°C e 6L = 30*(%—1) como se representa na figura 3.22.

| 0. = Const.=20° | 0L =30*(x/L-

E’*E"Z,—A—\ ______________________________ Ol @ [ — -0
! a*0,*E*A 2 OLHGL*E*l /h

2% XL *E*1 /| (L*h)ﬂ

Figura 3.22 — Esforgos de fixacdo devido a temperatura ndo uniforme.
Os esforc¢os de fixacdo sdo retirados das tabelas e somados.

3.5.1 - Calculo dos esforcos de fixacdo devidos a AT

O processo de determinacdo dos esforcos e forcas de fixacdo varia consoante as hipoteses

formuladas quanto a deformabilidade axial das barras.

3.5.1.1 - Caso 1- Calculo dos esforcos de fixacdo devidos a AT numa estrutura com Barras Axialmente

Deformaveis
Neste caso basta consultar as tabelas relativas a accdo da temperatura para 0s elementos base e

construir o vector de esforgos {Xq} e o de forgas de fixagdo {Qp}-

3.5.1.2 - Caso 2- Calculo dos esforcos de fixacdo devidos a AT numa estrutura com Barras Axialmente

Indeformaveis

O problema € neste caso tratado de forma aproximada. Por outro lado s6 avaliamos o caso das
variacOes de temperatura uniformes na seccao.
Procede-se entdo do seguinte modo:

(i) Admite-se que as barras sdo inicialmente desligadas umas das outras nos seus nés, podendo
aumentar de comprimento livremente quando sujeitas a um aumento de temperatura. Se esta
variacdo de temperatura for uniforme quer na sec¢éo quer ao longo do vdo o alongamento é

d=a*AT *L;
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(i) Compatibilizam-se os deslocamentos de barras convergentes no mesmo no, obrigando-as
a deformarem-se por flex&o e impedindo que os nés rodem.

(iii) Atendendo a configuracdo da deformada de cada barra e ao tipo do seu elemento base
determinam-se 0s momentos e esforcos axiais de fixacdo, e as forcas de fixagdo, construindo

respectivamente os vectores {Xg} e {Qq}. Da-se um exemplo:

Sv
R o 12615, ~ 1 e
3 ’//j'l”z A R i A
§ e |___ (»B_,./ ' 3] T_-\,;:.BP /I@’:‘Sv}
/ GEL.Sp /! H ]
/o G =L
/ fL
G =a*AT *L,
77777 S.=a*AT * L
Figura 3.22

Mi] | (BEI/L2),*3p

Mz2| |~ (6EI/L2), *3p

No| |-(12E1/L3),* 8y 6EI 6EI
(o} = N2| | TA2EULDRTOVE gy | OBl 5 L SEL,

Ms| |- (BEI/L?)p *&y Ly Lp

Ma (BEI/L2)p* v
NaJ |-@2E1/L3),, *8p

Nota Importante: Quando se "fala" em geral da indeformabilidade axial das barras quer-se dizer que
ndo se consideram os deslocamentos nodais associados ao alongamento ou encurtamento das barras
quando se constrdi a matriz de rigidez da estrutura. A ndo consideracdo destas deformacdes axiais
deve-se ao facto de elas gerarem (geralmente em estruturas correntes pequenas) esfor¢cos na estrutura
muito inferiores aos resultantes da deformacédo por flexdo das barras. No entanto, para a construcéo

do vector de forgas de fixagdo {Qp} quando associado a variagéo de temperatura torna-se necessario

atender ao alongamento ou encurtamento das barras contrariando (temporariamente!) a hipdtese

inicial relativa a indeformabilidade axial.

Serdo efectuados dois problemas relativos aos casos dos paragrafos 3.5.1.1 e 3.5.1.2.
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Exemplo 1:

Esboce os diagramas de momentos devidos a variacdo de temperatura de 35° da estrutura apresentada

na figura 3.24 a), considerando que as barras sdo axialmente deformaveis.

E=29x10% KN/m?, a=10° , AT=+35°C

Barra Secgdo EA (kN) El (kNm2) Comprimento
1-Viga 0.25x0.40 2900x10° 38657 5.0
2-Pilar 0.25x0.25 1812.5x10° 9438.5 3.0

e Estrutura dada. Discretizagdo e deslocamentos nodais independentes. Fase Zero.
4
a oy 90 f Afhe
— —>
g 7 B0
N
™
r
* il 7
50m 634
a) b) ©)
Figura 3.24
e Matrizes de Rigidez [K] e de Esforcos [E]
1° Modo 2° Modo 3° Modo
ka‘ Tﬂk“ k;l K\; e
ot Sk, S o NPT
Aot \ 7 ke 7 !
1t ] . .
! ‘ |
 o7a ;
_(4El) _(4ElY _ EA 12EI EA 12EI
ki1 = ( c jl + [ 3 jz 43512kNm/rad | |, = (51 + (33]2 =584195kN/m | k33= [3}2 + (531 =607878kN/m

6El

k21:[32J =6293kN/rad k32=0 ki2=k21 k23=ks2=0 k13=ks1
2
k31 = [—GEZIJ =-9278kN/rad
5% A
(-2EI/L), —15462 0 0 (6E1/L2), +9278
(4E1/L), 30925 0 0 (-6EI/L%), -9278
(1= (-6EI/L"), | _| 6293 gy = | EATL | _J+8800000 1, ) 0 | _] 0
(—4El/ L), —12586 (=6EI/ ,_2)2 -6293 0 0
(2El/ |_2)2 6293 (6E1/ |_2)2 +6293 0 0
(6E1/L4), 9278 0 0 (EA/L ), 604167

V. Barreto
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e Fase Zero : Acgdo = variacdo de temperatura de AT=+35°C

As forcas e os esforcos de fixagdo sao 0
respectivamente (ver figura 3.24-c)): 0
Q10=0
Q0= (-EAaAT)] =-1015 kN g} =1
Q30= (EAaAT)y =-634kN 0
0
- 634

e Equacao de equilibrio de forgas (Eg. Método dos Deslocamentos)

[KI{d} +{Qo} ={Q} =

43512 6293 —-9278| |(d; 0 0 o|1=—28.9x10‘6 rad
6293 584195 0 |*4dpr+4-1015,=<0 = d2:1738x10‘6m
—-9278 0 607878 | |d3 -634 0 o|3=1043x10‘6 m
e Equacéo de Sobreposigéo de Efeitos:
{X} = [EKd} +{Xo} =
M| [-15463 0 9278 | 0 10.1
M2 30926 0 —-9278 g 0 -10.5
No| | 6203 580000 0 [ | *| |-1015 |-68
Msz| |-12586 —6293 0 q 0 -10.6
Ma| | 6293 6293 0 3 0 10.8
Ng) | 9278 0 604167 | —-634 -4.1
- -
] \ *
101 /

10.% é

2

a) Deformada b) Momentos Flectores

Figura 3.25
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Exemplo 2:

Relativamente ao exemplo anterior determine e esboce os diagramas de momentos admitindo agora

a indeformabilidade axial das barras.

Resolucéo:

e Discretizagdo e Deslocamentos nodais independentes.Fase zero.

Sv
Y | o
B b
_>§T) ==z 77 R ‘%‘.&, b
lLf;_gfI 2. p ro
L? "V //
/
/
/ r
@ N
b
(34
} @F?, Sp
Figura 3.26 Figura 3.27

e Fase Zero :

Supondo as barras livres no nd B os deslocamentos na viga e pilar seriam (figura 3.27):
5Viga =dy= a AT Lviga = 35*%10°*5 = 175x10° m
5pilar = 8p= o AT Lpilar = 35*%10°*3 =105x10° m

Impondo estes deslocamentos as extremidades de cada barra e compatibilizando-os, ou seja,
ligando as extremidades das barras ao n6 B deslocado, a custa da deformacéo por flexdo das barras
referidas, a estrutura fica com o aspecto mostrado na figura 3.27 ou 3.23.

Os esfor¢os dai resultantes séo:

M1 (6EI/LL2),,*5p 974156 kNm
Ma| |—(6EI/L2)\,*8p| |-974156kNm
ixol=iN2l_ ~(L2E1/3)p*8v| | —734183kN
K0T = Vsl T 12 @B LDp*5y | |-1101275kNm
Ma| | (6EI/L2)p*Sv 1101275kNm
NaJ |-(12EI/L3),, *5p —389663kN

Por outro lado a forca de fixacdo nodal é:

Qo= —(G—EZIJ *Sp+ [6—Ezlj *§y=127118.6x10°
5% N 3% )2
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e Matriz de Rigidez e Matriz de Esforcos.
Podera verificar que :

K“:(EJ +(EJ = 43511.6 kNmvrad
5 /)1 \3 J2

A matriz de esforcos [E] €

neste caso

constituida por um dnico vector que é igual a

primeira coluna da matriz [E] do exemplo

anterior. Teremos entdo:

(~2E1/L),
(4E1/L),
(-6EI/L?),
(~4EI/L),
(2E1/L),
(6E1/L?),

e Equacdo de equilibrio de forcas (Eq. Método dos Deslocamentos)

—15462
30925
- 6293

—12586

6293
9278

Calculamos agora os deslocamentos, que neste caso sdo apenas a rotagdo do né B.

[KI{d} + {Qo} = {Q} = 43511.6* dy +127118.6x10° =0 => dq = -2.921x10° rad.

e Equacdo de Sobreposicédo de Efeitos:

Determinamos finalmente os esforcos independentes em cada barra.

X} = [EHd} + {Xo} =

M| [—15463]
M2 30626
N2 —-6293
Ms| | —12586
Mgy 6293
Ng) | 9278 |

—~974156
—~974156
734183

1101275
1101275
389663

10.2 kNm
—10.6 kNm
—7.15kN
~10.6 kNm
10.8 kNm
—4.27kN

Comparando estes resultados com os do exemplo 1 verificamos que sdo praticamente iguais.

V. Barreto
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3.6 - Aparelhos de apoio elasticos

Muitas vezes idealiza-se 0 comportamento do solo, na interacgao solo-estrutura, como se fosse um
aparelho de apoio elastico linear, vulgarmente designado por mola. Por outro lado também a
interacgdo entre partes de uma estrutura, melhor dizendo, entre subestruturas, pode em certos casos
ser simulada por molas.

O regime de comportamento de um aparelho de apoio é elastico linear se a reac¢do de apoio R,
for directamente proporcional ao deslocamento observado pelo n6 de apoio 8, sendo a constante de

proporcionalidade designada por rigidez do aparelho de apoio, K_. Podemos entdo escrever a

igualdade R = K * & que se representa na figura 3.28-a). Consoante a mola “trabalhe” associada a
deslocamentos verticais, horizontais ou de rotacdo de um nd assim se podem adoptar notacbes
diferentes para a rigidez como sejam Ky, Ki, e Ko associadas respectivamente a cada um dos

deslocamentos referidos.

R
IJ\/{,/WWI (em repouso)
J R +— B AAAAS— R-km.S
ot . fg—a*
a) Relacao linear forga-deslocamento b) Aparelho elastico (mola)
Figura 3.28

Como exemplo refere-se que no caso de fundacgdes directas em solos incoerentes as rigidezes da

fundacdo no sentido vertical e a rotacdo sdo respectivamente:

abE 2bE
ky - S e k _ M bEs 1+i . (3.16-17)
3.2 2 0 2 4h
YaZba—p?) 18(1-p?)

sendo o coeficiente de Poisson, e Eg 0 modulo de deformabilidade do solo e a e b as dimensdes da

sapata como indicado na figura 3.28.
Se 0 n6 de apoio for um macico de encabecamento de estacas, podem-se determinar as rigidezes
de translacdo e rotacdo do macico, que dependem do conjunto de estacas e do solo envolvente e de

ponta. As rigidezes determinadas intervém como molas nos nos de apoio da superestrutura.

N
W/l

—* 4
Figura 3.29
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Outro exemplo de utilizacdo de molas consiste na substituicdo de barras a flexdo e tirantes
respectivamente por molas que trabalham a rotacdo e translacéo.

As molas estdo simbolicamente representadas nas figuras 3.30 a) e b).

s
—>

.o—MN\N'° [ |

R a}i{; 93@,

*s

a) Mola "de translagéo”  b) Mola "de rotagéo"
Figura 3.30

A existéncia de uma mola a trabalhar no sentido de certo grau de liberdade contribui directamente
para a rigidez desse grau de liberdade. Quer-se dizer que a rigidez da mola acumula-se a rigidez que
esse grau de liberdade ja tem, proveniente da rigidez das barras da estrutura que convergem nesse no.

A rigidez da mola manifesta-se sempre ao nivel da matriz de rigidez.

Problema: Substitua o tirante da estrutura dada (figura 3.31) por uma mola horizontal, sabendo que

a rigidez axial da seccéo do tirante vale EA e tem comprimento L.

i‘ EA+#w

- 2 N R
EA=0 7RI 7777777

g

™

K

deomt — 5m #
Figura 3.31

Resolucéo:
ImpGe-se um deslocamento unitario horizontal ao tirante (figura 3.32) e determina-se a forca de
fixacdo horizontal necessaria aplicar (ao tirante) para manter esse deslocamento unitario. Essa forca

direccionada no sentido de "trabalho™ da mola, representa a rigidez pretendida. Como vemos vale:

kn=EA/|_*(cos )2 .
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Figura 3.32

3.6.1 - Andlise e discussdo de um problema particular envolvendo molas.

.... (retirado)

V. Barreto
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3.7 - Barras inclinadas

Vimos até agora que os graus de liberdade {qj} que atribuimos aos nés de uma barra isolada
estavam associados a um referencial local, X (X1, X2, X3) ou da barra (ver paragrafo 2.3). Nesse

referencial a 1° coordenada refere-se a rotacdo em sentido anti-horério, e as 22 e 32 coordenadas
respectivamente a translacdo no sentido do eixo da barra, e translacdo perpendicular ao eixo da barra.
Arbitrou-se uma sequéncia para a numeragao dos graus de liberdade nodais da barra {gj} comecando

pelo nd esquerdo, como se mostra na figura 3.40 a). A barra € orientada do n6 esquerdo para o direito

e faz um angulo positivo, a,, medido no sentido anti-horéario, em relacéo a linha de nivel horizontal.

O\

a) b)
Figura 3.40- a) Deslocamentos nodais da barra em coordenadas locais b)Referencial Global

Relativamente ao referencial local construiram-se as matrizes de rigidez das barras encastrada-
encastrada, capitulo 2.3.2, encastrada-rotulada, capitulo 2.3.3 ou 2.3.4, e encastrada-libertacdo de
esforco transverso, cujos coeficientes de rigidez se apresentam nas tabelas de elementos base. Por
outro lado os esforcos de fixacdo das accBes, também obtidas de tabelas apropriadas, respeitam o

mesmo referencial. Todas as forgas nodais de fixacdo {Qq} estdo definidas em relagéo ao referencial

local da barra (ou, também se diz, estdo escritas em coordenadas locais).
Numa estrutura é necessario representar os deslocamentos e forcas nodais de todas as barras no
mesmo referencial, para que seja possivel a combinacao destas grandezas entre barras. Daqui surge a

necessidade de definir um referencial comum, o referencial global. As suas coordenadas X' (X'1,
X'9, X'3) sd0, em geral, a rota¢éo no sentido anti-horario, translagéo segundo a horizontal e translagéo

vertical (figura 3.40-b)). Os deslocamentos nodais de uma barra escritos em coordenadas globais
apresentam-se na figura 3.40 b). Facilmente se percebe que quando as barras de uma estrutura sao
horizontais ou verticais, os referenciais locais destas e o global sdo respectivamente coincidentes e
complementares, sendo por isso facil a soma (ou sobreposicdo) de deslocamentos e esforcos nodais
de fixacao.

Se a barra estiver inclinada teremos que decompor os deslocamentos e forcas em componentes

segundo o referencial global antes de podermos fazer a sobreposicao dos efeitos de cada barra.
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Pretende-se agora, para uma barra inclinada, calcular os coeficientes de rigidez no referencial
global a partir dos coeficientes de rigidez previamente conhecidos do referencial local. Pretende-se
de igual modo escrever no referencial global as forgas de fixagéo de cargas de véo. Para o fazermos
ha dois processos: 0 "método™ directo, que é tratado desde j&, e o método matricial de mudanca de
base.

3.7.1 - Método directo

Este método consiste em decompor os deslocamentos nodais globais impostos em, componentes

individuais de deslocamentos locais que envolvam separadamente:

(i) deformagdes axiais da barra, e,

(i) deformagdes por flex&o.
As forcas fixacdo de cada parcela individual s&o depois decompostas nas direcgdes do referencial
global e somadas.

As forcas de fixacdo locais de cargas de vao sdo simplesmente decompostas segundo as direc¢cdes
do referencial global.

Exemplo: Pretende-se determinar a rigidez k' associada ao deslocamento horizontal do né

direito, grau de liberdade d’s, da barra do tipo encastrada-rotulada.

1.sen
b >3EI/(L3)*1sen2a

T 3E([3)1sem

a) Desl.° nodal no ref.al global b) Deformacéo axial c)Deformacao por flexao
Figura 3.41

Impbe-se um deslocamento unitario nessa direccdo d'g=1, (figura 3.39-a)). Decompde-se 0

deslocamento nas parcelas individuais que envolvam deformacéo axial (figura 3.39-b) e por flexao

(figura 3.39-c). As componentes individuais de fixacdo sdo decompostas na direcgdo d'5 e somadas:

K's5= (%*cosoc)*cosoc + (%*sina)*sina
As forcas de fixacdo para cargas de vao no referencial global sdo obtidas da decomposicédo directa
das forcas de fixacdo definidas no referencial local. Assim, no caso da figura 3.40, vemos que a forca

de fixacdo Qg = P/2 do referencial local se decompde nas forcas de fixacdo do referencial global

Q'50 = -P/o*sena. e Q"gg = P/2*cosa .

V. Barreto 34-3



U.Alg.ISE-Lic.Eng Civil-AEIl

w
Figura 3.42 - Decomposigéo das forgas de fixagdo no referencial global

3.7.2 - Mudanca de Base

3.7.2.1.- Matriz de Transformacdo de Coordenadas

Pretende-se escrever os deslocamentos nodais independentes {q} do referencial local X (X1,X2,X3)
em funcdo dos deslocamentos equivalentes {q’} do referencial global X" (X"1,X"2,X"3), como mostra

a figura. Os eixos X, e X", fazem entre si um angulo o, positivo no sentido anti-horario, sendo o lado

origem o eixo X's.

AN
X
S e
e o6
no 2
o@'\ Q 61}'
_—~vno 1
o2
a) b)

Figura 3.43 - Deslocamentos nodais no referencial local (a) e global(b).

Relacionam-se esses deslocamentos, por exemplo no nd 1, de acordo com o esquema da figura

3.42 e expressdes seguintes.

dq 3
D/m . /:\ o \{ N
2 | |
L___4 '2
q’2 sena
Figura 3.44
AR Q| (1 0 q7
3= - g2 sena + g3 COS a a3 0 —seno cosa| |03
{a} = [Thel™{a} (3.18.b)
35-3

V. Barreto



U.Alg.ISE-Lic.Eng Civil-AEIl

Se em vez de relacionarmos deslocamentos g; e g'j relacionarmos coordenadas (X1,X2,X3) e
(X'1,X'2,X"3) as relagdes 3.18 permanecem validas (desde que se substitua g; e q'j respectivamente

por X; e X';). De facto as coordenadas e deslocamentos séo grandezas vectoriais proporcionais. Nas

igualdades acima define-se a matriz [T,,4;] como a matriz de transformacéo de coordenadas , neste

caso do no 1.
Deduz-se a matriz de transformacéo de coordenadas para 0 n6 2, [T,42] pelo mesmo processo a

partir das igualdades 3.19

a4=0's g 1 . . ||9'
gs=d's cosa - ('s Sen a = qs b = cosa  sena |{q’ (3.19.9)
g6=d's senc. +q's COS o 5 ' 5
dg| |. —seno cosa||q'g
{d} = [Theol™{a} (3.19.b)

Se considerarmos todos os graus de liberdade da barra a relacdo entre deslocamentos (ou entre

coordenadas) e dada pela matriz [T]:

a1 a1
o] a2
- [T1*{q A3| _|Ther: O 1, ]d3 _
{d} =[T1*{a’} = a0 —{ 0 :Tnéj dul (3.20.a-b)
ds ds
d6 d6
1 0 0 O 0 0 |
0 cosa seno 0 0 0
0 —sena cosa 0 0 0
com [T]= (3.21)
0 0 0 :1 0 0
0 0 0 0 cosa sena
10 0 0 :0 —sena cosa |

[T] designa-se por matriz de transformacéo de coordenadas para uma barra.
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Simbolicamente temos:

Coordenadas no referencial B Matriz de « Coordenadas no referencial (3.22-2)
local B Transformacéo global '
ou,
Deslocamentos no referencial B Matriz de « Deslocamentos no referencial (3.22:h)
local - Transformacao global '
ou, em geral,
Grandezas no referencial B Matriz de « Grandezas no referencial (3.22:3)
inicial B Transformacéao final '

Quando se recorre as expressfes 3.22, transformam-se grandezas vectoriais (deslocamentos e

forcas) de um referencial para outro, e diz-se entdo que se realizou uma mudanca de base a custa da

matriz de transformacéo [T]. A matriz de transformagéo permite escrever os deslocamentos e forgas
do referencial local em funcdo das mesmas grandezas no refencial global. E afinal uma matriz de
rotacdo, pois opera a passagem de eixos globais para locais a custa de uma rotacao de valor a.
Assim as relagdes 3.18, 3.19 e 3.20 desenvolvidas para deslocamentos nodais sdo também validas
para outras grandezas vectoriais a elas associadas como sejam as forgas nodais aplicadas {Q}, forcas

nodais de fixacdo {Qg} e coeficientes de rigidez. Desta forma também se podera escrever:

{Qo} = [T1"{Q0% (3.23.3)
e tambem: {Q}= [T1*{Q1} (3.23.b)

3.7.2.1.1 - Propriedade da Matriz de Transformacdo de Coordenadas

Fazendo

L 1 R R B e e B L e = | I CE)

COm C=cosa € S= sena.
Como [T]1* [T] =[], concluimos que [T]"=[T]? ,ou seja, a transposta da matriz de transformagao

de coordenadas ([T]") ¢ igual & sua matriz inversa ([T]?).
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3.7.3 - Equacéo de Equilibrio da Barra no Referencial Global

VVamos agora redefinir a equacdo do método dos deslocamentos para uma barra mas em relacdo a
graus de liberdade globais, ou seja, em termos de coordenadas globais. A barra terd uma inclinacao
o em relacdo ao eixo horizontal.

A mudanca de referencial ndo pode alterar o trabalho realizado por um sistema de forcas arbitrario
porque é conservativo. O trabalho define-se, como se sabe, por:
trabalho = forgca {Q'} * deslocamento {q'} no sentido desta.
Podemos entdo escrever:
{9} " *{Q} ={a}" *{Q}
=([T}*{a} "~ {Q}
={a}" > ([TI"*{Q})  logo,

{Q} =011 *{Q} (3.25)

(alids, esta igualdade facilmente se obteria por inversdo da equacgéo (3.23) e atendendo a propriedade
enunciadaem 3.7.2.1.1.)

Igualmente se ird obter:

{Qo} = [TI" * {Qo} (3.26)

A equacdo do método dos deslocamentos no referencial inicial € como se sabe (equacgédo 3.3)

[K]™* {q }+ {Qo}= {Q} (3.3-rep)
Substituindo {q} =[T]{q} vem:

[KI* [T]*{q} +{Qo}={Q} (a)

e multiplicando & esquerda por [T]"

[TI"* [KI* [T1*{q} + [T]" *{Quo} = [T]" *{Q} (b)

[KT*{a} +{Q0} ={Q} (3.27)

que € a equacdo do método dos deslocamentos escrita no referencial X' (na nova base) com:

[K1=[T]"* [K] * [T] (3.28)

{Qo}= [TI" * {Qo} (3.26-rep)

{Q}=[T1"*{Q}. (3.25-rep)
38-3
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3.7.3.1- Matriz de rigidez da barra encastrada-encastrada em coordenadas globais.

A partir da definicdo 3.28 e atendendo a matriz de rigidez de uma barra em coordenadas locais ,

equacao 2.8, a matriz de rigidez da barra escrita em coordenadas globais é:

[K1=[T1" * [K] * [T]=

4E| 0 6El 2El 0 6El
L 2| L L2
- . - EA EA - .
1 . 0 —— 0 0 - 0 1 .
: L L :
cC —-s;. oEl 12ElI 6El 12El cC §S..
| - 0 - 0 == |
s C.i.. o L2 13 | L2 L3 | w78 i
1 2EI . 6EI | 4EI BEI £l
. c -s L L2 L L2 L.ocC
EA
I s ¢]| 0 -EA/L 0 0 3 0 i =S
6El 0 12EI 6El 12El
L2 L3 | L2 L3
[ 4El 6El 6EI 2EI 6E 6EI
— ———s —c — -——c
L L2 L2 L L2 L2
6El EA o 126l » EA  12EI 6El EA 5 12El » EA  12El
———s —c+ s cs———cs -8 ——Cc°-"s° ———cs+—_cs
2L .3 L .3 L2 L L3 L L
6El EA  12EI EA 5 12EI » | 6El EA  12EI EA o 1261 »
—c —Cc-——0c s+ C ——C+-——c -——s°—"—¢
_| L2 L 3 L L3 L2 L 3 L L3
2EI 6El 6El AE 6El BET
L L2 L2 L L2 L2
6El EA , 12El » EA  12EI 6El EA , 12El  EA 12l
———s -8 ———cs+_cs s +——co4 8% —cs—T_cs
L2 L L3 L L3 L2 L L3 L L3
6E EA  12EI EA o 12El o | 6El EA  12EI EA » 1261 »
———C ——Cs+— € ———s°-"c° |- —oes-cs 4SS+ ¢
L2 L8 L L3 L2 L3 L L3

sendo c= cosa e s=sena.

A 52 coluna da matriz de rigidez, por exemplo, sdo as forcas de fixagéo k’j5 necessarias aplicar a

barra, no sentido das coordenadas globais para manter d'5=1 e os restantes d"j=0. A figura 3.45

representa este modo de deformacéo.

Curiosamente verificamos que se admitir a indeformabilidade axial das barras todos o0s elementos

da matriz com rigidez EA tém valor infinito. N&o seria assim possivel impor o deslocamento d’5. Se

observar bem a matriz verificara que as tnicas colunas (e linhas) onde EA nao intervém sdo a primeira

V. Barreto
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e quarta, associadas a graus de liberdade de rotacdo dos nds. Seriam estas as Unicas deformacgdes

possiveis.

Figura 3.45 - 5° Modo de deformacéo

Pelo mesmo processo se poderiam obter as matrizes de rigidez em coordenadas globais das

barras do tipo encastrado-rotulado, entre muitas outras...

3.7.4 - Equacdo de sobreposicdo de efeitos para esforcos

Os esforc¢os, que s@o expressos no referencial local de cada barra, podem apresentar-se em funcao

dos novos deslocamentos {q'}

X} =[E] ™ {a} + {Xo} = | (X3=[EI*IT* {a} + {Xo} (3.29)

3.8 - Aparelhos de apoio inclinados

Surgem por vezes aparelhos de apoio que restringindo 0 movimento dos nds em certos sentidos o
fazem em direc¢des ndo coincidentes com as das coordenadas locais das barras. Este problema pode
ser tratado directamente, por um processo de decomposi¢do da geometria das deformadas e forcas

nodais, ou por um método matricial que recorre a técnica de mudanca de base.
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3.8.1 - Aparelhos de apoio inclinados- método directo

Explica-se o "método directo™ com um exemplo.

Exemplo: Determine os coeficientes da matriz de rigidez e as forcas nodais de fixacdo das cargas

de vdo seguinte estrutura.

o ¥

c)

Figura 3.46 - a)Estrutura dada; b)Deslocamentos nodais independentes; c)Estrutura fundamental

e Célculo dos coeficientes da matriz de rigidez
Da figura 3.47 obtemos:

4El  4El 6El 6El
Kjg =—+— e Koy =—-seno + —-cosa
L h LZ H2
Repare-se que é necessario decompor a forga de fixagdo 6EI/| 2 no referencial local no sentido do

deslocamento global d».

1“Modo CEr.
2 . 6EL. Aol
di-t \‘{' = 2E1
Ku Q’é/’\ N
Let GEL
T e

Figura 3.47 - 1° modo de deformacéo

Da figura 3.47 obtemos os coeficientes da segunda coluna da matriz de rigidez. E necessario
decompor a deformada de cada uma das barras nas parcelas relativas a deformacéo axial e deformacéo

por flexdo. A seguir, para quantificacdo de Koo e necessario decompor as forgas de fixacéo locais do

sentido do deslocamento global d».

6El 6
K1 =—-sena + —-cosa
L H
Koy = %senz ochEcos2 och%cos2 owﬁsen2 o
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2°Modo \b‘“’

@5? u, F~\\\~n
(y 2 ML d,6s @

Y4 /N @0
L C AJ:A““‘( c

/ st
] o—8- - 4-
&) yPosd EAIL eask d 2
ber s D
=ty reey 6ET e 42
Ay huni - L I
4{.ET JYZ2P 8
» = da lﬂ-_fE}d; Mg
Y B
T4
Figura 3.48 - 2° modo de deformagéo
e Calculo das forcas de fixacdo das cargas de vao
Q10 Q20 ‘?
o &, g "
As forcas de fixagao locais sdo decompostas no A ¢ 1
) ] Estrutura (\ L ="
sentido das coordenadas globais Fundamental f Di’? a P
. /)
(deslocamentos globais d1 e d2). Obtemos: carga “i,? T
ot
Q10 =PL/g ’
Q20 = P/2 sena EX 4, M0
hg
LI R A, WY
DY A Py
2 hest 0
/ Ialw : Iazwa b 55N
n [ 3
[ 4, 0t 7 7 )
A
i
@ ® @L’i 12EL, 4, e5F
2V S
Y M
E_e ,A)M
h
Figura 3.49
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3.8.2 - Aparelhos de apoio inclinados- métodos matriciais

Os meétodos matriciais de tratamento de apoio consistem na aplicacdo do conceito de mudanca de
base estudado na seccdo 3.7.2.1. Nestes apontamentos apresentam-se duas formulacbes sendo a

primeira mais formal e a segunda mais orientada para a aplicacéo pratica.

3.8.2.1 - Método Matricial - Resolucdo formal

A estrutura da figura 3.50 tem dois graus de liberdade, concretamente a rotagao d';, e a translagédo
d'2 na direccdo X' a qual é condicionada pelo apoio exterior. Estes graus de liberdade est&o de acordo
com um o referencial X"j , que por conveniéncia de exposi¢do de designara por Sistema Base 2. As

forcas de fixacdo {Qo'} e {Q'} assim como os coeficientes K'ij, necessarios para a resolucao da referida

estrutura, devem estar coerentes com este sistema.

N

ol
WM g
y

0

D

a)Desloc. nodais indep. b) 1° modo de deformacdo  ¢) 2° modo de deformacéo
Figura 3.50- Sistema Base 2

No entanto, 0 comportamento desta estrutura pode ser estudado noutro referencial, o referencial

Xj (ver figura 3.51). Os modos de deformacéo neste referencial séo mostrados na figura 3.51 e estéo

associados aos deslocamentos nodais, di, dz e ds, designados por Sistema Base 1. Neste sistema deve

impor-se uma relacdo de interdependéncia entre os modos 2 e 3 de modo a simular o comportamento

do n6 com apoio inclinado. Esta relacdo de interdependéncia é estabelecida por:

d3 =tg do.

a) 1° modo de deformacao b) 2° modo de deformacdo ¢) 3‘; modo de deformacéo

Figura 3.51- Sistema Base 1
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E, finalmente, possivel estabelecer uma relagio entre os dois sistemas base. Esta relacdo
estabelece-se ao escrever todos os deslocamentos nodais independentes (ou forgas nodais) do sistema
base 1 como fungdo dos deslocamentos nodais independentes do sistema base 2, a qual é traduzida
por meio da matriz de transformacéo de deslocamentos [T].

d 1 .
di=d1 ! {d'l}
drr=|. cosa|*q
d2=d', cosa = ldg| |. sena d'
ds=tg d, = d2 sena.
1 :
[T]=|. cosa (3.30)
sena
{d} =[T]* {d}

A estrutura pode ser resolvida iniciando a construcdo da matriz de rigidez [K] e dos vectores de
forcas de fixacao {Q_}e {Q} no referencial primario X(X1,X5,X3). A equagdo de equilibrio do metodo

dos deslocamentos neste referencial escrever-se-a;

[K]*{d} + {Qo}={Q} (a)

e € um sistema com trés equacdes, porque o problema no sistema base 1 tem 3 graus de liberdade
(embora dois deles sejam dependentes entre si). Pode reduzir-se agora este sistema de equagdes aos
graus de liberdade do sistema base 2. Numericamente isto pode ser realizado efectuando uma
mudanca de base. Para tal usa-se a matriz de transformacao de coordenadas indicada na equacao 3.30

obtendo-se:

[KT*{d} +{Q}={Q} (3.27-rep)

que € um sistema de duas equagbes a duas incognitas com [KT, {Q',} e {Q7} definidos

respectivamente pelas expressdes 3.28, 3.26 e 3.25. Para 0 exemplo apresentado obtém-se:

(k1= | <1 K52 | oy e ey . (3.28-rep)
k'op Koo
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[4E1 4RI 6El 6EI |
_+_ R —
H L H2 L2 10
1 00 6El 12El EA
= «  SE O ELEA Ly xo = (3.28-a)
0 ¢ s H2 H3 L
6El ea 1281 | LO
= 0 —
L L H 2
[4E1 4E1 6Bl  6EI |
—+— —cCc+—s5
H L H2 |_2
1 00 6El 12El EA
=[T]" *(K]*[T]) = 2= oy c|=.. (3.28-b)
0 ¢ s H2 |_|3 L
6El EA 121
—_— — +_
L P Ho 3
4B 4EI 6EI,  6El |
—+— —*C+—*s
L I S L L
j(lZEI EA) 2 208
= P(— ) e+ .28-c
6Bl 6EI_ i H3 L ( )
—*C+ *g !
2 2 EA 12El 9
H L EA .
=+
L H oL i

com c=cos(a) e s= seno(a), € ainda:

, . Qp] 1 0 o] |20 10 o PL/B PL/8
{Q0}=1T] *{Q0}={ }={ }* Q20 ={ }* 0 ={ }
P/2

Q'20 0 c s 0 ¢c s 0*c+P/2*s
Q30
(3.26-rep)
e,
Q1
n T e s Q1L [ 0 Of, ] @ i
{Q}=1T] {Q}—{Q,}—[O ) J gz _{Q20+Q38} : (3.25-rep)
3

3.8.2.2 - Método Matricial - Procedimento Pratico Manual

E possivel determinar directamente a matriz [K][T] com base no sistema base final, 2. Basta
desenhar os modos de deformacdo da estrutura neste sistema base, determinar as suas forcas de
fixacao, para depois ler-las segundo as coordenadas do sistema base 1. Obtém-se directamente [K][T].
A matriz de rigidez [K'] € finalmente calculada do produto [K'] = [T]T*([K] * [T]).

Relativamente a determinacdo do vector {Q"p} é mais facil seguir a sua definicdo (ou seja a
expressao (3.26)) por ser mais pratico quantificar {Qg} no sistema base 1. Em alternativa a utilizagéo
de (3.26), ao projectar {Qp} segundo as coordenadas do 2° sistema obtemos {Q'y}-

No que respeita a {Q} ou se obtém directamente no sistema de coordenadas X' ou a partir da
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equacéo (3.25).

Os esforcos sdo calculados pela equacdo (3.29). O produto [E]*[T] € directamente quantificado a
partir do sistema base 2, aproveitando os modos de deformacgéo antes desenhados para determinar
[KILT].

{X} =[E] *[T] * {d'} + {Xo} (3.29-rep.)
Exemplo:

Desenhe-se 0 2° modo do sistema base 2 e determinem-se as forgas de fixagdo (ver figura 3.52-

a)). Por exemplo, as componentes das forcas de fixagdo segundo os graus de liberdade d, e d3 do

sistema base 1, quando se impde um deslocamento unitario segundo d”,, sdo respectivamente:
([KI[T1)po= 12EIS/L3+EAs/H e ([K][T])3,=12EIc/L3+EAC/H .

O elemento ([K][T])i_i ¢ a componente nodal das forcas de fixacdo sequndo o0 grau de

liberdade i do sistema base 1, guando se impde um deslocamento unitario sequndo o grau de

liberdade |” do sistema base 2. Assim, o numero de linhas (i) e de colunas (j) de ([K][T]) s&o iguais

respectivamente ao nimero de modos de deformacéo dos sistemas de base 1 e 2.
Relativamente a figura (3.52-b)) as forgas de fixacdo das cargas de vao séo, no sistema base 1,
Q109 =PL/8, Qyp = 0 e Q3p = P/2. O vector {Q'y} obtém-se de (3.26) ou, pela projeccdo das forcas

{Qp}segundo as coordenadas do sistema base 2, isto e, Q'1o = PL/8 e Q'yg = P*sena. / 2.

O elemento i do vector Q';o séo as componentes das forcas de fixacdo das cargas de véo nas

coordenadas do sistema base 1, projectadas sequndo as coordenadas i” do sistema de base 2.

EAs/
TlZEIs/L Q3O:..P/

(N

\
\
1

‘-| Q'20=Psena/

b)

Figura 3.52 - a) Coeficientes de rigidez , b) Forcas de fixacdo
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3.9- Célculo de forcas nodais de fixacdo

As forgas nodais de fixagdo numa estrutura fundamental podem ser de dois tipos:
(1) os coeficientes da matriz de rigidez, kij associados ao modo de deformacéo |, e,

(i) as forcas Qjg que equilibram as ac¢des de véao actuantes na estrutura fundamental.

Quando a geometria de uma estrutura ndo € regular pode ser trabalhosa a determinacdo destas
forgas. Apresentam-se alternativas de célculo das mesmas forgas de fixacéo baseadas:

(i) no equilibrio da estrutura cinematicamente determinada desmembrada nos seus elementos
singulares, barras e nds;

(ii) no equilibrio da estrutura global cinematicamente determinada;

(iii) na aplicacdo do Principio dos Trabalhos virtuais;

(iv) na mudanca de base de sistemas de coordenadas.
Estas metodologias podem variar ligeiramente consoante se considera ou ndo a deformabilidade axial

das barras. Exemplificando estes processos vamos calcular os coeficientes Koo e Qoq da seguinte

estrutura (figura 3.53-a)).

— @/le_\j @—bdz d.n.i

fT (is

1
H &t 8
EA= Finito =3

Ll Ll Ll
@ (b) ©

Figura 3.53 -a) Estrutura dada b) Deslocamentos nodais independentes c) Estrutura fundamental

Estrutura
Fundamental

3.9.1.- Calculo das forcas de fixacdo recorrendo ao equilibrio da estrutura cinematicamente

determinada desmembrada nos seus elementos singulares, barras e nés.

3.9.1.1 - Caso de barras axialmente deformaveis

e Célculo de KQ

12EI / H?
-

st
6E / H? CONTINUA...

/s
s/
/
/

/

Figura 3.54 (I) -a) 2° Modo de deformacéo b) Esforcos de fixa¢do na coluna
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EAcos(a)/L

1*cos(a) =
EAcos(a)/L

Elsen(a)/L3

(©
Figura 3.54(11) -c) Esforcos de fixagdo na barra inclinada

Transferindo para 0 né B os esforgos transversos e normais de fixacdo existentes nas seccdes

extremas das barras e adjacentes aquele no, é possivel a determinagdo da forca de fixacdo Koo por

equilibrio no n6 B obtendo-se:

Koo =%+%cosza+gsen2a (3.31)
H® L L3

Figura 3.55 - Equilibrio do né B
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e Calculo de Q2

Para determinar Qg quantificam-se os esforcos de fixacdo nas barras, sobre a estrutura

fundamental, quando actuam as cargas de véo:

b)
Figura 3.56 -a) Accdes de vao b) Esforcos de fixacédo

Transferindo para 0 nd B os esforcos de fixacdo existentes nas sec¢fes extremas das barras

determinamos Q2(, porque sabemos que "a forca de fixagédo num né e igual a soma dos esforgos de

fixacdo nas seccdes nelas adjacentes com sentido positivo igual ao da forca de fixacao".

H 11
=—_+-_"—Psen 3.32
Q20 > 16 oL (3.32)

Alias isolando o n6 e fazendo o seu equilibrio confirma-se a afirmacdo anterior e a expressao
(3.32).

Figura 3.57 - Equilibrio do n6 B
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3.9.1.2.- Caso de barras axialmente indeforméveis

VVamos agora admitir que as barras sdo axialmente indeformaveis. Calculemos de novo as forgas

de fixacéo koo e Qoq da nova estrutura fundamental (figura 3.58-c)).

E /\ dl d-n.l Estrutura
- P d

Fundamental
ER

, H H

EA=0 p=2 EE

- Ll L Ll

(a) (b) (©)
Figura 3.58 -a) Estrutura dada b) Deslocamentos nodais independentes c) Estrutura fundamental

o Calculo de Ko (barras axialmente indeformaveis)

dz=1I

3. —
=~ 12EI / H3
K22 N 1 —_
/ < A
/ % 6EI/] H?
/ \\ i l'l ///
/ \ : /I //
/ \ S 1ysen(@ /
no, sen(a
| 1/tag(@) \i /
N
I ‘ .'.I / u
(@ (0)
Figura 3.59(1) -a) 2° Modode deformacao b) Esforgos de fixacdo na coluna
3EI 1
do=1 « =
- [ | | )/ L3 sen(a)
K22 X
3E 1
L? sen(a)

Figura 3.59(ll) - c) Esforgos de fixagéo na barra inclinada
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Impde-se um deslocamento unitario dp=1 mantendo d1=0. O coeficiente koo sera determinado a

partir do equilibrio do n6 B. Porém, no ndé C os esforgos internos de fixacdo deverdo estar em
equilibrio com a reaccédo exterior R, do qual resulta um esforco axial N, que aparentemente parecia
ndo existir. E determinado pelo equilibrio do né C, fazendo o somatdrio das forcas verticais, e que
vale (ver figura3.60 a)):

3El 1 _ 3Elcosa
13 sena*taga | 3sen? o

(3.33)

N =

3EI 1
3 en(a)
Cf

(@ (b)
Figura 3.60 - a) Equilibrio no n6 C, b) Equilibrio no6 B.

O esforco axial N transmite-se pela barra BC a seccdo adjacente ao no B. Por equilibrio nodal de B
(figura 3.60-b), obtém-se Ky.:

12El 12ElI  3El cosa 12El 1
+ cosa +

Koy == + Ny +Vy = =
22 XX L3 8 sena 13 sena

3 seno (3.34)
H

Resumindo, o esforco axial N necessario existir em C para garantir o equilibrio deste ng, transmite-
se pela barra ao n6 B interferindo e participando também no equilibrio deste nd. Concluindo para
determinar K22 ndo basta o equilibrio do n6 B, onde esta forca de fixacdo actua, mas também o

equilibrio em todos 0s nds extremos das barras que convergem em B.
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e Calculo de Qg (barras axialmente indeformaveis)

Vamos agora determinar a forca nodal Qg procedimento onde surgira novamente este tipo de
problema.

Figura 3.61 -a) Accdes de vao b) Esforcos de fixacédo

Tag como no calculo de K22, tambem é necessario fazer o equilibrio prévio do né C, para determinar

o esforco axial N, e depois o0 equilibrio em B, onde este esfor¢o axial também participa.

EEIQ:
Figura 3.62- Equilibrio do n6 C
De:

YFy=0 — -N*sena + 5*P*cosa /16 =0

= N=5*P/(16*tanc) =0 (3.35)

2 16
Figura 3.63 — Equilibrio no né B

V. Barreto
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Do equilibrio no nd B resulta:

Q20:—ﬂ+£86na+£@008a=—E—£(ll+ > ) (3.36)
2 16 16 sena 2 16 tanZ o

Note-se que entre os casos de estruturas com barras axialmente deformaveis e indeformaveis,
como as estruturas fundamentais correspondentes sdo diferentes, assim serdo diferentes o0s

coeficientes Koo das expressoes 3.31 e 3.34 e as forcas Qpq das expressoes 3.32 e 3.36.
Reparamos que este processo de calculo para a determinagéo das forgas de fixagédo (K22 e Qop,

aqui exemplificadas) é bastante moroso e pode facilmente conduzir a erros de célculo, sobretudo se
as barras sdo axialmente indeformaveis. H& contudo, dois processos que permitem a resolucdo mais
pratica deste tipo de problemas. O primeiro consiste em fazer o equilibrio para a estrutura global
desde que seja cinematicamente determinada. O segundo reside na aplicacdo do Principio dos

Trabalhos Virtuais (PTV) (enunciado na equacdo B.22 e demostrado no anexo B).
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3.9.2.- Calculo das forcas de fixacdo recorrendo ao equilibrio da estrutura global cinematicamente

determinada .
Mais uma vez se explica este processo com um exemplo. Imagine-se que se pretende determinar k22.
Basta desenhar a deformada da estrutura que é cinematicamente determinada, porque oS
deslocamentos nodais sdo conhecidos, e determinar barra a barra as componentes das forcas de

fixacdo que actuam na direcgéo de k22.

L
1 . ESTRUTURE CUNE MAT/CA MEMIE DETERAMINA 04

P~
- ~

‘%I»L/xupt

Figura 3.65 - Calculo de K22 por equilibrio global da estrutura

De seguida faz-se a equacdo de equilibrio para forcas na direc¢édo de k22.

koo=(Ra)+(RB) = (&?) + (%*1*c03a*0050c + 3—Eepl*senoc*sen o) (3.37)
H L
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3.9.3 - Célculo das forcas de fixacdo recorrendo ao P.T.V.

A aplicagdo do PTV no calculo de forcas de fixacdo, pressup8e que a estrutura seja a priori
cinematicamente determinada e que esteja sujeita a um estado de deformacéo ou de tenséo
inicial.

Ora, a estrutura fundamental, é sempre cinematicamente determinada. O estado de deformacéo
inicial, na estrutura fundamental, pode ser causado quer pela aplicacdo de cargas (0 modo zero), ou
pode ser causado pela imposigdo de um deslocamento (modos de deformacéo).

No modo zero as cargas de véo e as for¢as nodais de fixacdo Qjp estdo em equilibrio com a

distribuicdo de esforcos internos (que séo o integral de tensdes internas em cada secc¢ao) na estrutura.
No modo j (com j#0) , 0 estado de deformacéo é causado pela imposi¢do de um deslocamento unitario
(dj = 1) segundo j, que gera tensGes internas as quais estdo em equilibrio com as forcas nodais de
fixacao, kij (coeficientes da matriz de rigidez).

O problema que tradicionalmente se pde €, para determinado modo de deformacdo, pretender
quantificar, usando o PTV, o valor de uma das forcas de fixacéo ( kij ou Qjp no_modo zero), a que

chamaremos, por facilidade de exposicéo, por Forga Incognita (ou desconhecida), “Fy .
A aplicacdo do PTV ao modo de deformacdo em causa consiste:
(1) na imposigdo de um deslocamento virtual e unitario, d, = 1, no sentido de “Fy”;
(i) na medicdo dos trabalhos virtual externo, Wex;, e virtual interno, Win, desenvolvidos;

(iii) na aplicagdo do PTV , que garante a igualdades daqueles trabalhos, de onde resulta uma

equacdo que sera resolvida em ordem a forca incognita “F”.

Portanto, a luz do Principio dos Trabalhos Virtuais (ver B.2.1 e B.2.1.2), existe equilibrio numa

estrutura cinematicamente determinada quando o trabalho virtual externo Wey; € igual ao trabalho

virtual interno Wjnt pelo que se escreve:

Wext = Wint (B.22-rep)

Define-se por trabalho virtual externo, Weyt, aquele efectuado pelas forgas nodais de fixacao (k; j

ou Qjp, consoante 0 modo em causa) quando se imp&e um virtual unitario, 1, a estrutura.

nodais - nodais
Wext = FiDj=FRex1+ % FDj (B.23-rep)
j=1 j=le j=k

Define-se por trabalho virtual interno, Wint, aquele efectuado pelas ac¢es durante a imposicao

do deslocamento virtual. Pode demonstrar-se (ver B.2.1.2.1.) que esse trabalho é igual ao efectuado
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pelos esforcos de fixacdo de todas as secgdes "s", (Efix.s), que equilibram as ac¢des de véao durante

aquele deslocamento virtual.

Vao
Wint = % E

Dy (B.24-rep)

fix.s

Substituindo (B.23) e (B.24) em (B.22) verifica-se ser possivel determinar a forca incognita “Fy ”.

Concretizemos esta ideia na determinacdo de Qpq para estrutura com barras axialmente

indeformaveis.

Figura 3.66 -Estrutura fundamental + Cargas de véo e Esforcos de fixacao

\O “estado inicial* é estrutura fundamental
sujeita as cargas de vao (equivalentes ao
conjunto de esforcos de fixacdo) em equilibrio
com as forgas, Q10 e Q2. Como se pretende
quantificar Q2o, impomos um deslocamento
virtual unitario no sentido de Qzo, que sera a
forca incognita “Fx”. A deformada virtual é a
mostrada na figura 3.67, e que ¢
cinematicamente determinada (Diagrama de

deslocamentos virtual 2, "DDV2").

V. Barreto

—>.

1
1
|
v ;
/ \ : /
1
1

/ 1/tag(a) ‘\: ;

T

Figura 3.67 - "Diagrama" de deslocamentos e

deformacdes virtuais (diagrama DDV?2)
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Neste instante j& podemos calcular os trabalhos virtuais interno e externo.
O trabalho externo é o trabalho efectuado por todas as forcas nodais de fixacao:
_  nodais _
Weyt = Fkx1 + ¥ FjDj=QpX0+Q20x1 =Qp
=Lk
O trabalho interno é o trabalho efectuado pelos esforcos de fixacdo actuantes nos extremos das
barras e que equilibram as ac¢des de véo:

1
tana

. véo
wint = E .
1 X

S=

gH,,+ 11 - 5P
D.=(——)*1+(—=Psena)*1-(—cosa
s =( > ) (16 ) (16 )

.S

Logo do enunciado do PTV, iguala-se Wext = Wint o obtém-se a for¢a de fixacdo pretendida:

— gH,, - 11 - 5P 1
Wout = Wik = X0+ X1l=(-———)*1+(—Psena)*1—-(—coso)——
ext int QlO Q20 ( 2 ) (16 ) (16 )tanoc

ou, imediatamente:

11sen?a.+5c0s2al) .
> 16 M g sena S T T 2 T lgseng (isen e +ScosTa)

Torna-se evidente a grande utilidade e facilidade de aplica¢do deste principio.
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3.9.4 - Calculo das forcas de fixacdo recorrendo a mudanca de base

Vamos determinar koo e Qoq de uma estrutura axialmente indeformavel (fig. 3.55-a)).
Consideremos como deslocamentos nodais independentes do sistema base 1 (d1 ,dp , d3) os

apresentados na figura 3.50-b) de uma estrutura de barras axialmente deforméveis. Os deslocamentos
nodais independentes do sistema base 2 sdo os da figura 3.55-b), aqui designados por d'1 e d"». Trata-

se de uma estrutura com barras axialmente indeformaveis. A matriz de transformacdo entre os

sistemas é [T], obtida de:

di) 107 1 0
dyb=0 1 *{d,l} [T]=]0 1
ds 0 —tga 2 0 —tga

e Calculo de K'po

: . kig ko kg | |1 O
[kll klﬂ{l o0 }* kor koo ko3 |*|0 1

Ka Kz] 101 ~to ka1 ka2 ksz| [0 —tga
desenvolvendo obteremos:
K22 = ko2 - 2*tg . * ko3 + k33 * (tg0r)?
Obriga-nos a determinar os coeficientes koo do segundo modo de deformagéo do sistema base 1,
e 0s ko3 e k33 do 3° modo de deformagéo do mesmo sistema. O resultado da expressédo € 0 mesmo

que o da igualdade 3.34.

e Calculo de Q'pg
Q10

2 JQwl| (1 0 0 |,
{Q}—{Q,ZO}—[O . _tga} Q20
Q30

Logo Q20 = Q20 - tga * Q30

que resultara igual a (3.36) sendo necessario determinar previamente Q2 e Q3q no sistema base 1.
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4- Algoritmo de Implementacdo Matricial do Método dos Deslocamentos

4.1 - Etapas de Célculo

Descreve-se a implementacdo matricial do método dos deslocamentos a uma estrutura
reticulada plana. Indicar-se-d0 as etapas de calculo e discutem-se 0s diversos aspectos

computacionais relevantes deste processo de célculo.

Passo 1: Discretizagdo da Estrutura. Definicdo do Referencial Global.

Desde ja é necessario discretizar a estrutura. Consiste em numerar 0s n0s, numerar e orientar
as barras, numerar as seccdes criticas. Estas Ultimas sdo aquelas onde se pretende determinar
esforcos. A numeracédo dos nos deve ser tal que minimize a semibanda da matriz de rigidez se esta
for bandada (ver 4.2.1).

Adopta-se um referencial global (X*1, X™p, X™3) para a estrutura em relagdo ao qual se

determina o numero total de deslocamentos nodais independentes da estrutura da estrutura

supondo que ndo tem apoios. Por conveniéncia de calculo devem numerar-se primeiro os Graus
de Liberdade "livres", {d_*}, (os que continuardo livres depois de inseridos os apoios) e a seguir
os graus de liberdade "restringidos",{dr "} (0s restantes). Os deslocamentos nodais independentes
s30 ordenados no vector {d*}"={d_*;dr*} representando o seu niimero total 0 niimero de graus

de liberdade total, G|+, da estrutura.

Passo 2: Identificacdo dos Elementos Base. Matrizes de Rigidez Elementares.

Relativamente a cada uma das barras identifica-se qual o tipo de elemento finito (E-E, E-R, R-

R, etc), identifica-se cada um dos graus de liberdade no referencial local da barra e que seréo

agrupados no vector {qm} e determina-se o nimero de graus de liberdade elementar, G o (em geral

6). Identificam-se as matrizes de rigidez das barras em coordenadas locais, ou seja, as matrizes de

rigidez elementares.

Passo 3: Construcéo das Matrizes de Rigidez Elementares no Referencial Global.

Considerando a orientagdo do referencial local da barra relativamente ao referencial global

monta-se a matriz de transformacdo de coordenadas da barra m, [T],,. Em seguida a matriz de

rigidez elementar da barra m em coordenadas locais [K],,, é escrita em termos de coordenadas

globais [k*],. Recorre-se entdo a equagio 3.28 de mudanga mas com a nomenclatura presente. A

matriz de rigidez elementar em coordenadas globais sera entéo:
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[K*Tm = [T1Tm X [Klm X [Tl (4.1)
Passo 4: Espalhamento da Matriz de Rigidez Elementar pela Matriz Global
A rigidez associada a cada grau de liberdade da barra ird contribuir para a rigidez do
correspondente grau de liberdade global da estrutura. Para se concretizar este objectivo ha que
previamente relacionar cada grau de liberdade elementar com um grau de liberdade global, ambos

em coordenadas globais. Para esse fim elabora-se uma tabela de incidéncias ou controi-se a matriz

booleana [B],,. Tanto a tabela como a matriz referidas relacionam os deslocamentos nodais
elementares em coordenadas globais, agrupados no vector {q*}m, com os deslocamentos nodais

globais, agrupados no vector {d*}. Esta relagdo escreve-se:
{a"}m = [Blm x {d"} (4.2)

A matriz booleana [B]m, constituida por zeros e uns, € em geral rectangular e tem G, linhas e G

colunas. Salienta-se que {q*}m tem G|, elementos e que {d*} ¢ um “super” vector com G

elementos.
Ao processo que consiste na transferéncia de cada elemento da matriz de rigidez elementar para
um determinado elemento da matriz de rigidez da estrutura completa se designa por espalhamento

da matriz elementar pela matriz global. Os coeficientes da matriz de rigidez elementar da barra m
em coordenadas globais, (k*ij)m, V&0 ocupar a posi¢do K* s da matriz de rigidez global de acordo

com a seguinte transformacéo:

(K1 = [B] "X [K ™ X [B]m =... (4.3.9)
oo = [BIT X [T] T X [Klm X [TIn[B]m (4.3.b)

Repetindo este processo de espalhamento por todas as barras da estrutura, somam-se as
contribuigdes de cada barra para cada grau de liberdade global. A este processo de acumulagéo
chama-se adi¢éo. Ao conjunto dos processos espalhamento e adi¢do designa-se por montagem ou

a assemblagem da matriz de rigidez global da estrutura. A matriz de rigidez global é:

|- e SR b x Bl = SER TRl fox (Tl @

sendo m o nimero total de barras.
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Passo 5. Montagem do Vector Global de Forcas de Fixacdo devido as cargas de vdo em

Coordenadas Globais, {Q™(}.

Por cada barra m determinam-se as forcas nodais de fixacdo das cargas de vao, no referencial

local, {Qq}m- De seguida faz-se uma mudanca de coordenadas explicitando estas forgas em termos

de coordenadas globais, {Q*o}m:
{Q%0}m = [T1"m x {Qo}m (4.5)

E agora possivel realizar o espalhamento de {Q*o}m por {Q™ o} recorrendo a [B]Tm. Considerando

a contribuicdo de todas as m barras procede-se adi¢do terminando assim a assemblagem no vector

{Q%o}:

Qo= 2B m x Q70 by =s B mx [T x Qo (46)

m m

Passo 6: Vector de Forcas Aplicadas e Construcdo do Vector de Termos Independentes, {F*}

As forcgas nodais directamente aplicadas nos n6s devem ser definidas em coordenadas globais,

compondo o vector {Q*}. O vector de termos independentes ¢ ent&o definido por

{F}={Q"}-{Q™} (4.7)

Passo 7: Escrita da Equacdo do Método dos Deslocamentos
Neste instante a equagdo do método dos deslocamentos é um sistema com G, ; equagdes que se

€SCreve:

[KTx {d"} = {F"} (4.8)

Cada uma das equacdes tem correspondéncia relativamente a cada grau de liberdade da estrutura
global livre, ou seja, da estrutura sem apoios. E como se a estrutura estivesse livre no espaco
podendo deslocar-se como corpo rigido. Nestas circunstancias o sistema referido € um sistema de

equacOes dependentes, com solucdo indeterminada.
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Passo 8: Imposicdo das Condicdes de Fronteira

H& que impor ao sistema de equacdes 4.8 restricdes equivalentes aos impedimentos dos graus

de liberdade restringidos pelos apoios. Dos {d*} deslocamentos nodais, haverd um certo nimero

de deslocamentos nodais restringidos nos nds de apoio, {d*g}={0}, sendo os restantes, {d*| }, os

deslocamentos nodais dos livres.

Em termos algébricos, impor as condi¢des de apoio ao sistema consiste em eliminar do sistema
as equac0es associadas ao equilibrio de forgas no sentido dos graus de liberdade restringidos, o
que corresponde, na equacdo de equilibrio matricial, a retirar da matriz de rigidez as linhas e
colunas associadas aos graus de liberdade restringidos ficando o sistema reduzido apenas as
equac0es associadas aos graus de liberdade livres. (Em alternativa poderemos reordenar do sistema
de equacOes deixando para ultimo lugar, por exemplo, as equagdes associadas aos graus de

liberdade restringidos). A equacéo 4.8 escreve-se entdo na seguinte forma :

|:KT_L KT_R:|*{ dT_ }:{F*L} (4.9)
KrRL Krr| (dr=0 FR

Passo 9: Resolucéo da Equacdo do Método dos Deslocamentos. Calculo de {d L*} e de {d*}.
Resolvendo o sub-sistema "reduzido" associado aos graus de liberdade livres:
[K*Ld x {d* 3 = {F"13 (4.10)
obtemos os deslocamentos nodais {d|_*}. Visto que os vectores {d| *} e {dr™} sdo conhecidos,
di

*

remontamos o vector de deslocamentos global {
dr

} e tornamos a reordenar os seus elementos de

acordo com a sequéncia inicial (aquela adoptada no passo 1) obtendo-se o vector global {d*}.

Passo 10: Calculo de Reacgdes de Apoio.
As reaccdes de apoio no referencial global obtém-se a partir da exploracéo da segunda equacgéo
da igualdade 4.9 :

{FR*} = [KrL™] * {d."} (4.11)

O vector {F*R} € um subvector de {F} definido por (4.7) que se pode rescrever como:

VBarreto 4-4



U.Alg.-EST-C.Civil-AEIl

{F}={Q"}-{Q"} = (4.7-rep)

{FT_}:{QT_}_ QBL (4_12)
FR QrJ) QoR

sendo Q*| as forcas exteriores nodais directamente aplicadas aos nos livres, vulgarmente
designadas por cargas nodais aplicadas, e Q* as forcas exteriores nodais directamente aplicadas

aos nods restringidos as quais se designam por reacgdes de apoio. Por outro lado, as forgas Qo™ €

Qor”, sdo as forcas de fixacdo das accBes de véo aplicadas respectivamente aos nés livres e
restringidos. O sentido positivo destas forcas continua a ser o adoptado pelo referencial global.
Considerando a segunda linha da igualdade (4.12) e a expressdo (4.11) obteremos a seguinte

definicdo de reacgédo de apoio:

{Qr™} = [KrL*] * {d."} + {Qor"} (4.13)

Passo 11: Calculo de Esforcos nas Barras.
Os esforgos na barra m determinam-se seguindo as seguintes etapas:
(i) Seleccionar do vector {d™} os deslocamentos nodais da barra m em coordenadas globais,
{a*}m.
{0*}m = [Blym * {d*} (4.2-rep)

(i1) Escrever os deslocamentos nodais da barra m em coordenadas locais.
10}m = [Tl * {a*Fm=[TIm *[BIm * {d*} (4.14)

(iii) Determinar os esforcos finais no referencial local

Xm = {Xckm + {Xokm (4.15-a)

X3m = [Tel x ({Qckm *+ {Qotm) (4.15-b)

X = [Tel X ([K]m X {a}m + {Qo}m) (4.15-c)

X3m = ([Tel X [K]m ) x{q}m + [Tel X {Qo}m (4.15-e)
N

{\)

X = [Elm x{a}m + {Xo}m (4.15-)

sendo [Tg] a matriz de transformacdo de esforgos. Esta matriz converte as forgas nodais

independentes (no referencial local) da barra m, {Q}, em esforgos independentes nas sec¢des
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criticas de acordo com os sinais de Resisténcia de Materiais, {X},, como se mostra na figura 4.1

e na relagdo 4.15.

Qs
Qs M;

Q \/65 M o
P e

2

Figura 4.1 - Forcas nodais independentes, {Q},, e esfor¢os independentes, {X}n,.

M; -1 0 00 0 0]lQ
Nj 0 -1 00 0 0]Q2
V, 0 0 100 0[Qs
Xim = LTe X = = 4.16
XKim =[Te xQlm Mi(~lo 0 010 o (4.16)
Nj 0 0 001 0}Qs
Vi] [0 0 0 0 0 -1/|Qg
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4.1.1 - Exemplo 4.1: Pode ser realizado em Excel, SMath Studio, SCILAB,etc. Neste caso foi em SMath Studio.
Exemplo de aplicacdo do Método dos Deslocamentos

Célculos Preliminares

Barra Compr EA EA/L El EI/L  EI/L2 EIN3 angulo coseno seno
L

106 10" 10" 10" 106 10™6
1 575 6.96 121 0.3712 64556 11227 1952 20 0.9400 0.3420
2 5 6.96 1.39 0.3712 74200 14848 2970 -45  0.7071 -0.7071

18 kN/m

Passo 1

Passo 2
Barra 1: tipo E-E - 6 graus de liberdade elementares

Barra 2: tipo E-E - 6 graus de liberdade elementares
A matriz de rigidez para ambas as barras esta definida na equacéo 2.8

Passo 3 - Matrizes de transformacédo de coordenadas

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0.9397 0.342 0 0 0 0 0.7071 —0.7071 0 0 0
71 — 0 —0.342 0.9397 0 0 0 7o — 0 0.7071 0.7071 O 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0.8397 0.342 0 0 0 00.7071 —0.7071
0 0 0 0 —0.342 0.9397 0 0 0 0 0.7071 0.7071

VBarreto 7-4



U.Alg.-EST-C.Civil-AEIl

Matrizes de rigidez elementares em coordenadas LOCAIS

258226 0 67363

0 1210435 0
kel — 67363 0 23431
129113 0 67363

0 —1210435 0
— 67363 0 —23431
296960 0 89088

0 1392000 0
ke? — 89088 0 35635
148480 0 89088

0 —1392000 0
— 89088 0 — 35635

Matrizes de rigidez elementares em coordenadas GLOBAIS

Ao\ S
o5

ng 2

258226
—23040
63301
129113
23040
— 63301

TlT -kel -T1 =

2969¢0
62995
62995
148480
— 62995
— 62995

T2T cke2 -T2 =

VBarreto

TlT -kel-T1

T2T -ke2 .T2

— 23040 63301
1071582 381496
381496 162284
— 23040 63301
—1071582 —381496
—381496¢ —162284
62995 62995
713818 —¢€78182
— 678182 713818
62995 62995

—713818 678182
678182 —713818

129113 0 ~ 67363
0 —1210435 0
67363 0 —23431
258226 0 — 67363
0 1210435 0
— 67363 0 23431
148480 0 —189088
0 —1392000 0
89088 0 — 35635
296960 0 —89088
0 1392000 0
—89088 0 35635

-

129113 23040 —63301
—23040 —1071582 —381496
63301 —381496 —162284
258226 23040  — 63301
23040 1071582 381496
— 63301 381496 162284
148480 —62995 —62995
62995 —713818 678182
62995 678182 713818
296960 —62995 —62995
— 62995 713818 — 678182

— 62995 —678182 713818
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Passo 4 - Matrizes Booleanas

Bl :

ql
gz
g3
g4
g5
g6

dL1

dLZ
dL3
drL4
= [ BI1 ] -| dL.5
dR6
dR7
dR8
dR9

Espalhamento da matriz [k*]; pela matriz global[k*]

KG1 ::BlT-TlT

[ 258226 23040 — 63301 i 0
23040 1071582 381496 50

— 63301 381496 162284 EO

""" o 0o 0 10

KG1 = 0 0 0 !0
_____ 0 .0 .0 0
129113 23040 — 63301 i 0
—23040 —1071582 —38149650

63301 —381496 —1622845 0

VBarreto
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0
0
0

o}

AN

[l
o o o o o
o O O o BB O
o o o = o O
o o = O O O
o B O o O O
= o o o o O

o o o o o O

-kel .T1.B1

1129113 —23040 63301
1 23040 —1071582 —381496
'— 63301 —381496 —162284

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1258226 —23040 63301
\—23040 1071582 381496
| 63301 381496 162284 |




555186 86034 —306 148480 —62995 —62995 129113 —23040
86034 1785399 —296687 62995 —713818 678182 23040
—306 —296687 876101 62995 678182 —713818 —63301 —381496 —162284
148480 62995 62995 296960 —62995 —62995 0 0
KG=|—-62995 —713818 678182 —62995 713818 —678182 0 0
—62995 678182 —713818 —62995 —6781682 713818 0 0
129113 23040  —63301 0 0 0 258226 —23040
—23040 —1071582 —381496 0 0 0 —23040 1071582
63301 —381496 —162284 0 0 0 63301 381496
Passo 5 - Vectores {Qg}1 € {Qg}, em coordenadas locais
z 5.75 25-5
18-5.75 Vo1 =18 - =51.8 MOz = =15.625
MOl =—————— =49.6
12
. ; [ Moz | [ 15.6 |
MO1 49.46
0 0
0 0
voz 12.5
Vo1 51.8 00z =
go1 = = -M0o2 —-15.6
—M01 —49.46
0 0
0 0
voz 12.5
Vo1 21l.8 - -k :
VBarreto
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e Espalhamento da matriz [k*], pela matriz global[k*]

KG2 ::BZT -TZT -ke? . T2 .B2

296960 62995 62995 | 148480 —62995 —62995)0
62995 713818 — 678182 62995 713818 67818210
62995 - 678182 713818 ! 62995 678182 —713818!0
__1_4_8_4153_0_"_62_99_5""63?_9_9_5"1;_2__9_6_9_é(_)__:_6_2_9_95":76_2_99_5_:L ______
KG2 =| — 62995 — 713818 678182 | —62995 713818 — 678182} 0
- 62995 678182 —713818 ~ 62995 ~ 678182 7138180 00
0 0 0 | 0 0 0 1 0
0 0 o ! 0 0 o |
0 0 o 1 0 0 0 10

381496
162284

0
0
0
63301

o O O, o O C©

(e e B ]

63301
—1071582 —38149¢6

voz :=EEE =1z.
2

5
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Vectores {Qg}; € {Qp}, em coordenadas globais

{Q*}1=IT11 ™X{Qq}1=

{Q*a}2=[Tl> TX{Qq}o=

49.6 | 15.6 |

-17.7 b 8.8

48.6 8.8
02_.:=T2 -0Q02=

—49.6 G -15.6

-17.7 8.8

48.6 8.8

Espalhamento de {Q*p}1g € {Q*ptog €M {Q*p}s e assemblagem

+
BEarral

go1G,=EB1

[—45.6
—-17.7
48.6 [ 15.6
o Barra 2 £.8
= ] 8.8
o —15.6 zDICEO: Barra 1 + Barra 2
43,8 gosz::52I-902G= B.8
—-17.7 B.8 —34
| 48.6 ] —8.8
] 57.5
] —15.6
00G :==Q01G, + 0026, =| 8.8
B.8
49.6
—-17.7
| 48.6

Passo 6 - Vector de forgas nodais aplicadas {Q*} e vector de termos independentes {F*}={Q*}-{Q*,}

20 kN

]
Il
I
OO0 00 Wo N OO
=} =}

Vector de termos independentes {F*}={Q*}-{Q*,}

VBarreto

34
8.9
—=77.5
15.6
F:=0Q0-00G=| —-38.8

—49.6
17.7
—48.6
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Passo 7 Equacao do Método dos deslocamentos : [k*]x{d*}={F*}

555186 86034 —306 148480 —62995| —62995 129113 —23040 63301 dL1 29.8
86034 1785399 —296687 62995 —713818| 678182 23040 —1071582 —381496 drnz 8.1

—306 —296687 876101 62995 678182 [—713818 —63301 —381496 —162284 dL3 —-75.4
148480 62995 62995 296960 —62995| —62995 0 0 0 drL4 15.6
—62995 —713818 678182 —62995 713818 |—678182 0 0 0 -| dL5 |=| —38.8
— 62995 678182 —713818 —62995 —678182| 713818 0 0 0 dR6 —8.8
129113 23040 — 63301 0 0 0 258226 —23040 63301 dR7 —45.4
—23040 —1071582 —38149¢6 0 0 0 —23040 1071582 381496 dR8 16.9
63301 —381496 —162284 0 0 0 63301 381496 162284 dR9 —46.5

Passo 8 Reducédo da equacao do método dos deslocamentos

dre = dg7 = dpg = dpg =0

* *) * KZL KZR:l {d;,} _ {FZ}

Nota Importante: Na igualdade matricial as primeiras cinco equag8es dizem respeito ao equilibrio nodal segundo graus de liberdade
livres e as restantes aos restringidos do que resulta a arrumacéo dos coeficientes de rigidez nas submatrizes [KLL] [KLR] [KRL] [KRR].
Resultou assim porque houve no inicio a preocupacao de numerar primeiro os GL livres. Caso contrario as equagfes respeitantes a
GL livres e restringidas surgiriam algo misturadas entre si. Para se colocarem arrumadas em bloco, como acima, haveria que
implementar uma operacao adicional que seria a troca de ordem das equages, que causam na equagao matricial a troca de linhas
nas equagoes e de linhas e colunas na matriz de rigidez. Para essa operagdo, consoante outros objectivos, também se podem usar
técnicas de transformacéo de base ou outras.

PASSO 9: Resolugéo do sistema [k*| | Ix{d*| }={F* }. Montagem de {d*c}

Podemos reduzir a equacéo do passo 8 a apresentada no titulo do passo 9 deduzindo antes a seguinte
matriz [RL]

Matriz booleana para graus de liberdade livres
dGLG = RL * dLivres

ar1 10000
dL2 01000
dL3 dL1 00100
dr4 dr? 00010
dL5 |=[RL || dL3 (a) RL:=| 00001
dRé dL4 00000
dR7 dL5 00000
dR8 00000
dR9
00000
555186 86034  —306 148480 —62995
86034 1785399 —296687 62995 —713818
T =] = =
e KGR=| —306 —296687 876101 62995 678182
148480 62995 62995 296960 — 62995
— 62995 —713818 678182 —62995 713818
34
T
FL:=RL -F T 8.9
FI,L:.=RILL -F=|—-77.5
15.6
—38.8
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0.00004
I 0.00025 l
logo:  {d*_}=[k* ] * x {F*. .} ={ —0.00079 ; .Da relag&o (a) obtemos o vector de deslocamentos
L 0.00035 J
0.00098
0.00004
0.00025
—0.00079
0.00035
globais, {d*c} = { 0.00098 ;.
0
0
0
0

PASSO 10: Calculo das reacgées de apoio {Q*R}=[K*r I*{d*| }+{Q*or}

Do passo 7 obtemos directamente a matriz [k*RL], que multiplicada pelo vector {d*L} do passo anterior
e somada ao subvector {Q*or} do vector final {Q*oG} do passo 5 se obtém as reac¢des de apoio:

52.1

w1 _ 1100
Q%=1723

82.8

Em alternativa podemos deduzir a matriz de transformacao [RR] que relaciona os GL globais com os GL

restringidos: {d*g}=[RR]*{d*Rr} (a semelhanca do que se faz na igualdade (a) do passo 9).
Sabendo que : [kK*r|] = [RR]™ [K*c] [RR], que {d*| } =[RL]" * {d*g} e que {Q*gR} =[RR]" * {Q*¢p}c
substituindo em {Q*R}=[k*r I*{d* }+{Q*yr} fica:

{Q*R} = [RR]" * [k*G]{d*G} + [RR]" * {Q*ple

PASSO 11: Calculo de esfor¢os nas barras
Barra 1 — deslocamentos em coordenadas LOCAIS e Forgas de equilibrio Locais

0 110
0 39.9
gl:=T1-Bl-RL-dL = 0 Q1 :=kel -gl + Q01 = 736
0.000038 15.7
—0.0000329 —39.9
—0.000824 29.9

Barra 2 — deslocamentos em coordenadas LOCAIS e Forcas de equilibrio Locais

0.000038 —15.7
0.0007329 58.1
~0.0003781 9.4
2:=T2.B2-RL-dL = — ke2 . -
4 0.0003544 02:=kez-q2 +002 = ) g.10~ 13
0.0006911 g
0.0006911 15 e
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Matriz [TE] de transformacéo de forcas nodais locais em esfor¢os:

Esforgo = [TE]* Forga Nodal -1 0 000 O
Mi Q1 0 1000 O
Ni Q2 0O 0 100 0
. =[TE] * TE =
Vi Q3 0 0 010 O
M3 Q4 0 0 001 O
NJ Q> 0 0 00O 1
vj 06 -
Esforcos Finais nas Barras
Barra 2 _
Barra 1 _ . 16
—110
—E8
—40
T4 2
— — X2:=TE -Qf =
X1:=TE-Q1 = = —13
= 16 3-10
—40 —E8
| —30 | | —16

Diagramas de esforgos
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4.1.2 - Exemplo 4.1:
Exemplifica-se uma lista de instrucfes possivel para resolver o problema anterior em

SCILAB. Lembra-se que o programa e as subrotinas Mke() e MTc() devem estar na mesma
directoria que o proprio programa, e actualizar "D:\2-DISCIPLINAS \ 7 -
OUTRAS DISCIPLINAS \INFORMATICA\Exercicios\")

Facilmente e rapidamente pode fazer alterac6es para resolver outras estruturas pequenas.

//Calculo de uma estrutura plana

// Inicializacdo das rotinas Mke() e MTc()

chdir ("D:\2-DISCIPLINAS\7-OUTRAS DISCIPLINAS\INFORMATICA\ExerCiCiOS\")
clear

exec ("Mke.sci")

exec ("MTc.sci")

//dados da estrutura

NBAR=2;nGLG=9; nGLGR=4;

nGLGL=nGLG-nGLGR; // numero de GL que ficam livres depois dos apoios
vGLGR=[6,7,8,91; // vector com os GLG que devem ficar restringidos
E=29e06

L1=5.75;alfal=20;A1=0.3*%0.8;I1=0.3*0.8"3/12
L2=5.CG;alfa2=—45;A2—O.3*O.8,12 0.3%¥0.873/12

// Forcas de fixacdo de cargas de vdo barra 1, Q01()
Q01 (1)=18*L1"2/12;Q01(2)=0;001(3)=18*L1/2;
Q01 (4)=-18*L1"2/12;Q001(5)=0;Q01 (6)=18*L1/2;

// Forcas de fixacdo de cargas de vdo barra 2, Q02()
Q02 (1)=25*L2/8;002(2)=0;002(3)=25/2;
Q02 (4)==25*L2/8;002 (5)=0;002 (6)=25/2;

// Matrizes Booleanas Bl() e B2(), GLE = B()*GLG()
// Barra 1

Bl=zeros (6,nGLG) ;B 7)y=1;B1(2,8)=1;B1(3,9)=1;B1(4,1)=1;
Bl( 2):1 Bl(6,3)=1;

// Barra 2

B2=zeros (6,nGLG) ;B2 (1,1)=1;B2(2,2)=1;B2(3,3)=1;B2(4,4)=1;
B2(5,5)=1;B2(6,6)=1;

// INICIO do calculo

// Rigidez elementar em coordenadas blobais, kel () e ke2()
EI1=E*I1;EAl1=E*Al;kel=Mke (EI1l,EA1l,L1l);
EI2=E*I12;EA2=E*A2;ke2=Mke (EI2,EA2,L2);

// Matrizes de Transformacdo de coordenadas, Tcl() e Tc2()
Cl=cos (alfal*%pi/180);81= sin(alfal*%pi/180);Tcl=MTc(C1l,S1);
C2=cos (alfa2*%pi/180);82= sin(alfa2*%pi/180);Tc2=MTc (C2,S2);

// Matrizes de rigidezes globais em coodenadas globais, KGI1() e KG2()
// — Espalhamento
KG1=B1l'*Tcl'*kel*Tcl*B1l;
KG2=B2'*Tc2'*ke2*Tc2*B2;
// Matriz global da estrutura, KG()
// - Adicédo
KG= KG1+KG2;

// Forcas de fixacdo de cargas de vdo em coord. Globais, Q01G(),002G()
// - Espalhamento

Q01G=B1'"'*Tcl'*Q01;

Q02G=B2'"'*Tc2'*Q02;
// Forca de Fixacdo Global, QO0G()
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// -Adicdo
00G=Q01G+Q02G

// Vector de forcas externas aplicadas nos noés, QO()
Q=zeros (nGLG, 1);0Q0(3,1)=-20;0(5,1)==-30

// Vector de Forcas Independentes F ()= Q() - Q0G()
F=0-Q0G
// Equacdo de equilibrio da estrutura livre (sem apoios) KG()*d()=F()

// RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES
/) ======= Processo 1 - via redugdo do sistema ==============
// Matriz de reducdo GLLivres para GLGlobais, TL()

TL=zeros (nGLG, nGLGL) ;
TL(1,1)=1;TL(2,2)=1;TL(3,3)=1;TL(4,4)=1;TL(5,5)=1;

// Equacdo de equilibrio reduzida
KGR=TL'*KG*TL;
FR=TL'*F;

// Deslocamentos nodais livres (resolucdo do sistema de equacdes)
dL=1inv (KGR) *FR;

// Vector de deslocamentos (livres + restringidos) global
d=TL*dL;

/ /===========================================================

/) ======= Processo 2 - Método da substituigcdo ============

// vector de graus de liberdade restringidos (dado do problema)
for i=1:nGLGR
p=vGLGR (1) ;
for j= 1 : nGLG
KG(p,J)=0;KG(J,p)=0;
end
KG(p,p)=1;F(p)=0;

// Resolucdo do sistema de equacdes
d=inv (KG) *F;

// CALCULO de DESLOCAMENTOS E DE ESFORCOS NAS BARRAS

// Vectores de deslocamentos nodais das barras 1 e 2 em coord. locais
gl=Tcl*Bl*d;
g2=Tc2*B2*d;

// Forcas nodais de equlibrio nas barras 1 e 2
Ql= kel*gl+Q01;
Q2= ke2*g2+Q02;

// Esforcos nas barras
// matriz de transformacdo de forcas nodais em esforcos nodais, TE
TE= eye(6,6);TE(Ll,1)=-1;TE(2,2)=-1;TE(6,6)=-1
// Esforcos nodais finais nas barras 1 e 2
X1 = TE*Q1l
X2 = TE*Q2

function ke=Mke (EI, EA, L) // Matriz de rigiez de barra encastrada encastrada
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ke=zeros (6, 6)

ke( 1)=4*EI/L;ke (4,4)=ke(1,1)
e(l,4)=2*EI/L;
e(l,3)=6*EI/L"2;ke(l,6)=-ke(1,3);:;ke(3,4)=ke(1,3);ke(4,06)=-ke(1,3);
e(2,2)=EA/L; ke (2, ):—ke(2,2);ke(5,5):ke(2,2)
e(3,3)=12*EI/L"3;ke(6,6)=ke(3,3);:;ke(3,6)=-ke(3,3);
for i=2:6
for j=1:1i
ke (i, j)=ke(j, 1)
end
end
endfunction

function Te=MTc(C, S) // Matriz de transformacdo de coordenadas
TC*eye(” 6)
Tc( 2)=C;Tc(2,3)=8;Tc(3,2)=-8;Tc(3,3)=C;
c(5,5)=C;Tc(5,6)=8;Tc(6,5)=-8;Tc(6,6)=C
endfunction
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4.2 — Alguns aspectos a considerar

4.2.1- Semibanda
Como resultado do espalhamento e assemblagem da matriz de rigidez global, traduzida pela

equacdo 4.4, os coeficientes de rigidez elementares irdo “espalhar-se” pela matriz de rigidez
global, ocupando lugares nesta matriz que correspondem a coincidéncia entre os deslocamentos
elementares e deslocamentos globais. A forma deste “espalhamento” na matriz de rigidez pode ser
mais concentrada em certas zonas ou mais dispersa (esparsa), dependendo isso da sequéncia como
foram numerados os deslocamentos nodais globais (e consequentemente os graus de liberdade
globais). Em ultima analise dependem da sequéncia de numeragédo dos nds da estrutura porque 0s
deslocamentos nodais se numeram primeiro num determinado no (serdo 3 por cada n6 numa
estrutura plana) e depois no nd seguinte (mais 3) e assim sucessivamente.

Apresentam-se dois exemplos (figuras 4.3 e 4.4) do espalhamento das matrizes elementares

pela matriz global, de uma mesma estrutura, na qual 0s nos, e por consequéncia os deslocamentos
nodais (d*i) foram numerados por ordem diferente.

Neste exemplo todas as barras sdo do tipo rotulado-rotulado as quais se associam quatro
graus de liberdade como mostra a figura 4.2 Consequentemente a matriz de rigidez elementar é

uma matriz de dimensao 4x4.

Figura 4.2 - Graus de liberdade da barra bi-rotulada de ordem m em coordenadas globais

Para o0 caso 1 faz-se a representacdo grafica do espalhamento das rigidezes associadas aos graus
de liberdade dos nds da barra 7 pela matriz de rigidez global. Verificamos que os graus de liberdade

d1.7,.02.7, 037 € Q4.7 da barra 7 (ver figura 4.2) se relacionam respectivamente com os graus de
liberdade globais d*s, d*g,d"g, e d™;o. Assim as rigidezes elementares k™j;, com i e j a variar de 1

a 4, se espalham na matriz de rigidez global ocupando as posigdes k*rs , comresaterem

ordenadamente os valores 5, 6, 9 e 10. (Repare que 0 angulo « da barra 7 é negativo).

Como se pode observar o espalhamento é disperso no primeiro caso sendo concentrado numa
faixa em redor da diagonal principal no segundo caso. A largura maxima desta faixa designa-se
por banda e pode ser definida como a maxima distancia entre elementos ndo nulos medidos

segundo uma linha ou uma coluna. E garantido que valores situados fora da banda sdo nulos porque
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sdo coeficientes que ndo tem qualquer correspondéncia com qualquer deslocamento. N&o ha por

conseguinte que guardar em memoria os valores (nulos) fora da banda.

Caso 1:
* %
aé @ Ag * * * * * * * * * * * *
,L‘ dqg dp dg dy dg dg.dg dg dg dyp dyy dyp
*
As da ¢, [12]12] 2] 2 1] 1
0, [12|12] 2 | 2 1|1
» q* 2 | 2 ]52]52]| 6 | 6 5 | 5] 3] 3
' Ao 3 36 | 3.6
a* 2 | 2 ]52]52| 6 | 6 5 [ 5] 3] 3
as 5 4 3,6 |36 | | | R
a* 6 | 697|979 [ ol 7 [ 7|
0“ X 5 | | 6 6 [ | !
Az diz a5 | 6697|979 9l 7] 7|
- 6 16 | 6 |} R )
a¢ m df JF [~o-1"o-fe8 |98 8 | 8
74 7777 !
d*g 9 | 9 [98][98] 8 | 8
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, d*g' s |5 7|78 ] 8i57[574]4
3 - 1 : . ' 84 | 84 |
3 barras que convergem nos nos da | 5 5 51 7 7 T8 8157 574 7
| barra_ 7eque contribuemparaa 10 ; " 1| 84|84 |!
1 suarigidez 3 a* 1 [ 1] 3] 3 - ---- ~-4-1-#-[13] 13
R 11 4 4
* 1 [ 1]3]3 4 [ 4 [13]13
d'12 a |l

Figura 4.3 - Matriz de rigidez esparsa. Espalhamento da barra 7 na matriz de rigidez global.

Deslocamentos

nodais
Caso 2: independentes
Semibanda
K * * * * * * * * *
IA\" dy dg dg dg dg dg dgg dyy dyy
* 112 2 2
A dy
o, L2 [12] 1 1 2 2
2
d* 1 1 [14,]14] 3 | A 4 7
3 ST 3
L_, dF 1 1 |54 014 3 3 4 | 4
d< 4 3 3
d* 2 2 3 3 15252 5 5 6 o
A 5 36 | 36
d* 2 2 3 3 [520152]| 5 5 6 6
4 6 3,6 | 36
4 4 | 4 | 5 5 154 |54 | 7 7 8 | 8
7 78|78
d* 4 | 4 | 5 5 | 64154 | 7 7 8 | 8
8 78 |78
d* 6 6 7 7 19797 9 9
9 6 | 6
d* 6 6 7 7 197097 9 9
10 6 6
a* 8 8 9 98|98
11
d* 8 8 9 9 981098
12

Figura 4.4 - Matriz de rigidez em banda
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Por outro lado como a matriz de rigidez é simétrica apenas precisamos de conhecer os valores da
diagonal principal e os que lhe ficam acima ou baixo até ao limite da banda. Esta largura chama-
se semibanda. O seu valor € dado por:

Semibanda=GLN x (dif +1) (4.17)

sendo  GLN- o numero de graus de liberdade maximo por cada n

dif — maxima diferenca entre n6s de um elemento na estrutura.

Nos exemplos temos:
- Caso 1: GLN=2,dif =6 - 1 =5, lido na barra 1. — Semibanda = 12. Curiosamente a semibanda
é igual a dimensdo da matriz de rigidez global. H& que guardar em memédria toda a matriz, 144

nameros, a qual tem muitas zonas dispersas com zeros.

- Caso 2: GLN=2, dif =5 -3 =2, lido na barra 6.— Semibanda = 6. S6 ocuparemos 6 posi¢des na

matriz de rigidez global centradas na diagonal principal (72 nimeros).

Matriz bandada correspondente ao caso 2

¢ [T2]12] 11272

¢, (12 T[T 2|2

d*3 14,1 1,4 3 3 4 4
3 3
da, 1 14| 3 3 4 4
4

s [52[52[ 5 [ 56 |6
36 | 36

s |52] 5|5 6|6
3,6

¢, [54[54 7 [ 78|38
78 | 7.8

g |54 7 [ 7T [ 88
7,8

g |97 |97 9 [0
6 | 6

&[99 9

&, 98] 98

n ZEROS

*

d*, | 98

Figura 4.5 - Matriz de rigidez bandada

As matrizes quadradas que apresentem uma semibanda pequena contém no canto superior
direito e inferior esquerdo zonas de zeros. Sendo a matriz simétrica basta-nos guardar em memoria
os valores desde a diagonal principal até ao limite da semibanda. A matriz de rigidez que é

originalmente quadrada converte-se huma matriz rectangular designada por matriz bandada (ou
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bandeada), cujo nimero de linhas é igual ao numero de graus de liberdade da estrutura livre e 0
namero de colunas igual & semibanda. Esta matriz tem no seu canto inferior direito um pequeno
triangulo de zeros (cujo numero € nsb x (nsb-1) / 2 sendo nsb a semibanda). Este novo tipo de
armazenamento poupa em geral uma quantidade enorme de memoria.

Entretanto desenvolveram-se subrotinas para o célculo de sistemas de equacdes que contém
matrizes bandadas, as quais efectuam um nimero menor de operacdes aritméticas das matrizes

quadradas, reduzindo o erro e o tempo de célculo.

Hé& ainda outros processos de armazenamento da matriz de rigidez mais eficazes, sobretudo em

termos de poupanca de memoria, como o0 armazenamento da matriz num "super vector" chamado
"sky line". Os elementos guardados vao, coluna a coluna, desde a diagonal principal até ao ultimo
elemento ndo nulo da coluna. Ha necessidade de criar outro vector, o vector "pointer’, para permitir
a registar o nimero de ordem do ultimo elemento n&o nulo de cada coluna. E o processo melhor
pois 0 numero de zeros depende menos da forma como se humeram os nés (ou identicamente, 0s
graus de liberdade) da estrutura. As rotinas de calculo do sistema de equacdes, sdo mais complexas
porque necessitam de actualizagdo dos indices na procura de cada elemento kij, onde se perde um
pouco mais de tempo. Por outro lado executam menos operacdes algébricas sobre os elementos da
matriz, o que é vantajoso sob o ponto de vista de erros numeéricos, e processo de armazenamento
em vectores é de consulta mais rapida pelo software, do que se fosse em matriz.
Em conclusdo podemos adiantar que uma grande parte do "software" de estruturas incorpora
subrotinas de resolucdo de sistemas de equacdes de matrizes bandadas. Por isso € conveniente
numerar adequadamente o0s nos da estrutura de forma a fazer reduzir ao maximo a dimenséo da
semibanda. H4, contudo, certo "software" que numera automaticamente os nés, o que obviamente
dispensa esta preocupacao por parte do utilizador.

Acrescenta-se finalmente que a numeracdo dos elementos (barras) € arbitraria. Tem apenas a
ver com a saida dos resultados. Por isso se deve numerar por ordem sequencial os elementos de
modo a se obter uma saida de resultados sequencial, e por isso de féacil apreensdo l6gica. Por
exemplo, na estrutura articulada apresentada seria preferivel numerar primeiro os pilares, depois

as vigas e finalmente as escoras (barras diagonais).

4.2.2 - Método da penalizacio.

Verificamos no Passo 6 que para estabelecer as condi¢des de fronteira era necessario subdividir
0 sistema de equagOes em dois sub-sistemas, um associado aos graus de liberdade livres e 0s

restantes aos graus de liberdade restringidos. Podemos entretanto adoptar um método alternativo,
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0 método da penalizagdo. Este método consiste em aumentar artificialmente o elemento da
diagonal principal da matriz de rigidez (k) associado ao grau de liberdade restringido pelo apoio,

com um valor de rigidez muito elevado, por exemplo 1010, "penalizando-0". Esse valor devera ser
muito grande quando comparado com o elemento de maior rigidez da matriz.

A equacdo de equilibrio do método dos deslocamentos associada aquele deslocamento nodal

impedido, d*, escreve-se = k™j x d*j = F*. Explicitando a equagio em ordem a d” obtemos:

. Gt .o
* j=1(mas j=r
g = J=h(mas i20) (4.18)
Krr

Ora sendo K™y >>> k™ e k™ >>> F™ verificamos que resulta d™; ~ 0 que no é mais do que

a condicdo de restricdo de apoio. O sistema de equacgdes pode entdo ser resolvido directamente

sem ser necessario alterar a ordem das linhas e colunas como exigia antes o Passo 6. Os elementos
do vector de deslocamentos final {d*} associados a graus de liberdade impedidos serdo

aproximadamente zero, {d*R}z {0}, e os restantes elementos daquele vector {d*} representardo

os deslocamentos reais dos nés livres da estrutura {d*L}. Este método conduz a resultados

aproximados mas perfeitamente aceitaveis em pequenas estruturas.

O método da penalizagdo engloba 0s seguintes passos:

(i) Somar a diagonal principal associada ao grau de liberdade restringido um ndmero muito
grande;

(ii) Resolver o sistema de equagfes completo (equivale ao Passo 8) do qual se obtém o vector

total {d”}, que engloba os sub-vectores {d* } e {d* R}
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Exemplo 4.2:
Pretende-se resolver a equacdo de equilibrio do método dos deslocamentos pelo método da

penalizacdo sabendo que os seguintes deslocamentos sdo nulos: d"1=d 2= d"3= d"9= 0. A equagéo

de equilibrio é a sequinte: [K*]x{d*}={F*}

@97 0 0.089 0.148 0 -0.089 0 0 mxloﬁfd*l“ = [ -29
0 1.392 0 0 -1.392 0 0 0 0 d*2 0
0.089 0 0.036 0.089 0 -0.036 0 0 0 d*3 -30
0.148 0 0089 0668 -0.07 0032 0.186 0.0696 -0.121 d*4 5
0 -1.392 0 -007 27144 0723 -0.07 -1.322 -0.723 3 d*5 ¢ <10
-0.089 0 -0.036 0032 07233 0523 0.121 -0.723 -0.487 d*6 -67.32
0 0 0 0186 -0.07 0.121 0.371 0.0696 -0.121 d*7 20
0 0 0 007 -1.322 -0.723 0.07 13224 0.723 d*8 -20
\ 0 0 0 -0.121 -0.723 -0.487 -0.121 0.7233 0.487 L d*9 ] L -17.3

Como os graus de liberdade respeitantes a deslocamentos impedidos sdo o 1°, 2°, 3° e 9°, anulam-
se as colunas e linhas da matriz de rigidez associadas a estes graus de liberdade e soma-se ao
elemento da diagonal principal por um niimero muito grande, por exemplo 1010, Os elementos do
vector de forcas associados a estes graus de liberdade serdo durante o processo de célculo serdo
divididos por aquele nimero pelo que se tornardo praticamente nulos. Nesta fase podemos manté-

los com o seu valor mas seria melhor anula-los.

A igualdade anterior ficara com o seguinte aspecto:

/1010 0 0 0 0 0 0 0 mxloG”d*l“ = (

0

0 1010 0 0 0 0 0 0 0 d*2 0

0 0 1010 0 0 0 0 0 0 d*3 0

0 0 0 0.668 -0.07 0032 0.186 0.0696 0 d*4 5

0 0 0 -007 27144 0.723 -007 -1.322 0 < d*5 ¢ < 10

0 0 0 0032 07233 0523 0.121 -0.723 0 d*6 -67.32

0 0 0 0186 -0.07 0121 0.371 0.0696 0 d*7 20

0 0 0 007 -1.322 -0.723 0.07 1.3224 0 d*8 -20
\ 0 0 0 0 0 0 0 0 1W L d*9 | L 0
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Resolvendo em ordem a {d*}:

a1 ] = / 10-10 0 0 0 0 0 0 0 }xlo-sz [ 0
d*2 0 10-10 0 0 0 0 0 0 0 0
d*3 0 0 10-10 0 0 0 0 0 0 0
d*4 0 0 0 1747 0000 0264 -0.982 0.104 0 5
d*5 [ 0 0 0 0000 0718 -0.003 0001 0716 0 1 10(
d*6 0 0 0 0261 -0.009 17.062 -7.528 9.702 0 67.32
d*7 0 0 0 -0.980 0.004 -7.519 6.469 -4.396 0 20
d*8 0 0 0 0102 0713 9710 -4405 7.004 0 -20
d*9 \ 0 0 0 0 0 0 0 0 10 L ol
a*1]=( 00) x106

d*2 0.0

d*3 0.0

d*4 -30.8

&5\ 6.9

a6 | |-1492.0

d*7 718.7

a8 | | -874.2

ao) L 00

4.2.3 - Método da eliminacio.

Como o método anterior envolve operagdes com numeros muito grandes e muito pequenos
induz um certo erro de origem numérica devido as truncaturas e ou arredondamentos do
processador matematico. O procedimento a seguir permite minorar estes erros porque elimina
artificialmente do sistema global de equacdes aquelas associadas aos graus de liberdade
restringidos. Chamemos a este método o "método da eliminac¢do” o qual engloba os seguintes
passos:

(i) Substituir por zeros as linhas e colunas da matriz de rigidez cujo nimero de ordem é igual
ao numero de ordem do deslocamento nodal restringido pelo né de apoio;

(ii) Colocar na diagonal principal associada ao grau de liberdade restringido um valor unitario;

(iii) Substituir por zeros o elemento do vector de forgas (termo independente) associado ao

numero de ordem do grau de liberdade restringido pelo n6 de apoio;

(iv) Resolver o sistema de equagdes completo (equivale ao Passo 8) do qual se obtém o vector

total {d™}, que incorpora elementos dos vectores {d* } e {d*r}.
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4.2.5 - Assentamentos de apoio. Deformacdes impostas.

O tratamento dos casos de assentamento de apoio baseia-se no que foi ja explicado na seccédo
3.4.1. A sua implementacdo contempla o0s seguintes passos:

(i) construir um vector {d }cujos elementos sdo os assentamentos segundo cada G.L;

(i1) alterar o vector de termos independentes {F*} para {F*'}, fazendo {F*'} = {F*}- [k*]{ds}

(iv) impor as condicdes de fronteira ao sistema de equagOes fazendo [k*]x{d*}={F*'}. Paratal
poderd optar ou (a) pelo método da penalizacdo, onde para além do especificado em 4.2.2
substituird o termo F; por ds*1010, ou (b) pelo método da eliminacdo, onde para além do

especificado em 4.2.3 substituira o termo Fj por dgj. A ordem i corresponde ao assentamento

associado ao G.L. i.

4.2.4 - Célculo das reaccdes de apoio.

Apbs a determinacdo de {d*} por qualquer dos métodos descritos em 4.2.2 ou 4.2.3, se
multiplicarmos a matriz original [K™] por {d”*}obtemos o vector de forcas nodais {F*}. Os
elementos deste Gltimo estdo associados quer a graus de liberdade livres, que compdem o sub-
vector {F”| }, quer a graus de liberdade restringidos, representados pelo sub-vector {F'r}. Mas
como {F*R}:{Q*R}-{Q*OR} (expressdo 4.12) a reac¢do de apoio associada ao grau de liberdade
i, pode ser determinada por Q*g; = F'ri + Q" yri Sendo Q*yr; a forga de fixacéo das acgdes de véo

associadas aquele grau de liberdade.
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5. - Grelhas

5.1 - Definicdo e Objectivos.

Grelhas sdo estruturas constituidas por associacdo de barras cujos eixos estdo contidos num
plano, em relacdo ao qual os vectores de forcas aplicadas Ihe sdo perpendiculares e os vectores de
momento nele estdo contidos. Os pavimentos horizontais vigados, cujas vigas se intersectam entre
si e sem apoios nesses nos, cabem na definicdo anterior, visto as cargas a que estdo sujeitos,
essencialmente graviticas, serem perpendiculares ao plano da estrutura. EXistirdo pilares ou
paredes que dardo apoio em alguns dos nos na grelha.

Se porventura esta estrutura fosse obliqua em relacdo a horizontal, tratava-se uma estrutura
plana com carregamento espacial. Deveria ser resolvida por um elemento de barra tridimensional,
gue sera essencialmente um elemento misto de portico (2D) e elemento de grelha. Em alternativa
e academicamente, a estrutura poderia ser resolvida como a sobreposic¢éo de duas sub-estruturas:
a primeira seria uma grelha sobre a qual actuariam as componentes de forga perpendiculares ao
plano e a segunda seria um portico plano sobre o qual actuariam as componentes de forca contidas
no plano estrutural. Hoje em dia com a vulgarizacdo de software que ja trata directamente
estruturas tridimensionais facilmente se resolveria o problema.

O que importa aqui é entender a base de funcionamento de uma estrutura em grelha, essencial

para compreender estruturas mais complexas.

5.2 - Esforcos relevantes numa grelha

Imaginemos a grelha plana num referencial tridimensional como mostra a figura 5.1-a). Todas

as forcas aplicadas se podem decompor segundo as componentes do referencial global,
constituindo o vector de forcas no espaco {Fy, Fy, F;, My, My, M,}T. Por outro lado, em qualquer
seccdo da barra orientada segundo o eixo x do referencial local, estdo instalados os seguintes
esforcos internos {N, Vy, V,, T, My, M,}T indicados na figura 5.1-b). Qualquer n6 podera ter os
deslocamentos nodais independentes no espaco {3y, dy, d;, Oy, Oy, 0,}T como na figura 5.1-c).

Para que as ac¢Oes actuantes, reaccoes e esforgos internos estejam em equilibrio € necessario que

se satisfacam as seis equacdes de equilibrio da estatica no espaco:

SF,=0 My =0 (5.1-a,b)
ZFy=0 =My =0 (5.1-c,d)
SF,=0 >M,=0 (5.1-e,f)
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9 —
1 6 N<:>L);EI=>>MX | __S?_GP
Y éﬁz
V/ / % DI Vz <=>Fz B:{y %ﬁz

543/ %IVIZ

a) Grelha b) Esforcos numa barra c) Deslocamentos nodais

Figura 5.1

Como sobre a grelha, e por hipdtese/definicdo actuam apenas accbes perpendiculares ao seu
plano e ou momentos contidos no seu plano, nunca havera forgas segundo x e y e momentos em
torno de z . Consequentemente as barras nunca terdo esforcos axiais ) nem momentos de flexao

em torno de z. S6 tém relevancia os esforcos transversos segundo z, V,, € 0 momento cujo vector
estd contido no plano da estrutura. A componente do momento segundo o eixo da peca designa-se
por momento torsor, T, enquanto a componente perpendicular ao eixo da peca é o momento flector

Ms. Quer T como M¢ podem ser decompostos das direcgdes dos eixos x e y do referencial global,

de que resultam 0os momentos vectoriais Mx e My, como mostra a figura 5.2.

B> X

Mx" NMX'
| I
} __ _=A\ Mtorsor
|

y Mflector ~ Y

Figura 5.2

Conclui-se assim os esforcos relevantes numa barra de grelha séo o esforgo transverso Vz, o
momento flector M, e 0 momento torsor T, 0s quais deverdo permanecer em equilibrio satisfazendo

apenas as equagoes X F, =0, ZM, =0e ZMy =0.

1 Nos casos particulares das vigas das grelhas localizadas em caves de edificios, poderéo ficar sujeitas a esforcos
axiais ndo desprezaveis, quando a propria estrutura da laje (grelha) funcionar como apoio para os muros de suporte
de contencdo de terras.
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5.3- Deslocamentos nodais independentes

Dos seis deslocamentos nodais independentes de um no6 no espaco, apenas trés estdo associados

as equacdes de equilibrio (5.1-b, d e ) em jogo na grelha, e séo o deslocamento vertical 5,, rotagéo
em tomo de X, 0y e rotacdo em tomo de y, 6y (figura 5.3-b)). Os seis deslocamentos nodais

independentes da barra do tipo grelha exibem-se na figura 5.3-a).
a3 g6 q4 -
@ e 5
V4
oy

a) b)
Figura 5.3

Para o célculo do grau de indeterminacdo cinematico da estrutura () assim como para a
determinacdo de esforgos usam-se as mesmas técnicas e métodos ja conhecidos para a resolucao
de porticos planos. Apenas se terd que fazer uma 'reconversdo™ coerente com o significado recente

de cada deslocamento e esforco.

5.4 - Elemento base de grelha

Os elementos base de grelha sdo muito semelhantes aos elementos de base de porticos porque
os modos de deformacdo associados a rotacdo ou translacao transversal de qualquer dos nds sao
0s mesmos para estes dois tipos de elementos estruturais. A Unica diferenca consiste na
substituicdo do modo associado a deformacdo axial nas barras dos porticos, pelo modo de
deformacéo associado a tor¢do nas barras do elemento grelha. A figura 5.4 mostra trés modos de
deformacéo independentes do n6 esquerdo, do elemento barra de grelha encastrado-encastrado.

a) 1°modo: 6, =1« g1 =1, b) 2°modo: 6y =1<qp,=1, c)3°modo: 6,=1<q3=1

D>
K53

—DP ? / Kb— PP
K22 = ‘ Restantes . K52 = K23

K21 GJIL Kii=0 -GJIL

Figura5.4
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E de referir que o coeficiente de rigidez ko, =GJ/|_ depende do factor de rigidez da secgdo a

torcdo, J. A tabela da figura 5.5 indica factores de rigidez de diversas sec¢es, incluindo a sec¢éo

rectangular para a qual este factor é funcdo da sua esbelteza h/b da seccao.

As notas do artigo 49° do REBAP chamam a atencdo para que, na determinacédo de esfor¢os em
estruturas com barras sujeitas a esforcos de torcdo de natureza hiperestatica (torcdo de

compatibilidade), pode ser necessario atender a sensivel reducdo de rigidez de tor¢do devido a

fendilhacdo do betdo. O CEB refere por seu lado, que mesmo em fase néo fendilhada, para atender
a ndo linearidade do comportamento do betdo, que se considere uma rigidez de torcdo de apenas
cerca de 70% da rigidez elastica inicial e que este valor se reduza a cerca de 25%, no caso de
existir forte fendilhacdo devida a flexdo, e mesmo a cerca de 10%, quando haja fendilhacdo
intensa devida a tor¢do ou a esforgo transverso.

Na sequéncia do paragrafo anterior convém aqui distinguir dois tipos de torcéo: a torcédo de
equilibrio e a tor¢do de compatibilidade.

A torcdo é de equilibrio quando o esforgco de tor¢do for imprescindivel para se garantir o

equilibrio da estrutura ou subestrutura. E 0 que se passa com a viga ABC da figura 5.6.a) que
cujos esforgos de torgdo sdo necessarios para garantir a estabilidade da consola BD. Se ABC "nédo
resistir" a torcdo € impossivel equilibrar a consola. O factor de rigidez a tor¢do J devera ser o seu

valor eléstico.

Por oposicdo a torcdo de equilibrio, designa-se por torcdo de compatibilidade a que actua nas

barras como resultado da ligacdo entre elas num nd. Por exemplo no cruzamento de vigas
perpendiculares em cruz, as rotacdes associadas a momentos flectores das vigas numa dada
direccdo é equilibrada por rotacBes em torno do eixo longitudinal (associadas a momentos
torsores) das vigas que lhe sdo perpendiculares, e vice-versa. Neste caso mesmo que as barras
tenham menor capacidade de resistir a esfor¢cos de tor¢do, inicialmente previsto no calculo, todo
o valor excedente da sua capacidade sera transferido para as barras vizinhas como momento
flector acrescido, e sera entdo necessario que s resisténcia a flexdo suporte o acréscimo de
momento flector. Se assim for havera equilibrio da estrutura, mas a custa do acréscimo de flexéo
nestas barras, e de deformacéo por tor¢édo nas barras perpendiculares. Assim se a barra AB da
estrutura da figura 5.6-b) fosse solicitada a torcao para além da sua capacidade resistente, a parcela
de momento torsor excedente ndo equilibrada por torgéo seria transferida para a barra BC como
momento flector adicional. O nd C apresentara uma flecha maior, porque o decréscimo de rigidez
de torcdo da estrutura se traduz por um aumento de flexibilidade global da estrutura. Como as

pecas de betdo armado se comportam mal a tor¢do, muitas vezes no dimensionamento reduz-se
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propositadamente a sua rigidez elastica de torcdo. Desta forma os esforcos de torcdo virdo

menores que o0s correspondentes a rigidez elastica de tor¢do, sendo mais facil também, armar a

peca. Porém os esforcos de flexdo virdo maiores. Ha que controlar este balanco rigidez de torcéo-

rigidez de flexdo, pois se se exagerar na diminuicdo artificial da rigidez de torcdo, a peca

apresentarad deformacéo por tor¢do elevada, exibindo fissuragcdo inconveniente o que poderéd ndo

satisfazer os estados limites de utilizagdo, ou apresentar uma deterioracdo tal do betdo que o

incapacita para suportar esforcos de flexao.

Formo y dimensiones de la seccisn J Wy Observaciones
& 3
Circulo @jﬂ » ——-;z r —:6_
. . ataf
Anillo circular CII: @jc z (o*—ai¥) T:' =
Anillo circular ' -
de pared delgada ‘ T % ot
x o3p3 v .2 Para irreguiores se '
Elipse @j. 16 o¥+pl E" sustituirios por lo elipse inscrita W
l—ﬂ
Exdgono regular % P o133 ot o.188 o?
Octégono regular 0.130 o 0.185 o®
3 2
, ab’h b h
Rectangulo s
o | 100 | 125 | 150 | 200 | 300 | 400 | 600 | 10.00]
bzh a 0.140 | 0.171 | 0.196 | 0.229 | 0.263 | 0.281 | 0.299 | 0.313 | 0.333
B | 0208 | 0.221 | 0.231 | 0.246 | 0.267 | 0.282 | 0.299 | 0.313 | 0.533
Seccidn cajdn
4 ba
2 . 1,1 | 2botmm
t‘ <«<b bt ’G'z "'3 ol min
'2.'3 <<Q
j::::::p::';lf:o Para repartir el momento forsor T entre fos diversos recidnguios
en rec'o'nguws . . puede suponerse que todos giron el mismo angulo. Entonces:
~3Lbin T=T Ci
! TCi
Siendo C; ¢l momento de inercia o torsidn dei rectdngulo |
, and
Seccién hueca ‘o
de pared delgada 9‘ 't'—
) paro t = cte. 2 Ao tein.
Ag = drea sec media 4l
P = perimetro sec. media T“
0 TL T
=—:7 s —_——
L
Gl ™ T W,
Figura 5.5 - Factores de rigidez a torcdo [adoptado de [11]]
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a)Torcdo de Equilibrio

5.5 - Matriz de rigidez do elemento grelha encastrado-encastrado.

Figura 5.6

b)Torcdo de Compatibilidade

A figura 5.7 mostra os 6 deslocamentos nodais independentes de uma barra de grelha do tipo

encastrada-encastrada, e as forgas nodais independentes e a equacéo (5.3) a matriz de rigidez em

coordenadas locais. A matriz de transformacao de coordenadas € apresentada na equacéo (5.4-5).

Figura 5.7

Matriz de Rigidez de um
elemento de grelha
encastrado-encastrado  de
acordo com o0s graus de

liberdade. Compare com a

matriz da equacdo (2.8) e

justifque as diferencas.
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L2
S
L
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Matriz de rigidez em coordenadas locais de um elemento de grelha deformavel por flexao,

torgéo e esforco transverso:

AE| 2El . 12El —6El , |
—bh 0 —dm 50 0 ——h
L L L L
0 < 0 0 S 0
2El - 12EI 6El - 12El
— b1 0 b b 0 =i
[k]= "If'z"E]" . o "GLEi' T 4IE_I T éLE]' m (5.2)
—?4)1 0 Fd’l F(I)lﬁl 0 —?d)l
0 —E 0 0 ﬂ 0
6 - 2 6 - 2
—6El 12El | | El 12EI
et TEher 2o
1 6EI 1 o E
com ¢ = ;o ol=——; =1-oy; =1+—; G= 5.3-a)ae
"= e 2 ear oo b=t ey OdAae)
A matriz de rigidez em coordenadas globais (figura 5.7) sera: [K™]=[T]T x [k] x [T]
, cosa sena O
[T]: 0 .
com [T]=|=-*++-: | e [T}=|-sena. cosa 0. (5.4-5)
0 [t}
0 0 1
5-7
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5.6 - Representacdo grafica de libertacdo de apoios

Sugerem-se as seguintes representacdes em planta e alcado das libertacbes de torcédo, de

momento flector segundo cada um dos eixos principais e rétula geral (figura 5.8).

Planta Algado

%LS’L «L?L L
Loelfled) |

N\

L
i

Rétula Global - flexdo e torgdo

Figura 5.8 - Aparelhos de apoio rotulados
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6.- Condensacdo da Matriz de Rigidez

A matriz de rigidez global de uma estrutura esta relacionada com todos os graus de liberdade
dos seus nos e descontinuidades e cujo nimero é, como sabemos, o grau de indeterminacao
cinemaética da estrutura, B. Por vezes interessa-nos quantificar a rigidez da estrutura global
associada a apenas alguns dos seus graus de liberdade originais, digamos f;. Nesse sentido
devemos condensar a matriz de rigidez global eliminando os (B-B;) graus de liberdade
indesejaveis, "mantendo-os" contudo como grandezas dependentes dos primeiros (ou seja, dos B

graus de liberdade).
Imaginemos entéo dois subconjuntos dos deslocamentos nodais independentes agrupados no

vector {d}. O primeiro é o subconjunto {da}dos graus de liberdade iniciais que pretendemos que
continuem independentes, e o0 segundo, o subconjunto {dg} os graus que se tornaréo dependentes.
A equacéo de equilibrio do método dos deslocamentos [K]{d} + {Qg} = {Qo} pode entéo ser
escritacomo [K]{d}={F} com {F}={Q}-{Qp} e ainda decomposta na forma:

K K d F Kaa *da +Kag *dg =F
[K]id} = {F} <:>[ AA ABH A}:{ A},ouseja,{ AA* A AB* B™A (6.1
Kea Kgg ||dB Fg Kpa *da +Kpg *dg =Fp
Resolvendo a 22 equagéo em ordem a dg obtemos:

{dg}=[Kps] " *{Fa}-[Kes ] " *[Kpal*{da}. (6.2)

que substituido na 12 equacéo e simplificando, conduz a nova igualdade:

= 3

com K™ |=[Kaal-[Kag]*[Kes] ™ *[Kgal (6.4)
“i={da} (6.5)
F'j={Fa}-[Kas]*[Kge] " *{Fs} (6.6)

A igualdade (6.3) ndo é mais do que é a equacdo do método dos deslocamentos escrita em termos
dos novos deslocamentos nodais escolhidos como independentes {da}. A matriz [K*] é a matriz

de rigidez condensada. Entretanto a igualdade (6.2) exprime a dependéncia dos deslocamentos

nodais {dg} relativamente a {da}.
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6.1- Equacéo de sobreposicio de efeitos para esforcos

Podemos exprimir a equacao de sobreposicédo de efeitos para esforgos :
{X}=[EKd}+{Xo} (6.7)
em termos dos novos deslocamentos nodais independentes {d5}. Ha ent&o que subdividir a matriz
de esforgos [E] em duas submatrizes [E5] e [Eg], associadas respectivamente aos graus de

liberdade {da} e {dg}.

{X}=IEAlEIHd} + {Xo} = {X}=[Eal{da} + [Egl{dg} + {Xo} (6.8)

Substituindo (6.2) em (6.8) obtemos:

{X3 = [E"Hd*} + {Xo"} (6.9)
com : [E™] = [Eal - [Eg] [Kggl™ [Kpal (6.10)
{Xo"} = [Eg] [Kgal* {Fa} + {Xo} (6.11)
{d*}={da} (6.5)-rep.

Esta nova forma de determinar os esfor¢os embora contenha algumas matrizes mais pequenas
ndo traz grande vantagem pois apresenta um nimero grande de operacdes matriciais. Na verdade
aequacéo (6.7) pode ser sempre usada desde que se construa o vector de deslocamentos {d} nodais

completo:

{da}
{d} = { (6.6)
{ds}
Apresentam-se exemplos cuja resolucdo obriga a condensagdo de matrizes.

EXEMPLO 6.1

Um elemento de viga tem comprimento L e é constituida por 2 trogos. O primeiro troco, do n6 1
ao 3, tem comprimento L/3 e rigidez El, enquanto o segundo troco, do né 3 ao n6 2, tem
comprimento 2L/3 e rigidez 2EI. Construa a matriz de rigidez condensada para os graus de

liberdade dos ndés de extremidade.

dZT dg T d4f

dy ds \ dg ¥
: El 3 2E| 2
L/3 | 2L73
L
Figura 6.1
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Resolucéo:
Num elemento de viga considera-se sempre que é axialmente indeformavel. Por isso cada né

tem dois graus de liberdade (rotacdo e translacdo) que estdo devidamente numerados na figura.
Numeraram-se 0s deslocamentos nodais deixando para ultimo lugar os futuros deslocamentos

nodais dependentes (ds e dg - a rotacéo e translag&o do né 3). E montada a matriz de rigidez global

na qual se distinguem as submatrizes associadas aos futuros graus de liberdade independentes e

dependentes:
L 32 9 o & A
L2 L2
54 324 | 54 -324
T A A 0 0 [ —
12 27 6 27
0 0 = = = £
[K]: L L2 L L2 *E| = |:KAA LKAB:|
0 o 2 81 ;-27 -81 Kea i Kgs
LR RN T Y B 1
L L2 L 2 L K
-54 -324 27 -81 : —-27 405
12 3 2 B2 B
405 27
Procede-se a inversdo de Kgg cujo valor é: [KBB]‘lzL—4 13 2
°e ' 8991%El| 27 24
12 L

A matriz de rigidez condensada obtém-se de lK J [Kaal-[Kag]*[Kes] ™ *[Kga] € vale:

[ 168 270 102 -270]

L K L K
270 640 378 —648

2° modo de deformacéo

K22

«| Ell |2 L3 |2 L3
I “37| 102 378 276 -378| K 12’/\ <y
L2 L2 .
—270 -648 -378 648 | d,= K'32 ™\
2

L2 L3 L2 L3

Figura 6.2

A segunda coluna da matriz de rigidez é constituida, como se sabe, pelas forgas de fixagdo k™;,
quando se impbe o deslocamento nodal independente d,=1 e se mantém os restantes
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deslocamentos nodais independentes (d1, d3 e d4) nulos. A figura acima apresenta o esbogo do
modo de deformacéo correspondente.

EXEMPLO 6.2

Explicite a matriz de rigidez da seguinte estrutura em termos dos graus de liberdade associados

aos deslocamentos horizontais das vigas. As barras sao axialmente indeformaveis.

25 kN

— > d3
w27 A
dy A
El 4 —
20 kN/m |
15 kN
2K, d
2EI Awt _1{ N
El 4 do A
—,:_ 5 :i N 1
a) b)

Figura 6.3

S&o montadas a matriz de rigidez [K] e os vectores {Qg} e{Q} associados aos deslocamentos

nodais independentes dj. A equagéo de equilibrio é :

3.2 0 05 0375 d;) (625 [0
0 0375 -0375 -0.1875 ds 0| |15

Khd;+ =1Qi=> *El* + =
[KJid}+ Qo}=1cd 05 -0375 22 0375 ds 0 0
0.375 -0.1875 0375 0.1875 dy 0] |25

Para efeitos da condensacao ha que reformular as posi¢cdes dos deslocamentos nodais. Aqueles

que permanecerdo independentes (d, e d4) deverdo ocupar os primeiros elementos do vector {d},
e os que futuramente ficardo dependentes (d; e dg) as Ultimas posi¢des. Em correspondéncia com

o sistema de equac0es este seré reordenado de modo a que aparecam sucessivamente as seguintes
equacOes: segunda, quarta, primeira e terceira.

Entretanto coloca-se o vector {Qg} no segundo termo resultando este em {Q-Qgp}.

Atendendo as alteragcbes mencionadas a expressao anterior ficara com o seguinte aspecto:
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0375 -01875 0 -0.375 d, 15
-01875 01875 0375 0375 | _ |d4| | 25

0 0375 32 05 d[ |-625
~0375 0375 05 22 ds 0
, [32 057" [03240 -0.0737], 1
[Kegl™= E =
05 22 ~0.0737 04713 | El

A matriz de rigidez condensada (eq. 6.4) sera:

[K*]: [Kanl-[Kag]*[Kgs]™ *[K BA]{O'SO873 . 0'1316}*

—-0.1316 0.09637

O vector de forcas de fixacdo (eq. 6.6) ficara:
{F*}= Fat-[Kag]*[Kgs]™ *{FB}:{

Os deslocamentos nodais independentes obtém-se da eg. 6.3 valendo:

16.7268
30.8671

456.101 m
() e
dy 943.025 m
El
Entretanto podemos determinar o valor dos deslocamentos nodais dependentes a partir da
equacédo 6.2 :
—121.384
3 3 T rad
{dg}=[Kee ] *{Fai-[Kes ] *[Kpal*{dat=1 c£1q .
El

Os esforcos finais obtém-se da equacdo 6.7 desde que previamente se faca a "montagem™ inicial

do vector {d} (cujos elementos séo, ordenados, d1,d»,d3 e ds). Em alternativa também se podia

recorrer a equacao 6.9.

Apresentam-se os esbocos dos quarto modo de deformacdo da estrutura inicial e segundo modo

de deformacdo da "estrutura™ condensada, e que sdo equivalentes ao mesmo deslocamento

horizontal. Repare nas diferencas.
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4° Modo - Estrutura original 2° Modo - Estrutura "condensada”
K34y™ *,=1

> | > |
Kag dg=L A K

d3=-55.411/EI

K14
—> —
K24 A% K'1of

dq=-121.384/EI

Figura 6.4

6.1.2 - Condensacédo "manual".

As operacOes matriciais apresentadas que conduzem a condensacdo do sistema de equacdes
podem ser realizadas por um algoritmo iterativo, e por isso também designado por manual. O
processo consiste em condensar a matriz de rigidez de modo a anular os coeficientes que
multiplicam os deslocamentos nodais dependentes (desde a diagonal principal) nas equacdes

associadas aos graus de liberdade independentes.

Comegamos novamente por escrever a igualdade [K]{d}+{Qy}={Q} na forma [K]{d}={F} e

agrupando as equacdes associadas aos graus liberdade que se pretendem independentes nas linhas
superiores do sistema de equacdes, e as restantes equacdes nas linhas inferiores. Este procedimento

fora, alids, ja realizado para definir a submatrizes [Kaal, [ Kagl, [ Kggl, € 0s vectores { Fa } €

{Fs}.
De seguida montamos uma matriz de nimeros constituida pela matriz de rigidez [K], vector de

dos termos independentes {F} e outro vector de controle {vc}. Os elementos deste ultimo séo

unitéarios nas linhas correspondentes as equagdes independentes e nulos nas linhas das equacdes

dependentes. A matriz referida fica com o seguinte aspecto:

0375 -0.1875 0 -0.375| 15

-0.1875 0.1875 0375 0375 | 25
0 0.375 3.2 05 |-625

-0.375 0375 0.5 2.2 0

[ [KJFHve}]=

o O -
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Vamos comegar por condensar a 42 coluna a partir do elemento k44 de baixo para cima. A nova
3?2 linha resulta da soma da 42 linha com o produto do coeficiente kg4 / K34 *-1=2.2/0.5 * -1 pela

3°linha (actual). A nova 22 linha resulta da soma da 42 linha com o produto do coeficiente
Kgg /Koy *-1=2.2/0.375* -1 pela 2° linha (actual). Finalmente a nova 12 linha resulta da soma

da 42 linha com o produto do coeficiente kqy / k14 * -1 = 2.2/ -0.375 * -1 pela 1° linha (actual).

Obtemos a seguinte matriz de nimeros:

1.825 -0.725 0.5 0 88 5.867
0725 -0.725 -1.7 0 |-146.67 | —5.867
-0375 -1.275 -1358 O 275 0
-0.375 0.375 05 22 0 0

Repete-se a condensacao para a 3? coluna a partir do elemento k33 de baixo para cima. A nova
22 linha resulta da soma da 32 linha com o produto do coeficiente kg3 / kpz * -1 =-13.58 /-1.7 * -

1 pela 2? linha (actual). A nova 12 linha resulta da soma da 3% linha com o produto do
coeficiente
k33 / ki3 *-1=-13.58/0.5* -1 pela 1° linha (actual). Obtemos a seguinte matriz de nimeros:
49.192 -20.966 0 0 | 2665.08 | 159.339
-6.167 4516 0 0 | 1446.61 | 46.864

-0375 -1275 -1358 O 275 0
-0.375 0.375 05 22 0 0

Basta agora dividir a 1?2 linha pelo 1° coeficiente do vector de controle e a 22 linha pelo 2°
elemento do vector de controle, resultando em:

0309 -0.1316 0 01]16.726 |1
—-0.1316 0.0964 0 0]30.868 |1
-0375 -1275 -1358 0| 275 |0
-0375 0.375 05 22, 0 0

Como se constata, comparando com o problema anteriormente resolvido, a nova matriz [Kaa]

representa agora a matriz condensada [K*] e o novo vector {Fa} 0 vector condensado {F*}, isto

[-]o[ 0s0e  -o13te o) 16720
< {—0.1316 0.0964} ° ] ={30.868}

é:
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6.2- Método da Subestruturacdo

Este método consiste na divisdo da estrutura original em duas (ou mais) subestruturas cujo elo
de ligagdo sdo os nds comuns, e obviamente os graus de liberdade a eles associados. Este método
foi popular quando a capacidade de memdria dos computadores era pequena. Pode contudo ainda
ser usado, quando estando a trabalhar bidimensionalmente, as estruturas planas se cruzam,
partilhando os mesmos nos.
Imagine-se que se pretende subdividir uma estrutura em duas subestruturas A e B. A equacéo
de equilibrio global é:
[Kaali[Kacli [Kagl][{daf] [{Fa)
[Keal: [Kecl: [Ka] i e = 1 tRe) 67)
[Kgali[Kec]i [Kesl|llds}) [{Fs)

sendo:

[Kaal, {Fa} , {da} - matriz de rigidez, vector de forgas e deslocamentos nodais independentes

da subestrutura A
[Kggl . {Fa} . {da}- matriz de rigidez, vector de forcas e deslocamentos nodais independentes da

subestrutura B

[Kccl - matriz de rigidez associada aos graus de liberdade dos nés comuns as subestruturas A e
B. Cada elemento Kcc é a soma da contribuicdo de rigidez das subestrutura A e B, e que
se pode representar por [Kccl=[Keecal+[Kecgl

{Fc} - forcas nodais de interligacéo entre as duas subestruturas. Sera decomposta em {Fca} €
{Fcs}-

{d.}- deslocamentos nodais independentes dos nds comuns as subestruturas A e B.

[Kag] € [Kgal - submatrizes nulas pois sdo matrizes cruzadas e que relacionam graus de liberdade

ndo comuns das subestruturas A e B.
Vamos subdividir a igualdade 6.7 em dois sistemas:

[[Kaal [Kacl H{dA}}

{Fa
[Kcal [Keeallllde)

_ ot oY
Keee] [Kes ]H{dc }} _ {{FCB }} (6.9)

| [Kec] [Kgsllllds) | {Fs}

em que {Fc}={Fcay=-{Fca} pelo principio da acgdo e reaccdo (figura 6.5). (6.10)
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<<
T F
2 -
3 5 £
S & 9
3 g
3
‘g’; X
© |Fel= 1P
; »—n e
/ = YRp—
i } E
’ 1 2
w o v & & | E
} (7
Y \ o
\ 7 ) 7! &Y.
N e g e e - -t
\Graus de liberdade B
Figura 6.5
Explicitando a 12 equacéo da igualdade (6.8) em ordem a {da} temos:
{da)=[Kaal" *{Fal-[Kaa " *[Kac]*ldc} (6.11)
Substituindo {da} na 22 equacdo de (6.8) e resolvendo em ordem a d vem:
[Kal*{dc)={Fal (6.12)
com:
[Kal=[Kceal-Keal*[Kaal™ *[Kac] (6.13)
Fal={Feal-[Keal*[Kaa ™ *Fat={Fc} - [Kcal*[Kaa Tt * {Fa) (6.14)

porque {Fc}={Fcal}

Vamos agora proceder de igual forma para (6.9). Assim resolvendo-a em ordem a {dg} temos:

{dg}=[Kgs] ™" *{Fa}-[Kgs] ™" *[Kpc]*{dc} (6.15)

que substituindo na primeira equagao nos leva a obter:

[Ke]*{dc}=1Fs) (6.16)

com:
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[Kel=[Kcca]-[Kca]*[Kea ™ *[Kac] (6.17)

Fe={Fca}-[Kea]*[Kes ] *{Fa}={- Fc} - [Kca]*[Kea | * {Fa) (6.18)

porque {Fc}= - {Fca}

Somando (6.12) a (6.16) tendo em conta as igualdades (6.14) e (6.18) obtemos:

[Kal+[Kel*{dct=-{Kcal*[Kanl™ *FA}-[Kcg]*[Keg [ *{Fa} | (6.19)

equacdo matricial que € resolvida em ordem a {d¢}, determinando-se os deslocamentos dos nos

comuns as subestruturas. Logo de seguida a partir das expressdes (6.12) e (6.14) ou de (6.16) e

(6.18) calcula-se o vector de forgas de interaccéo entre as subestruturas {Fc}.
Entretanto como {d¢} ja e conhecido podemos determinar as incognitas cinematicas {da} e

{dg} respectivamente através das igualdades (6.11) e (6.15).
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A.- Resumo das nocdes de Trabalho e Energia

Faz-se desde j& uma revisdo breve das nocdes de trabalho e energia. Deve o leitor rever estas
matérias se necessario noutros textos mais elaborados ou que Ihes forem mais familiares. Os topicos
que por agora mais nos interessam apresentam-se 0 mais resumidamente possivel nos paragrafos

seguintes.

A.1- Trabalho
Sempre que se desloca o ponto de aplicagdo de uma forca dizemos que esta produziu trabalho.
O trabalho realizado por uma forca, W, € o escalar que resulta do produto interno (ou escalar) da

forca, {F}, pelo do vector deslocamento do seu ponto de aplicagdo, {d}, ou seja:

W = {F}. {d} (A1)
Como se sabe o produto interno pode ser escrito como:
W= |E|*|d|*cos a (A.2)

sendo o 0 angulo entre as linhas de accdo de {F} e {d}. Da definicdo (A.2) podemos afirmar que o

trabalho € o produto do modulo do vector de deslocamento |d| pelo médulo da projeccédo da forca na
direccdo do vector deslocamento |Pr ojalf| (figura A.1.a), ou inversamente, como sendo o produto
do mddulo da forca |F| pelo médulo da projeccdo do vector deslocamento na direccdo da forca

| Pr oj,za | (figura A.1.b).

Figura A.1

Se a forca for perpendicular ao vector deslocamento teremos a=90° e o trabalho realizado pela
forca sera nulo. Se 90° < o < 270° ou seja, se a Proj Fe{d}ouaPr ojr:a e {F} estiverem com

sentidos opostos o trabalho € negativo.
A unidade de medida do trabalho é o Joule. Joule define-se como o trabalho realizado pela forca
constante de 1N quando o seu ponto de aplicacdo se desloca 1 metro na direccdo e sentido da forca.
1J=1N*1m.
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A.2 - Energia

Energia é tudo aquilo que se pode transformar em trabalho ou resulta de uma transformacdo de
trabalho.

Por exemplo um corpo em movimento pode produzir trabalho porque contém energia cinética,
W, definida por W¢=1/2 * m * v2, sendo m a massa do corpo e v a sua velocidade de deslocagao.

Um corpo posicionado a determinada cota altimétrica contém energia potencial gravitica ou de
posi¢do, Wp, definida por Wp=m * g * h, sendo g a acelaracdo de gravidade no local e h cota

altimétrica em relacdo a um plano de referéncia.

Uma mola deformada contém energia potencial elastica. O trabalho realizado pela forca que

8
provoca a deformagdo 6 da mola é W, =[kdd, sendo k a rigidez da mola. Este trabalho é
0

armazenado na mola como energia potencial eléstica. Logo que se retire a forca da mola a energia
potencial é responsavel pela recuperagédo da forma inicial da mola.
Um corpo solido deformavel com comportamento elastico comporta-se como se fosse uma mola.
Quando sujeito a accdo de uma forca deformar-se-a. O trabalho realizado pela forca durante o
deslocamento do seu ponto de aplicacdo serd convertido em energia interna de deformacéao
elastica, U, armazenada no préprio corpo. Ao se libertar o corpo da forga referida, este retomara a
sua forma inicial a custa da energia de deformacao elastica entretanto acumulada.
As igualdades entre trabalho e energia s6 sdo validas em sistemas conservativos, ou seja, em
sistemas onde ndo ha perda de energia durante as transformacdes de trabalho em energia e vice-
versa. As perdas de energia mais comuns em sistemas mecanicos manifestam-se sob a forma de

atrito e calor.

A.3- Trabalho de Deformacdo (cap 11.2 Mecanica dos Materiais, Beer,Johnston, ...)

‘P
0 &
g | ’ '
= a,w-_“P; a8
L T"“S , NG
A L4 LS\__* ', AS 81
Figura A.2 Figura A.3
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Suponha uma barra traccionada estaticamente, isto é, sujeita a uma forca de trac¢do lenta e

gradualmente crescente de zero até um valor final Pq e para a qual a barra apresenta uma
deformacéo final d1. (A aplicagdo lenta da forga € absolutamente necesséria pois caso contrario
geram-se forgas de inércia transformando-se o problema num problema dindmico.)

Ao traccionarmos a barra admitamos que em determinado instante o esforco axial vale P' e que a
deformacdo é &'. Se agora impusermos um incremento de deformacdo doé o trabalho elementar
realizado pela forca é: dw = P' dé= P(8) dg, igual a zona sombreada da figura A.3. O trabalho total

realizado pela forca P desde a deformag&o nula até ao instante em que a deformacgéo é 51 é:

o1
W =[dw= [P (5)ds (A.3)
0

A forca P realizou trabalho que é transformado em energia de deformacéo interna U acumulada,
e como por hipotese ndo ha perdas de energia podemos escrever:
o1
Energia de deformacdo, U= W = [dw = [P(3) dd (A.4)
Para barras que apresentem um comportamento elastico
linear a traccdo P(8) é directamente proporcional ao
deslocamento que ela propia provoca, P(8) =k *& em que
k = EAJL é a rigidez axial da barra [3]. Substituindo P(8) em
(A.4) obtemos:

1
U= 2 P1&1 (A5)

Figura A.4

Se dividirmos a energia de deformacdo de uma barra axialmente solicitada pelo volume da

mesma obtemos a energia de deformacéo especifica (ou densidade de energia de deformacéo), u,
de um corpo sob tens6es uniaxiais. A energia assim definida torna-se independente da geometria da
barra ou do corpo.

Energia de Deformacédo Especifica para o Estado Uniaxial de Tensdes:

u 9 p €
u= —=| ds=cde JIm® « N/m? (A.6.2)
V. A*L
C —F ¢
« : ¢
d__1™" u=jode (A.6.b)
0
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c 4 Area= Médulo de Resisliéncia

Area= Modulo de Tenacidade

v
™

Ev Er

A energia de deformacéo especifica num ponto de um corpo pode ser entendida como o trabalho

acumulado no ponto material sujeito a um estado de tensdes uniaxial.

Poderiamos igualmente deduzir a energia de deformacdo especifica para um ponto material
sujeito ao corte puro, a partir de uma barra submetida a torcéo.
Energia de Deformacdo Especifica para o Estado de Corte Puro (no plano xy):

et Txy
CJ/ /fz u= (J:)Txy dyxy (A7)

As defini¢bes (A.6.b) e (A.7) da energia de deformacdo especifica, servir-nos-do para deduzir
formulas de caracter mais pratico relativas a energia de deformacédo interna em barras, com
comportamento elastico linear, sujeitas a casos singulares de carga, nomeadamente ao esforco axial,
ao momento flector puro, ao esforco transverso e a0 momento torgor. As mesmas espressdes serao

ainda Uteis para a deducdo da energia de deformacao para o caso mais geral de tensdes.

A.3.1- Energia ou Trabalho de Deformacéo Elastica para Tens6es Normais (Cap 11.4 Mec.Mat))

A energia de deformacao elastica para um corpo sujeito ao estado de tensdes uniaxial €é:

U=fyudV=[[jodedV, (A.8)
\Y

sendo V o volume do corpo.
Se este tiver comportamento elastico linear é valida a Lei de Hooke, o = E ¢, tomando a

expressao anterior o seguinte aspecto:

U= [[jodedV = Jj@"’EededV:ijEe2 dv (A.9.3)
Y, Y, 2y
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ou ainda,

U=11Ee? av=1[Eexs av=1
2y 2y 2V E

—%j— dv (A9.b)

Energia ou Trabalho de deformacdo elastica de um corpo sujeito a tensées normais:

U=11E2 av | ou u-1
2y 2

— dVv (A.9.ae A.9.b)-rep.

A.3.1.1.- Barra Sujeita a Traccdo Pura, N

Como sabemos neste caso, o = N/A . Substituindo em (A.9.b) e desenvolvendo-a obtemos a

energia de deformacao elastica de barras sujeitas ao esforco axial:

2 L 2 L 2
EIG_ :EHN—dAdx zlj—dx (A.10)
2y E 2 )AEA?

A.3.1.2- Barra Sujeita a Flexdo Pura, M.

N . « M - .
As tensdes normais em flexao valem o = T y . Substituindo-as em (A.9.b), resulta a energia

de deformacéo de barras a flexdo:

2 L p2 L2 L M2
=11 gv=ti Mo gaax =2 M (1y2gay ax=1 Mgy | (aty)
2y E 2 )AEI? 20E12 A 2o El

A.3.2- Energia ou Trabalho de Deformacéo Elastica para Tens6es Tangenciais

Como ja vimos a energia de deformacédo especifica de um ponto material sujeito ao corte puro
(no plano xy) é:
Txy
U= [Ty dyyy (A.7)-rep.
0
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Se o corpo tiver comportamento elastico linear é valida a Lei de Hooke para tensGes tangenciais,
Ty =G Yy,
e a energia de deformacdo elastica para um corpo de volume V no estado de corte puro, passa a

definir-se por:

Ty ™y 1 5
U=fjyudV=] [tdy,y dV=[ |G vy dyy dV:EIG Ty AV (A.12.a)
AVAN() V0 \Y
1 2, 1 1 Ty’
U=2[G yo2dV =" dv == gv A12.0
2£ Dy 2$“WYW 2$ G (A12.0)

Energia ou Trabalho de deformacé&o elastica de um corpo sujeito a tenses tangenciais:

2
1 |G yXyZdV 1 jT— (A.12.ae A.12.b)-rep
2y 2y G
A.3.2.1- Barra Sujeita ao Esforco Transverso (ou Corte)
Substituindo t= % em (A.12.b),
22 Ly/2 1 Ly/2 L \/2
u-2 ¥ L gy 1j¥—(2j%CM)d J s ax =L V" ax (A13)
2y1t°G At 2 9GA 2 0GA,
sendo fg = —2 jQ dA o factor de forma da sec¢do transversal para o esforco transverso. O valor
|
deste integral é para as diversas sec¢cdes mais utilizadas o seguinte:
Seccdo rectangular fs=6/5 ag=3/2
Seccéo circular (compacta) | fs= 10/9 ag=4/3
Seccdo circular oca f=2 2
(¢ém- didmetro médio, t- espessura) * og= 4 M
3 (B+1)
Seccdo em | _Avrea Total as=fs
5" Area da Alma

. . « A
Define-se por area de corte a razdo, A, = —.
fS
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O parametro og € a razdo entre a tenséo tangencial maxima ao nivel do centro de gravidade e

devido ao esforco transverso e a tensdo tangencial média na sec¢ao.

A.3.2.2- Barra Sujeita ao Momento Torcor, T

~ T TR o ~ L T ..
Para uma sec¢do axissimétrica sujeita a torgdo, as tensdes tangenciais sdo: t = L Substituindo

esta definicdo em (A.12.b) obtemos a energia ou trabalho de deformacdo elastico de uma barra a

torgao:
2 2 L T2 L 12
2y G 2yG) 20GI% A 20GJ

A.3.3.- Caso Geral de Solicitacdo de uma Barra

Em barras com comportamento eléastico linear e na hipotese dos pequenos deslocamentos o
principio da sobreposicdo de efeitos € valido. Este permite-nos escrever a energia ou trabalho de

deformacdo interna de uma barra sujeita ao caso geral de esforcos como sendo:

L n2 Laa2 L \/2 LT2
U=2 7N 2 Mo e 27 Y s 1 (A.15)
20EA 20El 29 GA, 29GJ

A.3.4- Energia ou Trabalho de deformacdo para o caso mais geral de tensdes

Como vimos para o estado uniaxial de tensbes e para o estado de corte puro a energia de
deformacdo especifica (ou densidade de energia de deformacdo) é dada respectivamente pelas
expressdes (A.6.b) e (A.7). Admitindo o comportamento eldstico linear dos materiais aquelas

expressdes passam a escrever-se, para a direc¢do X e plano XOY como:

€x 1 Txy 1
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As igualdades anteriores podem ser generalizadas para as outras direccdes Y e Z, e planos

XOZ e YOZ. Sendo vélido principio da sobreposicdo de efeitos, designando a energia de

deformac&o especifica para o estado geral de tensoes é:

1
uZE(Gxgx+Gy8y+GZSZ+TnyXy+Tyzsz+‘L'zx'YZX) (A.18)

escrevendo-se vectorialmente:

u=>{o} e}, (A.20)
Ox Ex
Gy Sy
com {o}= .S.Z., e {el= _;._Z_.
Xy Xy
Tyz '}’yz
Tzx ny

Como se sabe de Resisténcia de Materiais, 0 campo de deformacdes pode escrever-se em funcao
do campo de tensdes:

ox 9%y 0z ox , 9y _ 0z ox .9y, 6 oz
= V——-v— =—V—+—=-Vv—=, =—V—=—-v—+—*
T ETE E Y""E"E "E'’ " "E "E E
_ Wy _lyz _T
hy=g TeTg TxTg (A2l®)
com = . Matricialmente estas igualdades tomam o aspecto:
2(1+v)
ex| [1 -v —vi . . . ] [ox
gy -v 1 -v . : . oy
-v —-v 1 : : . .
l=[s]lo) o Sl [TV YRR 92 L (a1
Vxy . . .21+ V) . . Txy
yyz . . . i . 2(1+ V) . ’Cyz
’YZX L ; 2(1+ V)_ ’EZX

Substituindo (A.21.a) em (A.18) a energia de deformacdo especifica escrever-se-a:

L 1
u :[E[ze +(5y2 +022 _2V(6X6y+GyGZ+GZGX)D+(E(TXYZ +Ty22 +TZX2)j (A22)

ou ainda:
u= (uy) + (Ug)
sendo:

u,= a parcela de energia de deformacéo especifica associada a variagéo de volume do material, e,
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ug= a parcela de energia de deformagéo especifica associada a distor¢do do material.

A energia (ou trabalho) de deformacdo de um corpo é o integral da densidade de energia de

deformacdo no volume do corpo que se escreve:

U=JudVv= 1 [ o} {e}dv = 1 {o}T[sko}dv (A.23)
2 2

V \Y
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B.- Principio dos Trabalhos Virtuais

B.1- Corpos Rigidos

O trabalho realizado por forcas reais durante um deslocamento virtual é chamado trabalho
virtual. Um deslocamento diz-se virtual quando for imaginério, admitindo-se ser muito pequeno de

modo a ndo alterar as linhas de accéo das cargas e esforgos internos.

B.1.1- Principio dos Deslocamentos Virtuais

Enunciado: Quando a um corpo rigido sob a accdo de um sistema de forcas generalizadas (forcas
propriamente ditas e momentos) em equilibrio é imposto um deslocamento virtual generalizado
(de translacéo e/ou rotacdo) o trabalho virtual realizado pelo sistema de forcas é nulo.

Note-se que os termos deslocamentos e forcas devem ser entendidos aqui em sentido lato.

F :

F. e C.I) M&
_Jtx g \f‘

My - F,

F&‘Y - B 67 J . ,

Figura B.1

Observe-se atentamente a figura B.1. Impds-se um deslocamento virtual o qual pode ser

decomposto numa translacdo d e numa rotacdo & em torno do ponto A'. Repare-se que todos 0s
pontos do corpo tém a mesma translacao e posteriormente a mesma rotacéo.

Cada forca Pj, durante a translagdo d, realizara trabalho virtual que sera a soma dos trabalhos de
cada uma das suas componentes Pjy € Piy (segundo um referencial fixo XOY). O trabalho de cada

componente € o produto dessa componente pela componente correspondente do vector de
translacdo, sendo o trabalho positivo se as componentes referidas tiverem 0 mesmo sentido. Assim

o trabalho realizado pela forga Pj sera :

Wpij = Pix * dix * Piy * diy
com djyx =d * cos(a) e diy =d *sin(a) , sendo d o vector de deslocamento de translagéo e « a sua
orientacao relativamente ao eixo X.
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O trabalho total realizado pelas forcas e associado a translagéo sera :
Wi=Z (Pix * djx * Pjy * dijy)
Como o ponto de aplicacdo de todas as forgas tem 0 mesmo deslocamento d, podemos escrever:
Wi = (£ Pix )* d *cos(a) + (Z Pjy) * d * sin(a)
Mas se as forcas estdo em equilibrio, entdo X Pjy=0eX Piy =0 pelo que se conclui que W; =0

O trabalho realizado por cada forga Pi quando o corpo roda 6 é identificado pelo trabalho

realizado pelo momento dessa forca em torno do ponto de rotagdo. O momento referido é (Pj * bj)
sendo bj o braco da forga em relagéo ao ponto de rotagéo, e o trabalho (Pj * bj) * 6. Os momentos
aplicados Mj realizardo o trabalho Mj > 6.
O trabalho total associado a rotacdo sera:

Wr:Z(Pi*bi)*9+ZMj*GZ(Z(Pi*bi)+ZMj)*@
Como o corpo esta em equilibrio entdo (X (Pi * bi) + £ Mj )=0 pelo que vem W,=0.

Concluimos entdo que num corpo rigido o trabalho total realizado pelas forcas aplicadas,
também designado como trabalho externo, Weyt, € nulo.

Wext = Wt +Wp =0 (B.1)

ficando assim demonstrado o principio dos deslocamentos virtuais para corpos rigidos.

B.2- Corpos Deformaveis

B.2.1.- Principio dos Trabalhos Virtuais

O Principio dos Trabalhos Virtuais aplicado a corpos flexiveis devera considerar o trabalho
realizado quer pelas forcas externas como o realizado pelas forcas internas (esforgos ou tensées).
O trabalho das forcas exteriores resulta do deslocamento do ponto de aplicacdo das mesmas.
O trabalho das forcas internas pode ser interpretado de duas formas:
(i) - como o trabalho realizado pelas tensdes durante a deformacéo das fibras/pontos onde
estas actuam,
(ii) ou como o trabalho realizado pelos esforcos (resultante das tensdes) quando o ponto de

aplicacdo deste (em geral o centro de gravidade das secc@es) se deforma.
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Para explicar o Principio dos Trabalhos Virtuais ha que considerar uma estrutura e dois sistemas
independentes, um de forgas e outro de deslocamentos.

Imagine-se uma estrutura sujeita ao primeiro sistema, um sistema de forcas aplicadas. Estas

forcas (Fj) sdo definidas em sentido lato e por isso podem ser forcas pontuais Pj, forcas distribuidas
pj(x), forgas de massa fj, e momentos M;. Este conjunto de cargas deve estar em equilibrio com as

forcas internas e reaccdes de apoio. As forgas internas sdo as tensdes {c} no volume do corpo, ou a
resultante destas nas secc¢des transversais, que como se sabe sdo os esforcos (N, M, V, e T). Por
outro lado as reacgdes de apoio sdo as forcas "externos” ou tensdes “"externas” localizadas nos
pontos de apoio da estrutura. Resumindo podemos afirmar que a estrutura esta sujeita a um campo
de forcas aplicadas em equilibrio com o campo de esforcos e/ou campo de tensfes. Entretanto

verificamos que estrutura apresentard uma deformada vg(x).

Imagine-se agora a mesma estrutura sujeita ao segundo sistema, um sistema de deslocamentos.

Os deslocamentos Dj (as translagdes, uj, e rotagdes, 0j) de pontos da estrutura estdo associados a
deformacdes {c} de suas fibras (taxa de variacdo dos "deslocamentos™ segundo cada "direc¢do” -
extensoes, eij, e distorcoes, yij). Os deslocamentos e deformacgdes devem garantir a continuidade da
estrutura (por exemplo a continuidade do seu eixo) e respeitar as condi¢des de apoio. Diz-se entdo
que o campo de deslocamentos e deformacdes sdo compativeis entre si e com as condi¢fes de

apoio.
O Principio dos Trabalhos Virtuais estabelece que, sendo um dos sistemas virtual, se satisfaz a

seguinte igualdade:

-
> Fi Di = [ {c} {e} av (B.2)

i | 1 Vv | |

! 1

' i

Campo de | 1 Sistema | Campo de |

Forcas i Eauilibrado Tensdes 1

1 1

Campo de Sistema Campo de
Deslocamentos (€« --- Compativel --- | deformacdes

a qual corresponde o enunciado:

- O produto do campo de forgas F; pelo campo de deslocamentos D; é igual ao produto do campo

de tensbes {c} (em equilibrio com o campo de forcas Fi), pelo campo de deformacdes {&}

(compativel com o campo de deslocamentos), ou;
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L L L L
Y FD; = [Nd5+]Mdo+]VdA+[ Tdd (B.3)
0 0 0 0

- O produto do campo de forgas F; pelo campo de deslocamentos D;j, € igual ao produto do
campo de esforcos (N, M, V, e T que equilibram as forcas F;) pelo campo das deformacdes (ds, do,

d\ e dp compativel com campo de deslocamentos, Dj).

O primeiro termo das igualdades (B.2) e (B.3) é o trabalho virtual externo , Weyt, € 0 segundo 0

trabalho virtual interno, Wint, logo podemos escrever:

Wext = Wint (B.4)

Nas igualdades (B.2) e (B.3) a forca F; representa simbolicamente o sistema de forcas aplicadas e
Dj o deslocamento do ponto de aplicacdo das mesmas. Assim no caso de uma barra, Fj pode
significar uma a forgca pontual Pj, e/ou 0 momento Mj, e/ou a forca distribuida pj(x) ao longo do
eixo x da barra, e/ou as forgas de massa f;. Por outro lado os deslocamentos D; séo as translagdes uj,
uj(x) ou rotagdes 6j dos pontos de aplicagdo das forcas referidas. O trabalho virtual externo pode
entdo ser expandido como se mostra:

X2
Wext = 2 F *Dj =X P *uj +Z M; *0; +Z [pj (x)u;j (x)dx + [fjujdV (B.5)
| | | 1 x1 V

O trabalho virtual interno, definido na expressdo (B.2), € o integral do produto da tensdo normal
(ou tangencial) em cada ponto do corpo pela correspondente extensdo (ou distor¢do). No caso de
pecas lineares (barras) pode ser escrito como o segundo termo da expressdo (B.3), ou seja, como
integral do produto de cada esforco pela deformacdo da linha elastica associada ao esforco em

questdo. Em resumo temos:

L L L L
Wi = [{o}T {eJdV = [ NdS + [ Mdo + [ Vdi + [ Td¢ (B.6)
\Y 0 0 0 0

O PTV escrito como em (B.2) ou (B.3) € valido para qualquer tipo de estruturas com
comportamento elastico linear ou inelastico.

No caso particular de barras com comportamento elastico linear, as deformacgdes da linha elastica
ds, do, dA e dp (expressdo B.6) relacionam-se linearmente com os esforgos N*, M*, V* e T* que
Ihes causam essas deformacdes, e podem ser escritas em termos da coordenada de posicdo, x, da

seccdo transversal ao longo da barra, como se mostra na figura seguinte.
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d6 = edx = 2 dx = —— dx (B.7.2)
E EA .

1
d8 = o AT dx (B.7.) | 40=—dx="c-dx (B.7.0)

(para a variacao de temperatura uniforme)

L.
~3 T4

V*1 LV*

"' dx g

T T
* dd = ydx = = dx = — dx (B.7.d)
V 9% gy (B.7.c) G G

Figura B.2

Em resumo podemos escrever simbolicamente o Principio dos Trabalhos Virtuais como sendo:

Forcasdo ) _( Deslocamentos Tensdesdo ) ( "Extensdes"
2| X . =[] .. X _ \% (B.8)
Sistema 1 do Sistema?2 v\ Sistemal ) |doSistema 2
ou
Forgasdo Deslocamentos L(Esforcosdo )  ( Deformacgdes
. X . = . X ) X (B.9)
Sistema 1 do Sistema?2 o\ Sistemal do Sistema 2

Consoante o sistema 1 ou 2 se adopte como virtual, assim se obtém o principio dos trabalhos

virtuais para forcas ou para deslocamentos.

B.2.1.1.- Principio dos Trabalhos Virtuais para Forcas Virtuais

Consideremos uma estrutura deformada pelo efeito de forcas aplicadas, de causas ambientais
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como a temperatura ou a retraccao, etc.. Seja este o estado real de deformacdo {€} compativel com

os deslocamentos em n coordenadas, D1, Do, ..., Dp. Suponha agora que antes destas deformacoes
reais terem sido introduzidas, a estrutura fora sujeita a um sistema de forcas virtuais Fq, Fo, ...,Fp
nas coordenadas 1, 2,..., n, gerando um estado de tensdes virtual {c}, e de esforcos virtual. O
campo de forgas virtuais esta em equilibrio com o campo de tensdes (ou esforgos) mas ndo precisa

de corresponder ao campo de deslocamentos {D}. O PTV apresentado desta forma pode designar-se

por Principio das Forcas Virtuais (PFV) e estabelece que:

YF*D; = [{c} {& }dV (B.2)-rep.
v
Simbolicamente podemos apresenté-lo como:
Forcas Deslocamentos Tensdes Deformac0des
: X ) . =fl X . V (B.10)
Virtuais emi reaisemi W\ Virtuais reais

O PFV pode ser usado para calcular deslocamentos reais em qualquer ponto de uma estrutura,
sendo nesse caso também conhecido por "método da carga unitaria para o calculo de

deslocamentos".

B.2.1.1.1- Método da Carga Unitaria

Se pretendermos determinar deslocamentos reais o campo de forgas virtuais € constituido por
uma Unica forca porque o processo s6 nos permite o calculo de um deslocamento de cada vez. A
forca virtual referida é de valor unitario e é aplicada a estrutura no sentido e direccdo em que se
pretende quantificar o deslocamento causado pelas cargas reais. As tensdes virtuais associadas a
forca virtual unitaria designar-se-ao por {o;} e os esforcos por Ny, My, Ve Ty. A equagdo (B.2)
ficara:

Dj = [ foy } {e}av (B.11)

Atendendo agora a equacdo (B.6) podemos acrescentar:

L L L L
D; :\j/{csu}T{s}dV:(j)Nud8+(j)Mud6+(j)Vudk+(j)Tud¢ (B.12)

sendo as deformacdes do, dO, di e d¢p o campo de deformacdes real do eixo da peca linear. Ora para

barras com comportamento elastico linear estas deformagdes estéo relacionadas com as cargas reais
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aplicadas a estrutura através das expressdes (B.7.a)) a (B.7.d)) fazendo N*=N, M*=M, V"=V e
T"=T sendo N, M, V e T os esforcos devidos as cargas reais. A expressio (B.10) ficard com o
seguinte aspecto mais prética utilizacdo:

FNGEN MM BV Y T T

Di=]—Y—dx+] dx +[—4—dx +[-Y
17, EA o El o GA. o GJ

dx (B.13)

EXEMPLO B.1
Calcule a flecha no ponto B atendendo s6 a deformacg&o da barra por flex&o.

b
NN ) Llyl
% \\\\\\ st I

—=
W= I

»;Zc.b b

e

Resolucéo:

2 px2

2

pl

O sistema de cargas reais gera um diagrama de momentos real : M(x) = e +pIx—

Colocando uma carga virtual em B (¥) o diagrama de momentos é : M, (X) = —%+ X

LM W) MO _p?

A flecha obtém-se recorrendo a (B.14): D = j
El  24EI

B.2.1.2.- Principio dos Trabalhos Virtuais para Deslocamentos Virtuais

A apresentacdo do PTV desta forma assume o segundo sistema, o dos deslocamentos, como

virtual. Imagine-se uma estrutura sujeita a um conjunto de forcas real Fj em equilibrio com os

campos reais de tensdes {c}e de esfor¢cos N, M, V e T. A estrutura sendo elastica apresentara uma

deformada real, vg(x). Podemos impor um acréscimo de deformacéo, ou seja um campo de
deslocamentos virtual Dj e campo de deformagdes virtual {e} compativeis com as condi¢des de

fronteira. As deformagdes virtuais lidas no eixo da barra séo do, do, di e d¢.
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O PTV apresentado desta forma designa-se por Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV) e
estabelece que:

YF*D; = [{c} {e}dV (B.2-rep.)
v
Simbolicamente podemos apresenté-lo como:
Forcas Deslocamentos Tensoes Deformacdes
D R | A . A )Y/ (B.15)
reais emi virtuaisemi v\ Reais virtuais

O PDV ¢é til quando se pretende conhecer o valor de determinada forca real na direccdo e
sentido de determinado deslocamento virtual imposto, desde que 0s campos de tensfes ou esforgos
sejam conhecidos. Como se sabe as reaccfes de apoio pertencem ao campo de forcas aplicadas a
estrutura e estdo em equilibrio com os esforcos internos ou tenses. Na verdade como em geral as
reaccOes sdo desconhecidas o PDV torna-se bastante Gtil para a sua determinacdo, exigindo-se

contudo que a estrutura seja cinematicamente determinada.

B.2.1.2.1- Aplicacdo do PTV (PDV) ao calculo de reaccdes de apoio de estruturas cinematicamente

determinadas.

A aplicacdo do PDV para efeitos de calculo de reaccdes de apoio exige que se imponha um unico

deslocamento virtual a estrutura no sentido reaccao de apoio (R,,) @ determinar. Sendo o nosso

objectivo o de calcular reaccBes de apoio chegamos a um equivoco porque, de acordo com o PTV,
as deformacdes impostas tem de ser compativeis com as condi¢des de apoio da estrutura, a qual ndo
permite a priori, a imposicao desse tipo de movimento no apoio.

Assim temos que nos socorrer de um artificio que consiste em libertar o apoio na direccdo da

reaccdo e em simultaneo colocar uma forga simulando a reaccao existente, Ryp. Desta forma ja é

possivel impor o tal deslocamento unitério, na direccdo da reaccdo. Aplique-se agora o principio
dos trabalhos virtuais, expresso pela igualdade (B.2). Nesta igualdade o campo de forcas aplicado e

representado por F; € constituido pela reaccdo Ry, por forcas nodais aplicadas e pelas restantes

accOes de vao. Por conveniéncia destacaremos na expressao (B.2) as parcelas relativas a reaccao e

as forcas nodais, pelo que (B.2) ficard com o seguinte aspecto:
nodais VAo T
Ry *@) + XFDj + XFDj= [{c} {equ}dV (B.16)
J I \
sendo:

VB Metodo Deslocamentos T4.doc B-8



U.Alg-EST-C.Civil-AElI
- (1), Dj e Dj o campo de deslocamentos virtuais e {eg,} 0 campo de deformacdes virtuais, devidos

a imposicédo do deslocamento virtual unitério (1);
- Rap*(1) o trabalho virtual externo realizado pela reac¢éo de apoio;

-  Fj Dj o trabalho virtual externo realizado pelas restantes forgas nodais;
- X F; Dj o trabalho virtual externo realizado pelas ac¢des de vao aplicadas (forgas pontuais e/ou

distribuidas, e, forcas de massa)

- j{cs}T {equ}dV o trabalho virtual interno acumulado pela estrutura na forma de energia de
v

deformacdo interna.

Considerando agora a definicdo (B.6) a expresséo anterior fica:

nodais Vao T L L L L
Rap*(1)+ >FiDj+ X RD;j = [{o} {equ JdV = [Nd3, +[Md@, +[Vdr, +[Tdo,  (B.17)
J i \Y/ 0 0 0 0

sendo as deformactes dgy, dOy, di e doy o campo de deformagdes virtual lido no eixo da peca
linear. Estas, para barras com comportamento elastico linear, valem (ver expressdes (B.7.a)) a

(B.7.4))):

Ndu Mdu Vdu Tdu
dd, =~ dx, do,=-"ddx, dr,=—~dNdx, dp, =-d B.18
UTEA u="g 0 P EA. X0 0u =gy O (B.18)

sendo Ngy, Mgy Vgu € Tqy 0s esforcos na estrutura quando se impde um deslocamento unitario

(indice du).  Substituindo (B.18) em (B.17) obtemos:

* Lng* Ly/* LT*
de+ de_kj‘wdx_h[mdx (Blg)
EA . El 0 GA, 5 GI

Entretanto sabemos pelo Teorema dos Deslocamentos Reciprocos ou de Maxwell que em

estruturas com comportamento elastico linear os esfor¢cos Ny, M,V e T devidos a uma forca

unitaria aplicada em determinado ponto sdo proporcionais aos esforcos devidos a um deslocamento

unitario imposto nesse ponto e que valem Ngy, Mdu.Vdu € Tdy- Mas no problema em estudo o

deslocamento real segundo a reac¢do de apoio é nulo. Pode ser determinado pelo método da carga
unitaria mostrado na expressdo (B.13). Nesta expressdao o segundo termo sera nulo e como é
proporcional ao segundo termo da expressdo (B.19) este também o sera. Esta conclusdo importante

permite-nos simplificar a expressao (B.19) que se reduzir a:

VB Metodo Deslocamentos T4.doc B-9



U.Alg-EST-C.Civil-AEll

nodais vao
Rgp *(1)+ XFDj+ XFD;=0 (B.20)
j i

Salienta-se que o segundo termo de (B.19) representa o trabalho interno associado a deformagéo

imposta e que esta parcela é sempre nula quer para estruturas isostaticas como para estruturas
hiperestaticas, quando o deslocamento imposto corresponde a uma restricdo de apoio nula.

O desenvolvimento do problema exemplo B.4 permite-nos demonstrar o seguinte corolario:
Corolério:
Numa estrutura cinematicamente determinada, a qual se imp6s um deslocamento virtual no
sentido de um dos seus graus de liberdade cinematica, o trabalho efectuado pelas cargas de véo é
igual ao valor simétrico do trabalho efectuado pelas forcas de fixacéo das cargas de vao.

Esta afirmagéo permite escrever:

VA0 vao

vdo
sendo (-% Fr k Dk)o trabalho efectuado pelas forcas de fixacao Fyjy  das k accOes de vao.

Substituindo em (B.20) obtemos a expresséo seguinte de grande utilidade pratica:

nodais Vao -
RapX1+ ZFJDJZ +ZFﬁXka (822)
i K '
= S S

Como o segundo termo da equacdo (B.22) representa o trabalho virtual realizado pelas forcas de

fixacdo, que sdo esforcos internos, designa-se por vezes esse termo como trabalho virtual interno.

Trata-se de uma designacdo de certa forma abusiva, mas que é adoptada muitas vezes na pratica.

Na verdade o trabalho referido é externo (mas negativo) pois representa o produto das forcas de vao
pelo deslocamento virtual do ponto de aplicacdo dessas forcas. O trabalho interno seria dado pelo 2°
termo da expressdo (B.19) que, como ja se viu antes, é nulo quando os deslocamentos impostos sdo
"segundo” uma reaccdo de apoio. Por oposicdo a designacdo adoptada para o segundo termo da

expressao (B.22), nomeia-se o primeiro termo como trabalho virtual externo. Atendendo ao exposto

neste paragrafo e salvaguardando o rigor de linguagem, podemos adoptar a seguinte igualdade e

designacdes:
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Wext = Wint ¥ (B.23)
nodais
Wey = Rap x1+ 3 Fj Dj (B.24)
i
. vao
Wint = > Ffixk Dy 5 (B.25)
” '
% G

EXEMPLO B.3
Para a viga da figura B.4 calcule a reacgéo vertical do apoio B em funcdo da coordenada de posicao
x da carga pontual P.
Resolucéo:
Comeca-se por substituir o apoio fixo B por um outro deslizante vertical e sujeito a forca

reactiva Ryp,.

Desenha-se novamente a estrutura a qual se impde um deslocamento unitario virtual no sentido

de Ry, obtendo-se o "diagrama™ de deslocamentos e deformagdes virtuais (figura B.4.b)).

ap

Verificamos que as barras apenas

apresentam deslocamentos de corpo rigido.

-
I A
Como ndo se deformam (ndo ha variagdo de A A j”ﬂ& ©
=7
curvaturas) o trabalho interno respeitante ao K F—— b i a: St
[z C
segundo termo da expressdo (B.19) é nulo, (b)

reduzindo-se a expressao (B.20).
A deformada da estrutura é n(x):

- para X < a+b : n(x) = (c+d)*(x-a)/(b*d)

- para X > a+b : n(x) = (a+b+c+d-x)/d

Figura B.4

O trabalho exterior realizado por P vale P*(-n(x)) e o realizado por R,y vale Ryp*(1). Logo de
(B.20) vem: Rap™1 + P*(-n(x))=0 = Rap = P*n(x)
Chama-se a atencdo que a fungédo n(x) da deformada da estrutura é correntemente conhecida por

"linha de influéncia da reaccédo horizontal, Rap™ Ela representa a reaccdo vertical no apoio em

funcédo da posicdo x de uma carga unitaria P.
Um problema semelhante é o da seguinte estrutura da figura B.5 na qual se pretende calcular a
reaccao horizontal no apoio direito. Repare-se que nestes dois exemplos a libertacdo de apoio torna

a estrutura num mecanismo (ou hipostatica) com um grau de liberdade.
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i

Deslocamentos virtuais

—————

Rap=?

Figura B.5 - Reaccao de apoio Ry, em funcéo da posicao da carga P.
EXEMPLO B.4
Calcule a reaccdo vertical no apoio direito da seguinte barra encastrada - encastrada sujeita a
carga distribuida p e forca pontual F. (figura B.6)
Resolucéo:

Substituimos o encastramento por um apoio deslizante vertical e colocamos uma forca Rap de

baixo para cima, que sendo uma reaccao esta em equilibio comas cargas p e F.

P f i
r r~
AR AR
3 S=¢
4 =" 4O
. o8L LJ_R"“” =t Ras
LIy

Diagrama virtual

—x

d
=
[

Figura B.6
Logo néo ha desiueariieinu verucar rear neste dpuUIU. E Styulud Hpue-se ulll ussivtamento vertical

virtual e desenhamos a deformada virtual da estrutura, vy,(X), que se expressa por:

vy (X) :%x2 —% x3 (equacdo da linha elastica).

Recorrendo a (B.19):

Rap *1+F*(-vy(0.8*L))+ I(I;p*(—vv(x))dx = ZM(X) *E'\I/Id“ 09 4

O trabalho realizado por Ry, € Ryp*1. O realizado pelas cargas aplicadas € negativo pois o sentido
destas é contréario ao do deslocamento dos seus pontos de aplicagdo. O somatorio XF;D; esta

expandido como se explica na expressao (B.5). Podera constatar que o integral do segundo termo é
nulo porque o apoio ndo tem deslocamento real (como exercicio pode desenvolvé-lo) mais uma vez

a equacao (B.19) se transforma na (B.20).
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Da igualdade anterior obtemos:
L
Rap *1:+F*(%(O.8L)2 —%(o.sL)3)1+ jp*(ix2 — 233 dx=0 = R,p =0.896*F+0.5*p*L
2 2 3 p
L L 0 L L
Corolério:
Numa estrutura cinematicamente determinada, a qual se imp6s um deslocamento virtual no
sentido de um dos seus graus de liberdade cinematica, o trabalho efectuado pelas cargas de véo é
igual ao valor simétrico do trabalho efectuado pelas forcas de fixacdo das cargas de vao.

A barra do Exemplo B.4 é cinematicamente determinada. O trabalho efectuado pelas forcas de vao

é como vimos:

F*(—VV(O.SL))+Tp*(—vv(x))dx = —[0.896*F+0.5*p*L]
0

tF

b
CT 1T TV V4

f () F

Ma VA B My
V,=0.5pL +0.104 F , Vg=0.5pL + 0.896 F
Ma=pL2/12 + 0.032 FL, Mg=pL?%/12 + 0.128 FL

Figura B.7

Se substituirmos as cargas de vé@o pelas correspondentes forcas de fixacdo (ver figura B.7), o
trabalho por elas realizado durante 0 mesmo deslocamento virtual é:

0.896F * (+1) + 0.5pL * (+1) que, como se constata, & o simétrico do resultado anterior.

EXEMPLO B.5

Determine a reaccao horizontal em C.

Estrutura Original Forcas de Fixacdo+Cargas Nodais
P ur_l._l_b_f_q
q LEEVUIT ¢ ) L L
— =2 (p——)
B R A
et B 2
F F/2
F
—
- fiz
Figura B.8.(a) .;’;'.%k 2
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Wext = Rap x 1+ Q x (-1)

Deformada Virtual

F . Fh 12 |
Wi, = 2 XL+~ X0+ I‘i—zxox[z]Jr %XOX[Z]

De B.22 vem Wey; = Wiyt = Rap = ra Q Figura B.8(c)

EXEMPLO B.6

Qual o valor da forga de fixagdo K54 quando se impde 6=1 ?

Estrutura Fundamental - 1° Modo Forcas de Fixacdo (do 1° Modo) Deformada Virtual

Figura B.9

1° - Obter os esfor¢os de fixacdo associados a rotacdo imposta 6=1 (figura B.9. (b))
2° - Impor a estrutura fundamental um deslocamento virtual unitario no sentido de K,; ((figura B.9.

(©)
30- Wext = K21 X1+ Kll X0

Wint = §X1+@X£X(—1) +@X£x(+l) + 4E| X0+ 2E| X0+ 3El X0
12 122 2 2 L 3 3
40-  Wext=Wint = K21:3_EzI
L
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B.2.2.- Demonstracdo do PTV

A demonstracdo do PTV pode ser efectuado a partir da demonstracéo do PDV ou do PFV porque
estes métodos sdo em tudo semelhantes (em estruturas com comportamento elastico linear)
diferindo na escolha do sistema virtual, ou seja, forma como se apresenta o PTV. Por ser mais
compreensivel apresentamos a demonstracao do PFV (traducédo e adaptacéao de [2]).

.. Consideremos uma estrutura linear elastica sujeita a um sistema de forgas reais Fq, F, ,..., Fy,

causando esforcos N, M, V e T em qualquer seccdo. As forcas foram aplicadas gradualmente a
medida que se manifestavam deslocamentos D; e deformacBes. O trabalho externo é igual ao

trabalho interno (ou energia de deformagdo elastica-(ver 3.15)):

L N2 L pg2 2 L2
zF D; =11N—d EJM—d j Y+ L a-u  (822)
20EA 20El 2 0GA; 29GJ

Suponha que enquanto as forgas Fj eram aplicadas ja existia uma forca virtual Qj actuando na
coordenada j. Esta forca induz em qualquer secgao esfor¢cos N, Mq;,Vgj e Tq;. O trabalho externo

e interno total (real+virtual) durante a aplicagéo das forgas F; é:

1 1|L N M2 L /2 L2
ZYFRD;+Q;D; == f—dx o ™™ Y o [
2 2| 0EA 0 El 0 GA, 0 GJ
(B.23)
LN QJ *M *\V *T
+| [ dx+j dx+j dx+j dx
0 El 0 G 0 GJ

A segunda parcela de cada terno representa o trabalho devido a forca Q; cujo valor € constante
enquanto o seu ponto de aplicagdo se desloca, devido a actuagéo do sistema de cargas F;.

Subtraindo (B.22) a (B.23) obtém-se:

LN *N Mqj*M Vi *V 0™ T
= x+j dx+j dx +j dx (B.24)
o EA o EI o GA 0 GJ

Para calcular a flecha em qualquer ponto e direcgéo j devido as forgas F; divide-se a expresséo

(B.24) por Qj obtendo-se:

dx (B.25)
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Noj Moj Voi T
ﬂ, My :ﬂ, Vi SR R Ty = ﬂ, os esforgos virtuais
Qj Qj Qj Qj

devido a uma carga unitaria. Verificamos que a expressdo (B.25) € a mesma que a (B.13) e ainda

com: Nuj =

que o Unico trabalho remanescente € o relativo a forca virtual unitéria.

B.3- Teorema do Deslocamento Reciproco ou de Maxwell

E aplicavel a estruturas com comportamento elastico linear e quando os deslocamentos sio
pequenos.
Enunciado: A flecha em A causada por uma carga em B é igual a flecha em B quando a mesma

carga € aplicada em A,

!P lP lP

L N N R T
‘“—'1855 N %ab:&— | Sab
©) (b) (©)

Figura B.10
Numa viga assinalem-se dois pontos A e B. Imagine-se de seguida esta sequéncia de
acontecimentos:
1°a) E aplicada estaticamente uma carga P em A, observando-se os deslocamentos

respectivamente em A e B de valor 555 € dpg, € realiza-se o trabalho armazenado como energia de

deformacdo, U:

U=%P*8aa

1°.b) E agora acrescentada uma carga em B de valor P. Os aumentos de flecha respectivamente

em A e B devidos a accdo isolada desta nova carga P sdo dpz € dpp. Ha um aumento de energia

interna que é:
1
U= P*Sab +§ P*gbb
sendo a 1?2 parcela devido a carga P que actua em A ao deslocar-se agora d5p € a segunda devido a

carga P (nova carga) que actua em B, responsavel pelo acréscimo de deformacdes na viga.
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A energia total acumulada sera a soma: U = % P*8aa +P*d4p +% P*3pp (B.26)

2°) Vamos supor que as duas cargas P s&o aplicadas em A e B estaticamente e em simultaneo. A

flecha total sob A sera 535+33p € em B sera dpp+0pa. A energia interna total é:

UZ%P*(Saa +8ab)+%P*(8ba +6bb) (B.27)

Igualando (B.26) a (B.27) obtemos o seguinte resultado (B.28) que demonstra o teorema.
5ah=Sha (B.28)

B.4- Teorema do Trabalho Reciproco ou de Betty

E uma generalizagdo do teorema o anterior sendo aplicavel a estruturas com comportamento
elastico linear com pequenos deslocamentos (analise de 12 ordem).

Imagine-se um corpo elastico no qual se identificam dois conjuntos de cargas Py, Py, ..., Pn e Qq,
Qo, ..., Q- As cargas P; causam deslocamentos na direccdo de P; designados por dp;j € na direcc¢éo
de Q; designados por dq;. por outro lado as cargas Q; causam deslocamentos na direccao de Pj

designados por &'pj e na direccéo de Qj designados por 8'Qj-

lﬁ {z {?41. {81 le Jﬁm

Spr
/2%,

Figura B.11

Vamos aplicar estes conjuntos de cargas na mesma sequéncia que na secc¢édo B.3.

1°a) Aplicamos o sistema de carga P;. A energia de deformagéo eé:

1 1
Ua :EP]'SP]' +...+§Pn8pn

1°b) Acrescentamos o segundo sistema de cargas Q j A energia de deformacdo é:

- 1 1 1 1 ]
Up =P18 p1te.+Pndpn +2Q18'qr++ - Qmd'om

A energia total €
U=U, + Uy (B.29)
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2°) Aplicamos agora o0s dois sistemas em simultaneo. A energia total de deformacéo é:
1 . 1 . 1 : 1 .
U IEP]_(SPJ_ +90 P1 )+...+§ Pn (6pn +0 Pn )+EQ1(8Q1 +0 Q1 )+...+§Qm (SQm +0 Qm ) (830)

Igualando as energias obtemos:

P18'p1+...+ Pnslpn = Q16Q1 +...+Qm8Qm

n m
2Pi8'p =2 Qjdq; (B.31)
[ j

Podendo-se enunciar o Teorema do Trabalho Reciproco:

O trabalho realizado pelas forgas no primeiro estado de carregamento, quando elas se movem
ao longo dos deslocamentos do segundo estado de carregamento, é igual ao trabalho que seria
realizado pelas for¢as no segundo estado de carregamento, quando elas se movem ao longo dos

deslocamentos correspondentes ao primeiro estado de carregamento.
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