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Operadores de Yang-Baxter e a Categoria dos Emaranhados 

Introdução 

Todos nós conhecemos o famoso truque do prestidigitador: mostra uma corda com um 

grande nó no meio e de repente puxa as duas pontas da corda cada uma para o seu 

lado e o nó desaparece misteriosamente. Se pensarmos dois segundos percebemos que a 

admiração dos espectadores vem do facto do homem - normalmente são homens que fazem 

este truque - não largar as pontas da corda enquanto a desemaranha. O prestidigitador 
também não utiliza uma faca, como Alexandre Magno fez para resolver o problema do nó 

de Górdias. Estes dois reparos são importantes porque explicam a essência das regras que 

regem a teoria dos nós. Quando um matemático fala de um no quer dizer um no numa 

corda com as duas pontas atadas e as manipulações permitidas não envolvem cortes da 

corda. O problema que estuda um teórico de nós tem a ver com a imagem enganadora 

dos nós. Procura saber quando dois nós, possivelmente com aparências completamente 

diferentes, podem ser obtidos um do outro através de manipulações. Ou seja, o teórico de 

nós quer saber se o prestidigitador vai conseguir desemaranhar o nó ou não, antes deste 

esticar a corda. 

Muitas tentativas têm sido feitas ao longo dos últimos dez anos para resolver este prob- 

lema. Podemos desiludir imediatamente o leitor ao dizer que nenhuma destas "soluções" 

é satisfatória. As soluções que associam um número a cada nó não os distinguem per- 

feitamente; há sempre dois nós diferentes que não podem ser obtidos um do outro através 

das manipulações permitidas e vão ter o mesmo número. Outras soluções são perfeitas no 

sentido de distinguirem os nós todos uns dos outros, mas ou não há nenhum algoritmo para 

calcular os objectos matemáticos associados aos nós, ou o algoritmo é tão complicado que 

há dezenas de pessoas a trabalhar numa teoria própria sobre os ingredientes matemáticos 

envolvidos. De qualquer maneira continua a haver muitas perguntas interessantes para 
estudar na teoria de nós. 

O tópico em que o autor se concentra neste trabalho é o das novas estruturas algébricas 

que surgiram com a aplicação à teoria dos nós de soluções de certas equações matriciais, as 
equações de Yang-Baxter, oriundas da mecânica estatística e da teoria dos modelos com- 

pletamente integráveis na física. Estas soluções são as chamadas R-matrizes (R-matrices). 

A razão destas R-matrizes serem interessantes para a teoria de nós vem do facto delas se 

"portarem" como os cruzamentos dos nós sob certas manipulações. O autor deste trabalho 

é algebrista "puro sangue", portanto percebe muito pouco de física, logo não exige nenhum 

conhecimento prévio ao leitor. O que interessa aqui é o formalismo algébrico desenvolvido 

por matemáticos como Freyd e Yetter [12,35], Joyal e Street [17], Turaev [30,32,33] e 

Reshetikhin[30]. A questão é simples: 

Dada uma R-matriz, será possível construir um invariante de nós a partir dela e, se for, 

o que é que precisamos mais para a construção? 

Este problema foi quase resolvido por Turaev em [32,33]. O que falta, no entanto, é um 
algoritmo que possibilite a qualquer pessoa responder a esta pergunta para uma R-matriz 

concreta em, digamos, cinco minutos (se calhar com a ajuda de um computador). Neste 

trabalho mostramos um algoritmo que segue directamente de uma leitura atenta de [33]. 
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1. Nós, enlaces, tranças e emaranhados 

A seguinte definição é a formalização dos nós que discutimos na introdução. 

Definição 1.1. Um enlace (link) é a reunião disjunta em R3 de um número finito de 

subvariedades difeorrnorfas ao círculo S1. Um nó (knot) é um enlace com apenas uma 

componente conexa. 

Dizemos que um enlace é orientado se cada um dos nós que formam o enlace é orientado. 

Neste trabalho um enlace quer dizer sempre um enlace orientado. Todos os resultados neste 

trabalho são válidos para enlaces, mas muitas vezes só falamos de nós, por conveniência. 

O "jogo" só começa com as manipulações que admitimos. Neste trabalho admitimos só 

isotopias de ambiente (ambient isotopies). 

Definição 1.2. Sejam L e L' dois enlaces. Uma isotopia de ambiente de L em L' é uma 

função contínua íí: R3 x [0,1] —> R3 tal que 

1) //(•, í): R3 —> R3 é um difeornorfismo para todo o í G [0,1], 

2) //(•,()) = ^R3» 

3) H{L, 1) = L'. 

A isotopia preserva a orientação se ií(*, í) é um homeomorfismo que preserva a orientação 

de cada uma das componentes do enlace. Neste trabalho uma isotopia quer dizer sempre 

uma isotopia de ambiente orientada. É óbvio que a relação de isotopia de ambiente de 

enlaces é uma relação de equivalência. Dizemos que dois enlaces são isotópicos se pertencem 

à mesma classe de equivalência. 

O problema com esta relação de equivalência é ser extremamente dificil indicar uma 
isotopia concreta entre dois nós isotópicos em geral. O que se faz habitualmente é desenhar 

os nós num papel, portanto faz-se uma projecção no plano, e depois mostra-se, mais ou 

menos, como é que se pode tranformar um nó no outro através de manipulações que 

correspondem a isotopias em R3. Ainda mais difícil é mostrar que dois nós, ou enlaces, 

não são isotópicos. Em 1926 Reidemeister [28] teve urna ideia luminosa e formalizou a ideia 

dos desenhos. Ele usou o facto de haver sempre um plano em que se pode projectar o nó 

de maneira que a projecção só tem um número finito de singularidades e um número finito 

de intersecções, que são todas intersecções transversais de dois arcos do nó, os cruzamentos 

(crossings). Depois estudou a transformação destes cruzamentos sob a acção das isotopias 

e notou que só havia três transformações básicas, os chamados movimentos de Reidemeister 

(Reidemeister moves). 

Definição 1.3. Um enlace está em posição geral relativamente ao plano R2 x {0} se a 

função tt: L —> R2 x {()}, tal que 7r(x, y, z) = (x, y), tem as seguintes propriedades: 
1) zff:{tt- 1 (x, y)} <2, para todos x, y G 7r(L), 

2) As intersecções, i.e. os pontos {x,y) com ■K~1{x,y) = 2, são todas transversais, 

3) O número de intersecções é finito, 

4) tt é uma imersão. 

As intersecções são os chamados cruzamentos. Dos dois arcos que se cruzam num cruza- 

mento, o arco mais longe do plano de projecção chama-se arco de sobrecruzamento (over- 

crossing) e o outro chama-se arco de subcruzamento (undercrossing). Para não perder 
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Figura 1.1. O trevo (trefoil) 

informação topológica essencial do enlace L distinguimos os arcos de sobrecruzamento dos 

de subcruzamento de maneira habitual (veja fig. 1.1) na projecção ^(L). 

Uma projecção destas, com a informação dos sobrecruzamentos e subcruzamentos incluida, 

chama-se um diagrama de enlace (link diagram). Um resultado clássico que há sempre uma 
transformação linear de R3 que permite colocar um enlace em posição geral relativamente 

ao plano R2 x {0} e, a menos de isotopia em R3, um diagrama de enlace em R2 determina 

um único enlace em posição geral em R3 (ver por exemplo [6,28]). Temos agora que 
"transportar" a relação de equivalência entre enlaces em R3 para diagramas de enlaces em 

R2. 

Definição 1.4. Um diagrama de enlace D, em R2, diz-se em posição geral se a função 

altura h:D R, definida por h(x:y) = y, tem apenas um número finito de máximos e 

mínimos locais e, entre esses e os cruzamentos de D, não há dois que correspondem ao 

mesmo valor de h. 

É óbvio que é sempre possível colocar um diagrama de enlace em posição geral com um 

difeomorfismo de R2, puxando os "pontos críticos" de h para cima e para baixo até terem 

alturas diferentes. A razão de querermos pôr os diagramas em posição geral é que isso nos 

permite "cortar" o diagrama entre os extremos locais e os cruzamentos e assim estudar 

a alteração dos "pedaços elementares" que constituem o diagrama sob uma isotopia. O 

próximo teorema é o famoso resultado de Reidemeister. 

Teorema 1.5. Dois diagramas de enlace em posição geral correspondem a enlaces isotó- 

picos se e só se um pode ser obtido do outro através de uma isotopia de diagramas e/ou 

um número finito de movimentos de Reidemeister 1,11 e III (veja hg. 1.2). 

Como consideramos enlaces orientados cada desenho representa um número de movimentos 

semelhantes onde os arcos são orientados de todas as maneiras possíveis. 

Daqui por diante neste trabalho falamos só de enlaces embora muitas vezes estejamos 

a falar de diagramas de enlace na verdade. Utilizando o teorema de Reidemeister identifi- 

camos um enlace com um diagrama de enlace em posição geral que o represente. 

O teorema de Reidemeister permite-nos construir vários invariantes de enlaces de uma 

maneira bastante elementar. Basicamente é uma questão de associar um número a cada 

diagrama de enlace e garantir que este número fique invariante sob os movimentos de 
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"D 

11 

III 

Figui'a 1.2. Os movimentos de Reidemeister 

Reidemeister. Um exemplo de um número invariante sob os movimentos de Reidemeister 

II e III é a contorção(writhe), que vamos definimos agora. 

Definição 1.6. Considere um enlace L. Damos um sinal e{P) a cada cruzamento P como 

na figura 1.3. A contorção W{L) de L é o número inteiro definido por 

w (L)= Y, <L)' 

rec{L) 

onde C(L) é o conjunto de todos os cruzamentos de L. 

£(c)=-1 £(c)= 1 

Figura 1.3 

Verifica-se facilmente que a contorção é invariante sob os movimentos de Reidemeister 

II e III, mas não é invariante sob o movimento I. Um invariante que respeita todos 

os movimentos de Reidemeister é o invariante que iniciou a nova era na teoria de nós, 
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o célebre polinómio de Jones (Jones polynomial). Este invariante de nós é a aplicação 

J: {enlaces} Z[ç,9-1] que satisfaz: 

a) J{K) = J{K') seK~K': 

b) J{U) = 1, 

c) q2J{K+) — q 2J{K-) = {q-q 

em que U é o nó trivial e {K+,K_,K0) é um triplo de nós que são iguais a menos da 

vizinhança de um cruzamento (ver fig. 1.4). 

a) b) c) 

Figura 1.4. a) K+: b) K_, c) Kq 

Note-se que estas propriedades provam a unicidade de J. É fácil generalizar este invariante 

para enlaces impondo a condição 

Jiud) = 1, 

onde Ud é o enlace trivial com d componentes conexas. Oficialmente isto não é o polinómio 

de Jones, mas é uma renormalização. A dificuldade que surge nesta definição é a demon- 

stração da existência de ,7. E preciso construir este "polinómio", que é um polinómio de 

Laurent em q e g_1 para qualquer nó. Adiamos esta construção do polinómio de Jones 

para o penúltimo capítulo, onde também damos uma construção do famoso polinómio de 

HOMFLY (HOMFLY-polynomial), que é uma generalização do polinómio de Jones. E a 

aplicação 77: {enlaces} -Y Z[:r, rc-1, ?/, ?/_1] tal que 

a) 77(70 = 77(7^) se K ~ K', 

b) 77(7/) - 1, 

c) xH[K+) + x-lH{K.) = 2/77(70). 

O polinómio de Jones foi inventado por Jones [16] era 1984 e provocou um grande 

entusiasmo entre os matemáticos interessados na teoria de nós. O entusiasmo era devido ao 

facto deste invariante ter propriedades bastante diferentes dos outros invariantes existentes 

naquela altura, como por exemplo o polinómio de Alexander (ver [1]). Além disso a 

construção de Jones sugeria uma relação profunda entre R-matnzes e invariantes de nós. 

Definição 1.7. Urna R-matriz é urn autornorfismo R 6 Aut{V onde V é um espaço 

vectorial de dimensão finita sobre um corpo F com característica 0 satisfazendo a equação 

de Yang-Baxter em V <3 V 

R12R13R23 = 7^23^-13^12. 

5 
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Rij significa que R actua só nos factores i e j deixando o outro factor igual. Esta equação 

aparece no trabalho de C.N. Yang e R.J. Baxter (ver [4,34]) e desempenha um papel 

fundamental na teoria de sistemas quânticos completamente integráveis e na teoria da 

mecânica quântica estatística. A importância destas R-matrizes para a teoria de nós é 

fácil de compreender e foi essencialmente descoberta por Jones em [16]. Considerando 

só o movimento de Reidemeister III obtemos uma equação parecida com a equação na 

definição 1.7. Associamos um automorfismo a a um cruzamento com sinal positivo e a-1 a 

um cruzamento com sinal negativo e multiplicamos os automorfismos de baixo para cima. 

Esta equação é 

<Jl20'23^12 — 0'230'120'23- 

As soluções desta equação chamam-se operadores de Yang-Baxter (Y-D operators). A 

relação com as R-matrizes é fácil de exprimir. Seja P a matriz de permutação dos factores 

em F (g) R, i.e. P^J = Então R é uma R-matriz se e só se PR e RP são operadores 

de Yang-Baxter. Isto sugere que certas R-matrizes podem ser utilizadas para a construção 

de invariantes de nós. O primeiro a mostrar uma maneira de o fazer foi Turaev [32]. 

Num artigo posterior [33] generalizou a sua construção identificando melhor as estruturas 

algébricas que definem a ligação entre a teoria de nós e as R-matrizes. Para explicar esta 

ligação temos que introduzir a noção de emaranhados (tangles). 

Definição 1.8. Sejam k e l dois números inteiros não negativos. Um emaranhado L 

do tipo (k,l) é a reunião disjunta de um número finito de subvariedades de R2 x [0,1] 

difeornorfas com o intervalo [0,1] tal que o bordo de L satisfaça 

dL = Ln (R2 x {0,1}) = {[k] x {0} x {0}) U ([/] x {0} x {1}). 

([n] designa o conjunto {1,2,..., n} para qualquer número inteiro não negativo.) 

J 

Figura 1.5. Um emaranhado 

Os emaranhados do tipo (0, 0) são precisamente os enlaces. Um emaranhado chama-se 

orientado quando as subvariedades que o definem são orientados. Daqui por diante todos 

os emaranhados neste trabalho são orientados. E fácil generalizar a noção de isotopia de 

ambiente para emaranhados. Dizemos também que um emaranhado está em posição geral 
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relativamente a R x [0,1] se tt; R2 x [0,1] —>• R x [0,1] satisfaz as mesmas condições que 

no caso dos enlaces e 

dir^L) = ([fc] x {0}) U {[l] x {0}). 

Também existe a generalização do teorema de Reidemeister em termos de diagramas de 
emaranhados. Daqui por diante quando falamos de emaranhados não especificamos se 

estamos a falar de emaranhados mesmo ou de diagramas de emaranhados. O contexto não 

deve deixar dúvidas sobre a interpretação. A vantagem dos emaranhados sobre enlaces 

é que formam uma categoria em termos matemáticos. Isso permite-nos analisar as suas 

propriedades em termos algébricos. Antes de definir esta categoria devemos dizer que houve 

dois matemáticos que tiveram esta ideia independentemente um do outro. Já mencionámos 

Turaev, cujos resultados em [33] vamos utilizar neste trabalho. O outro matemático que 

teve a ideia dos emaranhados foi Yetter. Em [35] ele define emaranhados pela primeira vez 

e em [11] Freyd e Yetter obtém resultados que também aparecem no trabalho de Turaev. 

A razão do autor utilizar os resultados de Turaev e não os de Yetter é simples. Quando o 

autor começou a a trabalhar neste assunto não tinha os artigos de Yetter. De resto Yetter 

nunca publicou resultados que expliquem que tipo de operadores de Yang-Baxter induzem 

invariantes de enlaces. Ele limitou-se a indicar as estruturas algébricas importantes sem 

dar um algoritmo. Turaev preocupou-se com este problema em [32,33] e consequentemente 

utilizamos os seus resultados neste trabalho. 

Vamos definir agora a categoria dos emaranhados orientados £. 

Definição 1.9. Os objectos de S são sequências finitas e = (ei,..., en} em que ei = ±1. 

Um morfismo entre e = {ei,...,6n} e C = é uma classe de equivalência 

de emaranhados orientados do tipo (n,m). Tanto em cima como em baixo, uma ponta 

de um fio (strand) é associada a +1 quando o fio é orientado para baixo nessa ponta e 

a —1 quando é orientado para cima. Note-se que n não precisa de ser igual a m. A 

sequência vazia também é considerada um objecto de T e os endomorfisrnos deste objecto 
são as classes de equivalência de enlaces. A composição de dois morfismos f e g com 

alvo(g) = fonte(f) é obtida pondo f em cima de g. Portanto "lemos" os emaranhados de 

baixo para cima. A identidade em e = {ei,..., en} é o emaranhado trivial com n fios soltos 

orientados conforme os Cj. 

Mais tarde (cap. 5) mostraremos a vantagem desta interpretação dos emaranhados. 

Só damos o teorema do Turaev no capítulo 5 porque falta ainda introduzir muita ter- 

minologia de estruturas algébricas nas categorias que estudamos. No entanto preferimos 

dar alternadamente definições e resultados parciais que envolvem estas definições em vez de 

dar uma lista sem fim de conceitos novos logo no princípio. Nesta linha de pensamento va- 

mos estudar primeiro os conceitos algébricos que aparecem no estudo de uma subcategoria 

de £. Esta subcategoria é formada pelas tranças (braids). 

Definição 1.10. Uma trança do tipo n é um emaranhado L do tipo (n, n) com aivo(L) = 

fonte{L) = (+,..., +). O conjunto dos objectos de T é portanto o conjunto dos números 

inteiros não negativos. Por definição a única trança do tipo 0 é o emaranhado vazio. 

A categoria das tranças T é a seguinte. 

7 
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Figura 1.6. Uma trança 

Definição 1.11. A categoria T é a subcategoria de 8 com os números inteiros não nega- 

tivos como objectos. Um endomoríisrno de n é uma classe de equivalência de tranças com 

n fios. Não há morfismos entre dois números diferentes. 

No primeiro artigo sobre a relação de R-matrizes e invariantes de enlaces [32] Turaev 

não utilizou emaranhados mas tranças. Neste artigo Turaev utilizou a relação entre tranças 

e enlaces que é baseada no conceito do fecho (closure) de uma trança. Seja a uma trança 

com n fios. Então o fecho ã de a é por definição o enlace obtido por fechar a como na 

Há dois teoremas que mostram a relação entre tranças fechadas e enlaces. 

Teorema 1.12. (Alexander, [1]) Seja L um enlace qualquer. Então existe sempre uma 

trança a da maneira que o enlace cr seja isotópico com L. 

Para compreender a relação entre tranças fechadas e enlaces, temos que estudar a relação de 

equivalência que a isotopia de ambiente nos enlaces induz no conjunto das tranças fechadas. 
Sejam per tranças com o mesmo número de fios. E fácil ver que rfh—1 é isotópico como 

enlace com (3 através de vários movimentos de Reidemeister II (ver hg. 1.8). Chamamos 

a t(3t~1 a trança conjugada de (3 por r. Outras operações que não alteram a classe 

de isotopia do fecho de uma trança [3 são os chamados movimentos de Markov (Markov 

moves). Seja Gi = X+ ^®(n-1-d) quer dizer j fios soltos orientados para 

fig. 1.7. 

Figura 1.7. O fecho de uma trança, a 
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baixo, e para a definição de X+ ver fig. 3.1). Se /3 tem n fios, então podemos mostrar que 

0 fecho de /Sa^1 é isotópico como enlace com /3 através de um movimento de Reidemeister 
1 (ver fig. 1.9). O seguinte teorema de Markov mostra que estas operações bastam para 

obter a desejada relação de equivalência. 

Teorema 1.13. (Markov, [5,6,19]) Sejam di e duas tranças. Então õq é isotópico com 

se e só se oq pode ser obtido por <72 por um número finito das seguintes operações: 

1) isotopias de tranças (correspondentes a rnov. de Reidemeister III), 

2) conjugação por uma trança (correspondentes a rnov. de Reidemeister II), 

3) movimentos de Markov (correspondentes a mov. de Reidemeister I). 

Figura 1.8. Conjugação por uma trança, t/3t 1 = /3 

Figura 1.9. Um movimento de Markov, /3(Jn1 = (3 

Para a ideia da prova do teorema 1.12 ver [19], para uma prova rigorosa ver [5,6]. Para 

uma prova do teorema 1.13 ver [5]. 
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2. Categorias entrançadas 

Supõe-se conhecida a noção de categoria, de functor entre duas categorias e de equivalência 

de duas categorias. Do nosso ponto de vista no entanto uma categoria em geral não tem 

estrutura suficiente. O leitor pode pensar no exemplo de um algebrista que não quer 

estudar conjuntos em geral mas sim aqueles que têm uma estrutura algébrica específica. No 

nosso caso queremos uma estrutura categórica análoga à estrutura algébrica de monoide. 

Definição 2.1. Uma categoria C chama-se monoidal se existe um functor (£): C x C —> C 

e um objecto I em C tais que 

(M ® N) ® L = M ® {N ® L) 

e 

I®M = M®I = M 

para todos os objectos M, N e L de C. 

Quando existem tal functor e tal objecto chama-se produto tensorial a (g) e objecto unidade 

ou simplesmente unidade a I. Note-se que /, se existe, é único. Normahnente a este 

tipo de categorias chama-se categorias monoidais estritas. Em geral pode se substituir as 

igualdades em cima por isomorfismos que por sua vez têm que satisfazer outras igualdades. 

No entanto Mac Lane [24] prova que qualquer categoria monoidal é equivalente a uma 

categoria monoidal estrita. Com esta equivalência podemos tratar isomorfismos canónicos, 

que definem a associatividade e a unidade como no exemplo a seguir, como igualdades. 

Exemplo 2.2. O exemplo mais evidente de urna categoria monoidal é a categoria de 

espaços vectoriais de dimensão finita sobre um corpo F, VecÉF com o produto tensorial 

normal e unidade F. 

Em vez de espaços vectoriais em geral também se pode considerar a categoria H-mod 

de módulos de dimensão finita de uma álgebra H. Só que neste caso não sabemos definir 

o produto tensorial entre dois módulos M e N em H-mod. Podemos tomar o produto 

tensorial dos espaços vectoriais M e iV, mas não sabemos definir a acção de H em M(g)N. 

Para isso temos que introduzir a noção de co-produto. 

Exemplo 2.3. Uma bi-álgebra II sobre F é uma algebra sobre F com unidade 1 que além 

do produto tem um co-produto, que é um homomorfismo de álgebras A:H —> H <S>H, 

e uma co-unidade, que é outro homomorfismo de álgebras e: II —> F que satisfazem as 

seguintes regras: 

(A ® id) A = (id C A) A 

(e (8) id) A = (id 0 e) A = id. 

A primeira regra chama-se co-associatividade e a segunda chama-se co-unicidade. Se pomos 

= S ^(i) C)X(2), então é fácil ver que a categoria de módulos de dimensão finita sobre 
H se torna numa categoria monoidal com a acção t> de H em M 0 TV definida por 

x > (rn 0n) = > m 0 x^) > n. 

A associatividade do produto tensorial é assegurado pela co-associatividade do co-produto 

de H. 

Exemplos de bi-álgebras não são difíceis de encontrar. 

10 



Operadores de Yang-Baxter e a Categoria dos Emaranhados 

Exemplo 2.4. A álgebra F[G] de um grupo finito G é naturalmente uma bi-álgebra com 

co-produto A(g) = g®g e co-unidade e{g) = 1 para todos osg eG. A dual de F[G], gerada 

pelas funções características em G, também é uma bi-álgebra, como aliás é sempre o caso da 

dual de uma bi-álgebra de dimensão finita. A estrutura de bi-álgebra é definida de seguinte 

maneira: produto ôgôh = ô9
hôg, unidade T,geGô9' co-produto A(ôg) = Eki=9

ôk ® h e co- 

unidade e(Óg) = ó-}. 

Exemplo 2.5. A álgebra envolvente universal U{G) de uma algebra de lie Ç também é 

uma bi-álgebra com co-produto A{x) = l®x + x®l e co-unidade e(x) = 0 para todo o 

x (E Ç. 

Uma categoria monoidal extremamente importante, pelo menos neste trabalho, é a cate- 
goria das tranças T. Veremos que esta categoria nos permite interpretar as propriedades 
topológicas de enlaces em termos algébricos, embora numa versão categórica. No primeiro 

parágrafo explicámos gráficamente as tranças e mostrámos como é que formam uma cate- 

goria. Vamos definimos a estrutura monoidal de T. 

Exemplo 2.6. Para definir a estrutura monoidal temos que definir o produto tensorial 

nos objectos e nos morfismos. Se rn e n são dois objectos em T o seu produto tensorial é 
m®n = rn + n e o produto tensorial f ® g de dois morfismos f G End(n) e g e End(m) 

obtem-se pondo g ao lado direito de f. O objecto unidade é o 0. 

Note que esta definição não é algébrica porque os morfismos continuam a ser objectos 

topológicos. Mais tarde vamos ter que definir T de uma maneira estritamente algébrica 

e o resultado mais importante, obtido por Turaev em [33] e Shum em [31], é que as duas 

definições são equivalentes. Também existe a noção de functor monoidal, que é um functor 

F:C —> D de uma categoria monoidal C para uma categoria monoidal D que respeita as 

estruturas monoidais, i.e. F{M ® N) = F{M) O F{N) e F(I) = I. 

A vantagem de toda esta "categorificação" de monoides é que nos oferece mais es- 

truturas possíveis. Por exemplo um mono ide é comutativo ou não é, mas uma categoria 

monoidal também pode ser quase comutativa ( quasi-cornutative), ou seja a falta de co- 

mutatividade às vezes é controlável. Isto porque objectos não idênticos numa categoria 

podem ser isomorfos, o que pode ser considerado uma maneira controlada de serem difer- 

entes. Esta liipótese não existe ao nível de monoides uma vez que dois elementos de um 

mono ide são iguais ou não são. Para definir esta quase cornutatividade temos que recorrer 

à definição de transformação natural (natural transformation). 

Definição 2.7. Dados dois functores F,G:C -Y D define-se uma transformação natural 

(fi: F G como uma família de morfismos {(f)x'-F{X) —> G(A)} em D indexados pelos 

objectos de C que satisfazem 

tvFU) = G{f)<l>x 

para quaisquer X, V G Obj(C) e qualquer f G Hom(X, Y). 

Um isomorfirnso natural é uma transformação natural (j) em que todos os morfismos (f)x 

são isomorfismos. Seja agora riGxC-^CxGo functor que troca a ordem dos factores 

no produto cartesiano, i.e. r{M,N) = (iV, M) e 7"(/, g) = {g, f) para todos os objectos 

M,N e todos os morfismos /, g em C. Então podemos definir a quase cornutatividade de 

seguinte maneira: 
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Definição 2.8. Urna categoria rnonoidal C charna-se quase comutativa se existe urn iso- 

morfismo natural c entre os functores (g) e (g)r, i.e. que existem isomorfismos cm,n-M® 

N N ® M para todos os objectos (M, N) de C x C que satisfazem 

CM',N'if®9) = {fJ® f)cM,N 

para quaisquer (M, N), (M', N') 6 Obj(C X C) e quaisquer f 6 e g 6 
Hom{N,N'). 

Neste trabalho estamos interessados em categorias monoidais quase comutativas especiais, 

chamadas categorias entrançadas (braided categories). 

Definição 2.9. Uma categoria quase comutativa C chama-se entrançada se o isomorfismo 

natural c, a trança em C (braiding), entre os functores (g) e (g) r satisfaz as duas identidades 

triangulares 

cl®m,n = (cl,n ® ® cm,n) 

e 

CL,M®N = (Mm ® CLíN){cL,M ® CN). 

Note-se que há uma diferença entre uma trança (braid) e uma trança numa categoria 

rnonoidal (braiding). No caso de c2 = id a trança chama-se simétrica. O primeiro artigo 

em que surge a definição de uma categoria rnonoidal entrançada é [17]. Só mais tarde 

aparecem as aplicações na teoria de nós em [32,33], [12], [31]. 

Exemplo 2.10. A categoria Vectp é uma categoria rnonoidal simétrica com cm,n = om,n, 

onde cr é definido por 
® n) =n® rn. 

Note que <j não é igual a r porque cr é um isomorfismo natural e t é um functor. 

Exemplo 2.11. A categoria das tranças é também um exemplo de uma categoria en- 

trançada, neste caso não simétrica. A trança é dada na figura 2.1. A prova das propriedades 

na definição 2.9 é gráfica e é dada nas figuras 2.2 e 2.3. 

m 

m n 

Figura 2.1. A trança cm)n 
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Figura 2.2. Cm+nj = (cm}n ® id)(id <g) cn)/) 

Figura 2.3. cm)n-j-i — (id <S> ^77x^1) i.Cn,l ^ 

Falta explicar quando as categorias no exemplo 2.3 são entrançadas. Corno a acção de 

H no produto de dois módulos é dada pelo co-produto em H é lógico que para a categoria 

if-mod ser "quase comutativa" H tenha que ser "quase co-comutativa". 

Definição 2.12. Urna bi-álgebra H chama-se quase co-comutativa se existe um elemento 

invertível H ® H que satisfaz 

Ã{x) = RA{x)R-\ 

onde Ã troca a ordem dos factores no co-produto, i.e. A(a;) = J2X(2) ® x(i)- 

Uma bi-álgebra chama-se co-comutativa se R = 1. Para que a categoria H-mod seja 

verdadeiramente entrançada temos que impôr mais duas condições. 

Definição 2.13. Uma bi-álgebra quase co-comutativa chama-se entrançada se R = ^2sí® 

ti satisfaz as duas seguintes relações: 

(A 0 id)(R) = R13R23 = O sj 0 titj 

e 

(id 0 A){R) = R13R12 = yZ^jSj 0 tj 0 U. 

Neste caso R chama-se a R-rnatriz universal de II. 

O seguinte lema explica o termo "R-rnatriz universal". 
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Lema 2.14. Seja H uma bi-âlgebra entrançada, sendo R a R-matriz universal Então R 

satisfaz 
Rl2Rl3R23 = R23Rl3Rl2- 

Isto mostra que, em qualquer representação de H, a R-matriz um versai mduz uma ver- 
dadeira R-matriz, i.e. uma solução da equação de Yang-Baxter. 

Dem.   

R12R13R23 = ^12((A ® id){R)) = ((A (8) id){R)Ri2 = R23R13R12. 

□ 

Não é difícil provar o seguinte lema. 

Teorema 2.15. Seja H uma bi-álgebra. A categoria rnonoidal Il-rnod é entrançada se 

H é entrançada. No sentido contrario, se H-mod é entrançada e II tem dimensão finita, 

então H é entrançada. 

Dem. Dada uma bi-álgebra entrançada com R-matriz universal R = Y,si®ti define-se a 

trança em H-mod por 

CM,N{m ® n) = vm,n{R {m ®n)) — TXU t> n) (8) {sí t> m). 

A condição na definição 2.12 garante que cm,n é um morfismo em H-mod e é claro que as 

condições que listámos na definição de R-matriz universal implicam que c acima definida 

é realmente uma trança. 
No sentido contrário, se H-mod é entrançada e H tem dimensão finita então H é 

naturalmente um objecto em H-mod com a acção dada pelo produto e podemos deíinii 

R = ^/f,Jí(cií,ír(l Ol))- 

Note que R é invertível, porque cth,h e ch,h são isomorfismos. A naturalidade de c implica 

CM,iv(m(8>n) = (fi <8» m)(c£r,H(l & 1)) = Ti)(-^)) — vm^NÍR^ (m(8>n)), 

onde rri: H M e ri: H —> N são as aplicações -lineares definidas por m(l) = rn e 

n{l) = n. A //-linearidade de ch,h agora implica 

A{x)R = crH,H{A{x)<JHyH{R)) = vh,h{A{x)ch,h{1 ® 1)) 

= (rH,H{cH,H {&{%))) = (?H,H((TH,H{RA{X))) = RAfx) 

para todos os rc G H. É óbvio que as condições na definição 2.9 provam que R satisfaz 
condições na definição 2.13. □ 

Para dar um exemplo, não trivial, de uma bi-álgebra entrançada temos que elaborar ex- 

emplo 2.4 mais um pouco. 
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Exemplo 2.16. Vamos definir uma estrutura de bi-álgebra em FfC] <8» F(G) que não é a 

estrutura canónica no produto tensorial. Definimo-la de seguinte maneira: 

{g (8) ôh){m (8) ôn) = ô™~lhin(gm (8) (5n), 

1 = ^(e (8) /i), 

hec 

A{g (8) ôh) = ^ 0? ® ôk) (8) {g O ôi), 

kl=h 

e{{g®ôh)) = ôe- 

É um exercício fácil verificar que 

R= ^ (.g <8) ôfl) (8) (e (8) Ôg) 

g,hÇ.G 

define uma R-matriz universal. 

O leitor mais familiar com a teoria das bi-álgebras deve ter notado que este exemplo define 

o dobro quântico (quantum double) D{G) de F^]. Esta construção em geral produz mna 
bi-álgebra entrançada a partir de uma bi-álgebra qualquer. A categoria das representações 

de D(G) é mais difícil de descrever. Obviamente um L>(G)-módulo terá que ser um espaço 

vectorial V com estruturas de FfGj-módulo e de F(G)-módulo ao mesmo tempo. As duas 

acções têm que ser compatíveis de maneira que V seja um bimódulo cruzado (crossed 

birnodule). Sem explicar o que é um bimódulo cruzado em geral, podemos dizer o que 

isto quer dizer neste caso particular. O leitor interessado pode ler [18,25] para saber mais. 

Não é difícil provar (ver [25]) que um F(G)-módulo é simplesmente um espaço vectorial 

G-graduado V = Q)geGVg, sendo a acção dada por v <\ a = i;(al?;|) com a G F(G) e 

v eV um vector com grau |'<;| G G. Note-se que a acção aqui é considerada uma acção à 

direita. A compatibilidade com a G-acção é agora fácil de descrever. Pode se provar que 

mu D(G)-módulo é precisamente um espaço vectorial G-graduado V = 05eG Vg, tal que 

hVg Ç Vhgh-i para todos os g, h G G. Seja agora W = ®geG Wg um outro G(G)-módulo, 

então pode-se mostrar também que a trança cv,w definida no teorema 2.15 é a aplicação 

cv,w' Vg ® W/i -> <S> Vhgh-i definida por v ®w w ® h>v. 
O dobro quântico foi inventado por Drinfeld [8,9,10] para mostrar que as álgebras de 

Hopf Uh{Ç) são entrançadas, em que Uh{G) é a quantização da álgebra universal envolvente 

de uma álgebra de Lie complexa semi-simples de dimensão finita Ç. Estas bi-álgebras são 

os exemplos mais célebres dos grupos quânticos e Drinfeld mostrou que elas não são dobros 

quânticos elas próprias mas sim quocientes de dobros quânticos, o que basta para que sejam 

entrançadas (o termo que Drinfeld usa é quasi-triangular). Sem explicarmos a teoria dos 

grupos quânticos, que está ligado à teoria dos sistemas completamente integráveis na física, 

queremos dar o exemplo mais simples de í//l(6
,/(2)), a quantização da álgebra universal 

envolvente U{sl{2)) em que sl{2) é a álgebra de Lie complexa semi-simples gerada por 
H,X+,X_ com produto de Lie definida por [H,X±] = ±2X, [X+,X_] = H. 
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Exemplo 2.17. Uh{sl{2)) é a álgebra não comutativa gerada sobre o anel C[[/i]] por 1 e 

//, X+: X- com relações 

qH - q-H 

HX+ - X+H = 2X+, HX_ - X-H = -2X_, X+X_ - X_X+ = g ^ , 

com q = . Isto forma uma bi-álgebra com 

A{H) = + A(X±) = X±®q^ +q''^ ® X±, 

c{H) = e{X±) = 0. 

Uh{sl{2)) é entrançada sobre C[[/*]] com R-matriz universal 

(1 — a~2) , TT n n(n-l) 
R = q~*~Y. ri; {(j 2X+®(Í 2X-)ç 2 ' 

n=0 t71}- 

corn 

W = -—M! = Hl71 -!] • • • W- q-q 1 

O leitor já deve ter notado que temos o problema da convergência de R, que fica resolvido 

se usarmos o isomorfismo de álgebras 

Uhisl(2)) ^ U{sl{2))[[h]\ 

e usarmos o produto tensorial topológico 

U{sl{2))[[h]\ ® U{sl{2))[[h]] = {U{sl{2)) ® U{sl(2)))[[h]]. 

Para o isomorfismo e os pormenores sobre este produto tensorial veja [Drinj e [Kas]. 

Em [Drin] Drinfeld também mostra que Uh{sl{2)) é um quociente do dobro quântico da 

subálgcbra de Hopf gerada por II e X+, donde vem a fórmula de R. 

Uma representação de Uh{sl{2)), por exemplo, é dada por 

P{h)={i _o
1),P(x+) = (; j),p(x_)=(; ;). 

Não é difícil ver que nesta repesentação R fica 

íq 0 0 0\ 
0 1 q-q'1 0 

0 0 1 0 

\0 0 0 0.) 

que é uma R-matriz como explicámos no teorema 2.15. Esta R-matriz é muito conhecida 

porque induz o "polinómio de Jones" (ver [16]). Explicaremos isto no penúltimo capítulo. 
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Exemplo 2.18. Ern [15] Jirnbo definiu deformações Uq(G) ligeiramente diferentes de 

Uh(Ç). De facto Uq{Q) C Uh{G) para q = e?. Uq{sl{2)) é a álgebra (nao comutativa) 

livremente gerada por 1, g 2 , ç 2 , -^+5 e as relações 

Corno se nota tomamos aqui q um número complexo qualquer e tudo é definido sobre C. 

Sendo assim Uq{sl{2)) não é entrançada, porque R definida no exemplo 2.17 não é um 

elemento de Uq{sl{2)) O C/g(s/(2)). A representação fundamental de Uq{sl{2)) é dada por 

As representações de X± são iguais às representações no exemplo 2.17. 

3. A universalidade da categoria das tranças 

Neste capítulo vamos mostrar a relação que existe entre a topologia das tranças e a estru- 

tura algébrica das categorias entrançadas. Nesta relação os operadores de Yang-Baxter, e 

a sua generalização categórica, vão desempenhar um papel fundamental. Para isso temos 
primeiro que definir T de uma maneira completamente algébrica, o que nos leva à noção 

de geradores de uma categoria monoidal. Na teoria de grupos muitas vezes utilizamos 

uma apresentação de um grupo por um número finito de elementos e um número finito de 

relações entre eles. Entende-se então que todos os elementos do grupo são produtos finitos 

de geradores e as relações entre os vários elementos do grupo são todos deduzíveis das 

relações entre os geradores. Um exemplo é o grupo diedral de ordem 2n que é gerado por 

p, a com as relações pn = 1, o*2 = 1 e per = crp"-1. De uma maneira análoga pode se definir 

uma categoria monoidal por um número finito de morfismos geradores que satisfazem um 

número finito de relações. 

Definição 3.1. Seja C uma categoria monoidal e /1,..., /m um número finito de morfis- 

mos em C. Então diz-se que C é gerada por /1,.. •, /m se todos os morfismos em C são 

composições finitas de produtos tensoriais de um número finito de morfismos 91, i = 1,... /c 

com m = idVi ou gi G {/i,-.-,/™} com Vi um objecto qualquer em C para todo o 

i = 1,... k. 

Do mesmo modo que temos relações entre elementos de um grupo podemos agora definir 

relações entre morfismos de uma categoria. Portanto uma relação 7Z em C é um conjunto de 

pares (f,g) com f e g morfismos em C. Dizemos que dois morfismos {h,j) são equivalentes 

modulo 77 se existem factorizações h = /q • • • hn e j = ji" -jn com hi = ji ou (Jii,ji) G 

77 para todo o i = l,...,n. Aqui entende-se que • pode ser o produto tensorial ou a 

composição em C. 

Isto forma uma álgebra de Hopf com 

A(q± ") = q*" ® 2 1 2 + 9 2 ^ ^±5 

e(ç±f) = l,e(X±) = 0,5^^) = q^, S[X±) = 
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Definição 3.2. Seja C uma categoria rnonoidal gerada por um número finito de morfismos 

/i, ■ ■ •, /n e 71 uma relação entre estes geradores. Neste caso dizemos que C é gerada por 

fi, , fn modulo TZ se dois morfismos f e g em C são iguais em C se e só se f e g são 
equivalentes modulo IZ. 

Note que por C ser unia categoria monoidal TZ tem que ter pelo menos os pares que definem 
associatividade e unicidade da composição e do produto tensorial e o par que define a lei 

distribuitiva entre a composição e o produto tensorial, i.e. 

(f®g)(f'®9') = ff® .w'- 

Dizemos que C é livremente gerada por fi,..., fn se 7Z só contém estes pares. Em geral 

não pomos explicitamente estas relações na definição de TZ para poupar espaço. Deliber- 
adamente fomos um pouco inexactos nas nossas definições para não aborrecer o leitor com 

demasiado formalismo categórico. Esperamos que a ideia tenha ficado clara e que o leitor 

interessado recorra a [33] ou [18] para definições mais técnicas. Vamos agora usar esta 

terminologia para definir T algébricamente. Olhando bem para uma trança vemos que 

podemos sempre "manobrá-la" de forma que os cruzamentos fiquem em níveis diferentes. 

Depois podemos cortá-la entre os cruzamentos e obtemos um produto de sobre-cruzamentos 

e sub-cruzamentos. Dando os nomes X+ e X' ãs tranças "elementares" desenhadas na 

figura 3.1 vemos o seguinte. 

a) b) 

Figura 3.1. a) X+, b) X~ 

Lema 3.3. A categoria rnonoidal T é gerada por X+ e X~ modulo 

X+X- = X-X+ = id2 

(X+ (8) idi)(idi (8) X+)(X+ <S> idi) = (idi <S> X+)(X+ (8) idi)(ídi (8) X+). 

Dem. A prova é óbvia pela definição das tranças. A classe de equivalência de uma trança 

L consta de todas as tranças que podem ser obtidas de L através de um número finito de: 

1) isotopias de diagrama, correspondentes a relações do tipo 

(idj-! (8> X+ <8) idn_i_t)(idj_i ®> X+® idn-i-j) 
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= (idj_i ® X+ ® idn_i_j)(idj—i (g) X+ (8> idn_i_t) 

com \i — j\ > 1, 

2) Movimentos de Reidemeister II, correspondentes à primeira condição neste lema, 

3) Movimentos de R,eidemeister III, correspondentes à segunda condição neste lema. 

Relações do tipo 

{f ®9)U' ® 9') = Uf ® 99') 

seguem da unicidade da composição e da distribuitividade da composição e do produto 

tensorial cujas relações estão sempre contidas em i?, como foi explicado em cima. Explici- 

tamente 
(idi-i (8) X+ ® idn_i_j) (idj_i ® X+ ® idn—i_j) 

= (idí_i ® X+ ® idj-i-i (8) X+ (8) idn_i_^) 

= (8) X+ ® idn_i_j)(idj_i (8) X+ 0 idn_i_í). 

Aqui assumimos l<z<j-l<n-lo que basta para a prova. Para uma prova mais 

exacta deste lema o leitor pode ler o artigo do inventor das tranças, E. Artin [2,3]. □ 

Agora sim temos uma definição completamente algébrica em termos de geradores e relações. 

Embora a maior parte das provas dos lemas e teoremas sobre T vão ser gráficas por ser mais 

conveniente, podíamos provar tudo algebricamente usando as relações entre os geradores 

X+ e X~. De facto o lema 3.3 mostra que a cada desenho corresponde uma expressão 

algébrica e vice versa. 

Temos um nome geral para morfismos como X±. 

Definição 3.4. Seja V um objecto de urna categoria monoidal (C, 0,7) e cv um auto- 

morfísmo em P 0 E. Então cv chama-se um operador de Yang-Baxter em V se satisfaz 

{cv 0> id){id 0 cy-)(cy 0 id) = (íd 0 cy)(cy 0 id)(id 0 cy). 

Lema 3.5. Em qualquer categoria monoidal entrançada a trança cv,v é um operador de 

Yang-Baxter em V. 

Dem. Temos 

[cvy ® idv)(hlv ® cv,v){cv,v 01 idy) = cvis>v,v{cv,v ® idy) 

= (idy 0 Cy)y)cy0y)y = (idy 0 Cyjy)(cyiy 0 idy)(idy 0 Cyy). 

A primeira e a terceira identidade são consequências directas das propriedades na definição 

2.9 da trança c e a segunda identidade é uma consequência da naturalidade de c. □ 

Também é fácil provar o seguinte lema; 

Lema 3.6. Seja F:C D um functor monoidal entre duas categorias monoidais. Se 

cy G Aut{V 0 P) é um operador de Yang-Baxter num objecto V em C, então E(cy) G 

Aut(F(V) 0 ^(P)) é um operador de Yang-Baxter em F(V). 

Podemos agora definir a universalidade da categoria T- 
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Teorema 3.7. Seja C uma categoria entrançada e V urn objecto de C. Então existe um 

único functor monoidal FiTC com F(l) = V que respeita as estruturas entrançadas, 

i.e. F(X+) = cv,v• 

Dem. A prova da unicidade e a prova da existência são esseiicialmente as mesmas. Exigi- 

mos que F seja monoidal, portanto, se F(l) = V temos F(n) = V®n e se F(X+) = cv,v 

temos 

F(idi <S> X+ O idj) = id^®í ® cv,v ® idv®j. 

Também vemos 

F{X+)F{X-) = F{X+X-) = F(id2) = id2, 

portanto F^X') = Cyy. A unicidade e a existência são então consequências do lema 3.3n 

Há, no entanto, uma maneira ligeiramente diferente de definir a universalidade de 

f. Embora não nos traga nada de inesperado no caso das tranças, só infelizmente al- 

guns problemas técmcos, vai-nos preparar para o teorema que queremos provar no caso 

dos emaranhados (cor. 5.19) que classifica certas estruturas em categorias entrançadas. 

Definimos agora uma nova categoria YB{C) partindo de uma categoria monoidal C. 

Definição 3.8. Os objectos de YB(C) são pares (V,cv) em que V é um objecto de C e 

cv é um operador de Yang-Baxter em V. Um morfismo f: {V,cv) -> (W, cw) em YB(C) 

é um morfismo /: V —> VK em C tal que (/ ® f}cy = cw{f ® /)• identidade em (V, cy) 

é simplesmente idy. 

Precisamos de definir mais uma categoria para poder formular a universalidade de T 

na sua versão mais geral. 

Definição 3.9. Sejam C e D duas categorias rnonoidais. Então Mon(C,D) é a categoria 

monoidal dos functores rnonoidais entre C e D. Os objectos de Mon{C,D) são os func- 

tores rnonoidais e os morfismos entre F,G:C -> D são todas as transformações rnonoidais 

naturais entre F e G. 

Vamos definir um functor ©:Mon(T,C) -> YB(C) sendo C uma categoria monoidal 

qualquer. Supomos que temos um functor monoidal F\T -> C. Sabemos que c^i = X+ 

é um operador de Yang-Baxter em 1 na categoria F, portanto o lema 3.5 implica que 

cv = Fid^i) é um operador de Yang-Baxter em V = F(l) na categoria C. Então podemos 
definir 0(E) = {V,cy). Falta agora definir O para morfismos. Seja r/: F -> G uma 

transformação natural em Mon(T, C), então r/i: F(l) —> G(I) é um morfismo em C. Temos 

que verificar que r/i satisfaz 

(771 (8) 7'/1)F(ci)i) = ^(ci,!)^/! (8) r/l). 

Mas isto sai directamente da naturalidade de r/, portanto 0 define realmente um functor de 

Mon(T, C) para YB(C). De facto é este functor que define a universalidade da categoria 

T. Antes de dar o teorema da universalidade queremos relembrar a definição exacta de 
uma equivalência de categorias. 
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Definição 3.10. Seja F:C ^ D um functor. Então F define uma equivalência de cate- 

gorias se existe um functor G: D C e isomoríismos naturais 

77: idn -> FG e 9: GF —> ide- 

Esta definição não é muito prática para utilizar nas demonstrações que vamos dar, pelo 

que vamos dar um critério útil que mostra quando um functor F: G ^ D define uma 
equivalência. 

Definição 3.11. Dizemos que F é plenamente fiel se para qualquer par V, W de objectos 

em C a aplicação 
F: Homc(V, W) HomD{F{V), ^(W)) 

é bijectiva. O functor F chama-se essencialmente sobrejectivo se para qualquer objecto V 

em D existe um objecto V em C tal que F(V) seja isomorfo comV'. 

É fácil então mostrar o seguinte lema [18,24]. 

Lema 3.12. O functor F:C -> D é uma equivalência de categorias se e só se F é plena- 

mente fiel e essencialmente sobrejectivo. 

Em termos menos exactos este lema mostra que duas categorias são equivalentes precisa- 

mente se as suas classes de objectos isomorfos são as mesmas e os morfismos entre dois 

objectos também. 

O seguinte teorema aparece em [18]. Esta maneira de exprimir a universalidade das 

tranças é provavelmente de Kassel. O autor deste trabalho não a encontrou noutros sítios 

e Kassel não dá referências, mas o ingrediente principal é o lema 3.3 que foi provado por 

Artin [2,3]. 

Teorema 3.13. Para qualquer categoria rnonoidal C o functor 0:Mon(T, C) —> YB{C), 

acima definido, é uma equivalência de categorias. 

Dem. Mostramos primeiro que 0 é plenamente fiel, i.e. 0 induz uma bijecção nos morfis- 

mos. Para isso construimos uma aplicação inversa à aplicação r/ -)• r/i acima mencionada. 

Seja /: (F(l), i^cip)) -> (^(1), 0(01,1)) um morfismo em YB(C) com F,G € Mon(B,G). 

Então temos que construir uma transformação natural rnonoidal r]{f):F -> G tal que 

= f. Isto será uma construção inductiva. Para n = 0,1 pomos r/o(/) = id/, em que 
I = F(0) = 0(0) é o objecto unidade em C, e r/i(/) = /. Para n> l definimos r/n(/) por 

indução 

r/n(/) = /0^/n-l(/)• 

A prova que desta maneira r/y define uma transformação natural rnonoidal reduz-se á 

demonstração de que 

G{g)r]nU) = Vnif)F{g) 

para qualquer n > 0 e para qualquer elemento y do grupo de tranças em n letras Bn. A 

prova é por indução e segue da propriedade rnonoidal de 7/(/) e da naturalidade de / em 

relação a e deixamos, como exercício, ao leitor. O facto de 0 ser plenamente fiel é 

então consequência de r/y(l) = / e de r/(r/i) = r/. A primeira identidade é satisfeita por 
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definição e a segunda é consequência do facto de 7) e 77(7/1) serem transformações naturais 

monoidais: 

{v{m))n = (7/(rçi))(n—1)(8)1 = (rçfal))(n-1) ^ (^/(77l))l 

= r/n_i (8) r/i = 77(n_1)0i = r/n, 

sendo óbvios os casos n = 0,1. Falta provar que © é essencialmente sobrejectivo. Mas isto 

é consequência imediata da prova do lema 3.3 porque lá só usámos o facto de ser um 
operador de Yang-Baxter. O 

Este lema tem um corolário importante para nós (a ambiguidade da palavra "nós" aqui é 
deliberada). 

Corolário 3.14. Seja V um espaço vectorial sobre k de dimensão finita. Qualquer R- 

matriz definida em V ®V induz duas categorias entrançadas. 

Dem. É claro que (V, PR) e (V,RP) definam objectos de VB(VectF), portanto podemos 

aplicar o teorema 3.13. Temos então dois functores monoidais Fm e Frp de T para 

Vectp• Como T é uma categoria entrançada as respectivas imagens de Fm e Frp, que 
são subcategorias monoidais de Vecty, também são categorias entrançadas. Explicitamente 

as tranças são dadas por 

PR(ví © vj) = Rijn(vm (8> vn) 

e 

RPÍVi © Vj) = R^ivm vn). 

□ 
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4. Categorias com fitas 

Depois de ter estudado a categoria das tranças T queremos agora estudar a sua general- 

ização, a categoria dos emaranhados S. Para a definição de todos os aspectos algébricos 

desta categoria temos que introduzir mais estruturas nas nossas categorias entrançadas. 

Estas estruturas chamam-se dualidade (duality) e volta (twist). 

Definição 4.1. Uma categoria monoidal C tem dualidade esquerda se qualquer objecto 

V de C tem um objecto dual V* em C e dois morfismos bv:I V®V* e dv'-V* ®V I 

que satisfazem 

(idv ® dv)(bv <S> idy) = idy e {dy ® idv'){idv' 0 by) = idy*. 

Numa categoria monoidal com dualidade esquerda pode-se definir o morfismo adjunto 

/*: V* —>• U* de um morfismo f:U-$V por 

f* = [dy 0 ide/-) (idy- 0/0 idy-) (idy 0 bu) • 

Exemplo 4.2. Na categoria monoidal Vectp o dual esquerdo de um objecto V é simples- 

mente Hom(V,F), o dual do espaço vectorial V, eby = coevy e dy = evy, a co-avaliação 

e a avaliação. Se {vi,..., un} é uma base de V e {u1,..., v11} a base dual, então coevy e 

evy são as aplicações lineares definidas por 

coevy(1) =y^jvi®vl e evyfu1 0Uj) = (5}. 

O adjunto de um morfismo f em VectF é a transposta da aplicação linear f. 

Exemplo 4.3. A categoria monoidal F[G]-mod tem dualidade esquerda definida por 

< gt>f,v >=< f,g~1>v > 

para g e G, f eV* = Hom{V,F) onde V é um F[G]-módulo e v eV. Depois prolonga-se 

esta definição para toda a F[G] por k-linearidade. Note-se que é mesmo necessário tomar 

g-1 nesta definição para definir uma estrutura de F[G]-módulo em V. As aplicações by e 

dy são a coavaliação e a avaliação do espaço vectorial V, respectivamente. 

Notamos, no entanto, que a categoria H-mod, com H uma bi-álgebra, não tem dualidade 

esquerda sempre porque H, em geral, não é gerada por elementos invertíveis. Para de- 
terminar quais as bi-álgebras que permitem dualidade na sua categoria de representações 

introduzimos a noção de álgebra de Hopf (Hopf algebra). 

Definição 4.4. Urna bi-álgebra chama-se uma álgebra de Hopf se tem um antípoda (an- 

típode), que é um anti-homornorfisrno de bi-álgebras S:H H, que é o inverso de idjj no 

produto convolutivo, i.e. 

(S * idH){x) = ^2s{x{1))x(2) = e{x) 

e 

{idn * ^(x) = 5>(1)5(x(2)) = e(x). 
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A categoria de H-módulos com H uma álgebra de Hopf tem dualidade esquerda definida 

por 
< x> f,v >=< f,S{x)>v > 

para x e H, f eV* = Hom(V, F) onde V é um H-módulo e v eV. As aplicações by e 

dy são outra vez coevy e evy respectivamente. A demonstração que estas duas aplicações 

são H-lineares é simples e não a damos aqui. 

Note-se que isto funciona precisamente porque assumimos que S é um anti-homomorfismo 

e que F[G] é de facto uma álgebra de Hopf com S{g) = g'1 prolongado F-linearmente 

para toda a F[G]. Outros exemplos de álgebras de Hopf são as bi-álgebras nos exemplos 

2.16 e 2.17. 

Exemplo 4.5. O dobro quântico D{G) é uma álgebra de Hopf com antípoda S{g®ôh) = 

g'1 <8> ôg-ih-ig. 

Exemplo 4.6. A bi-álgebra Uh{sl{2)) é uma álgebra de Hopf com 

S{X±) = S{H) = -H. 

De facto a dualidade esquerda numa categoria monoidal qualquer "porta-se" de uma 

maneira muito semelhante à dualidade em VectF- 

Lema 4.7. Seja C uma categoria monoidal com dualidade esquerda. 

a) Se f:V -> W e g:U -> V são morfismos em C, então {fg)* = 9*f*, e (idy)* = idy 

para qualquer objecto V em C. 

b) Para qualquer triplo U, V, W de objectos em C temos bijecções canónicas 

Hom(U ®V,W) = Hom(U, W ® V*) 

e 
Hom{U* <8 H, W) = Hom(V, U O W). 

c) Para qualquer par de objectos V, W em C, {V (g) W)* = W* V*. 

Para a demonstração deste lema referimos a [18]. 

Uma categoria monoidal com dualidade esquerda muito importante é a categoria 

dos emaranhados S. No primeiro parágrafo explicámos graficamente os emaranhados e 
mostrámos que formam uma categoria. Aqui definimos a sua estrutura monoidal en- 

trançada com dualidade esquerda. 

Exemplo 4.8. Naturalmente esta categoria tem uma estrutura monoidal da mesma ma- 

neira que T. Também tem trança dada pela figura 2.1 só que agora os fios podem estar 

orientados para cima e para baixo independentemente uns dos outros. O dual esquerdo de 
e = {ei,..., cn} é e* = {-Ên, • • • 5 -<u} e de e be estão definidas na figura 4.1. O adjunto 

de um emaranhado L é o emaranhado obtido por rotação sobre um angulo de 180 graus á 

volta de um eixo horizontal perpendicular ao papel no meio do L. 

Pode se pôr a seguinte questão: Se existe dualidade esquerda, então não existe duali- 

dade direita também? Em todos os exemplos acima mencionadas existe de facto. Damos 

a definição primeiro. 
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a) b) 

Figura 4.1. a) ò€, b) dc 

Figura 4.2. a) (ide <2> c/e)(6e (8) ide) = ide, b) (de (g) ide.)(ide. <8 be) = ide. 

E H 

Figura 4.3. O adjunto 

Definição 4.9. Diz-se que urna categoria mono ida! C tem dualidade direita se cada ob- 

jecto V em C tem um dual direito V* e dois morfismos associados b'v:I —^ V* ® V e 

dy: V <8 V* —> / que satisfazem 

(d'v (8 idv)(idv ® by) = idy e (idy ® dy){bv <8> idy) = idy- 

Neste caso cada morfismo f:V também tem um adjunto /*: W* —> V* definido por 

f* = (idy (8 d'w)(idy ® f ® idw.)(b'y 8 idw-). 

A dualidade direita tem propriedades semelhantes à dualidade esquerda. 

Exemplo 4.10. A categoria Vectp também tem dualidade direita. O dual direito do 

objecto V é outra vez o dual do espaço vectorial V e by e dy são agora definidas por 

by{l) = y^jv
t ®Vi e dy(vi 8 v^) = Sf. 

No entanto a dualidade esquerda e a dualidade direita não são iguais em geral. 
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Exemplo 4.11. Se H é uma álgebra de Hopf com antípoda invertível, então podemos 

definir V* = Hom{V, F) com 

<x[> f,v >=< /, S^ix) >v > . 

As aplicações b'v e d'v são as mesmas do exemplo em cima. A razão de utilizarmos S 1 

em vez de S para definir a dualidade direita é que só assim by e dy são H-lineares. 

Exemplo 4.12. Em S também temos dualidade direita com e* igual e com b'e e d'e definidos 

como na figura 4.4. 

Neste últimos dois exemplos nota-se a diferença entre dualidade esquerda e direita. No 

entanto no último exemplo podemos relacioná-las como na figura 4.5. Como estamos 

interessados em "representações" de S queremos definir exactamente o tipo de relação que 

as duas dualidades devem ter numa categoria entrançada com ambas. De facto veremos 

que basta ter uma delas e uma estrutura chamada volta. 

Seja C uma categoria entrançada com dualidade esquerda. Então podemos definir o 

isomorfismo natural u G Nat(id, *2) por 

Figura 4.4. a) b'a b) d'c 

Figura 4.5 

Uy = [dy <S> idy • ) {[cyy* (g) idy*) (id^ C ãy* ), 

Uyl = (idv (8) dy)[cy*y (g) idy )(idy*- <8) by) 
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e o isomorfismo natural v 6 Nat(*2, id) por 

Vv = (dy <8>id^)(idy <8> (c^^*)(id^*« ®hv), 

V-
1 = {dv (g) idy.*)(idv (8) cv—y){bv* ® idy). 

Lema 4.13. Estes isomoríismos satisfazem 

UVQW — cvlwCW,viUv ® uw\ 

vv®w = cywcwyivy ® vw)i 

f** — Uw f UY = ' 

para todos os objectos V:W e todo o morfismo fiV-^W em C. - 

Para a prova ver [25]. 

Definição 4.14. Seja C uma categoria entrançada com dualidade esquerda. Uma volta 

é um isomorfismo natural 9 em C tal que 

(dv)2 = vvuv, 9v®w — (Ov & 9w)cwycv,w, (dv)* = dv 

para todos os objectos V, W em C. 

Uma categoria entrançada com dualidade esquerda chama-se uma categoria com estrutura 
de fitas (ribbon category) se tem volta. As duas referências para categorias com fitas são 

[17] e [30]. 

Seja H uma álgebra de Hopf entrançada com R-matriz universal R = Y^ G 

e seja 

u = y]S(ti)si. 

E fácil provar que u é invertível, com inverso 

W1 = ^2tiS
2(si). 

Se pomos também 

v = ^2siS(ti), 

então é fácil mostrar que v é invertível com 

v1 = yjs
2(si)ti 

e v = S(u). Também se vê facilmente, olhando simplesmente para as definições, que uv e 

vy em /7-mod são dadas pelas acções de w e ?; em V respectivamente. A volta em il-raod 
vem de um elemento em H chamado a fita (ribbon element). 
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Definição 4.15. Urna álgebra de fitas (ribbon algebra) H é urna álgebra de Hopf en- 

trançada que tem urn elemento central 0, a fita, que satisfaz 

02 = vu, A(0) = (IÍ2iXr1(0®0)> e(0) = l, S(0) = O. 

Pelas observações acima é agora claro que temos o seguinte lema 

Lema 4.16. Para qualquer álgebra de fitas H a sua categoria de representações de di- 

mensão finita H-mod é uma categoria de fitas. Reciprocamente se H-mod é uma categoria 

de fitas com H uma álgebra entrançada de dimensão finita, então H é uma álgebra de 

fitas. 

Dem. Se H é uma álgebra de fitas então é claro que a acção de 9 define uma volta em 

H-mod. Reciprocamente, se H tem dimensão finita, então H é um objecto na categoria 

H-mod pela acção natural, o produto em H. Podemos então definir 0 = 0£r(l). É fácil 

provar que desta maneira 0 define uma fita em H. - □ 

Exemplo 4.17. O dobro quântico D{G) é urna álgebra de fitas. Ern D{G) ternos u = 

v = J^gecfl ® Portanto 0 = u = v define urna fita ern D{G). 

Exemplo 4.18. A álgebra de Hopf Uh{sl{2)) também é urna álgebra de fitas. E no 

entanto complicado calcular a fita 9 explicitamente. É mais fácil calcular a acção de 9 

na representação de Uh{sl(2)) que demos a seguir ao exemplo 2.17. Nesta representação 

ternos , v \ 

Damos a prova no lema a seguir. Este lema foi provado pelo autor ern [23] e é urna versão 

"dual" do teorema 4.2.2 ern [25]. 

Lema 4.19. Seja H urna álgebra de Hopf entrançada com R-matriz universal R. Seja M 

uni H-módulo de dimensão finita e seja pm®m{R) = R u representação de R em M Cg) M. 

Então R é bi-invertível (ver introdução) e pondo 

R = ((RÍ2)_1)t2, 

obtemos C/j = puiu)} = Rja e Vj = PmÍv)) = R^j- 

Dem. Primeiro provamos que R é bi-invertível mostrando que 

PM®M((id (8) S)R) = R. 

SG]a R = Y] si ® ti- Temos então 

1 = (id (g) e)(i?.) = (id (8> (H * id))(R) = (id (g) /^) (id (g) S (8> id)(id <g> A)(i?) 

= (id (g) /i)(id (g) 5 (g) id)(Ri3Ri2) = ^SjSj ® S{tj)ti. 

Portanto 
= PM®M(Sy^J 

sisj ® S[tj)ti)cd 
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= PM{Si)aPM{Sj)cPM{S{tj))pPM{ti)d 

= PM®MC^2 Si (2) Íi)c^iPMC^2 SÍ ® S{tj))cp = R-adR-cP' 

A prova das outras afirmações no teorema é fácil agora. 

VÍ=PM{Y;S^)Sti=Rf^ 

^/ = MEs»5(íí))í = ãS- 

□ 

Do lado topológico também temos uma estrutura de fitas como mostra o seguinte exemplo. 

Exemplo 4.20. A estrutura de fitas em £ é dada na figura 4.6. A prova é gráfica e 

mostramos nas figuras 4.7. 

Figura 4.6. 0^ 

\ 

TA 

\ 

Figura 4.7. OC0C' =0€® 0c'Cc'>cce>e' 
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5. A universalidade da categoria dos emaranhados 

Queremos agora definir 6 algébricamente tal e qual como fizemos no caso de T. A diferença 

é que agora temos mais geradores e mais relações mas a ideia é a mesma. A categoria 

monoidal 8 é gerada por seis morfismos como mostra o seguinte teorema de Turaev (ver 

também [12]). 

Teorema 5.1. A categoria monoidal E é gerada pelos seis morfismos 

x+,x-,u+,Lr,n+,rr, 

módulo as relações 

(4. n+)(u+ i) =4-= (n~ 40(4- u-), (5.1) 

(t n-)(u-1) =t= (n+ t)(t u+), (5.2) 

(n+ tt)(t n+ 4-tt)(tt tt)(n4. u+ t)(tt u+) 

= (1t rncm n- t)(tt x* n)(t u- 4.tt)(u-'tt), (5.3) 

X+X- = X-X+ =44-, (5.4) 

(X+ 4)(iX+)(X+ I) = ax+){x+ 4.)(4 X+), (5.5) 

(4n-)(x±t)au+)=4, (5.6) 

(n+ 4t)(t ^ t)(t4 u+)(t4 n-)(t t)(u- 4-4) =4t, (5.7) 

(44- n-)(4 4)(u- 44)(n+ 44)(4 ^ 4)(44-u+) =44- • (5.8) 

Figura 5.1. Os geradores de T 

Para a demonstração, que é um bocado exaustiva, referimos a [18,33]. No entanto 

provamos aqui o seguinte lema que é um constituinte importante da demonstração do 

teorema 5.1. 

Lema 5.2. Temos as seguintes relações em S 

y± = (44 n~)(4 4)(u~ 44), (5.9) 

T± = (n+44)(4^±4)(44u+), (5.10) 

= (n+ 44)(4 n+ 444)(44 x± 44X444 u+ 4)(44 u+), (5.11) 

= (44 n~)(444 n" 4)(44 x± 44)(4 u- 444)(u- 44). (5-12) 

Dem. 

□ 

Podemos agora definir a universalidade de £. 
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Rcl. 5.1 Rcl. 5.2 

Rcl. 5.3 Rcl. 5.3 

Rcl. 5.4 Rcl. 5.5 

Rcl. 5.6 

Rcl. 5.7 

Rcl. 5.8 

Figura 5.2. As relações que geram T 

31 



Operadores de Yang-Baxter e a Categoria dos Emaranhados 

Rei. 5.9 Rei. 5.10 

Rei. 5.11 e Rei. 5.12 

Teorema 5.3. Dada urna categoria corn fitas C e um objecto V em C tal que 9V = idv 

existe um único functor F:£ -Y C com ^(+1) = V que respeita as respectivas estruturas 

de fitas, i.e. F satisfaz F(-l) = V* e 

A ideia da prova deste teorema consiste em verificar que F, unicamente determinada pelas 

suas imagens nog geradores de S, respeita as relações em E. Referimos a [18,30] para 

pormenores técnicos. Devemos mencionar o trabalho de Shum [31] também. Ele provou 

uma generalização do teorema, mostrando que a categoria das fitas (category of ribbons) 

é equivalente à categoria com fitas livremente gerada num objecto. Neste trabalho não 

damos a definição da categoria das fitas e portanto não podemos mostrar o resultado de 

Shum. Referimos o autor interessado aos trabalhos acima mencionados. 

Embora este teorema descreva precisamente a estrutura necessária para que uma 

categoria induza uma representação de «f o nosso problema ainda não ficou resolvido. 

Relembramos o leitor que pretendíamos encontrar um critério que explicasse precisamente 

que tipo de operadores de Yang-Baxter numa categoria monoidal induz representações de 

Daqui por diante tomamos sempre C = Vectp. Embora seja possível generalizar 

todos os resultados para categorias monoidais arbitrárias, só nos interessa o caso em que 

os objectos são espaços vectoriais porque queremos estudar a relação entre R-matrizes e 

enlaces. Neste caso as provas também são mais fáceis e transparentes. Em [33] Turaev 

resolve uma parte do problema. 

Definição 5.4. Seja V um espaço vectorial de dimensão n. Um operador de Yang-Daxter 

cr G AutiV (g) V) charna-se aumentável se existe um autornoríismo p G Aut(V) tal que 

F(X+) = cVy, F{X-)=Cy^, F(U+) = bv, 

-F(n+) = dv, F{U~) = cvy*bv, ^(n-) = cvydy- 

(T[p ® p) = {p <3 p)(7, 
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[idy (8) //) = idy, 

(ra^Y1 {idy (8>/x)(a:i:1r)íl (idy ® fi'1) = idv®v- 

Aqui tT2 é o traço relativamente ao primeiro factor, ti é a transposta no primeiro factor e 

r é a permutação dos dois factores em V <&V. 

Teorema 5.5. Dado um operador de Yang-Baxter a e Aut(V ® V) aumentável com 

p G Aut{V) existe um único functor monoidal F^^y.S -> Vectp tal que -F((7)At)((+)) = V, 
FM{{-)) = V*,e 

Fm{X+) = a, Fm(U+) = coevy, FM{U-) = (idy. ® ^-^coevy.. 

Neste caso temos automaticamente 

Fm(<X-)=c7-\ F(í7)/i)(n
+) = evy, FM{fr) = evv*[p®idv.). 

Reciprocamente, se F:S -> Vectp é um functor monoidal com F((+)) = V, F{X+) = a 

e F{U+) = coevy, então existe um único p G Aut(y) tal que {cr, p) é um operador de 
Yang-Baxter aumentado e — F. 

Dem. A demonstração da primeira parte deste teorema é uma verificação simples das 

relações em £. Sem verificar estas relações aqui por extenso, podemos dizer a que relações 

é que corresporidem as condições que fazem de (a, p) um operador aumentado. A primeira 

condição é simplesmente a naturalidade de p em relação ao operador de Yang-Baxter 

cr, a segunda condição corresponde à relação 5.6 (Reidemeister I) e a última condição 
corresponde precisamente às relações 5.7 e 5.8 (Reidemeister II). 

Por outro lado, se ternos uma representação F: £ —> Vectp, então é fácil ver que {a, p) 

é um operador de Yang-Baxter com o = F(A+) e p = {F{C\~) <8> idy) (idy <8> by). Aqui 

identificámos V com V"*'''. □ 

Esta solução não é algorítmica no entanto. Ern [23] o autor deste trabalho encon- 

trou um critério para determinar se uma R-matriz é aumentável ou não. Esse critério é 

baseado na seguinte observação. Já explicámos que numa categoria com estrutura de fitas 

a dualidade esquerda e a dualidade direita são relacionadas pela fórmula 

by = Cyyby e d'y = dyCyy. 

O exemplo mais importante que demos foi o de £ (ver fig. 4.5). Seja {cy,p) um operador de 

Yang-Baxter aumentado. Então o lema 5.2 implica que o functor F:£ -> Vectp, induzido 

por {V,cy,p), satisfaz 

F(Y±) = FfT^)-1 = (F(n+ 4-t)^(t t)F{n U"1"))"1 

= {{dy (8) id®2) (id (8> (8) id)(id02 (8) M)"1- 

Estas considerações explicam a origem das seguintes definições e do teorema 5.14. 
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Definição 5.6. Sejam X,Y,V,W objectos em VectF. Para um morfismo f:X®V -> 

W ®Y definimos o segundo adjunto f#: W* ® X Y ®V* por 

f# = (dw <8) id<8>2)(id ® f ® id)(id®2 O 6y). 

Definição 5.7. Seja V um objecto em VectF. Um operador de Yang-Baxter cv em V 

charna-se bi-invertfvel se e só se cy e Cy são invertíveis. 

Dado um operador de Yang-Baxter bi-invertível, cy, podemos definir dois morfismos im- 

portantes em C. O morfismo uy.V —> V definido por 

Uy = {dy (8) idy)((cy)_1 <g) idy)(idy <8) by*) 

e o morfismo vy:V —> Y definido por 

Vy = (dy (8> idy)(idy <8) (Cy)~1)(idy <S> by). 

Não é difícil provar que (cy1)# é invertível se e só se Cy é invertível, utilizando as identi- 

dades 

(idy. (8» ® idy) = (Cy1)# 

e 

(idy. (8) Uy1)(Cyy (uy <8» idy.) = ((Cy1)#)~1. 

Aqui não precisamos deste resultado, no entanto, porque vai ser uma consequência do 

teorema 5.14. Não provamos as identidades em cima portanto. Uma consequência directa 

das considerações em cima e as construções no teorema 5.5 é que, sendo (cy,/i) ainda o 

operador de Yang-Baxter aumentado, cy é bi-invertível e o aumento p é igual ao isomor- 

fismo uy acima definido. Note-se também que o movimento de Reidemeister I implica que 

vy é o inverso de ny. 

Definição 5.8. Seja V um objecto em VectF. Um operador de Yang-Daxter cy charna-se 

extensível se e só se cy é bi-invertível e vyuy = idy e uyvy = idy. 

Vamos tornar isto um pouco mais claro e definir tudo em termos de i2-matrizes. 

Recordamos que PR e RP definem ambos operadores de Yang-Baxter, se R é uma R- 

matriz (ver cor. 3.14). 

Definição 5.9. Uma R-matriz diz-se bi-invertível se R e Rt2 são invertíveis. 

Note-se que (Rt2)* = Rf1, portanto Rt2 é invertível se e só se Rtl é invertível. Nos lemas 
5.10, 5.11, 5.13 e no teorema 5.14 trabalhamos sempre com a dualidade normal em Vectp. 

Lema 5.10. A R-rnatriz R é bi-invertível se e só se os operadores de Yang-Baxter PR e 
RP são bi-invertíveis. 

Como vamos ver PR é bi-invertível se e só se RP é bi-invertível, portanto a afirmação no 

lema não é ambígua. 
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Dem. Obviamente R é invertível se e só se PR. é irivertível e se e só se RP é invertível. 

Para provar o resto basta mostrar que (PR)# = Rt2P e (RP)# = PR12. Utilizando as 

definições obtemos 

iPR)*{fa ® eb) = Rbdec ®si = ® fa) = Rt2P{fa ® eb), 

iRP)*{fa 8 eb) = Ra£ec ® }d = P{Ra
dtf

d ® ec) = PR^W ® eb)- 

□ 

Se R é bi-invertível podemos definir 

R= ((Rt*)-1)1*, 

e 
jji _ òcci yi _ Bia Uj — Hjcí ^ VJ 

Aqui utilizámos novamente a convenção de adição de Einstein. 

Lema 5.11. Seja R urna R-matríz bi-invertível, então vv = V e uy = U para cy = PR. 

Para cy = RP obtemos uy = V e vy = U. 

Dem. Provamos só o caso cy = PR. Utilizando as definições verifica-se 

Uv(ea) = RaaM =Uea 

vy(ea) = Rb
a
cx

a(eb) = Vea. 

□ 

Definição 5.12. Dizemos que R é extensível se R é bi-invertível e VU = I. 

Uma consequência imediata é o seguinte lema. 

Lema 5.13. Seja R uma R-matriz. O operador de Yang-Baxter PR (resp. RP) é ex- 

tensível se e só se R é extensível. 

É claro que é sempre possível determinar se uma iZ-matriz é extensível ou não. Portanto 

o seguinte lema dá-nos o algoritmo desejado. 

Teorema 5.14. Seja R. uma R-matriz. R é extensível se e só se (RP,V) e (PR, U) são 

operadores de Yang-Baxter aumentados. 

Dem. Se (RP, V) (ou (PR, U)) é um operador de Yang-Baxter aumentado, então induz 

uma representação de E (teom. 5.5). Pelas considerações acima é claro que nesse caso R é 

extensível. 

Reciprocamente, se R. é extensível podemos provar que (RP, V) satisfaz todas as 

condições na definição 5.4. Para a demonstração utilizamos as igualdades Vj = RViR. e 
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Y2 = RV2R1 onde Vi = V ® I z V2 = I ®V (para estas igualdades ver 110 livro de Majid 

[25]). Ern primeiro lugar provamos que V <S>V = V1V2 = V2V1 comuta com R: 

RPVM = KV2PV2 = RV2V\P = V2R-1V1P = V2V1RP. 

A seguir provamos as condições nos traços parciais. 

(Tr2{RPV2))
a

c = (RPV2rcÍ = R${I ® V)% = = R^R^ = Sa
k5

k
c = S?, 

(Tr^iRPpV^l = {{RPpVrfJ = (PR-^J = {PR-lRV2RY* 

= iPV2R)aJ = (7 ® VpR^ = = Rf-R^ = V-Ui = 6*. 

Não é difícil provar que a terceira condição na definição 5.4 é equivalente à seguinte 

condição: 
(idy (8) (M'')"1)(^:tT)Í2(idv 0 ii*){Tcr±)i'2 = idy^y. 

(ver [18,33] por exemplo). Provamos que (RP,V) satisfaz esta condição: 

(y^2)-1^2^2 (ir1)'2 = (y^2)-1^2^-1^)42 

= {V^-iR^tyR)1* = (y^2)-1^42 [R12)-^2 = I. 

Para os sinais opostos obtemos 

{PR-^pV? = (ViPR^Py* = (PViir1^)12 = {PRVíPY2 

= [PRPVi)1* = Vf{PRPy* = V2
t2((PiiP)Í2)_:l. 

A condição desejada segue desta igualdade. 

Da mesma maneira se prova que {PR, U) é um operador de Yang-Baxter aumentado, 

utilizando as igualdades Lfi = RUiR e U2 = RU2R (para estas igualdades ver [25]). □ 

Em [21,22] Lyubashenko também define operadores de Yang-Baxter bi-invertíveis, que 

ele chama dualizáveis. Infelizmente o autor deste trabalho não teve acesso à tese de 

Lyubashenko e só conhece vagamente os resultados deste através duma citação em [26] 

(Prop. 5.5). No mesmo artigo [26] Majid e Markl utilizam um resultado que corresponde, 

embora seja formulado de uma maneira diferente, ao teorema 5.14. No entanto a prova deles 

é diferente. Majid e Markl usam os resultados de Lyubashenko para mostrar que um par 

(y, cy), onde V é um espaço vectorial de dimensão finita e cy um operador de Yang-Baxter 

extensível, gera uma subcategoria entrançada com dualidade esquerda, C{V). Depois 
aplicam um resultado que provam em [26] para mostrar que C{V) tem uma estrutura 

de fitas. A universalidade de £, como está definida no teorema 5.3, que foi provado por 

Reshetikhin e Turaev [30] e numa versão diferente por Shum [31], garante então a existência 

de um functor monoidal de £ para C{V). Neste trabalho obtemos como corolário (ver 

cor. 5.19) dos teoremas 5.5 e 5.14 os resultados de Lyubashenko. 

Podíamos ter provado todos os resultados para dualidades arbitrárias. Em nenhuma 

das demonstrações utilizámos de uma maneira essencial que by = coevy e dy = evy. 

No entanto duais são únicos a menos de isomorfismo. Antes de provar isso queremos 

explicar um exemplo, encontrado em [20], em que se usa uma dualidade especial num 

espaço vectorial. 
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Exemplo 5.15. (Kauífman [20]) Se V é um espaço vectorial com base vu...,vn e base 

dual v1,.vn, podemos tornar 

n 

bv{l) = ® v1, dv(yl ®Vj) = X*Sj. 
i=i 

Kauífman íixa também a dualidade direita por 

n 

b'v{l) = yx*vi®vi, dv{vi ® vj) = X~%ÔJ
i. 

i=i 

Mostra depois que, para um operador de Yang-Daxter S € End(V ® V) definir uma 

representação de 8 com estas dualidades, S tem que satisfazer 

= 0, a não ser que a b = c d 

s,t 

A segunda condição é o resultado do movimento de Reiderneister ff com os fios orientados 

em direcções opostas. No teorema 5.14 esta última condição vem da identidade (c*)-1 = 

idv ® idy, ou seja é igual a dizer que C* tem que ser invertível. Kauífman não toma em 
consideração o movimento de Reiderneister I, mas é fácil ver que esse é equivalente a 

b,d,g 

o que obviamente corresponde aVU = f. 

Em [20] Kauífman define primeiro o dual esquerdo e o dual direito de um espaço 

vectorial de dimensão finita V e depois deduz as condições que um operador de Yang- 
Baxter cv deve satisfazer para que (Y, cv) dê um invariante de enlaces. Deste ponto de 

vista vale a pena considerar dualidades não canónicas. Um outro exemplo importante de 

um invariante de enlaces obtido desta maneira é o do polinómio de parênteses (bracket 

polinomial) que numa normalização especial é igual ao polinómio de Jones (ver [16,19]). 

No entanto, do ponto de vista abstracto a escolha da dualidade esquerda é irrelevante. 

Explicamos porquê. Vamos mostrar agora que a escolha da dualidade esquerda é única a 

menos de um isomorfismo. Seja C uma categoria monoidal, V um objecto em C e U* e V- 

duais de V com by, dy eby
v, d[

v os respectivos morfismos de dualidade, então (p: V! —> F*, 

definido por 

(f) = {dy ® idy.)(idy! (8) by), 

é um isomorfismo entre os dois duais com inverso 

(/)_1 = {dy ® idy!) (idy. (8) by). 
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Neste caso temos 
c/y = g) idy), òy = (idy 0 

Lema 5.16. Seja V um objecto em VectF. Sejam V* e y! dois duais diferentes de V 
e y! _> y* 0 isomorfísmo acima definido. Supõe-se que existem funtores monoidais 

F,F[:£ -> Vectp, tais que F{+) = Fl{+) = V, F{-) = V*, F!(-) = V[, F{X±) = 

F^X*) = c*1, -P(U+) = bv, F{r\+) = dy, F(U-) = b'v, F{n-) = d'v, F
[{u+) = l)v, 

F[{n+) = d\f, -F(U-) = (6^)' e i^rr) = [d^y. Nesse caso o par $ = (iciy,^) defíne um 
isomorfismo natural entre Fl e F. 

Dem. Só temos que provar a naturalidade de As seguintes identidades seguem 

imediatamente da definição de d?: 

Cy1 (idy (g) idy) = (idy (g)idv)cy1, 

by = (jdv ® fyby, 

(ív = dv{(f)® idy), 

by = ((/)(g)idy)(6y)', 

(dy)' = dy (idy 0 (j)). 

Como o teorema de Turaev (teor. 5.1) mostra que um funtor monoidal S para Vectp é 

unicamente determinada pelas suas imagens de X*, U+, n*, U1*1, bastam estas identidades 

para provar este lema. □ 

O resultado é que os invariantes de enlaces que as restrições de F e definem são iguais. 

Seja K um enlace qualquer e escrevemos K = ã como o fecho de uma trança a com n fios 
(ver teor. 1.12 e 1.13). 

Lema 5.17. 

a) A restrição de F ao espaço dos enlaces é igual a 

F(ã) = dy®n 

Aqui dy é a imagem de n~ e pCv é a representação de T em C definida por cy. Por 

vezes charna-se a F(ã) o traço quântico (quanturn trace) de a, try.(/), na categoria 

monoidal entrançada com dualidade esquerda gerada por (V, cy). 

b) Temos 
F(ã) = F,(ã). 

Dem. 

a) Isto segue imediatamente da definição do fecho de uma trança. 

b) Vamos mostrar try. (/) = try!(/) para qualquer / G End(V). A afirmação em b) 

segue depois directamente. 

dy(f <S>idv.)bv = (dy)'(idy 0 0_1)(/0 idy.)òy 

= {dyY(f 0 idy!) (idy 0 (/;-1)Òy = (dyY{f 0 idy!)0^. 
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□ 

Esta ideia está implícita em [33], por isso Turaev escolhe sempre a dualidade esquerda 

canónica em VectF- 

O teorema 5.14 foi provado pelo autor em [23], rnas os argumentos utilizados em [23] 

são um pouco diferentes dos argumentos utilizados neste trabalho. Lá o autor utilizou o 
conceito de algehra de Hopf co-entrançada (co-hraided Hopf algehra). No último capítulo 

explicamos a relação com este trabalho. 

Para terminar este capítulo queremos explicar a relação entre os operadores de Yang- 
Baxter extensíveis e as estruturas de fitas. Seja Mon(£, Vectr) a categoria dos functores 

monoidais de 8 para VectF (ver def. 3.9). Seja Fit(VectF) a categoria em que os objectos 

são triplos (V, V*,cv), onde V é um objecto em Vectp, V* um dual de V com bv e dv as 

morfismos que definem a dualidade esquerda em V*, e cy um operador de Yang-Baxter em 

Y, tal que (y, y*, cy) gere uma categoria com estrutura de fitas, C{V). Note-se que C{V) 

é uma subcategoria de VectF, mas em geral a estrutura de fitas-em C{V) não coincide 

com a estrutura de fitas normal em VectF- Um morfismo entre (y, y*, cy) e (W, W*, cw) 

em Fit(VectF) é um funtor de C(y) para C{W) que respeita as respectivas estruturas de 

fitas. O teorema 5.3 mostra o seguinte: 

Corolário 5.18. Existe uma equivalência de categorias 

Mon(£, VectF) — Fit(VectF)- 

Para formular a relação entre os operadores de Yang-Baxter extensíveis e as estruturas 

de fitas temos primeiro que definir uma categoria nova, YBE(VectF) (ver def. 3.8). Os 
objectos em YBE(VectF) são triplos (V, V*,cv), onde V é um objecto em Vectr, V* um 

dual esquerdo com a dualidade definida por by o dy, e cy é um operador de Yang-Baxter 
extensível. Um morfismo entre (V, V*,cy) e (W, W*, c\y) é um par (/, g), onde f:V W 

e g: V* —> W* são aplicações lineares que satisfazem: 

bw - 

dy = dw {g ®> /), 

bw = {g ® f)by, 

dy = d'w{f®g). 

Aqui tomamos b'v = [cy)~lby e d'v = {cf)~ldy. Podemos agora mostrar o seguinte 

corolário. 

Corolário 5.19. Existe urna equivalência de categorias 

Fit(yectF) — YBE{VectF). 

Dcm. O functor que define a equivalência é a identidade. A prova que a imagem de 

um triplo (V, y*,cy) E Fit(VectF) pertence a YBE{YectF) é simples: O teorema 5.3 
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implica que {V, V*,cv) induz um functor em Mori(«f, VectF), o que por sua vez implica 

que {F{+),F{-),F{X+)) = (V,V*,cv) é um elemento de YBEÇVectp) (ver teor. 5.5 e 
5.14). Lendo este argumento de trás para frente, e utilizando que o dual esquerdo V* 

é necessáriamente isomorfo com o dual normal de V em Vectp e que esse isomorfismo 

define um isomorfismo em YBEÇVectF) (ver lem. 5.16), vemos que o functor identidade é 

essencialmente sobrejectivo. A demonstração do functor identidade ser plenamente fiel é 

análoga à demonstração do teorema 3.13 e evitamos aqui. □ 

6. O polinómio de Jones e polinómio de HOMFLY 

Seja V o Z[g,g_1]-módulo livremente gerado pela base vi,...,vn. Seja Eij a matriz do 

endomorfismo V V definido por Eij{vi) = Vj e Eij{vk) = 0, para todo o k ^ i. 

Escolhemos a base vi®vi,vi®V2,... ,vn®vn emV ®V. O endomorfismo Eik (g) Eji actua 

nesta base transformando Vi (g Vj em vk <S)Vi e qualquer outro elemento da base em 0. 

Já vimos o operador de Yang-Baxter que induz o polinómio de Jones. Na base escol- 

hida acima fica: 

a = q{Eii (g Eu + -^22 ® E22) + (-^12 ® E21 4- E21 & E12) + (q — q 1)Eii (g E22- 

Matricialmente é representado por 

fq 0 0 0\ 
0 q-q-1 1 

01 
0 1 0 0 

Vo 0 0 q/ 

É fácil ver que a é invertível, com inverso 

cr 1 = q 1{Eii (g Eu + E22 ÇQ E22) + {E12 <g E21 + E21 (g* -£■12) F (q 1 — q)E22 ^ Eiu 

e que 
a-cr-1 = {q-q~l)I, (6.1) 

onde I = Eu + E22 é a identidade em V. Também é fácil verificar que a é bi-invertível e 

que 

-cr .-■)• u<'° 

Temos, portanto, VU = ç1-4/, o que implica que temos que normalizar cr, multiplicando 

por ç~2, para obter um operador de Yang-Baxter extensível. Seja M o invariante definido 

por este operador normalizado. A identidade 6.1 implica que 

q2M(K+) - q-2M{K-) ={q- q-l)M{Ka). 

(Para a definição do triplo (ÍL+,iL_, Aq) ver fig. 1.4). Isto é essencialmente o polinómio 

de Jones, mas M{0) = g2tr(?7) = q2iv{y) — q + q~l. Falta, portanto, multiplicar M por 

para que o valor do nó trivial seja 1. O polinómio de Jones é 

./ = l——M. 
g + q-1 
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A construção do polinómio de HOMFLY é mais complicada. Em vez de só utilizar 

a representação fundamental da R-matriz universal de 6"/(2) temos que utilizar a repre- 

sentação fundamental da R-matriz universal de sl(rn) para todo o m G N. Os operadores 

de Yang-Baxter que obtemos são definidos por 

<Jm = q Eg ® Eu + ^2 Eij ® Eji + {q- q ^ X/ Eii ® » 
i i<3 

com inversos 

am = 9"1 Y Eii ® + Y Eii ® + (9"1 _ 9) Y Eii ® EÓ3' 
i i>3 

para i,j = 1,..., m. Para todo o m G N temos 

Vm-Vm = ÍQ-Q'1)!- 

O operador de Yang-Baxter am é bi-invertível para todo o m G N com 

ym = diag(g1_2m,..., q-3, q"1), Um = diag^"1, g"3,..., g1-2"1). 

Portanto VmUm = q~2mI e temos que multiplicar am por q~in para obter um invariante 

de enlaces. Isto prova o seguinte lema: 

Lema 6.1. Para todo o rn G N o operador de Yang-Baxter q~Tn(Tm é extensível e induz o 

invariante de enlaces Pm que satisfaz 

qmPm{K+) - q-mPm{K-) = (<?" q-^PmiKo) 

(• rn _ -m\ 
Pm{0) = q

mtr{U)={q
{q_*_1)

). 

Para o resto da construção do polinómio de HOMFLY seguimos [32]. A ideia é que a 

sequência {Pm(i;í)}7riGN é convergente para qualquer enlace K. 

Lema 6.2. Seja K um enlace com n componentes e u cruzamentos. Se rn > 4w + 2n + 1 

o polinómio de Laurent {q - (7_1)u+nPm(A) pode ser escrito de uma única maneira como 

o somatório 

Y ^g^ 
a,òGZ 

com ra^ G Z e ra,b = 0 se |a| > 2u + n. Os coeficientes ra}b não dependem da escolha de 

rn > 4u + 2n + 1. 

Dem. Provamos primeiro a unicidade. Supomos que existe uma outra decomposição de 

{q — q~1)u+nPTTl{K), dada pelo somatório 

X] rc'dq 

c,d 

c+md 
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com rcd G Z e rCjd = 0, se |a| > 2w + n. Obviamente a + mò = c + md se e só se 

a — c = 777.(0 — d). Como presumimos |a|, \c\<2u + n < y, obtemos |a — c| < |a| + |c| < rn. 

Isto implica a = ceb = d, o que prova a unicidade. 

Agora vamos provar a existência. Substituindo sobrecruzamentos por subcruzamentos 

podemos tornar qualquer enlace num enlace trivial. Utilizando esta ideia e aplicando a 

primeira fórmula no lema 6.1 todas as vezes que substituímos um sobrecruzamento por um 

subcruzamento vemos que Pm(ÍÍ) é a soma de um número finito de polinómios do tipo 

±9me(ç-<r1)íí5m(G,í), 

com e, / G Z, 0 < / < w, Gd o enlace trivial com d componentes e d <u-{-n. Pela fórmula 

de Pm (Gd) no lema anterior obtemos 

(9 " - Q-1)'Pm{Gd)] = q™iqm - <rra) V" 

Note que / + n + n- d</ + Ti + n<2Ti + n,o que prova a existência da decomposição. 

A última afirmação do lema é a consequência directa da construção da decomposição. □ 

Teorema 6.3. O polinómio de HOMFLY existe. 

Dem. Sejam A, 7i, u definidos como no lema anterior. Para m > 4tí + 2n + 1 definimos 

iV(ií) = (g-g-1)-"-n raj,qatb. 
a,ò€Z 

O lema 6.2 mostra que N(K) é um polinómio de Laurent em q e t que não depende 

de m. Como Pm é um invariante de isotopia, N{K) é invariante sob os movimentos 

de Reidemeister. Note-se que, se K' é um enlace obtido de K por um movimento de 
Reidemeister, obtemos u' <u + 2 en' =n. Portanto, para escrever N{K) e A"(A'), temos 

que tomar m = 4tí + 2n + 9 > 4tí' + 2rí + 1. Em geral para dois enlaces A e L podemos 

tomar m > max(4Ti/<- + 2nK + 1,4tíx, + 2nL + 1) para definir N{K) e A(L). Portanto 

A(A) é um invariante de isotopia para A e segue do lema 6.1 que 

GV(A+) - í"1 A(A_) = {q- q-^N^o) 

N(r ] - ^~rl)d 

N{Gi)- {q-q-iy 

Substituindo t = -y/^Tx e q - q~l = V^Tt/ e multiplicando o resultado por j = 

(g+a-1) 0btemos finalmente o polinómio de HOMFLY H □ 
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7. Álgebras de Hopf co-entrançadas 

Por último ainda queremos mostrar directamente o que é que operadores de Yang-Baxter 

extensíveis têm a ver com álgebras de fitas. Através da chamada construção FRT (FRT- 

construction, segundo os nomes dos inventores Fadeev, Reshetikliin e Taktadjan) consegue 

se construir uma bi-álgebra a partir de qualquer R-matriz. 

Definição 7.2. Seja kn[T] a álgebra não comutativa livremente gerada sobre k por íj, 1 < 

hj < n corn unidade. Então kn[T] torna-se numa bi-álgebra se definirmos o co-produto 
A(íj-) = 1^®^ e co-unidade e(í*-) = ú]. 

Às vezes é conveniente considerar £ como a matriz com coeficientes £*■ e escrever A(T,) = 

T ®T e e{T) = I. 

Ainda não explicámos o que é um bi-ideal. 

Definição 7.3. Seja T uma bi-álgebra. Um bi-ideal I é um ideal da álgebra T que satisfaz 

A(/) Ç I®B + D®I e e(/) = 0. Se I é um bi-ideal, então D/l é novamente uma bi-álgebra. 

Partindo de uma R-matriz R podemos definir um bi-ideal de kn[T] a seguinte maneira. 

Lema 7.4. Seja R. urna R-matriz de dimensão n2 com coeficientes em k. Seja I o ideal 

de kn[T] gerado pelos elementos 

RT1T2 - ^T.R. 

Aqui considerámos esta expressão como uma matriz, com Ti = T ® I e T-z = I & T, e os 

elementos que geram I são os coeficientes desta matriz. O ideal I é de facto um bi-ideal e 

temos a bi-álgebra A{R) = kn[T]/I. 

Dem. Vemos que 

A(itTiT2 - T2TiR) = {RT1T2 ® RT1T2) - (T2T1R 0 T2T1R) 

= [RT1T2 - T2T1R) ® RT1T2 + T2T1R ® (RT1T2 - T2T1R) 

e 

e{RTiT2 - T2TiR) = Rc{T) ® e(T) - c{T) ® e{T)R = R-R = 0. 

□ 

Nesta demonstração nota-se bem a vantagem da notação matricial. Antes de continuar 

vamos dar um exemplo que mostra a relação entre esta construção e as álgebras universais 

quânticas envolventes das álgebras de Lie semi-simples. 

Exemplo 7.5. Consideramos a R-matriz do exemplo 2.17 

(q 0 0 0\ 
0 1 q -r1 0 

0 0 1 0 

\() 0 0 qJ 
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Neste caso A{R) é a álgebra (não comutativa) gerada por í}, íf, íi com as relações 

í?í} = Çíjí?, í^íf = çí?íi, 

= ^4, 44 - 44 = fe"1 - 4)44- 

Verificar isto é só uma questão de escrever a equação matricial 

RT^ = T^R 

explicitamente com os coeficientes de R. O co-produto é definido por 

A(T) =T0T, 

e a co-unidade por 
e(T) = I. 

Se quisermos fazer de A(R.) uma álgebra de Hopf vimos que temos que "adicionar" for- 

malmente os elementos da matriz T~1. Pela regra de Cramer, na teoria de álgebra linear, 

sabemos que isto corresponde a "adicionar" formalmente o inverso do "determinante" de 

£. Só que neste caso não é o determinante normal, mas sim o detenninante quântico, que 

c dado por 
detq = 44 — Q '44 ~ ^2^1 — 

Como se vc detq é um elemento tipo grupo (grouplike elernent), i.e. A(detq) = detq (g) 

detq, e(detq) = 1. Portanto o elemento detqX - 1 define um bi-ideal em A{R)[X] e temos 

a bi-álgebra GLq{2) = A{R)[X]/{detqX -1). Agora é fácil definir um antípoda em GLq{2) 

(S{t\) 5(4)\ _ d i / 4 -qtl] 

U(íD ti )■ 

Também se pode definir a álgebra de Hopf SLq{2) = A[R)/(detq — 1) com o mesmo 

antípoda. A relação com Uq{sl{2)) no exemplo 2.18 é a seguinte: Seja p a representação 

de Uq(sl{2)) que demos no exemplo 2.18. Temos então um emparelhamento (pairing) 

Uq(sl(2)) x A(R) —> C definido por 

(z,t)) t-> p{z)) 

para qualquer z G Uq{sl{2)) e quaisquer i,j G {1,2}. Este emparelhamento respeita as 

estruturas de bi-álgebra no sentido que 

{ziZ2,tlj) = (zi®Z2,A{tlj)) = {z1,t
l
a){z2:t^), 

(Zltjc) = = J](Z(1),í;)(Z(2),C), 

(z, 1) =e(z), 
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(l,íj) = e(4) = á*. 

A aplicação linear (/): A(R) Uq(sl(2))* definida por 

HtyW = Pi*)) 
s 

é, portanto, um homomorfismo de bi-álgebras. O núcleo de (f) não é trivial. E, no entanto, 
possível mostrar (ver [18] por exemplo) que N{(j)) = {detq — 1) e que a aplicação quo- 

ciente (f):SLq(2) Uq{sl{2)y é um isomorfismo. Esta aplicação respeita os respectivos 

antípodas, 
{S{z),tÍ) = {z,S{tÍ)), 

logo SLq{2)) e Uq{sl{2)) são álgebras de Hopf duais. 

Devemos dizer que este caso é bastante mais simples e bonito do que os casos das outras, 

álgebras de Lie. Em primeiro lugar nem sempre é fácil definir um determinante quântico. 

Em [27] aparecem definições mais generalizadas de determinantes quânticos. Em segundo 

lugar não é tão fácil, em geral, interpretar A(R). No caso em cima pode se mostrar que 

.SXi(2) = ÍF{SL{2)), a álgebra das funções regulares no grupo de Lie SL{2). Portanto 

podemos considerar SLq(2) como uma quantização de SL{2). Em geral o quociente de 

A{R) não é uma quantização do grupo de lie Exp(Q). De facto há contra-exemplos, veja 

[7]. Por último devemos dizer que a estrutura de A{R) pode ser bastante diferente de um 

grupo quântico, até para uma R-matriz simples. Se tomamos a R-matriz diagonal 

fl 0 0 

0 Q 0 0 

0 0 ç-1 0 

KQ 0 0 l) 

então as relações RT1T2 - T2T1R implicam que (Í2)2 = 0. Isto não acontece nos grupos 

quânticos, i.e. nenhuma álgebra de Hopf Uq{Ç) tem elementos nilpotentes. Em geral A(i?.) 

também não tem uma base de Poincaré-Birkhoff-Witt como as Uq{Ç) e as suas respectivas 

duais. A existência desta base no caso dos grupos quânticos é extremamente importante 

para o cálculo das R-matrizes universais. No caso de SLq{2) esta base é dada por í*] • • • íj" 

com 1 <ii < .. • < «n < 2 e 1 < ji < • ■ • < in < 2. Para mais informações sobre isto tudo 

ver por exemplo [7,13,14,18]. 

No entanto, neste trabalho não estamos muito interessados na estrutura de A{R) mas 

só nos invariantes de enlaces que A{R) define em certos casos. Para isso consideramos a 

categoria dos seus co-módulos de dimensão finita. 

Definição 7.6. Seja D uma bi-álgebra. Um co-módulo M de B é um espaço vectorial em 

conjunto com uma co-acção Am que c uma aplicação linear Am- M —> B<g)M que satisfaz 

(A (gi idM)AM = {idn ® Am) Am e (e (g idM)AM = idM- 

Note-se que uma bi-álgebra B é automaticamente um jB-co-módulo com A# = A. A cat- 

egoria X-comod é uma categoria monoidal. Seja M e N X-co-módulos, com A^m) = 

YlmD ® tum e AN(n) = YjnB ® kn as respectivas coacções, então M ® N forma um 
co-módulo com Am^nÍ^i (g n) = ^rrinriB ® (jum & tln)- Isto define uma co-acção pre- 

cisamente porque A é um homomorfismo de álgebras. A próxima pergunta é quando é que 

X-comod forma uma categoria entrançada. Para responder a esta pergunta introduzimos 

a noção de uma bi-álgebra co-entrançada. 
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Definição 7.7. Uma bi-álgebra D diz-se co-entrançada se existe uma aplicação linear, 

invertível relativamente ao produto convolutivo, R: B (8 B -+ k tal que 

b(i)a(i)R{a{2) ® ^(2)) = 

R{ab®c) = c^)R{b^) C(2)), 

^(a <8) bc) = ^ R{cl{i) O c)ií(a(2) <8> 6), 

para todos os a,b,c€ B. 

É fácil verificar que A{R) é de facto co-eritrançada com 

Ritac ® tbd) = ií^. 

Lema 7.8. Sc B é uma bi-álgebra co-entrançada então B-comod é uma categoria en- 

trançada. No sentido contrário, se B-comod é entrançada e B tem dimensão finita então 

B é co-entrançada. 

Dem. Se B é co-entrançada com R.: B ® B —> k então podemos definir a trança em 

B-comod por 

cm,n{ri ® n) = Xy ^ nB)nN ® riM, 

com Ajw(m) — ® bim e Ajv(n) = X]ri-D ^ riiv para quaisquer B-co-móduIos M e 

N. E fácil verificar que isto define uma trança. Reciprocamente, se B-comod é entrançada 

e B tem dimensão finita então podemos definir 

(e O e)cB)c(l ® 1). 

Verificar que isto define uma estrutura co-entrançada em B é fácil. □ 

O problema agora surge quando queremos considerar dualidade em A(B)-comod, 

porque A{R) não é, em geral, uma álgebra de Hopf. A razão é que um antípoda não é uma 

involução em geral (ver ex. 2.17), ou seja, podemos definir S{T) = T_1 mas não sabemos 

definir ^(T-1) = S2(T). Esta questão está directamente relacionada com a questão de 

prolongar o operador de Yang-Baxter PR ou RP a toda a categoria rígida gerada por R. 

De facto a questão é a mesma e a resposta também. 

Teorema 7.9. 

a) Suponhamos que podemos adicionar relações a A(R) de tal modo que a estrutura co- 

entrançada desça para o quociente e obtenhamos uma álgebra de Hopf co-entrançada. 

Então R é bi-invertível e 

R(T (2) S{T)) = R 

com R = ((BÍ2)_1)Í2, Além disso verificam-se as igualdades 

S2(T) = V^TV = UTU'1, vj = R™, U] = R%. 

46 



Operadores de Yang-Baxter e a Categoria dos Emaranhados 

b) Se R é bi-invertível, então podemos definir a álgebra de Hopf H{R) a partir de A{R) 

adicionando formalmente os geradores T~l = ((í-1)})!j=i3 com co-produto e co- 

unidade 

Air1)?) = (r1)? 0 {t-1)*, = 61 

e adicionando as relações TT~l = T~1T = I. Podemos então definir o antípoda por 

S{T) = T-\ SiT-1) = S2(T) = V^TV = UTU'1, 

e a estrutura entrançada por 

R{T ®T) = RiT'1 ® T'1) = R, ií(T_1 0 T) = ií"1, R{T ® T_1) = R. 

Dem. a) Mostramos primeiro que 

R{T®I)=e{T) = R{I®T). 

Isto é consequência de 

R{T®I) = {R-\T®I)R{T®I))R{T®I) 

= R-1(T®I){R{T®I)R{T®I)) 

= R-^T ® I)R{T ®I) = 6(T) = 1. 

A primeira e a quarta identidade vêm da invertibilidade de R relativamente ao produto 

convolutivo, a terceira identidade vem da segunda condição na definição 7.7. A outra 

identidade R{I ®T) = e{T) prova-se de mesma maneira. Utilizando este resultado vamos 

provar que a matriz A = R{T ® -SfT)) satisfaz 

= sís* = 

o que é provar que A = R em termos dos coeficientes. Temos 

R{tt 0 fpSitPf)) = R{tl 0 S(t0f))R{tab 0 í^) = a%r;$. 

Por outro lado temos 

R(tl 0 t^SiÇ)) = R{tab 0 Sj) = SbSf, 

o que prova a identidade. Note-se que do mesmo modo se conclui que R{S{T) ®T) = R-1 

e ^(^(T) ® S{T)) = R. 

Provamos agora 52(T) = C/TC/-1. Podemos definir uma aplicação linear U: A{R) —> k 

por U{tlj) = R{t^ ® S{tp)) = C/j. Temos então o seguinte 

U{áç = Riti 0 5(4))i° = R(ti 0 S{tl))tp{t1)S2{^) 

= S(t%)tiS2{t\)R{Ç 0 S(í])) = S2[t\)U{fj). 
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Na segunda identidade usámos S{tp) — 5'(íJ)e(«S,(ííy)) = S(tp)S{t])S2onde aplicámos 

AS = {S <Si S)A01P porque S é um antihomomorfismo. A identidade S2{T) = V~1TV 

prova-se da mesma maneira. 

b) A prova de b) é mais complicada. Temos que mostrar que as relações RT1T2 = 

T2T1R e TT-1 = T_1T = / são suficientes para que S satisfaça o axioma de antípoda e 

para que o prolongamento de R para H (R) defina realmente uma co-trança. Começamos 

pelo último. 

As duas relações matriciais a) RT1T2 = T2T1R e b) TT-1 = T,_1T = I implicam mais 

três relações: 

c) T2.fr1 Tf1 = Ty1R~1T2, 

d) T^'lRT1 = TíRT^1, 

e) T^T^R = RT^T-1. 

São as relações a), c), d) e e) que mostram que R define realmente uma co-trança em 

H{R). Para provar isso temos que mostrar que R satisfaz 

#0(1) O ã(1))a(2)ã(2) = 6(i)tt(i)#0(2) ^ ^(2)) 

para todas as escolhas de a e ò. Distinguimos 4 casos. 

No primeiro caso escolhemos a = 1% e b = Então esta identidade é igual a 

o que é precisamente igual à relação a) em termos de coeficientes. 

No segundo caso escolhemos a = (í-1)? e 6 = Então a igualdade é igual a 

m-1)? ® í^r1)^ = wt-^Rat-x ® 4). 

Como i?(T-1 ® R) = R-1 vemos que a expressão em cima é igual a relação c). 

No terceiro caso escolhemos a = e b = Então a identidade é igual a 

m ® = {t-^KR^ ® (t-x). 

Neste caso temos que rescrever a relação d) como 

Ti(T2
_1)Í2i?t2 = Rt2 (T2

_1)t2Ti. 

O último caso corresponde à escolha a = (í-1)^ e b = (í-1)5- Da mesma maneira 

que mostrámos os outros casos pode se mostrar que neste caso a identidade desejada 

corresponde à relação e). 

Para mostrar que S define um antípoda temos que provar que S{T~1)T~l = I. Com 

a definição de S podemos escrever 5(T-1)T~1 como 

(7.1) 

Para mostrar que isto é igual a 6% temos que utilizar d). Já tínhamos visto que podemos 

escrever d) como 

(#t2)-1T1(T2-
1)Í2 = (T"1)'2!1!^2)-1. 
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Em termos de coeficientes isto é igual a 

(7.2) 

Aplicando (7.2) em (7.1) obtemos 

u^iu-r^t-x=RrXiu-1)^-1^ 

= = SZR^iU-1)! 

= uzíu-1)! = 0%. 

□ 

Exemplo 7.10. Para a R-matriz no exemplo 2.17 temos H{R) = GLq{R). Para mostrar 

isso basta mostrar que o antípoda induz as mesmas relações em H{R) e em GLq(R) entre 

T e T_1. É óbvio que detq é invertível em H{R), portanto falta mostrar as seguintes 

relações: 

íi -nA r1) det -1\2 
í 

As demonstrações das quatro relações são semelhantes, portanto provamos só a primeira. 

detAAl = tltlitAl - Q-^tUr1)1, = ípKr1)} - 

= tltKt-1)1! + ^(í"1)? = + t2A{t-l)l 

= ^(íír1)i + 4(r1)?) = íi. 

A primeira identidade vem da sexta relação em A(R) no exemplo 7.5, a segunda identidade 

segue de TT-1 = I, a terceira identidade vem da quarta relaçãoem A(R) e a última relação 

vem outra vez de TT~1 = I. 

Em [27] Manin define determinantes quânticos para as R-matrizes associadas a Uq{sl{n)). 

Utilizando estes determinantes quânticos podemos definir GLq{R) para estas R-matrizes 

também. É muito provável que também nestes casos tenhamos GLq^R) = H{R), o que 

é, digamos, uma versão quântica da regra de Cramer, mas o autor deste trabalho nunca 

viu uma prova. Manin obtém GLq{R) localizando no determinante quântico e as suas 

observações mostram que T —> T e T-1 -> S{T) é uma aplicação sobrejectiva de H{R) para 

GLq[R). Resta saber se esta aplicação é injectiva. Nos casos dos outros grupos quânticos 

o método de Manin traz maiores problemas técnicos. Para localizar no determinante 

quântico é preciso que R satisfaça a condição de Ore, que não queremos explicar aqui (ver 

[7]), porque o anel A(P) é não comutativo. O autor deste trabalho não sabe se no caso 

dos outros grupos quânticos as R-matrizes satisfazem esta condição. O método do Majid 

funciona na mesma. 

Podemos agora definir quando é que uma R-matriz "induz" uma categoria entrançada 
com dualidade esquerda. 
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Lema 7.11. Se II é urna álgebra de Hopf então a categoria rnonoidal H-comod tem 

dualidade esquerda definida por M* = Lm(M, k) e co-acção 

Am*(/) = {S & /)AM, 

onde identificámos Hom{M, A) = A®M* como espaços vectoriais (aqui utilizámos mesmo 

o facto da dimensão de M ser finita). As aplicações Bm e cZm são simplesmente coevM* e 

evM*- 

Lema 7.12. Seja R uma R-matriz bi-invertível. Então H{R)-comod é uma categoria 

entrançada com dualidade esquerda. Se V é o co-módulo fundamental com co-acção e3 i-> 

t3
a (2) ea, então V* tem co-acção fi ^ S{tf) (2) /a, em que e1,.. .,en é uma base de V e 

/i, • • •, /n é a base dual. A trança emV eV* é dada por 

cvyie* <2> e3) = Rabe
b (2) ea, 

Cy {fi <2) fj) = Rijfb ® /a, 

cv,v (el (2) fj) = Rajfb <2) ea, 

cv,v{fi®e3) = {R'1)^^ ® fa- 

Dem. O facto de H{R)-comoá ser uma categoria entrançada com dualidade esquerda é 

consequência directa do lema 7.7 e da definição 4.4. Para calcular explicitamente a co- 

acção em V* precisamos explicitamente do isomorfismo Hom{V,H{R)) = H{R)®V*. Este 

é dado por / i-> f{et) (2) /i G H{R) ® V* para qualquer / e Eom{V, H(R)). Vê-se então 

que a co-acção em V* é dada por {fi) = <S> fa se tomamos / = Ai/, e utilizamos 

{S <2» /i)Ai/(ea) = S{tl) (2) fi{cb) = Aplicando as fórmulas das co-acções emV eV* 

podemos calcular a trança em V e V*. A trança em V é obtida através do lema 7.7. 

cvy (e1 <2> e3) = R{tla (2 tÍ)eb <2) ea. 

As outras fórmulas para a trança são obtidas aplicando as fórmulas no teorema 7.9. Por 

exemplo 

cv-Afi ® ej) = R{S{ti) ® tí)eb ®fa = {R-1)^ ® fa- 

□ 

Falta só saber quando i7(JR)-coniod tem uma estrutura de fitas. 

Definição 7.13. Seja R uma R-matriz bi-invertível. Dizemos que H{R) é uma álgebra 

com co-fitas se VU é invertível e tem urna raiz quadrada central 0, a que chamamos a 

co-fita de H{R), tal que 

A(0) = {R21 * R)-1 * (e <2> 0), e(0) = 1, 5(0) = 0. 

Aqui consideramos 0 como elemento de Lin{H(R),k), pondo 0(íj) = 0j e 0((í_1)j) = 

(0-1)J. A operação * na definição é o produto convolutivo em Lin(ií(i2) ®H{R),k). 

Obviamente temos o seguinte lema. 
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Lema 7.14. Seja R uma R-matríz bi-invertível. Se H(R) é urna álgebra com co-fitas 

H{R)-comod é uma categoria com fitas. 

Dem. A estrutura de fitas é dada por 

(© <8) id) Ay 

para qualquer H(ií)-co-módulo V. □ 

Antes de dar o equivalente ao corolário 5.19, agora em termos de H{R), temos que men- 
cionar que existe também a noção de co-módulo direito com uma co-acção direita que 

tem propriedades analógas às propriedades na definição 7.6. Todas as afirmações acima 

provadas para co-módulos (esquerdos) também são válidas "mutatis mutandis" para co- 

módulos direitos. Por exemplo comoá-H{R), a categoria dos ií(J7)-co-módulos direitos 

de dimensão finita, é entrançada. Seja W o co-módulo direito fundamental com co-acção 

Cj i-> ea © t", então W* tem co-acção dada por fi i-> /a © S(íj). A trança é dada por 

cw,w{ei ® ej) = eb® eaRfj, 

cw*,w-Ui®íj) = fb®fartL 

cw,W'{ei® P) = fb®eaR%, 

Cw^wif ® Cj) = ea® 

Neste contexto o corolário 5.19 fica o seguinte. 

Teorema 7.15. Seja R. uma R-matríz extensível. Então S = I define uma co-fita em 

H(R) e RP induz uma representação Frp:T —> H{R)-comod com i?(+) — Ve FR induz 

uma representação Fpr: T —> comod-H(R) com F{—) = W. Ambas as representações são 

únicas na medida que preservam a trança, a dualidade e a volta. 

E claro que estes functores Fpr e Frp são iguais aos functores implícitos nos corolários 

5.18 e 5.19. Deste mesmo teorema conclui-se que, dadas estas representações (de facto 

uma não existe sem a outra), R é bi-invertível e VU = I, e portanto, neste caso, H{R) é 

uma álgebra com co-fitas. Uma questão interessante é a seguinte. Definimos uma álgebra 

de Hopf H{R) e reencontrámos a nossa categoria de fitas gerada por PR (resp. RP) em 

forma de i7(ií)-comod (resp. comod-H(R)). Será que podemos recuperar H{R) a partir da 

categoria de fitas gerada por PR (ou RP), sem usar a construção FRT? A resposta é sim e 

tem importância, além de satisfazer a nossa curiosidade académica. Para recuperar H{R) 

temos que aplicar o chamado teorema de reconstrução de Tannaka-Krein. Infelizmente 

este teorema está fora do âmbito deste trabalho mas pode ser visto em [25]. 
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