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Capitulo 1

Introducao

O problema da factorizacao matricial surge naturalmente em diversas dreas
da Matemética. Como ¢é referido em [4], a factorizagdo de fungdes matri-
ciais desempenha um papel fundamental na resolucao de equagoes integrais
singulares, equacoes de Wiener-Hopf, na teoria dos operadores integrais sin-
gulares, em certas classes de operadores integrais, diferenciais e de Teoplitz.
Mais recentemente, a factorizacao de fungoes matriciais tem sido utilizada na
teoria de vectores holomérficos, na teoria de sistemas invariantes em tempo
dindmico e na teoria da difraccao de ondas electromagnéticas e acusticas,
entre outras. Além disso, ¢ um facto bem conhecido que a factorizagao de
funcoes matriciais estd intimamente ligada a resolucao de problemas de con-
torno de funcoes analiticas.

A teoria da factorizacao de matrizes tem as suas raizes no trabalho referi-
do em [16]. Esse artigo contém uma demonstracdo completa da existén-
cia de factorizacao para funcoes matriciais que sao analiticas num contorno.
Plemelj também considerou o caso das funcgoes que sao continuas a Holder
num contorno, mas a sua demonstracao é s parcial tendo sido completada
posteriormente em 1943 por N. I. Muskhelishvili e N. P. Vekua. (Veja [1])

Uma factorizagao da fungao matricial G(t) € C™™ (T) relativa a circun-
feréncia unitdaria T é uma representacao do tipo

G(t)=G+(OAH)G- (), teT (1.1)

onde os factores G, (t) e G_(t) sdo regulares e GE' () admitem prolongamentos
analiticos no interior e exterior de T, respectivamente, e o factor central A(t)
é uma funcao matricial diagonal da forma

A(t) = diag (t, ..., t"")

e k; €7Z,1=1,...,n tais que k1 > ... > Kk, sao chamados indices parciais da



factorizacdo. E feita uma distingao entre factorizacio esquerda e factorizacio
direita se trocarmos a posigao dos factores G, (t) e G_().

Nos primeiros anos, a teoria desenvolveu-se essencialmente para funcoes
de Holder mas houve necessidade de modificar a nocao de factorizacao,
tendo Simonenko introduzido o conceito de factorizagao generalizada em
L,(T),1<p<o0.

Nao existe um método geral que permita a obtencao da factorizacao de
qualquer funcao matricial. Tém sido feitos progressos para algumas classes
de fungoes matriciais sendo a classe mais estudada a das fungoes matriciais
racionais. Em 1952 foi proposto por F. D. Gakhov um algoritmo de factor-
izacao para estas matrizes. Para as funcoes matriciais racionais regulares
na circunferéncia unitdria, o problema da factorizacao pode resumir-se ao
problema da factorizacao de fungoes matriciais polinomiais. Um algoritmo
iterativo para construcao da factorizacao de uma fungao matricial racional
factorizédvel é descrito, por exemplo, em [4], [9] ou [13].

Dado que até para fungoes matriciais racionais muito simples a obtencao
da sua factorizagao é um processo moroso e que envolve muitos célculos, o
principal objectivo desta tese foi a construgao de um programa informaético
que determinasse a factorizagao de uma funcao matricial da referida classe.
Assim, na base do algoritmo descrito em [9], construiu-se um ficheiro na lin-
guagem de programacao do pacote informdatico “Mathematica” que solicita
ao utilizador a introdugao da fungao matricial a factorizar e tem como respos-
ta os termos daquela decomposi¢ao multiplicativa. O programa informa&tico
construido é apresentado no capitulo 3 deste trabalho. Em anexo ao docu-
mento da tese é entregue um CD que contém todos os ficheiros informéticos
elaborados no ambito deste trabalho.

Mais recentemente (veja o capitulo 4 de [9]) foi proposto um método
alternativo para a construcao de uma factorizacao de uma funcao matricial
racional o qual se baseia na utilizagao de férmulas explicitas e difere substan-
cialmente do processo de F. D. Gakhov por nao ser iterativo. Este método
assenta no pressuposto de que qualquer fungao matricial racional quadrada
n X n pode ser escrita na forma

F(x)=TI+C(zG—-A'B. (1.2)

Esta representacao ¢ designada por uma realizacao e permite reduzir o
problema da factorizagdo de F (z) a um problema de Algebra Linear envol-
vendo as quatro matrizes A, G, B e C, onde T representa a identidade de
ordem n. A e G sao matrizes quadradas de ordem m e as matrizes BB e C sao
do tipo n X m e m X n, respectivamente. O estudo deste método é feito no
capitulo 5.



A tese encontra-se estruturada da seguinte forma.

No capitulo 2 sao estabelecidas as notagoes que serao utilizadas ao longo
de todo o trabalho. Esté dividido em quatro secgoes. As duas primeiras apre-
sentam a definicao de factorizacao de uma funcao escalar e de uma funcao ma-
tricial bem como os resultados principais relacionados com aquelas definigoes.
Nas seguintes seccoes é feita a distingao entre factorizacao esquerda e fac-
torizacao direita e sao enunciados os teoremas que estabelecem as relagoes
entre estes dois tipos de factorizacio de uma funcio matricial. E, ainda,
demonstrada a unicidade dos indices parcias.

No terceiro capitulo é feito o estudo da factorizacao das funcoes ma-
triciais racionais. As duas primeiras secgoes descrevem um método para a
obtencao de uma factorizagao para fungoes racionais nos casos escalar e ma-
tricial, respectivamente. Na seccao 3.3 é proposto um algoritmo construido
a partir processo descrito na seccao 3.2. Em 3.4 é apresentado um ficheiro
informético que permite obter os trés termos da factorizacao de fungoes ma-
triciais racionais e em 3.5 é explicado o funcionamento desse ficheiro com
recurso a um conjunto de fluxogramas. Em seguida, é proposta uma simpli-
ficacao do algoritmo utilizado e elaborado um novo ficheiro informético, na
seccao 3.6. A explicacao do funcionamento deste ficheiro é feita em 3.7. Na
seccao seguinte sao comparados os dois ficheiros informéticos salientando-se
as vantagens da simplificagao proposta. A seccao 3.9 é dedicada ao estudo
das funcoes matriciais triangulares de ordem 2 x 2 continuas a Holder cujos
elementos diagonais sao fungoes regulares. O interesse deste estudo prende-
se com o facto de ser possivel reduzir o problema da factorizacao daquelas
funcoes matriciais a factorizacao de uma funcao matricial racional ja estuda-
do nas seccoes anteriores. A tltima seccao apresenta um ficheiro informético
que permite obter factorizacoes direitas de funcgoes matriciais racionais.

Refira-se que na construcao de todos os ficheiros informéticos apresen-
tados neste trabalho foi de grande importancia a consulta dos livros [3] e
[19].

O capitulo 4 contém dois exemplos de factorizagoes de fungdes matri-
ciais racionais. O primeiro exemplo descreve uma factorizagao relativa a
circunferéncias diferentes da unitdria e o segundo diz respeito a uma factor-
izagao relativa a recta real. A partir dos ficheiros informaticos construidos
para a determinacao de uma factorizacao de uma funcao matricial racional
relativamente & circunferéncia unitédria T, foi elaborado um ficheiro infor-
médtico que permite obter uma factorizacao relativa a uma circunferéncia
|t — zo| =, t € C onde o complexo z, representa o centro da circunferéncia
e o real r o seu raio. Isto foi conseguido procedendo a uma simples mudanca
de varidvel que transforma a circunferéncia T, noutra circunferéncia.

Foi também construido um ficheiro informético para a determinacao de
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uma factorizagao de uma funcao matricial racional relativamente a recta real.

Na seccao 4.3 é apresentado um ficheiro informatico que resulta da jungao
de todos os programas que foram construidos no d&mbito da tese. Este novo
programa ¢é interactivo pois utiliza caixas de didlogo para conduzir o uti-
lizador na sua aplicagao. Comega por solicitar a introdugao da matriz que se
pretende factorizar e depois permite optar entre uma factorizacao esquerda
ou uma factorizacao direita. Em seguida o utilizador pode escolher se a fac-
torizacao deverd ser relativa a circunferéncia unitaria, a outra circunferéncia
ou & recta real.

Como ja foi refeido, o capitulo 5 dedica-se ao estudo da factorizagao de
fungoes matriciais racionais por realizagao. A par do estudo tedrico, é apre-
sentado um exemplo simples de uma fun¢ao matricial racional decomposta
por realizacao e, em seguida, procede-se a sua factorizacao.

Para compreensao do método exposto no capitulo 5 foi necessério estudar
alguns tépicos de Algebra Linear, Analise Complexa e Teoria de Operadores.
Deste modo precisei de consultar os livros [12], [14] e [18].

O sexto capitulo é constituido pelos anexos. Nele sao apresentados os
seis ficheiros informédticos que sao referidos no texto da tese e que podem ser
encontrados no CD que a acompanha.

Para estruturacao e organizacao deste trabalho consultei os documentos
provisorios para a obtencao dos grau de Mestre e Doutor em Matemadtica,
respectivamente, referidos em [1], [7] e [17].



Capitulo 2

Resultados classicos

O primeiro capitulo deste trabalho é dedicado & apresentacao dos resultados
cléssicos da Teoria da Factorizacao de Fungoes Matriciais relativa-
mente & circunferéncia unitaria T.

Note-se que de modo geral, as defini¢oes estabelecidas para a circunfer-
énia unitaria T, podem ser generalizadas para qualquer curva I', fechada e
limitada no plano complexo C. Neste trabalho, serd dada especial atencao a
factorizacao de fungoes matriciais racionais relativas a circunferéncia unitéria
T, porém, no capitulo 4 serao propostas algumas generalizacoes considerando
outras circunferéncias, com diferentes centros e raios. Serd, ainda, feita uma
abordagem a factorizacao em relacao a recta real.

Neste capitulo sao introduzidas algumas notagoes e questoes de linguagem
que serao utilizadas ao longo de todo o trabalho.

A primeira seccao é dedicada a nocao de factorizacgao de uma funcao es-
calar e, posteriormente, chegaremos a definicao de factorizacao de uma funcao
matricial, na seccao seguinte, sendo estudadas as principais propriedades da
factorizacao e abordadas as condigoes para a sua existéncia.

Em seguida, na seccao 2.3, introduziremos a diferenca entre as factor-
izacoes esquerda e direita, apresentando dois teoremas que estabelecem as
relacao entre elas.

Na secgao 2.4 serao discutidas algumas propriedades dos termos da fac-
torizagao sendo dado particular énfase & unicidade dos indices parciais.

Os resultados enunciados neste capitulo fazem parte dos livros [4], [6], [9],
[11] e [13].

2.1 Factorizacao de funcoes escalares



Como é usual, consideraremos neste trabalho que T ={t € C : |t| = 1} rep-
resenta a circunferéncia unitdria, a qual divide o plano complexo em duas
partes, T.: o interior e o exterior da circunferéncia T, respectivamente. O
primeiro conjunto referido é limitado e serd definido por T, = {t € C : |t| < 1}.
A regiao ilimitada do plano complexo serd definida por T_={t € C : |t| > 1}.

C(T) designa o conjunto das fungdes continuas na circunferéncia unitaria
T. Por C4(T) entenderemos os subconjuntos de C'(T) das fungbes continuas
que admitem prolongamentos analiticos em T U T, respectivamente. Como
se sabe (veja [8]), o conjunto C(T) munido das operagoes algébricas usuais e
da norma

Jall,o =max la(0)],
torna-se uma dlgebra de Banach de funcoes continuas em T.

Tendo em conta estas notacoes, estamos em condigoes para estabelecer a
definicao de factorizacao de uma funcao escalar.

Definicao 1 Seja a(t) € C(T) e a(t) # 0,Vt € T. Diz-se que a admite
factorizagao em C (T) se puder ser escrita como um produto de trés factores

a(t)y=a; (t)tta_(t),teT (2.1)
onde
a4 (t) c C:t(T),
K :i%d a(t)

a4 (t) 7é 0,te T,.
inlrd a (t) designa o indice da funcdo a, isto é, o nimero de vezes que a curva

definida pela imagem da fungao a contorna a origem tendo em conta o sentido
positivo.

Como se sabe, se a fungao a admite um prolongamento continuo em T
e é analitica em T, com excep¢ao para um numero finito de polos, entao,
temos

i%da(t):n+—p+:n_—p_,

onde ny representa o nimero de zeros no interior (e, respectivamente, exte-
rior) de T e p representa o nimero de polos no interior (e, respectivamente,
exterior) de T. No cdlculo de n4 e pL é necessério ter em conta a sua multi-
plicidade.

Note-se que no caso k = 0 temos

a(t) = ay (t)a(t)
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e esta decomposicao é chamada factorizacao candnica.

Como se sabe, (veja, por exemplo, [11]) nem todas as fungoes continuas
sao factorizdveis de acordo com a definicao 1.

De seguida, consideraremos as funcoes continuas & Holder que formam
uma &dlgebra de funcoes continuas.

A definicao de condicao de Holder, no ponto ¢, com expoente p é enunci-
ada a seguir.

Definigao 2 Seja a(t) uma fungao complexa definida em T e p € (0,1). A
fungdo a(t) é continua a Holder no ponto t € T com expoente p se

EIAe]R+ : \a(tl) — a(t)\ S A ‘tl — t|'u, th’tgqy e ne(0,1)- (2.2)

Definicao 3 Se a funcdo a(t) satisfaz a condi¢io de Holder em todos os

pontos de T, com expoente p e com a mesma constante A, diz-se que a (t) é
continua a Hélder com expoente i em T.

Definigao 4 A dlgebra de fungées continuas o Héolder, H*(T) com p € (0,1),
representa a dlgebra das fungoes continuas que satisfazem a condicao de
Hélder com expoente 1 € (0,1) na circunferéncia unitaria T. A norma asso-
ciada a esta dlgebra é:

la(t1) — a(?)|
a = ||la + sup —mmM8M8M8M8—
I ||Hu(1r) lall tl,tgr It — ¢
ty #t

(2.3)

As fungdes a € H*(T) que satisfazem a condi¢ao de Holder sao sempre
fungoes continuas e, portanto, H*(T) é um subconjunto de C(T). Dizemos
que é um subconjunto e nao uma subdlgebra porque a estes conjuntos estao
associadas diferentes normas.

R(T) que representa o conjunto das fungdes racionais sem polos na cir-
cunferéncia unitdria. Ry (T) sdo os subconjuntos de R (T) que admitem
prolongamentos analiticos respectivamente ao interior e exterior de T.

E claro que H*(T) contém R (T) e goza da propriedade da invertibilidade
em C (T), isto &, toda a fungio continua de H#(T), nao nula em T, admite
inversa também continua em H*(T). A existéncia de uma factorizagdo para
as fungdes que sao elementos de H#(T) é garantida pelo teorema seguinte
cuja demonstragao pode ser encontrada por exemplo em [2].

Teorema 1 Toda a funcio a € H*(T), u € (0,1), reqular em T, admite a
factorizagao (2.1), isto é,

a(t) =ay (t)t"a_ (t)
com os factores a (t) € H (T), k :i%d a(t) eas (t) #0,Vt € Ty.



2.2 Factorizacao de funcoes matriciais

Nesta secc¢ao serd introduzido o conceito de factorizagao matricial o que con-
stitui uma generalizagao da nogao de factorizagao no caso escalar. Vamos
agora considerar o conjunto C"*" (T) das matrizes quadradas de dimensao
n cujas entradas sao fungoes pertencentes a C' (T).

Definicao 5 Seja G € C™*™ (T) uma fun¢ao matricial reqular em T. Uma
factorizagao (esquerda) de G relativa & circunferéncia unitdria T é uma rep-
resentacao do tipo

G(t)=G+()A)G-(t), t €T (2.4)
onde
FH(t) € CP(T), (2.5)
GFL(t) € C™(T), (2.6)
A(t) = diag [t"™, ..., t"] (2.7)

ek €Z,1=1,..,n tais que k1 > ... > k,. Os mesmos estio determinados
de modo tinico pela fun¢ao matricial G (veja teorema 6).

Definicao 6 Na factorizacio (2.4) de G € C™ ", os inteiros k; do factor
(2.7) sao designados por indices da factoriza¢io da func¢ao matricial G ou
indices parciais de G.

Definigao 7 A soma dos indices parciais de G

K :irqlrd G(t) =K1+ ... + Ky (2.8)
serd definida como o indice total de G.
Proposicao 1 Se G admite uma factorizagao em C™*™(T), entao,

i%d Gg(t) :irqlrd det G(t).

No caso escalar da factorizacao existe apenas um indice parcial e, conse-
quentemente, é coincidente com o indice total.

Definicao 8 Se G admite uma factorizagio em C (T) e os indices parciais
sao todos nulos
Kl = .=k, =0,

diz-se que a factorizacao de G é candnica. Neste caso o factor central é a
matriz identidade de ordem n.



Importa referir aqui que as fungoes matriciais racionais, regulares em T,
admitem sempre a factorizagao (2.4). Esta classe de fungbes matriciais serd
estudada em pormenor no capitulo 3, com a apresentacao de um algorit-
mo que permite encontrar uma factorizagao explicita para qualquer funcao
matricial racional.

Por [H*(T)]"*" serd denotada a dlgebra das fungoes matriciais cujas en-
tradas satisfazem a condigéo (2.2).

Tendo isto em conta é valido o seguinte teorema que constitui uma gen-
eralizacao do teorema 1 ao caso matricial.

Teorema 2 Seja G € [H*(T)|"™" uma fun¢io matricial continua a Holder
tal que det G (t) # 0,Vt € T. Entao, é sempre possivel obter a factorizagdo

G(t)=G+()A)G-(?)

onde

e (T

G e [H*(T)]"".

2.3 Factorizacao esquerda e factorizacao di-
reita

A factorizagao (2.4) ¢ usualmente referida como factorizacao esquerda da
funcao matricial G. Além deste conceito é ainda possivel considerar a nogao
de factorizagao direita que a seguir se define:

Definicao 9 Seja G € C™*™ uma fungao matricial regular em T. Uma fac-
torizacao direita de G relativa a curva T é uma representacao do tipo

Gt)y=F_()A(t)F.(t), teT (2.9)
onde
FEt) € CT(T), (2.10)
FE(t) € O™ ™(T), (2.11)
A(t) = diag [t", ..., t"n] (2.12)

e, €Z,1=1,...,n tais que pt; > ... > [1,,.



Se estivermos a considerar ambas as factorizagoes, esquerda e direita, é
necessario distinguir entre os indices parciais esquerdos e direitos, respecti-
vamente. De um modo geral, os indices parciais esquerdos e direitos nao
coincidem, como se pode ver no exemplo seguinte, apresentado em [13].

Exemplo 1 Seja G(t) = ( (t) tll

Q(t):<é?)(ét01)(ét?) (2.13)
Q(t)=<t11 _01)((1)(1))“3) (2.14)

sao, respectivamente, factorizagoes esquerda e direita de G. Aqui, os indices
parciais esquerdos indicados em (2.13) (ky = 1 e Ky = —1) nao coincidem
com os indices parciais direitos indicados em (2.14) (1, = g = 0).

) . Entao,

Considerando os indices parciais esquedos da factorizagao (2.4) e os indices
parciais direitos da factorizagdo (2.9) é fécil verificar, seguindo as ideias da
proposi¢ao 1, que as somas K1 + ... + Kk, € p; + ... + p,, sao ambas iguais ao
indice total da matriz de fungoes G. Entao, sempre que existem ambas as
factorizagoes (2.4) e (2.9) para uma fun¢ao matricial G em C(T), os indices
parciais esquerdos e direitos cumprem a condicgao:

Ki+ oo+ Kp =g + oo + 14, :irqud Gg(t) (2.15)

Recentemente, em [5], foi provado que a relagao (2.15) é, de facto, a
lnica existente entre os conjuntos de indices parciais esquerdos e direitos.
No referido trabalho podemos encontrar o seguinte teorema:

Teorema 3 Sejam k = {K1,...,5n} e u = {y, ..., u,,} dois quaisquer con-
Juntos formados por n nidmeros inteiros que satisfazem a condigdo (2.15).
Entao existe um fun¢do matricial racional, G € C™" (T), para a qual k e u
sao, respectivamente, os conjuntos de indices parciais esquerdos e direitos.

De seguida, serao enunciados dois teoremas que estabelecem algumas re-
lacoes existentes entre as factorizagoes esquerda e direita.

Teorema 4 A factorizacao esquerda de uma fun¢ao matricial G € C™™ (T),
¢ equivalente a factorizacao direita da matriz transposta de G. FE, de modo

andlogo, a factorizacdo direita de uma fung¢do matricial G € C™*"(T) é
equivalente a factorizacao esquerda da matriz transposta de G.
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Demonstracao: Consideremos uma fungao matricial G € C™*™ (T). Se
G se pode escrever como em (2.4), entdo, transpondo ambas as partes da
igualdade obteremos

G (t) = GLHAMGL (D).

De modo anélogo, temos
G'(t) = GLAMGL().
Evidentemente GT € C4 (T) se e s6 se G € C4 (T). A

Teorema 5 A factorizacao esquerda de uma fun¢ao matricial G € C™™ (T),
é equivalente & factorizacao direita da matriz inversa de G. FE, de modo

andlogo, a factorizag¢io direita de uma func¢ao matricial G € C™"(T), é
equivalente o factorizacao esquerda da matriz inversa de G.

Demonstracao: Seja G € C™*™ (T) uma fun¢ao matricial que admite a
factorizagao (2.4). Se invertermos ambos os membros da igualdade temos a
seguinte representagao:

GH(t) = G (AT ()G (1)
E claro que também ¢é vélida a igualdade:
GH(t) = G (AT )G

no caso de G admitir uma factorizacio direita. Obviamente, G:' € Cy (T)
seesé6se GL € Cy(T). M

Os resultados anteriores mostram que a partir da factorizacao direita
de uma funcdo matricial G € C™*™ (T) é possivel obter uma factorizagao
esquerda de G~! e vice-versa.

Refira-se que no caso escalar (n = 1), para uma funcao a € C(T), a
unica diferenca existente entre factorizagao esquerda e factorizacao direita
diz respeito a ordem de apresentacao dos factores (propriedade comutativa).

2.4 Propriedades dos factores

O factor central A introduzido na definigao 5 é diagonal e tem a forma men-
cionada em (2.7). Consideremos o seguinte teorema, referido em [4], que
estabelece a sua unicidade e, portanto, a unicidade dos fndices parciais.
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Teorema 6 Seja G € C™*" (T), uma fun¢ao matricial que admite duas fac-
torizagdes G(t) = GV (H)A (1) Qil) (t) = 6P (A (t) gf’, em relagio & circun-
feréncia unitdria T, onde A e A sdo funcoes matriciais diagonais da forma
(2.7). Entao,

A(t)y=A(t).

Demonstragao: Consideremos duas matrizes diagonais A e A

A(t) = diag [t™, .., 0]

A (t) = diag [t™, ..., t%]

com as propriedades k1 > ... > Kk, € K1 > ... > K,, respectivamente.
Partindo da igualdade entre as duas factorizagoes

¢V A )G =P AR 1) 6P (1)

-1
e multiplicando ambos os membros da igualdade, & esquerda por (g(f)) e

a direita por (g(j’) podemos escrever:

H_(A (1) = A (8) My (1) (2.16)

onde

Ho ()= (9% 1) %)

() = G20 (0 ()

Vamos assumir que para um determinado p (1 < p <n) temos k, > &, (0
caso Kk, > K, pode ser demonstrado de modo idéntico). Das relagoes

Kl 2 K22 .. 2 Kpo1 2 Kp 2 Kpyl 2 oo 2 Ky N\
K1 > K22 ..>Kp1 > Kp > Kpp1 > ... > Ry
obtemos
ki—k;j >0, 1=1,2,...,p; j=pp+1,..,n (2.17)

Da igualdade (2.16) vem que:

tNH () = Hjj (t) ",

12



onde Hiij sdo, respectivamente, as entradas de H,. E claro que
_ o+ Ri—k;
Hy; (8) =R (8) ¢,
e, tendo em conta [6], da relagao (2.17) podemos concluir que
Hi;(t)=0, i=1,2..p; j=pp+1,.,n

A matriz H_ pode ser escrita por blocos da seguinte forma:

p—1 n—p+1
A~ =
H_(t) = p{ * 0

n — p{ x *

E claro que o envélucro convexo das tltimas n — p + 1 colunas de H_ tem
quando muito dimensao n — p, ou seja, temos quando muito n — p colunas lin-
eramente independentes. O bloco formado pelas p — 1 primeiras colunas tem
quando muito p — 1 colunas linearmente independentes. Logo, as colunas de
H_ sado linearmente dependentes. Isto implica que det H_(¢) = 0 o que con-
tadriz a hipétese inicial. Portanto, K, = K, p =1,2,...,n. A demonstracao
do teorema estd assim completa. H

Sob estas condicoes, o teorema seguinte descreve todas as factorizagoes
que se podem obter para uma matriz de funcoes G, a partir de uma factor-
izagao dada (veja [4]).

Teorema 7 Seja G € C™"(T) wma fun¢ao matricial reqular que admite
duas factorizagées esquerdas em C(T), digamos

G(t) = GV ARG (1) = P (AMGY () (2.18)
entao,
2 t) =M, ()G () e V(1) =V OAMHOA(E)  (2.19)

onde Hy € C™™(T) uma fung¢ao matricial reqular cujas entradas satisfazem
as condigoes:

1. Hi,j =0 se Kji<K;
2. H;; € constante se k; = k;
3. Hi; € polinomial de grau inferior ou igual k; — K; se Kj>K;.

Além disso, se as entradas de H. satisfazem as condigoes 1 a 3, todas as
factorizagoes de G em C(T) podem ser obtidas pelas féormulas (2.19).
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Demonstragao: Suponhamos que a matriz G admite duas factorizagoes
esquerdas. Partindo da igualdade entre as duas factorizagoes, tal como na
demonstracao do teorema anterior, temos:

H_ (A1) = A (£) Hy (1) (2.20)

onde,

()= (97 0) ¢V

—1
H(t) = g2 ) (6 1)
A igualdade (2.20) implica
HE(t) =t H, (1),

Entdo, tendo em conta [6], as propriedades 1, 2 e 3 das entradas de H
deduzem-se imediatamente. Consideremos a fungao matricial H,, gozando
das trés propriedades referidas, escrita por blocos

Q. 0 .. 0
* .. 0
no=| TG

H. (t) € uma matriz triangular inferior por blocos, em que os blocos @1, ..., Q.
sao matrizes regulares constantes. Os blocos identificados por * sao matrizes
polinomiais. Entao, o determinante de H, é o produto dos determinantes
dos blocos da diagonal e é constante:

det Hy(t) = det Q... det Q.

A dltima afirmacao do teorema é agora facil de verificar e estd completa a
demonstracao. W

Refira-se ainda que no caso mais simples, onde os indices da factorizacao
sao coincidentes (em particular, para a factorizagao canénica), H é simples-
mente uma matriz constante e invertivel.
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Capitulo 3

Factorizacao de funcoes
matriciais racionais em 1T

Este capitulo é dedicado ao estudo da classe de funcoes matriciais racionais
que designaremos por R™*" (T). Nas duas primeiras secgoes serao apresen-
tados os algoritmos que permitem obter os vdrios termos da factorizacao de
fungoes racionais relativamente a circunferéncia unitdria T nos casos escalar
e matricial, respectivamente. Este estudo pode ser encontrado, por exemplo,
em [9].

Dado que o referido processo de factorizacao é iterativo e muito trabal-
hoso, até mesmo para exemplos simples e com poucas iteragoes, o principal
objectivo deste trabalho foi a construcao de um programa informético que
permitisse obter a factorizacao de funcées matriciais racionais evitando cél-
culos muito morosos.

O software escolhido para a elaboracao do referido algoritmo foi o pro-
grama “Mathematica”. Este, é uma ferramenta muito adequada para a
realizacao de cédlculos matemaéticos avancados, permite trabalhar simultanea-
mente com expressoes numeéricas e expressoes simbdélicas e é bastante acessivel
para o utilizador.

Comecou-se pela estruturacao em passos do algoritmo para a factoriza-
¢ao de fungbes matriciais racionais referido em [9], os quais foram depois
convertidos para linguagem de programagcao, na secgao 3.3.

Na seccao 3.4 deste capitulo é mencionado um ficheiro informatico que
permite obter a factorizacao esquerda de funcoes matriciais racionais em
relacao a circunferéncia unitdria T e a explicagao do seu funcionamento é
feita com recurso a um conjunto de fluxogramas (também designados por
diagramas de fluxo) na sec¢do 3.5. O conjunto de instrugoes que formam
esse ficheiro é apresentado, em anexo, no capitulo 6, na seccao 6.1.

Em seguida, é proposta uma simplificagao do algoritmo j& mencionado e
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desta simplificagao resultou um outro ficheiro informatico que é referido neste
capitulo, em 3.6 (a apresentagao dos comandos informaticos que o constituem
é feita na secgao 6.2 do capitulo 6). Em 3.7 é explicado o funcionamento deste
novo ficheiro. A comparacao entre os dois programas é feita através de um
exemplo que ilustra as vantagens daquela simplificagao e é apresentada na
seccao 3.8.

A seccao 3.9 apresenta o caso particular das fungoes matriciais triangu-
lares 2 x 2 cujas entradas pertencem a H*(T) com elementos regulares na
diagonal principal. A inclusao desta classe de fungoes neste capitulo justifica-
se pelo facto da sua factorizacao poder reduzir-se ao problema da factorizagao
de fungoes matriciais racionais que estd a ser tratado.

Na dltima seccao do capitulo é referido um ficheiro informatico que per-
mite obter a factorizacao direita de uma funcao matricial racional em relacao
a T. Este ficheiro é apresentado no anexo 6.3 do capitulo 6.

Comecemos entao pelo estudo tedrico da factorizagao de fungoes racionais.

3.1 Caso escalar

Antes de analisarmos a factorizacao de fun¢des matriciais racionais comece-
mos por considerar uma funcao racional escalar r. Vamos assumir que 7 nao
tem polos nem raizes na circunferéncia unitdria. Representemos r como o
quociente de duas funcoes polinomiais,

_f

r=-=.

g

E claro que tanto f como g néo terdo raizes em T. Assim, podemos considerar
as factorizacoes de f e de g separadamente. A factorizacao de r serd obtida

pela divisao, termo a termo, das factorizagoes de f e de g. Vamos, entao ver
como é possivel obter a factorizacao de um polinémio f sem raizes em T.

Proposicao 2 Se aq, as, ..., a,, sdo as raizes de um polinomio f em T,
tendo em conta a sua multiplicidade, a factoriza¢do
F@)=fr @)t f-(t), teT (3.1)
pode ser obtida fazendo:
K=m, (3.2)
f ()
o) = 77— (3.3)
I1 (t —ay)
j=1



o1 (-%).

Jj=1

(3.4)

Demonstragao: Para provar que a fungao polinomial f pode ser factor-
izada consideremos que ay, as, ..., a,, sa0 as suas raizes em T, . Sabemos que
qualquer fun¢ao polinomial pode ser escrita na forma

f)=(—a1)(t—a)..(t—am)p(t)

onde p é um factor de f cujas raizes pertencem a T_.

E claro que

f@) = (t—a)..(t—am)p(t) =

(t—al)...(t;am)
-l

m

[ (t—a;) =

j=1

= fr O f (1)

(t—ay)...(t— am)p(t)tm (t—ay)...(t —an)

tm

Isto garante a existéncia de factorizagao para uma funcao f polinomial. B
A partir desta proposicao é possivel estabelecer a existéncia da factoriza-

¢ao de uma funcao racional 7.

Proposicao 3 Sejam ai, as, ..., a, as raizes do polindmio f em T,. Sejam
b1, ba, ..., by as raizes do polindmio g em T . A funcgao racional r = % admite
uma factorizagao:
r(t)=ryo()t'r_(t),teT (3.5)
onde
q
FO 11 =b)
() = — (3.7
g (@) 11 (t —a;)
j=1
P
1:[1 (t —aj)
ro(t) =t : (3.8)
[T (t—0b;)

<
Il
—



Demonstragao: Pela proposicao 2 garantimos a existéncia de factoriza-
¢ao para uma funcao polinomial. Logo, sendo r o quociente entre duas
funcoes polinomiais, podemos escrever

r(t) = m:

g(t)

IO ] (1)
[ (t-ay)  j=1

()
l_[l( —b;)  j=1
=

p s
j) jl;[(*aj)

o~
(=

~
—~
~
SN—
==
—~
~
I
=

—_

|
<
Il
~
b
Q
o
]
I

—=
o
~
|
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S,
N—
o
[
L
-
T
k‘0"
N

g(t)
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= ro(t)thr_(t).

Esta provada a existéncia de uma factorizagao para a fungao racional r. B

3.2 Caso matricial

Consideremos agora uma fungdo matricial racional R € R"™"(T). Esta
matriz pode ser escrita na forma:

rR-Z (3.9)
g
onde F é uma funcao matricial polinomial e g é uma fungao polinomial
escalar.

De seguida serd formulado o teorema que garante a existéncia da factor-
izacdo de R com relacdo a T. E necesssrio assinalar que a demonstracio
assenta no algoritmo referido em [9] (veja também [4] ou [13]) para a factor-
izacao de fungoes matriciais racionais.

Teorema 8 Seja R uma fungao matricial racional. Entdao, R admite uma
factorizagao com a forma (2.4)

R(t) =Ry ()A)R_(t), teT
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relativamente a circunferéncia unitdria T, onde Ry € R""(T) e A é uma
fungao matricial diagonal da forma (2.7), se e s6 se todos os polos de R e
zeros do det R nao pertencem a T. Se esta condicao for satisfeita, entao os
factores de qualquer uma das factorizagoes possiveis sao também racionais.

Demonstragao: Para obter a factorizagao de R ¢é suficiente factorizar
F e g separadamente. Dado que g é polinomial sabemos pela proposicao 2
que admite factorizacao. Portanto, a questao resume-se a um problema da
factorizacao de uma fungao matricial polinomial cujo determinante nao tem
raizes em T. E claro que agora ja nao sio vélidas as férmulas (3.6), (3.7) e
(3.8). Contudo, estas féomulas poderiam ser obtidas a partir de um processo
iterativo de m passos que comecaria com a representacao inicial

f=FAem fo
com
£ =1,
A =1
e
F =1
Cada iteracao do processo seria determinada pelas férmulas
, (4)
e
(t —aj)
A=Y — $A0)

FIY = (1 . %) 9 G=m,..,1).

Facilmente se verifica que, em cada iteragao, as raizes pertencentes a T, sao
eliminadas do factor f, e tansferidas, uma a uma, para o factor f_.

Esta ideia pode ser aplicado ao caso matricial. Nomeadamente, consider-
emos a familia de representagoes

F = FONDFD, (3.10)

onde ff ) 6 uma funcao matricial polinomial cujo determinante tem exac-

tamente j raizes (tendo em conta a multiplicidade) em T, o factor FY)
¢ uma funcdo matricial racional analitica e invertivel em T_ e AW (t) =

. ) () . ‘ ' ,
diag [t“lj s ¢ ] onde a sequéncia dos expoentes /-e? ), e miﬂ ) € Z & decres-

cente.
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Quando j = 0 isso significa que det F nao tem raizes em T, e, portanto,
F pode ser representada na forma (3.10) fazendo

FO=rF

A =FO =7,

Para qualquer j > 0, temos que existem j raizes do det 7 em T, as quais
vao ser eliminadas iterativamente de F, passando para F_. Vamos escolher
um ponto arbitrario z; € T, tal que det F ) (zj) = 0. Isto significa que as
colunas da matriz FU) (z;) sao linearmente dependentes e, portanto, uma de-
las, por exemplo, a coluna k é uma combinacao linear das colunas anteriores.
Refira-se que pode acontecer que todos os elementos da primeira coluna de
FU) (zj) sejam nulos. Nesse caso, vamos considerar a primeira coluna como
uma combinacao linear das restantes e os coeficientes desta combinagao sao
iguais a zero. Designando os coeficientes da combinacao linear por ¢y, ...., cx_1
e vamos introduzir a funcao matricial triangular superior:

1 C1

1 e
Uj(2) = z—zj , (3.11)
1

1

a qual difere da matriz identidade apenas na coluna k (os espagos em branco
correspondem a zeros nas entradas da matriz).
A inversa desta matriz sera:

1 Clz'{’(c])_'{gj)

() _, (@)
1 c¢p_12™ Kel1

Vi (2) = U (2) = 1= 2/ (3.12)

K

1

Denotando as colunas de ]:J(rj) por fi, ..., f, verificamos que a coluna de or-
. k—1 k—1
dem k de fiﬂ’u;l é(z— Zj)il (fk:_ > Cz’fi) . Dado que fy— > ¢;f; € uma

=1 i=1
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k—1
funcéo vectorial polinomial 1 (2= 2) 7 (- T
ungao vectorial polimomial que s€ anula €m z;, (2 Zj Tk Z C;T; | con-
=1

tinua a ser uma funcao vectorial polinomial. As outras colunas de ff)uj_l
coincidem com as respectivas colunas de ff) e sao, portanto, polinomiais.

Consequentemente, ff)uj_l ¢ uma funcao matricial polinomial. O indice do
(J-1) (J-1)

seu determinante é igual a j — 1. Denotemos agora por Ky ,...,Kn a
reordenagao por ordem decrescente da sequéncia
() G .G (4) j
Ri’s e BpZ, K+ LR /igf),

e por 7; a matriz de permutacao que permite obter esta reordenacao. Refira-
se que 7; coincide com a identidade se a sequéncia jd estiver ordenada por
ordem decrescente. Caso isso nao se verifique, 7; ¢ obtida a partir da identi-
dade por troca de colunas de modo a permitir aquela reordenacao. Entao,

ujA(j) — 7}.A(j*1)7;.vj_

E claro que V; ¢ uma fungao matricial racional e todos os seus polos, bem
como as raizes do seu determinante, pertencem a T,. Em cada iteracao os
factores F, e F_ sao determinados fazendo:

FIY = FOu'T,

FU = 19,79,

Partindo da representagao inicial (3.10) podemos, através de um processo
iterativo, fazer diminuir o valor de j em uma unidade por cada iteragao.
Apés j iteragoes, este processo permite obter a representagao (3.10) com
j = 0. A representacao assim construida é a factorizacao de F. Note-se
que cada termo em cada uma das representacoes da forma (3.10) é racional.
Refira-se ainda que o produto ff)A(j)f@ em cada iteragao corresponde &
fungao matricial F mas sé temos uma factorizagao de F quando j = 0.

Apartir da construcao atras referida e do teorema 7 (que permite obter
outras factorizagoes quando uma delas é conhecida) conclui-se que cada
factorizacao de uma fungao matricial racional é um produto de factores
racionais. W

3.3 Algoritmo para a factorizagao de funcoes
matriciais racionais

As ideias da demonstacao do teorema 8 permitem a construcao de um algo-
ritmo que serd descrito em pormenor nesta secgao. A partir deste algoritmo
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foi construido o programa informético (ver secgao 3.4) que permite obter a
factorizacao (2.4) de fungoes matriciais racionais.

Como ja foi referido o algoritmo é iterativo e os passos necessdrios sao
descritos a seguir.

Seja A € R (T) uma fungao matricial regular, com entradas a;;(t), i =
1,...,nej=1,..n. Refira-se ainda que det A(t) # 0, t € T e A ndo tem
polos na circunferéncia unitéria.

Passo 1:
Identificar n (ordem de A)

Passo 2:
Determinar A\, \J, ..., A\ € T, os polos das entradas de A.
Se r =0, entdo, f(t) =1

Caso contrério, f (t) =[] (t — ).

1=

[y

Passo 3:
Definir os factores:

Passo 4:
Determinar det A = a.

Passo 5:
Determinar t1, ts, ..., 1, € Ty, os zeros de a(t).

Passo 6:
Determinar Ay, Ag, ..., Ay € T4, os polos de a(t), isto é, os zeros de Wlt)

Passo T7:
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Determinar k :i%d a(t)=p—q.

Passo 8:
Determinar N =n x r + k.
(N é o nimero de iteragoes necessarias para obter a factorizagao de A)

Passo 9: .
Determinar t, to, ..., ty, 0s zeros de det ASerz), comi=0,1,...N — 1.

Passo 10:
Construir um ciclo com N passos.

Passo 10.1: .

Determinar .ASFNﬂ) (t;)

Se a primeira coluna de A (t;) s6 contém zeros, entao, considers-la como
uma combinacao linear das restantes colunas, sendo os coeficientes desta
combinacao iguais a zero;

Caso contrario, determinar a primeira coluna, por exemplo k, que pode
ser escrita como combinagao linear das colunas anteriores. Identificar os
coeficientes da combinacao linear por cq, ..., ¢p_1.

Passo 10.2:

Construir a matriz triangular superior U, que difere da matriz identidade
apenas na coluna k (os espagos em branco correspondem a zeros nas entradas
da matriz)

1 C1

Passo 10.3:
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Escrever os indices parciais a partir da matriz A= (¢)

,{gN—i) (N=i)  (N—i)

Reescrever os indices parciais, fazendo

RN TN L WD,
Passo 10.4: A . .
Se /{&N_l_l) > /{éN_l_l) > /{,(CN_Z_D +1>..> Vi , entao, definir a

matriz 7W-9) = T,
Caso contrario, definir 7(N=% de maneira que os indices parciais de

(N—i—1) (N—i—1)

K(N_i_l) = dla’g (tml g eeey tﬁk g oeeey tmglN?iil))

estejam ordenados por ordem decrescente.

Passo 10.5:
Calcular os factores:

N—i—1 N—i -1 i -1
o ANTTD Z yU )(Z/{(N N (TWEEDY T
o AWN—i—1) _ T (N—i—1) § (N—i—1) (T(Nﬂ;q))—l
. A(_N*ifl) _ (A(N—i—l))*l T(N—i—l)u(N—i)A(N—i)A(_N*i)

Se N —i— 1 # 0 voltar ao Passo 10.1;
Se N —i—1=0 ir para Passo 11.

Passo 11:
Escrever A, A© ¢ A©)
Verificar que A (t) = .A(f) (t) AO (2) AY (t).

3.4 Factorizacao de fungoes matriciais racionais
utilizando o “Mathematica”.

O programa informédtico “Mathematica” utiliza uma linguagem de progra-
macgao propria que embora seja bastante acessivel para o utilizador nao dis-
pensa o esclarecimento de alguns aspectos. Por uma questao prética serao
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consideradas func¢oes matriciais racionais na incégnita x. O utilizador devera
abrir o ficheiro que foi designado por “FactEsq” para obter uma factorizacao
esquerda da matriz. Em seguida, deverd introduzir a matriz que pretende
factorizar. Esta matriz, bem como todos os comandos que ja estao escritos no
ficheiro, deverao ser seleccionados e pressionando simultaneamente as teclas
“SHIFT” e “ENTER”, obter-se-a a factorizacao pretendida.

Consideremos um exemplo no qual é apresentada uma fun¢ao matricial
cuja factorizagao foi obtida a partir do ficheiro designado por “FactEsq”.

Exemplo 2 Seja A € R™™(T) a fungdo matricial regular

11 L
A(z)=10 =z z—1
00 1

Esta matriz foi escrita no inicio do ficheiro “FactEsq”. Depois de corrido o
programa obtiveram-se os trés termos de uma factorizagdo esquerda de A.

A =MatrixForm[Simplify[Factores[x][[1]]]]

01 0
1 0 -1+4+=z
00 1

A=MatrixForm[Factores[x][[2]]]

O O 8
O = O
—_ o O

A_ =MatrixForm[Simplify[Inverse[Factores[x][[2]]]. Inverse[Factores[x][[1]]].A[x]]]

O = O
O = =
—&8— O

As instrucoes de programacao que se encontram no ficheiro “FactEsq”
sao apresentados em anexo no capitulo 6, na seccao 6.1.

Para uma melhor compreensao dos procedimentos utilizados e da lin-
guagem especifica do programa “Mathematica”, apresentaremos, de seguida,
os diagramas de fluxo que explicam os principais blocos de instrucoes e co-
mandos que constituem o corpo do programa. A simbologia utilizada nos
fluxogramas é a usual mas para tornar mais simples a compreensao daque-
les esquemas proceder-se-d, em primeiro lugar, a um esclarecimento sobre os
critérios utilizados na construcao de cada diagrama de fluxo.
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3.4.1 Simbologia utilizada nos fluxogramas

O rectangulo indica um processo, isto é, indica a criagao de uma lista ou de
uma funcao. Pode também ser utilizado para dar uma instrucao simples ou
prestar algum esclarecimento sobre o processo que vai ser aplicado.

O losango corresponde a uma tomada de decisao. Normalmente é colo-
cada uma questao cuja resposta pode ser afirmativa ou negativa, portanto,
estd associado ao “If”. A uma resposta afirmativa corresponde o sinal + e
as instrucoes a serem seguidas nesse caso sao indicadas no lado esquerdo do
esquema. Se a resposta for negativa, surge o sinal - e os procedimentos a
adoptar sao referidos no lado direito do fluxograma.

O paralelogramo representa uma entrada ou saida de dados, por isso, serd
utilizado no inicio do algoritmo quando se requer ao utilizador a introducao
da matriz que vai ser factorizada. A sua utilizacao é, por exemplo, necesséaria
quando se requer a indicagao do raio e do centro, se a factorizagao pretendida
for noutra circunferéncia que nao a unitédria.

[/

O hexdgono nao regular é utilizado para o ciclo “For” e nele se indicarao
os valores iniciais e finais entre os quais o i (que representa cada iteragao)
pode variar. Serd seguido de um conjunto de instrugoes que serao repetidas
durante o processo iterativo. A indicacao que o ciclo terminou é feita por um
ponto na extremidade da linha que acompanha o conjunto de instrugoes.
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<>

O simbolo indicado a seguir é utilizado para indicar uma mensagem de
erro que surgird sempre que a matriz introduzida nao admitir factorizacao.

S

Para indicar que o fluxograma foi interrompido e continuard num outro
esquema utiliza-se como conexao uma circunferéncia

O

ou uma oval

A indicacao de que um bloco de instrucoes terminou é feita pela figura
geométrica que a seguir se apresenta.

D

3.5 Funcionamento do ficheiro “FactEsq”.

Como j4 foi referido anteriormente, o ficheiro que permite obter a factorizacao
esquerda de uma matriz comeca por receber essa matriz quadrada que serd
designada por A (z). Em seguida, é determinada a ordem da matriz. Se a

27



matriz nao for quadrada é enviada uma mensagem de erro e o programa é
interrompido. O fluxograma (3.13) ilustra esta primeira parte do programa.

Inicio do Programa

Este programa pretende factorizar a matriz A[x],
determinando os factores A [x], A[x] e A[x].

Introduzir a matriz A[X].

DimA (Determinacao da ordem da matriz
A[x], isto &, n? de linhas e de colunas {n,p}).

Print: “A matriz
deve ser quadrada.”

Abort

(3.13)

O comando seguinte no ficheiro é uma fungao designada por MultAlg[p |.
Esta fungao nao d4 nenhuma resposta por si sé mas apenas quando for apli-
cada a um polinémio p (x). Essa resposta serd uma matriz 2 X n na qual
os elementos da primeira coluna serao os zeros do polinémio e os elementos
da segunda coluna sao os valores da multiplicidade algébrica de cada um
desses zeros. Esta funcgao é utilizada na construcao de uma outra, a fungao
Zeros[p_]. Tornou-se necessdrio construir esta fungao porque é preciso salva-
guardar o caso da nao existéncia de zeros, o que serd indicado pela expressao
“NZ”. Recorreu-se ao conceito de derivada de um polinémio pois sempre que
esta é nula isso corresponde a um polinémio de grau zero o qual, obviamente,
nao tem zeros. Nesta fase a fungao Zeros|p | nao produz qualquer resposta
porque ainda néo esta a ser aplicada. E uma ferramenta que sers utilizada ao
longo do programa em diversas situagoes. O fluxograma (3.14) esquematiza
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a construcao da fungao Zeros[p .

Construgao da funcao Zeros[p_]. Esta funcao
determina o niumero de zeros de um polindbmio e a
sua multiplicidade algébrica. A resposta é uma
matriz nx2, onde a primeira coluna indica os zeros e
a 22 a multiplicidade de cada zero. A nao existéncia
de zeros é indicada pela expressao “NZ”.

A derivada de p=07?

NZ MultAlg[p_]

(3.14)

Em seguida, é calculado o determinante da matriz A. Como se sabe a
matriz nao admitird factorizacao se o seu determinante tiver zeros na cir-
cunferéncia unitdria. Para verificar este facto proceder-se-4 a determinacao
dos zeros do numerador e do demoninador do determinante da matriz A
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separadamente. Isto vem indicado no fluxograma (3.15).

A matriz A[x] ndo admitira factorizagao se o seu
determinante tiver zeros na circunferéncia unitaria.
Torna-se necessario verificar este facto

DenomDet A (Determinagao do denominador do
determinante da matriz A[x].)

NumDet A (Determinag@o do numerador do determinante
da matriz A[x].)

O numerador do deter-
minante de A[x] tem

(3.15)

Se o numerador do determinante de .4 admitir zeros é necessdrio verificar
se esses zeros pertencem ou nao a circunferéncia unitéria, como se indica no
fluxograma (3.16). Em caso afirmativo serd enviada uma mensagem de erro
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e o programa ¢ interrompido.

b

‘ NumZerosDentro=0 ‘

i1=1, n? de zeros
do det de A[x]

|zeros do numerador do det de A| = 1?

Print: “O det de A nao deve
ter zeros na circ. unitaria”

Abort

(3.16)

7

Se o numerador do determinante de .4 nao admitir zeros é necessério
verificar se é ou nao nulo, tal como ilustra o fluxograma (3.17). No caso de
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ser nulo é novamente enviada uma mensagem de erro.

O numerador do
det de A é nulo?

Print: “O det de A ndo deve
ter zeros na circ. unitaria”

Abort

(3.17)

E necessario criar uma lista contendo os polos das entradas da matriz (e
a sua respectiva multiplicidade) que pertencem ao interior da circunferéncia
unitaria. Utilizando a fungao Zeros[p | determinar-se-ao todos os zeros dos
demoninadores de todas as entradas da matriz. Verificar-se-d se pertencem
ou nao ao interior da circunferéncia unitéria recorrendo ao conceito de valor
absoluto de um nidmero. Se o médulo de cada polo for inferior a 1, entao
o polo é acrescentado a lista. Se o médudo do polo for igual a 1, é envi-
ada uma mensagem de erro. Os polos que nao pertencam & circunferéncia
unitdria, nem ao seu interior, serao deprezados. Os fluxogramas (3.18) e
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(3.19), ilustram os procedimentos referidos.

A matriz A[x] ndo admitira factorizagao se as suas
entradas tiverem polos na circunferéncia unitaria.
Torna —se necessario verificar este facto.
I .
n (indicagao da ordem da matriz) ‘
[

PolosEntradas ={ }. (Lista que vai receber os polos das
entradas da matriz A e a sua respectiva multiplicidade)

i,=1,n

jp=1,n

\
NovosPolos={Zeros do Demonimador de
cada uma das entradas}

(3.18)
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9

PolosEntradas=

PolosEntradas U NovosPolos
+

|[NovosPolos|=17?

Print:”’As entradas da matriz
A ndo devem ter polos na
circunferéncia unitaria.”

(3.19)

A lista de polos anteriormente criada pode conter polos iguais dos quais
apenas interessa considerar os de maior multiplicidade algébrica. Serao com-
parados todos os polos e se existirem polos iguais serao comparadas as suas
multiplicidades. Na linha em que existir o menor valor da multiplicidade,
para polos iguais, serd substituido esse valor pela multiplicidade méaxima.
Isto fard com que surjam linhas iguais. Proceder-se-d, entao, a uma com-
paragao entre as linhas e as repetidas serao eliminadas. Os diagramas (3.20)
e (3.21) mostram como foi contruida a lista dos polos das entradas da ma-
triz nao repetidos (e sua multiplicidade méxima) pertencentes ao interior da

34



circunferencia unitdria e que foi designada por PolosEntradas.

Pretende-se contabilizar os polos das entradas no interior
da circunferéncia unitaria diferentes 2 a 2 e determinar
para cada um deles a sua multiplicidade maxima.

A lista PolosEntradas={ }?

RetirarLinhas = { }.

(criagao de uma lista que
ird conter a indica ¢ao das
linhas com polos iguais)

i;=1,n® de PolosEntradas

jz=1,n® de PolosEntradas

Existem polos repetidos?

PolosEntradas [i;,2] =
Max{PolosEntradasis,2],PolosEntradasj;,2]}
(Na 22 coluna vai ser escrita a maior das
multiplicidades originando linha iguais).

\
‘ RetirarLinhas=RetirarLinhasU{j;} ‘

ry
| +
[ 2

T (3.20)

35



RetirarLinhas # { }?

PolosEntradas =
Delete [PolosEntradas , {RetirarLinhas}]

(Na matriz PolosEntradas serao
eliminadas as linhas indicadas na lista
RetirarLinhas pois estao repetidas)

—>

(3.21)

Em seguida, é necessdrio contabilizar o niimero de polos diferentes perten-
centes & lista anterior. Isto consegue-se adicionando os valores das multipli-
cidades que sao os elementes da segunda coluna daquela lista. A fungao que
permite obter este valor foi designada por NumPolosEntradas e a explicacao
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da sua construgao encontra-se no diagrama de fluxo (3.22).

Construgdo de uma fungéo cuja resposta é a
indicagao do n? de polos diferentes que existem no
total nas entradas da matriz A. NumPolosEntradas

PolosEntradas + { }?

NumPolosAux = 0 ‘ NumPolosEntradas = 0

i;;=1, n® de PolosEntradas

[
NumPolosAux+=PolosEntradas]i,,,2]]
(Esta fungao adiciona os valores da
segunda coluna da matriz
PolosEntradas e ao somar as
multiplicidades determinara o nimero
de polos das entradas da matriz A)

‘ NumPolosEntradas = NumPoIosAux‘

—

(3.22)

Seguidamente, passar-se-d a construgao da fungdo MataPolos[x _]. O ob-
jectivo é formar uma funcao polinomial, de menor grau possivel, que multi-
plicada pela matriz A, dé origem a uma nova matriz cujas entradas nao tém
polos pertencentes ao interior da circunféncia unitéria. Veja-se o fluxogra-
ma (3.23). Refira-se ainda que se a lista PolosEntradas for vazia a fungao
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MataPolos toma o valor 1. A nova matriz é, portanto, igual & matriz A.

Construgdo da funcdo MataPolos. (Esta funcao sera
multiplicada pela matriz para eliminar os polos das
suas entradas)

olosEntradas # {}

‘ FactoresMe‘ltaPolos = 1‘ MataPolos

i, = 1, n® de PolosEntradas

FactoresMataPolos = FactoresMataPolos .
(x - PolosEntradas[i,, 1]]*(PolosEntradas[i,,2]]))

1]
—_

‘ MataPolos = FactoresMataPolos ‘

.

(3.23)

Considerando a nova matriz, serd criada uma lista contendo os zeros do
seu determinante que pertencam ao interior da circunferéncia unitaria. Esta
lista foi denominada ZerosAMais e a sua formagao é explicada no fluxograma
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(3.24).

Identificacao dos zeros do determinante da nova matriz
(obtida a partir da multiplicagéo da fungao MataPolos
pela matriz A) que pertencem ao interior da
circunferéncia unitaria.

|

‘Zeroslniciais = Zeros (Det (MataPolos . A[x])) ‘

ZerosAmais = { } (lista onde serdao acumulados
os zeros do det da nova matriz que pertengam
ao interior da circunferéncia unitaria)

rosAmais = { }

|Zeroslniciais|<1?

‘ ZerosAmais = ZerosAmais U Zeroslniciais‘

|
S—

(3.24)

Os fluxogramas (3.25) e (3.26) indicam a criagao da fungao Ctes [MatS-
ing ]. Esta fungao recebe uma matriz singular e tem como resposta os
coeficientes de uma combinagao linear de uma dada coluna em fungao das
anteriores. Comeca-se por verificar se a primeira linha é formada apenas
por zeros. Se for este o caso considera-se o conjunto daqueles coeficientes
vazio. No caso contrdrio, iniciar-se-4 um ciclo “For” que vai originar uma
matriz composta pela primeira coluna da nossa matriz e, por cada iteracao,
é acrescentada uma nova coluna. Com o comando NullSpace, obtemos uma
lista com os coeficientes que permitem escrever uma coluna como combinagao
linear das colunas anteriores (este comando permite escrever o nicleo de um
determinado subespago gerado por um conjunto de vectores). Assim que isto
for possivel o ciclo “For” ¢ interrompido. A fungao Ctes[MatSing | nao tem
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qualquer resposta nesta fase pois nao estd ainda a ser aplicada.

Fungéo Ctes [MatSing_]. ( Esta fungao permite
encontrar as constantes que, numa matriz singular,
sdo os coeficientes da combinagéo linear de uma
coluna em fungdo das anteriores)

O n? de zeros da
12 coluna é igual a
ordem da matriz?

CtesAux ={} ColMatSing = 12 coluna da matriz]|

k;=2,n
[

[NovaCol = coluna de ordem k, |

ColMatSing [[is]] =

Join[ColMatSing][[ig]], NovaCol[[ig]]]
(Obtém-se uma matriz que vai
acrescentar a primeira coluna a coluna
seguinte e, por cada iteragao do ciclo
For, é acrescentada uma nova coluna
a esta matriz até a posicéo k)

i

i

(3.25)
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NullSpace[ColMatSing] + { }

NullSpace|ColMatSing |

CteSAUX =T NullSpace| ColMatSing ][[1,k,]]

CtesAux [[1]] = Delete[Ctes|[[1]],{CtesAux[[1,k,]]}]
(Podem existir varios conjuntos de valores que
sejam os coeficientes da combinagao linear.
Basta considerar apenas o primeiro conjunto de
valores)

Break

(3.26)

No fluxograma (3.27) estd explicada a construgdo da matriz triangular
superior Y. A funcao MatU recebe uma matriz singular constante e, con-
hecendo um zero do seu determinante, determina uma matriz na incégnita x.
Esta difere da matriz identidade apenas numa dada coluna. Se a primeira lin-
ha for formada apenas por zeros entao, na posicao correspondente a primeira
linha e & primeira coluna teremos o valor x — zero. No caso contrario, a coluna
que vai diferir da matriz identidade é a correspondente & primeira coluna que
for possivel escrever como combinacao linear das colunas anteriores. Essa
coluna terd como elemento da diagonal principal o termo x — zero. Os ele-
mentos dessa coluna anteriores a este termo sao os coeficientes determinados
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pela fungao Ctes[MatSing |.

Matriz U. (Esta parte do programa determina uma
matriz na incognita x a partir de uma matriz singular e
conhecendo um zero do determinante desta)

O n? de zeros da
12 coluna = n?

MatAux = Id

‘ Lamda=Ctes[MatSing] ‘

MatAux = Id

MatAux [[1,1]]= x - zero

[
k = n? de elementos dg
12 linha de lamda + 1

| MatAux([k,K]] = x - Zero|

MatAux][[s,k]]= Lamda[[1,s]]

MatAux

——

(3.27)

Os fluxogramas (3.28) e (3.29) apresentam a construcdo da matriz 7 e
a indicacao dos indices parciais através da funcao MatTelndices. Comega-se
por verificar se a primeira coluna de uma matriz singular é formada apenas
por zeros. Neste caso adiciona-se uma unidade ao primeiro valor do vector
que contém os indices parciais e a matriz 7 coincide com a matriz identidade.
No caso contrario, determina-se a ordem da primeira coluna que se pode es-
crever como uma combinagao linear das colunas anteriores para identificar
o indice parcial que vai ser adicionado em uma unidade. Consideram-se
dois vectores iguais cujos elementos sao os indices parciais designados por
IndsAuxa e IndsAuxb. Adiciona-se uma unidade ao indice identificado em
ambos os vectores. Em seguida comparam-se os elementos do vector Ind-
sAuxa para verificar se estao ordenados por ordem crescente. Se estiverem
escritos por ordem decrescente a matriz 7 coincide com a matriz identidade
e os indices parciais sao os indicados no vector IndsAuxa. Pelo contririo, se
nao estiverem por ordem decrescente torna-se necessario ordend-los desta for-
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ma. E feita uma troca entre os elementos dos vectores IndsAuxa e IndsAuxb
de modo a ordenar os indices parciais por ordem nao crescente. Aplica-se
o mesmo processo fazendo trocas entre as colunas da matriz identidade do
modo a obter a matriz 7 (serao efectuadas as mesma trocas de colunas que
foram necessarias para ordenar os indices parciais).

MatTelndices. (Esta funcao recebe um vector e uma
matriz singular e d4 como resposta uma matriz T e os
respectivos indices parciais)

O n? de zeros da
12 coluna = n?

IndsAuxa = Inds
\

IndsAuxa [[1]] + =1
\
{ld, IndsAuxa}

IndsAuxa = Inds
IndsAuxb = Inds

k, = Length[Ctes[MatSing]]+1
(n® de elementos que
constituem os coeficientes da
combinagao linear de uma
coluna da matriz singular em
fungao das anteriores + 1)

IndsAuxa [[k,]]+ = 1
[
IndsAuxb [[k,]]+ = 1

(3.28)

43



Os indices IndsAuxa estdo
ordenados por ordem crescente?

[ IndsAuxb [fj]] = IndsAuxa [[jg+1]] |
[
IndsAuxb [[jg+1]] = IndsAuxa [[jg]]

(é feita uma troca entre os indices parciais)

| T,llss. jsll= 1d 155 g+ 11 |

T,[[sg, ig+1]]=Id [[Sg, jgl] (& feita uma troca
entre as colunas da matriz identidade)

P

TAux = T,.TAux

\ IndsAuxa = IndsAuxb \
I

¢
‘ {TAux, IndsAuxa} ‘
1

——

(3.29)

Em seguida, no ficheiro “FactEsq”, sao determinados os indices parciais
iniciais com os quais comecard o processo iterativo da factorizagao. Depois
surge a fungao Factores[x_ |, a qual tem como resposta os factores A, e A,da
factorizacao esquerda pretendida. A construcao daquela funcao é explicada
com os diagramas de fluxos (3.30) e (3.31). Comega-se por verificar a ex-
isténcia de zeros do determinante da matriz A pertencentes ao interior da
circunferéncia unitaria. Se nao existirem entao A, = Ae A = Id. Se o
conjunto dos zeros do determinante pertencentes ao interior da circunferén-
cia unitdria nao for vazio, definem-se os indices intermédios que inicialmente
coincidirao com os indices parciais iniciais. Considera-se a matriz AMaisAux
resultante do produto da func¢ao MataPolos pela matriz A. Dé-se entao ini-
cio ao processo iterativo, utilizando um ciclo “For”, que terd tantas iteracoes
quantos forem os elementos do conjunto de zeros do determinante ja referi-
do. Em cada iteracao é calculada uma matriz singular constante, designada
por MatCte, que resulta da substituicao do valor da incégnita x por um dos
zeros do determinante. Em cada uma das iteragoes é calculada uma matriz
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AMaisAux e os indices parciais intermédios. Na tltima das iteracoes surge
matriz A, e os indices parciais da factorizacao que se pretende obter. Com
estes 1ltimos procede-se & construcao da matriz A.

Factores. Esta funcao tem com resposta o factor
A, (factores [[1]]) e o factor A (factores [[2]])

ZerosAMais + {}?

‘Indslter = Indslniciais‘ {A[x], Id}

| AMaisAux = MataPolosx] . Alx] |
[

i =1, n? de ZerosAMais
[
j=1, ZerosAMais [[i,2]]
[
MatCte= Limit [AMaisAux, x— ZerosAMaisl[i , 11]]
(Matriz constante obtida a partir da substitui¢cao de
X por um zero do determinante na matriz
AMaisAux)
\
AMaisAux = Amais . [MatrizU]"' . [MatrizT]-!

‘ Indslter = MatTelndices[Indslter,MatCte] [[2]]

°

(3.30)
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AAUX [[k4 , k4]] =X Indslter[[k4]]

{AMaisAux , AAux}

C

(3.31)

O ficheiro “FactEsq” termina com a apresentacao, na forma matricial, dos
trés termos que constituem a factorizagao de uma matriz de fungoes racional,
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tal como vem referido no diagrama de fluxo (3.32).

Fase Final. Apresentar na forma matricial os 3 termos
da factorizagdo A,, re A.

A, = MatrixForm [ Simplify [ Factores[x] [[1]] ] ]

A = MatrixForm[Factores[x][[2]]]

A_ = MatrixForm[a™. (A,)1.A,]

—

(3.32)

Refira-se que em cada iteracao nao se calcula o factor A_ pois nao é
necessdrio para efectuar as iteracoes seguintes. Aquele factor apenas é deter-
minado na ultima iteracao, as custas A, e de A.

3.6 Factorizacao de funcoes matriciais racionais
com um algoritmo simplificado.

O algoritmo descrito na seccao 3.3 é um processo muito moroso. Como ja
foi referido o algoritmo é iterativo e o nimero de iteragoes depende essen-
cialmente da ordem da matriz, do nimero de polos das suas entradas per-
tencentes ao interior da circunferéncia unitdria e do indice do determinante
da matriz. Dado que nao é possivel alterar a ordem da matriz, surgiu a
ideia de tentar reduzir o nimero de iteragoes por manipulagao do nimero
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de polos da suas entradas. Assim, se antes de se iniciar o processo de fac-
torizagao se procedesse a uma eliminacao dos polos das entradas da matriz
pertencentes ao interior de T torna-se evidente que o nimero de iteracgoes
seria consideravelmente reduzido. Com base nesta linha de raciocinio o algo-
ritmo da factorizacao foi alterado na sua fase inicial e essa alteragao consiste
na eliminagao dos polos das entradas da matriz (pertencentes ao interior de
T) por coluna. Vamos construir, para cada coluna da matriz, uma fungao
polinomial que ao ser multiplicada por essa coluna elimina os seus polos.
Obtém-se uma nova matriz cujas entradas ja nao tém polos no interior de
T. Aplicar-se-4 a esta o algoritmo ja apresentado o qual serd mais simples
pelo facto de ja nao ser preciso eliminar os polos das entradas e porque, con-
sequentemente, o niimero de iteragoes diminuiu. Em seguida, é apresentado
este novo algoritmo.

Seja A € R™™(T) uma fungao matricial regular arbitraria, com compo-
nentes a;; (t), 1 =1,..,nej=1,..,n. Refira-se ainda que det A (t) # 0, t €
T e A nao tem polos na circunferéncia unitaria.

Passo 1:
Determinar n (ordem de A)

Passo 2:

Determinar n conjuntos )\I’j,)\;j,...,)\:} € T4, os polos de a;;(t), com
j=1..n.

Passo 3:

Construir m; (t), j =1, ..., n fungbes polinomiais para eliminar os polos

das n colunas da matriz A.

Se r; = 0, entdo, m; (t) =1

7

Caso contrério, m; (t) = Hl (t=X7).

Passo 4: !

Definir S; como o grau da fungéo polinomial m; (t).

As constantes —S; coincidem com os indices parciais iniciais mas é necessério
assinalar que os mesmos podem estar desordenados.

Passo 5:

Se —S1 > —S55 > ... > =5, entao, definir a matriz 7 = Z;

Caso contrério, definir 7 fazendo trocas de colunas na matriz identidade
de maneira que as entradas da diagonal principal da matriz diagonal

Aauz = T diag (t_sl, e t_S") 7! (3.33)

48



estejam ordenadas por ordem decrescente.

Passo 6:
Definir os factores:
Aauz, = Adiag (my (t),...,my, (t)) T (3.34)
5 o
Aauzr_ =T diag (—, - —) (3.35)
ma my

e Aauzx como em (3.33).

Passo 7:

Aplicar o algoritmo referido na sec¢ao 3.3 a partir do Passo 4.

E claro que a matriz designada por A no algoritmo da seccio 3.3 devers
ser subtituida por Aaux,.

Refira-se ainda que no passo 8, quando é determinado o nimero de it-
eracoes necessarias, o valor r serd sempre igual a zero pois as entradas da
matriz Aaux, que aqui estamos a considerar nao tém polos em T, .

3.7 O ficheiro “FactorizacaoEsqFinal” e seu
funcionamento

Em alternativa ao ficheiro “FactEsq” foi construido um outro programa para
obter a factorizacao de funcoes matriciais racionais, também utilizando o
“Mathematica”. Este novo ficheiro foi designado por “FactorizacaoEsqFinal”
e a sua construgao tem por base o algoritmo descrito na secgao anterior.

Vamos de seguida apresentar um exemplo de uma fungao matricial racional
cuja factorizagao é obtida a partir do ficheiro “FactorizacaoEsqFinal” e pro-
ceder a explicacao do seu funcionamento recorrendo a um conjunto de fluxo-
gramas de modo a tornar mais claros os procedimentos nele indicados. Mais
adiante proceder-se-4 a uma comparacgao entre os ficheiros “FactEsq” e “Fac-
torizacaoEsqFinal”, sublinhando desde ja a vantagem deste tltimo particu-
larmente em matrizes de maior dimensao.

Refira-se, ainda, que o modo do utilizador trabalhar com o ficheiro “Fac-
torizacaoEsqFinal” é idéntico ao descrito para o ficheiro “FactEsq”. Ou seja,
o utilizador devera introduzir a matriz que pretende factorizar. Em seguida,
deverd seleccionar esta matriz e todos os comandos que estao no ficheiro.
Depois deverd pressionar simultaneamente as teclas “SHIFT” e “ENTER”
obtendo, assim, a factorizagao pretendida.
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Exemplo 3 Seja A € R™™(T) a fungdo matricial reqular

L 0 0
(=-3) i
Aw)=| b @ O
—L 1 1+ 4x

Recorrendo ao ficheiro “FactorizacaoEsqFinal” determinamos os trés termos
de uma factorizagdo esquerda. Sao eles:

A, =MatrixForm[Simplify[Factores[x][[1]]]]

0 0 1

0 1 —s+a
7(64-5zx)

4 36(—3+x)? 0

A=MatrixForm[Factores[x][[2]]]

z 0 0
010
001

A_ =MatrixForm[Simplify[Inverse[Factores[x|[[2]]]. Inverse[Factores[x][[1]]]. A[x]]]

27 1 1
4(—143z)° 361(1gzz)2 1+4
0 L 0
(3+2)°
= 0 0
e

Comparando os anexos 6.1 e 6.2 onde sao apresentados os ficheiros “FactEsq”
e “FactorizacaoEsqFinal”, pode verificar-se que as primeiras partes de am-
bos os ficheiros sdo idénticas. Assim, os fluxogramas (3.13), (3.14), (3.15),
(3.16) e (3.17) permitem compreender o funcionamento inicial de ambos os
ficheiros. A grande diferenca surge com a construcao da lista FungaoPolosEn-
tradas[x_,j | no ficheiro “FactorizacaoEsqFinal”. Esta fungao tem como
resposta uma matriz m X 2 que contém os polos de uma coluna j de A,
pertencentes ao interior de T, na sua primeira coluna e as respectivas multi-
plicidades algébricas na segunda coluna. O nimero m de linhas corresponde
ao nimero de polos diferentes que existem nessa coluna. Note-se que para
cada valor de j na FungaoPolosEntradas[x ,j ] obteremos diferentes ma-
trizes. A construcao destas j matrizes é descrita nos diagramas de fluxo

(3.36), (3.37) e (3.38).
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Construgao da fungéo FungéaoPolosEntradas[x_,j_]. Esta
fungéo tem como resposta uma matriz mx2 que contém os
polos das entradas de uma dada coluna j da matriz e a sua
respectiva multiplicidade.

‘ PolosE‘ntAux={ } ‘
[

‘ Parar=0 ‘
[

i2=1,n

NovosPolos=Zeros[Denominator[Aaux[[i2,j]]]]

PolosEntAux:
PolosEntAuxUNovosPolos
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Print: As entradas da
matriz A[x] ndo devem
tem polos na circ.
unitaria.

polos repetidos nas
entradas de dada

Substituir o valor da menor
multiplicidade pelo valor da
maior em linhas com polos
iguais. Formar-se-&o linhas
iguais.
I
‘ RetirarLinhas=RetirarLinhas U{j3} ‘
\

4
*

O
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RetirarLinhas # { }

PolosEntAux=Delete[PolosEntAux, Transpose
[{RetirarLinhas}]]. (Sao eliminadas as linhas
iguais, i. e., as linhas com polos repetidos e
igual multiplicidade)

PolosEntAux

-

(3.38)

Em seguida, passamos & construcao da FungaoMataPolos[x ,j | que em-
bora siga a linha de raciocinio utilizada para a fungdo MataPolos[x ] do
ficheiro “FactEsq”, aqui , ao invés de eliminar os polos (pertencentes ao in-
terior da circunferéncia unitéria) de todas as entradas da matriz, apenas
eliminara esses polos para uma dada coluna j. E, portanto, uma funcéo poli-
nomial que assume diferente aspecto para cada uma das colunas da matriz
A. O fluxograma (3.39) permite uma melhor compreensao dos procedimentos
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adoptados.

Construgéo da FungéaoMataPolos[x_,j_]. Para cada uma
das j colunas da Matriz A[x] a FungcdoMataPolos tem como
resposta uma fungao polinomial que elimina os polos
dessa coluna.

ungéoPolosEntradas [x_,j_]#{}?

FactoresMataPolos = 1 ‘ ‘ FactoresMataPolos = 1
I

i4=1, n° de polos das entradas na coluna j

FactoresMataPolos = FactoresMataPolos .
(x-FuncaoPolosEntradas[x,j][[i4,1]])"

(FuncaoPolosEntradas|[x,j][[i4,2]])

(cada factor da fungao polinomial obtém-se
fazendo (x-polo) elevado a respectiva
multiplicidade)

i
t

FactoresMataPolos

—

(3.39)

As n fungdes polinomiais obtidas a partir da FungaoMataPolos[x ,j |
tém cada uma o seu grau que serd designado por S;, com i = 1,...,n. For-
mando um vector do tipo

[ =S =S5 .. =5, ]

obtemos uma lista com os indices parciais iniciais necessdrios para desen-
cadear o processo iterativo da factorizagao. Note-se que estes podem nao
estar ordenados por ordem decrescente. Assim, impoe-se a construcao de
uma matriz obtida a partir da identidade Z por troca de colunas e esta per-
mitird a ordenagao dos indices parciais. Vamos designa-la por MatT[Inds_|
e os fluxogramas (3.40) e (3.41) apresentados a seguir explicam a sua con-
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strucao.

Construgao da matriz MatT[Inds_]. Esta matriz é obtida
a partir da matriz Identidade por troca de colunas. E

IndsAuxA[[j,s]]<INdSAuXA[[j,s+1117

IndsAuxBI[[j15]]=IndsAuxA[[j15+1]] ‘

\
IndsAuxB[[j15+1]]=IndsAuxA[[j15]]
(é feita uma troca entre os indices
parciais)

5

(3.40)
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[ Tillsishisll=ldls s+ 11 |

|
T,[[815:15+ 111=ldI[S45,]15]]
(é feita uma troca entre
as colunas da matriz
identidade)

TAux= T,.TAux

IndsAuxA= IndsAuxB

TAux

(3.41)

Em seguida, cada coluna da matriz inicial é multiplicada pela respectiva
fungao polinomial que eliminard os seus polos. Surge uma nova matriz ja
sem polos (pertencentes ao interior de T) nas suas entradas, a qual é definida
por MatrixBAux[x_].

Estamos agora em condigdes para definir os factores iniciais (3.34), (3.33)
e (3.35) da factorizagdo. Refira-se que este tltimo factor nao serd utilizado
pelo algoritmo que estamos a aplicar.

Apés a determinacao de (3.34) e de (3.33), seguir-se-4 a aplicagao do
processo de factorizagao utilizado pelo ficheiro “FactEsq”. No entanto, como
a matriz (3.34) ndo tem nas suas entradas polos pertencentes ao interior de T,
podemos simplificar algumas das instrucoes daquele ficheiro. Antes, porém,
é necessdrio verificar se esta nova matriz admite factorizacao, estudando a
existécia de zeros para o seu determinante na circunferéncia unitdria T. Os
diagramas de fluxo (3.15), (3.16) e (3.17) apresentados na explicagdo do
funcionamento do ficheiro “FactEsq” tém agora que ser adaptados para a
matriz (3.34) embora a linha de raciocinio seja muito semelhante. Vejamos
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essas alteragoes indicadas no fluxograma (3.42).

A matriz Baux ndo admitira factorizagéo se o seu
determinante tiver zeros na circunferéncia unitaria.
Torna-se necessario vel"ificar este facto
DenomDetBAux (Determinagéo do denominador
do determinante da matriz Baux .)

NumDetBAux (Determinagao do numerador do
determinante da matriz Baux.)

Os zeros do
numerador do det

‘ NumZerosDentro=0 ‘
i5=1, n? de zeros
umDetBAux

|Zeros NumDetBAux|
=1?

Print: “O det de A ndo deve
ter zeros na circ. unitaria”

Print: “O det de A nao deve
ter zeros na circ. unitaria”

(3.42)

O ficheiro que estamos a apresentar segue com a determinagao dos zeros
iniciais do determinante da matriz (3.34). Dessa lista de zeros interessa
seleccionar os que pertencem ao inteior de T. A forma de obter esta lista é
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explicitada no fluxograma (3.43) indicado a seguir.

Identificacdo dos zeros do determinante da nova matriz
BAux que pertencem ao interior da circunferéncia unitaria.

Zeroslniciais = Zeros [NumDetBAux([x]]

ZerosAmais = { } (lista onde serdo acumulados
os zeros do det da nova matriz que pertengam
ao interior da circunferéncia unitaria)

Zeroslniciais = NZ?

<= 1 Zerosiioa
ErosAmais ={}

|ZeroslIniciais|<1?

‘ ZerosAmais = ZerosAmais U Zeroslniciais‘

|
—>

(3.43)

O passo que se segue é, tal como no ficheiro “FactEsq”, a determinacao
das fungoes Ctes[MatSing |, MatU[x_,MatSing ,Zero | e MatTelndices
[Inds_,MatSing |. A explicacdo da sua construgao e da sua aplicacdo ja
foi referida anteriormente em (3.25), (3.26), (3.27), (3.28) e (3.29), pelo que
se dispencam quaisquer outros esclarecimentos.

Em seguida, é construida uma lista IndsIniciais que contém os indices
parciais iniciais ja ordenados de modo decrescente.

Estamos finalmente em condigoes para dar inicio ao processo iterativo
da factorizagao, o que é feito através da funcao Factores[x |. Esta, é quase
idéntica em ambos os ficheiros, no entanto, é necessdrio proceder a uma
pequena alteragao na parte final da fungao a qual é explicada nos fluxogramas
(3.44) e (3.45) que se apresentam a seguir (comparem-se com os fluxogramas
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(3.30) e (3.31)).

Factores. Esta funcao tem com resposta o factor
A, (factores [[1]]) e o factor A (factores [[2]])

ZerosAMais # {}?

‘Indslter = Indslniciais ‘

[
‘ AMaisAux = Together[BAux[x]] ‘
\

i =1, n? de ZerosAMais

j=1, ZerosAMais [[i,2]]

[

MatCte= Limit [AMaisAux, x— ZerosAMais[[i , 1]]]

(Matriz constante obtida a partir da substitui¢ao de

X por um zero do determinante na matriz

AMaisAux)
\

AMaisAux = Amais . [MatrizU]"' . [MatrizT]"!
[

‘ Indslter = MatTelndices[Indslter,MatCte] [[2]]

AAux = Id

99
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AAUX [[K, , k,J] =x nostterlikg]] AAUX [[Kg , Kg]] =x Indsiniciaisilk 1]

{AMaisAux , AAux} {BAux , AAux}

(3.45)

Note-se que a alteracao feita se prende com o facto do determinante da
nova matriz BAux admitir ou nao zeros pertencentes ao interior de T. Se nao
existirem estes zeros a matriz BAux é ja o primeiro termo da factorizacao e
falta apenas verificar se o factor central tem os indices parciais ordenados.

A fase final é a apresentacao dos trés termos A, (), A(x) e A_ (z) da
factorizacao pretendida.

3.8 Comparacao entre os ficheiros “FactEsq”
e “FactorizacaoEsqFinal”.

Observando atentamente os dois algoritmos apresentados podemos verificar
que a grande vantagem do segundo se prende com a redugao do nimero de

iteragoes que sao necessdrias efectuar para obter a factorizacao de uma ma-
triz de fungoes racional A (z). E claro que quando se factoriza uma matriz
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informaticamente recorrendo aos ficheiros construidos neste trabalho o resul-
tado obtém-se bastante rapidamente em ambos os casos. No entanto, para
matrizes de maior dimensao e com elevado nimero de polos pertencentes ao
interior de T nas suas entradas, verifica-se que o ficheiro “FactEsq” demora
mais alguns segundos a correr do que o ficheiro “FactorizacaoEsqFinal”. Este
ganho em termos de tempo permite concluir que existe vantagem nas simpli-
ficagoes propostas pelo segundo algoritmo e consequentemente na aplicagao
deste tltimo ficheiro.

Para que se possa compreender melhor a vantagem que os segundos
poupados informaticamente representam em tempo real quando factorizamos
manualmente uma matriz, penso ser pertinente apresentar um exemplo onde
uma mesma matriz seja factorizada recorrendo aos dois processos estudados.
Estas factorizagoes sao apresentadas no exemplo seguinte onde se torna evi-
dente os cédlculos que sao “poupados” na aplicacao do algoritmo simplificado.

-1

oK =
= 8 8~

1
Exemplo 4 Consideremos a matriz A(z) = | 0
0

Vamos aplicar em primeiro lugar o algoritmo apresentado na seccao (3.3)
seguindo os passos ai mencionados.

Passo 1:

n=3

Passo 2:

x = 0 é o tnico polo das entradas de A (x) pertencente a T, logo, r = 1.

Entao, f (z) ==z

Passo 3:
z x 1
A (z)=f(z)- Alx)=| 0 2?2 22—z
00 =
A(z) =27 - I3 = diag (:)3_1, x 1,:1:_1)
A ()= -2 T =1
IO
Passo 4:
det A(z) ==
Passo 5:
O det A (z) tem um tnico zero: = = 0.
Passo 6:

O det A (x) nao tem polos.
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Passo 7:
k=indx=1
T

Passo 8:

N=nxr+k=4

(o processo de factorizagao tera 4 iteragoes)

Passo 9:

det .A(f) (z) = z*

O det A(f) tem um tnico zero de multiplicidade 4: = = 0.

Passo 10:

Construir um ciclo com 4 iteragoes, repetindo para cada uma delas os
passos de 10.1 a 10.5.

Primeira iteragao:

Passo 10.1:

01 = 04102 com «q

Passo 10.2:
U = diag (z,1,1)
Passo 10.3:
/<a§4) -1, KJ(4) = -1, /{gl) =-1
A = 14 1=0,8 = —1,6 = -1
Passo 10.4:
Como k(¥ > k(¥ > k(¥ entdo, a matriz TG = T;
Passo 10.5:
AP = A T®) ' =
T T 1
= 0 2?2 2? dlag 11 1)I
0 0 =«
1 = 1
= 0 z%2 22
0 0 =«

AB® = TEAG (7(3))—1
= Isdiag (1, ! x’l) I3 =
= diag (1,:13_1, :)3_1)
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A = (A®) T TEOA® AW =

= (diag (1,27, afl))_l T diag (z,1,1) diag (27,

= I3

Segunda iteracao:
Passo 10.1:

Cy = a;C} com oy
Passo 10.2:

U = diag (1, z,1)

Passo 10.3:
) Z 0, ) = 1, o = 1
KO =0,k = —1+1=0,ry = —1
Passo 10.4:
Como /1(2) > /152) > I{:(f), entdo, a matriz 7® = 7;
Passo 10.5:

AP = AP (u

SO = OO =

A2 — T@RE (7(2))*1:
= Zydiag (1,1,27") I3 =
= diag (1,1,:10’1)

AD = (AD) T AB) 4®) =

(diag (1,1, afl))_l T diag (1,z, 1) diag (1,

= T
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Terceira iteragao:

Passo 10.1:
1 11
AP0y=( 000
0 0O
Cy = a;C com oy = 1.
Passo 10.2:
1 10
UP =10 z 0
0 0 1
Passo 10.3:
/<J§2) =0, /@9) =0, KJ?) =-1
/igl) =0, /iél) =0+1= 1,/-@5’1) =—1
Passo 10.4:

Como /@31) > /@g” > Kél) ¢ uma condigao falsa temos que proceder a uma

troca entre as duas primeiras colunas na matriz identidade. Entao,

010
7O =(10 0
001
Passo 10.5:
«45-1) _ A(f) (u@))—l (TW) !
1 11 1 —z7t 0 010
= 0 z 22—=x 0 z' 0 100 | =
0 0 z 0 0 1 0 01
011
= 1 0 22—=x
0 0 z
AL — gMAM (7(1))’1:
010 010
= 1 00 |diag(l,z,z”')[ 1 0 0 |=
0 01 001
= diag (3:, 1, afl)
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010 110
— (diag(z7,,1,2)) " [ 1 0 0 0 = 0 |diag(1,1,27") T
0 01 0 0 1
010
= 1 10
0 01
Quarta iteracao:
Passo 10.1:
011
APoy=[100
0 00
Cs =a;C1 +asCycoma; =0eay=1.
Passo 10.2:
100
U =10 11
0 0 =z
Passo 10.3:
/@31) = 1,/@%1) = 0,/{&1) =1
/@ﬁo) = l,l*ﬂgo) =0, KJ:(,,O) =—-1+1=0
Passo 10.4:
Como mﬁo) > mg‘” > Iiéo) entdo, a matriz 7(© =7
Passo 10.5:
AD = A ) (1) =
0 11 10 0
= 1 0 22 —=x 01 -2t |ZIy=
00 x 00 ot
010
= 1 0 z—1
0 01

A0 — T@K@(T@YJZ
= Izdiag(z,1,1)Z3 =
diag (z,1,1)
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1 00 010
= diag (27", 1,1)Z; [ 0 1 1 |diag(z,1,z7")| 1 1 0
00 =z 0 01
01 0
= 11 27t
00 1
Passo 11:
Apresentar os termos da factorizacao:
010
A= 10 z-1
0 0 1

A® = diag (z,1,1)

0

-1

1

AY =

o = O

1
1 z
0

Considerando ainda a mesma matriz A vamos proceder a sua factorizacao
utilizando o algoritmo descrito na seccao 3.6.

Passo 1:

n=23

Passo 2:

A primeira coluna nao tem polos pertencentes a T .

A segunda coluna nao tem polos pertencentes a T .

A terceira coluna tem um polo pertencente a T,. (z = 0)

Passo 3:
my (z) =1
me (z) =1
ms(z) =z
Passo 4:
S1 = 0
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82:0

S3 = 1
Passo 5:
Como —s; < —s9 < —s3, entao, 7 =7
Passo 6:
Aauz, = A(z)diag(my (z),me(x),ms(z))T ' =
11 2
= 0 z z—1 |diag(1,1,2)Z3 =
001
1 1 1
= 0 z 22—=x
0 0 z
xS 0 0
Aauz = T 0 x 0 7! =
0 0 %
= diag (1,1,27")
L0
Aaur_ =T 0 % 0 =13
0o o0 =z
Passo T7:
det Aaux (r) = x?
Passo 8:

O det Aauz tem um zero com multiplicidade 2: x = 0.
Passo 9:

O det Aauzr nao tem polos.

Passo 10:

k :i%d 22 =2

Passo 11:

n=3

Passo 12:
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N=nxr+k=2

Passo 13:

det Aaux, (z) = z?

O det Aauz, tem um zero com multiplicidade 2: z = 0.

Passo 14:

Construir um ciclo com 2 iteragoes, repetindo para cada uma delas os
passos de 14.1 a 14.5.

Primeira iteragao:

Passo 14.1:
111
AP0)={ 000
0 00
Cy=a;Cicoma; =1
Passo 14.2:
110
U =10 z 0
0 0 1
Passo 14.3:
/<a§2) =0, /<a§2) =0, Iii(f) =-1
Y =0,k =041 =18 = -1
Passo 14.4:

Como /igl) > /igl) > /igl) ¢ uma condicao falsa temos que proceder a uma

troca entre as duas primeiras colunas na matriz identidade. Entao,

010
7O =(10 0
001
Passo 14.5:
AP = AP ey (1)
1 11 1 -zt 0 010
= 0 z z2—=x 0 z! 0 1 00 | =
0 0 z 0 0 1 001
011
= 1 0 22—=x
0 0 «x
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0
= 1
0

TWAW (Tu))*l _
010 0
10 0 |diag(l,z,z )| 1
001 0
diag (:B, 1, £E_1)

Segunda iteragao:

Passo 14.1:

Passo 14.3:

Passo 14.4:
Como mﬁo) > K
Passo 14.5:

AP

(0)
2

!

= 1,/@%1) = 0,/{&1) =-1

oo
— o o
I

diag (1, 1,3:’1) I3

/@50’ = 1,/@%0) =0, Kéo) =—-14+1=0

> K

AL ()

(0)
3

o O OO

, entdo, a matriz 7© = T;

1 (T(O))fl _

2

SO =R OO
— R O 8 8 H ~
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O OO (7(0))*1 _
= Ijdiag(z,1,1)Z3 =
= diag(z,1,1)

AQ = (A@) T TOMAM 4D -

100 010
= diag(z7",1,1)Z;( 0 1 1 |diag(z,1,2")| 1 1 0 | =
0 0 x 0 01
01 0
= 1 1 2t
00 1
Passo 15:
Apresentar os termos da factorizacao:
010
A= 10 z-1
0 01

A® = diag (x,1,1)

01 0
A9 — | 1 1 g1
00 1

Como se pode verificar, pela andlise do exemplo apresentado, no primeiro
caso € necessdrio proceder a um processo iterativo com quatro passos enquan-
to que no segundo algoritmo, depois de se proceder as simplificagoes iniciais,
consegue-se com apenas duas iteragoes obter a factorizacao pretendida. Dado
que cada iteragao acarreta consigo bastantes cdlculos mais ou menos trabal-
hosos, consoante a complexidadeda matriz considerada, é claro que a reducao
do numero de iteragoes simplifica bastante o processo da factorizacao.

3.9 Factorizacao de funcoes matriciais trian-
gulares 2 x 2

Esta seccao é dedicada ao estudo da factorizacao das funcoes matriciais tri-
angulares de ordem 2 x 2 cujas entradas pertencem a H*(T) e os elementos da
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diagonal principal sao regulares. Nestas condicoes, pretende-se demonstrar
que a factorizagao destas fungoes matriciais pode ser reduzida ao problema
da factorizacao de funcoes matriciais racionais.

Seja A € C?*2(T) uma funcao matricial triangular regular da forma

A(t):((g (c):)’ teTea,bce H*(T)

onde a e c sao fungoes factorizaveis e nao necessariamente racionais. Refira-se
que estamos a considerar uma matriz triangular inferior mas a demosntragao
seria idéntica para uma matriz triangular superior.

Pretende-se mostrar que A pode ser escrita na forma

A=A RA (3.46)

onde Ay € C**(T) e R € R¥>?2(T).

Com a representacao de A na forma (3.46) basta factorizar R para obter-
mos uma, factorizagao de A.

Dado que a e ¢ pertencem a H*(T) e sao regulares pelo teorema 1 sao
factorizédveis, logo, podemos escrever estas funcoes na forma:

a=asta_, teT

c=cythe_, te.

Entao,

. aithea_ 0 B
A = ( b cithec_ ) a
. ay O tha 0 a0\
n 0 cy c_'bal the 0 c. )
B ay O 1 0 tha 0 a- 0
n 0 cy t~kactbaZt 1 0 the 0 c. )

Vamos considerar f = t %c 'ba”'. E claro que f pode ser escrita na
forma

f= et fo (3.47)

onde fi admitem um prolongamento analitico no interior e exterior de T,
respectivamente.
Tendo em conta que

1 0y (10
thac b=t 1 ) T\ f 1
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e a identidade (3.47) podemos escrever

()= (ot D)= D)0 0)

Daqui concluimos que A pode ter a seguinte representacao

DG DG

Considerando M, = ( a(;’ CO ) ( fl (1) ) € C¥*2(T) vamos simpli-
+ +

ficar o factor que estd no centro e obtemos

tha 0 1 0 a_ 0
At (5 0 ) (e D) (5 L)

Se k, < k. ja temos a factorizacao de A.
Vamos considerar agora o caso k, > k..
Seja
g = f_tha=ke, (3.48)
Podemos escrever g na forma

g=9++9g- (3.49)

e, portanto, temos a seguinte representacao para A

the 0 10 1 0\ (a 0
o () () () (s )

. 1 0 a_ 0 2% 2
onde./\/l—(g_ 1)( 0 C_)GC’ (T).

Por simplificacao dos factores centrais temos

PRV AR Y (3.50)
- + tkcng tkc — .

Considerando as identidades (3.48) e (3.49) temos

ftbere =g +g_.

Desenvolvendo a funcao f_ em série temos

e ) Ok
fo = ; +t2 +...+tk + ..
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e, portanto,

ka—ke ka—ke _1 ka—ke 3
fot = aqt + ast + ..+ Qka—ke + ...
N -~ A
9+ g—

E claro que g, ¢ um polinémio de grau inferior a k, — k,. Isto prova que o
factor central em (3.50) é racional e, portanto, a factorizagao de A pode ser
obtida aplicando o algoritmo estudado para as fungoes matriciais racionais.

Consideremos agora um exemplo no qual é apresentada uma funcao ma-
tricial triangular em que uma das duas entradas nao é racional. Para aquela
funcao matricial iremos determinar a sua factorizacao pelo algoritmo referido
na secgao 3.3 depois de a escrevermos na forma (3.46).

Exemplo 5 Seja B € C**%(T) a sequinte fungao matricial triangular:

B(t):( ! 0),t€T.

tet +ter 1

Os elementos da diagonal principal sao obviamente factorizdveis. E claro que
B pode ser escrita na forma

t 0
B(#) = (t(etjtei) 1>:

_ <fa)$)m%uﬂ)

onde f (t) = €' + et. Esta funcio é da forma (3.47) com

Daqui temos

o - |
(Y amen(  0).

Procedendo ao desenvolvimento em série de poténcias das fungoes

1
ol
1
ot

2 3

> ¢k t
t:E S
e 27 +-+2+6+
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<1 1 1 1
T =Y =14t

tkk! t 2t2 613
k=0
temos
% S B
et = — + —
2t 6t2

10, 1 0 1 0
Blt) = (et 1>d1ag(t’1)(t+1 1)(756%_75—1 1):
(10 t 0 1 0
—ole 1 t+1 1 tet —t—1 1
onde
1 0 y
(41)eczm.
1 0 2X2
<te%—t—1 1)60— (T)
€

< i ) ) € R(T). (3.51)

Para obter a factorizagao de B é agora apenas necessdrio factorizar (3.51).
Como esta fungao é racional podemos utilizar o programa informdtico referi-
do na seccao 3.7. A factorizagdo obtida é

(ti1 ?)Z(j til)diag(t’l)(? 1)

Logo, a factorizacdo de B serd

_ tet —t—1 1
B(t):<—(eti1) t€t+tt+1>diag(t,1)<t(e%_l) 1).

3.10 O ficheiro “FactorizacaoDirFinal’ e o seu
funcionamento.

A fase seguinte deste trabalho consistiu na aplicacdo dos programas con-

strufidos a definicao de factorizagao direita de uma fungao matricial racional.
Recordando a seccao 2.3 do capitulo 2 veja-se a definicao 9. Tendo em conta
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o teorema 4 que estabelece uma relacao entre as factorizacoes esquerda e dire-
ita de uma func¢ao matricial G € R™*"™ (T), e que afirma a equivaléncia entre
a factorizagao esquerda de G e a factorizacao direita da matriz transposta de
g, foi construido o ficheiro “FactorizacaoDirFinal”. Este ficheiro pressupoe a
introducao, pelo utilizador, da fun¢ao matricial para a qual se pretende obter
a factorizacao direita. Em seguinda, é determinada a matriz transposta e é
lhe aplicado o algoritmo utilizado no ficheiro “FactorizacaoEsqFinal”. Sao
encontrados os termos da factorizacao esquerda, os quais depois de transpos-
tos, sao os termos da factorizagao direita pretendida.

O exemplo que se segue ilustra a factorizagao direita de uma fungao ma-
tricial racional obtida pela utilizacao do ficheiro “FactorizacaoDirFinal”.

Exemplo 6 Seja M € R™™(T) a fungdo matricial racional reqular

— 0 0
(1*5)1(1*5) N

M (z) == =17 (e+3) 0
T 1

e w1

Uma factorizacao direita desta fung¢ao matricial obtida pela aplicacao do
ficheiro “FactorizacaoDirFinal”, é:

M =MatrixForm[Transpose[.A. ]|

0 — 1+ 4z
1234343z 169
10 0
A=MatrixForm|[A1]
100
010
0 0 #
M_ =MatrixForm|[Transpose[.A_]]
622
0 0 1—5z+622
_ 1692(—254-243z)  x(1+4x) x?
343(1+2x)? (1+2z)? ( _%)2
3
1 0 —z
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Capitulo 4

Factorizacao de funcoes
matriciais racionais relativas a
outras circunferéncias e rectas

Dando continuidade ao trabalho apresentado no capitulo anterior e com o ob-
jectivo de aprofundar o estudo da factorizagao de fungoes matriciais racionais,
pretendeu-se aplicar os programas informéticos ja construidos na obtencao
dos termos de uma factorizacao relativamente a curvas fechadas e limitadas
no plano complexo. Normalmente, muitos autores referem a possibilidade
de obter outras factorizagoes procedendo simplemente a uma mudanca de
varidvel mas poucos de dedicam a aprofundar este estudo. Penso que a
existéncia de um progama informdtico que em poucos segundos permite a
obtencao dos indices parciais e termos da factorizacao é, sem divida, uma
mais valia naquele estudo.

Nas duas primeiras secgoes deste capitulo, serao apresentados dois ficheiros
informéticos designados por “FactorizacaoEsqCurv” e “FactorizacaoEsqRectaRe-
al”. O primeiro determina os termos da factorizacao de uma funcao matricial
racional relativamente a uma circunferéncia conhecidos os seus centro e raio.
O segundo determina a factorizacao em relacao a recta real.

Na secgao 4.3 é apresentado um ficheiro informético designado por “Fac-
torizarMatrizesRacionais” que junta todos os programas até aqui referidos e,
através da utilizacao de caixas de didlogo, vai conduzindo o utilizador na sua
aplicacao.
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4.1 Factorizacao de funcoes matriciais racionais
com relacao a outras circunferéncias

Nesta seccao serd apresentado, através de um exemplo, o ficheiro “Factor-
izacaoEsqCurv” que foi construido no programa “Mathematica”. O seu fun-
cionamento é semelhante ao dos ficheiros ja estudados, porém, é necesséario
que o utilizador comece por indicar o centro e o raio da circunferéncia rel-
ativamente a qual se pretende construir a factorizagao. Em seguida, deverd
introduzir a matriz e fazer correr o ficheiro do modo habitual.

Depois da apresentacao do exemplo proceder-se-a a uma breve explicagao
das alteragoes feitas no ficheiro “FactorizacaoksqFinal” e que possibilitaram
a construcao do novo ficheiro agora apresentado. Para tal utilizar-se-ao flux-
ogramas com informacoes relativas ao inicio e ao final do ficheiro, onde é
realizada uma mudancga de varidvel.

Refira-se ainda que, por questoes de ordem prédtica, optei por escrever
a matriz que vai ser factorizada na incégnita t. Em seguida, é feita uma
mudanca para a varidvel x, aplicando-se a seguinte substituicao:

t=rx+ 2.

A matriz que se obtém é submetida ao algoritmo usual e, no final, os termos
da factorizacao aparecem escritos em funcao de x. Assim, é necessario voltar
a incognita t e para isso procede-se a substituicao inversa:

t— 20

T = .
r

A opcao de escrever a matriz inicial em fungao de ¢ prendeu-se com o facto
de todo o programa ja estar escrito em funcao de x. Como é necessédrio pro-
ceder a uma mudanga de varidvel isso implicaria reescrever todo o programa
considerando outra varidvel que nao o x.

Exemplo 7 Neste exemplo pretende-se obter a factorizagdo da matriz regu-
lar A € R™™(T) em relagao a circunferéncia |z + 1| = 2.

t 0 0
At)y=| 1+t t 0
t—1 1 144t

Logo, o centro desta circunferéncia é

20:—1
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e 0 seu raio
r=2.

Entao, t = rxx+2 e a factorizagao de A (t) obtida pela aplicagdo do ficheiro
“FactorizacaoFEsqCurv” é:

A, = (MatrixForm[A,])/.x — ((t — 2) /1)

0o 0 X
0 L i
16 1+t lit
i 0 1=

A = (MatrixForm[AAux])/.x — (t — zp)

1+¢ 0 0
0 1+¢ 0
0 0 1+t

A_ = (MatrixForm[A_])/.x — ((t — 2z) /1)

1 1 q__s3
14(1+t) 4(1+t)1 4(1+t)
T -7 0
1— = 0 0

Como se pode verificar (veja anexo 6.4) o inicio deste ficheiro é ligeira-
mente diferente pois requer, da parte do utilizador, a indicacao dos centro
e raio da circunferéncia relativamente & qual se pretende determinar a fac-
torizacao esquerda. Sé em seguida se deverd proceder & indicacao da matriz
A. Note-se que é considerada uma matriz A [x] para a definicdo da fungao
matricial mas esta deve ser escrita na incégnita t. E depois o préprio ficheiro
que procederd & mudanca de varidvel fazendo a substituicao de ¢ por x. Para
uma melhor compreensao destes procedimentos veja-se o diagrama de fluxo
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(4.1).

Este programa pretende determinar a factorizagéo esquerda
de uma matriz A[t] em relagé@o a uma circunferéncia da qual
se conhece o raio e o centro.

Introduzir o centro da

circunferéncia z,,
I
Introduzir o raio da
circunferéncia r
[
‘ Fazer a mudanga de varidvel: t=rxx+z,
[
Introduzir a matriz A[x]
(escrita na incégnita t)

Determinar a matriz A[x]

=

(4.1)

Em seguida, é aplicado o algoritmo usual e que ja foi estudo no ficheiro
“FactorizacaoksqFinal” . No final do ficheiro que estamos a analisar serd
necessdrio voltar & incégnita t para se obter os termos da factorizagao da
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matriz inicial. Veja-se o fluxograma (4.2).

Apos a determinagao dos termos da factorizagédo em
X é necessario voltar & incégnita t.

Const:=Inverse[Factores[x][[2]]]. (Esta
fungéo determina a inversa da matriz A)

A =Factores[x][[1]]. Const
I

‘ ANAux=Factores|[x][[2]] ‘
I

A =Inverse[Factores[x][[2]]]. Inverse[Factores[x][[1]]].A[X]

\
A,=(MatrixForm[A ]) /. x — ((t-zy)/r)
(é feita @ mudanca para a variavel t)
A=(MatrixForm[Al‘\ux]) /.x 2, ((tzg))
(é feita a mudanca para a variavel t)

[
A =(MatrixForm[A]) / . x — ((t-2,)/r)
(é feita @ mudanca para a variavel t)

-

(4.2)

4.2 Factorizacao de funcoes matriciais racionais
na recta real

No primeiro capitulo deste trabalho é apresentada a definicao 5 de factor-
izacao de uma funcao matricial em relacao a circunferéncia unitdria. Nesse
mesmo capitulo é referido que podemos definir a factorizacao de uma matriz
factorizdvel em relacao a qualquer curva I' fechada e limitada. Admitamos
que a recta real divide o plano complexo em dois dominios, um interior (lim-
itado) identificado por D, e outro exterior (ilimitado) o qual unido com o
ponto infinitamente afastado é desigando por D_. Isto permite considerar a

recta R como uma curva fechada e limitada e, portanto, recorrendo a uma
mudanca de varidvel, transformamos a circunferéncia unitaria T na recta real
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R. Procedendo a mudanca de varidvel:

14+ 2.
= 1

t =
l1—=x

(4.3)

e considerando a recta real como uma curva fechada e limitada vamos definir
a factorizacao de uma funcao matricial racional relativamente a essa “curva’”.

Definigao 10 Seja R € C™" (]1_%) Uma factorizagao (esquerda) de R

relativa a recta real R é uma representacao do tipo

R(H)=R,(0)A(O)R_(0), 6 €R

onde B
Rf(@) S C’T"(R),

1sto é, Rfl sao funcoes analiticas no semiplano superior,
RENO) € C™™(R),
isto é, R sdo funcées analiticas no semiplano inferior,

A(0) = diag [6™, ...,0""],

o t—u
ot
erk; €EZ,1=1,...,n tais que K1 > ... > Ky.

Com base nesta generalizacao e recorrendo & substituicao mencionada em
(4.3) foi construido o ficheiro “FactorizacaoEsqRectaReal”.

Através do seguinte exemplo vamos mostrar uma factorizacao da funcao
matricial M com

Exemplo 8 Pretende-se obter a factorizagdo da matriz M em relacdo a

1
M(t) = ( 1+ _11>

Fazendo a substitui¢io (4.3) podemos transferir este problema de factoriza-
¢ao para a circunferéncia unitdaria. A factorizacao de M obtida a partir do
ficheiro “FactorizacaoEsqRectaReal” é:

recta real ]I_Q
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A, = (MatrixForm[ A, ] )/.x— ((t —4)/(t + 1))

14 4= 6(t—i)

(t+1)2 t+i
4(t41
12-8/2- 44D
—1 0

A=(MatrixForm[AAux])/.x— ((t —i)/(t + 1))

(o1)

A_ = (MatrixForm[A_]) /.x— ((t —1)/(t + 1))

0 1
(t+i) (—3+2v2+1) 0 )

t—1

O ficheiro “FactorizacaoEsqRectaReal” comega por definir a substituicao

que transforma a circunferéncia unitdria T na recta real R, escrevendo a
incégnita t em funcao de z. Em seguinda, o utilizador deverd introduzir
uma matriz M. O ficheiro ird proceder & substituigao referida escrevendo
uma matriz A. E importante mencionar que aquando da substituicio é
necessario fazer a simplificacao das expressoes que constituem os elementos
das entradas da matriz A. S6 depois se daré inicio & aplicagao do algoritmo
usual da factorizagao.

No final, os termos obtidos estao expressos em funcao de x e torna-se
necessario proceder & mudanca de varidvel

t—1
T = -
t+1

Assim, sao determinados os termos da factorizagao relativa a recta real
para funcgoes matriciais racional regulares escritas na incognita t.
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4.3 O ficheiro “FactorizarMatizesRacionais”

Com o objectivo de facilitar a utilizacao dos programas informéticos construi-
dos no ambito deste trabalho, procedeu-se a criacao de um tnico ficheiro que
permite aceder directamente a qualquer uma das diferentes factorizacoes que
estamos a considerar.

Este novo ficheiro é interactivo por utiliza caixas de didlogo para conduzir
o utilizador na sua aplicacao. Foi necessdrio utilizar a versao 6.0 do pacote
informatico “Mathematica” pois apenas esta versao ou superiores permitem
a utilizagao de caixas de didlogo.

O modo de activar o ficheiro é semelhante ao processo que temos vindo
a utilizar. Assim, devera o utilizador seleccionar todos comandos que apare-
cem quando abrimos o ficheiro “FactorizarMatrizesRacionais” e pressionar
simultameamente as teclas “SHIFT” e “ENTER”. Vai aparecer no écran
uma janela que solicita ao utilzador a introdugao de uma matriz quadrada
na incognita x. Depois de escrever a matriz que se pretende factorizar, o
utilizador devera pressionar o botao “OK” que aparece na referida janela.
Em seguida, surgird uma nova janela, na qual se permite ao utilizador que
opte entre uma factorizacao direita ou esquerda, pressionando o respectivo
botao. Na fase que se segue, aparece uma janela onde o utilizador deve optar
entre o tipo de factorizacao que pretende. Podera escolher uma factoriza-
¢ao relativa a circunferéncia unitéria, relativa a outra circunferéncia ou com
relacao a recta real. Se o utilizador escolheu o botao correspondente a “out-
racircunferéncia”, vao surgir ainda mais duas caixas de didlogo que solicitam,
respectivamente, a indicagao do centro e do raio dessa circunferéncia. Na fase
final, aparece no écran um botao com a indicacao “Apresentar os termos da
factorizacao”. Ao pressionar este botao surgem as expressoes “M. 7 “A”
e “M_" que correspondem aos trés termos da factorizacao pretendida. O
utilizador deverd pressionar em cada um deles para obter o respectivo termo.

Vamos agora apresentar alguns diagramas de fluxo para uma melhor com-
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preensao do funcionamento do ficheiro “FactorizarMatrizesRacionais”.

“FactorizarMatrizesRacionais” € um programa que
pretende determinar os termos da factorizagéo esquerda
ou direita de uma matriz M[x], com relagdo a uma
circunferéncia unitaria ou ndo, ou com relagéo a recta real.
[
Matriz = Input[“Introduza uma matriz
quaddrada na incognita x”]

(caixa de dialogo onde deve ser introduzida a
matriz que se pretende factorizar)
[
Escolhal (caixa de didlogo na qual o utilizador
opta entre uma factorizagéo esquerda ou direita)

Esc1 = Escolhai (fixa a opgao tomada pelo utilizador)

Escolha2 (caixa de didlogo na qual o utilizador
opta entre uma factorizagao relativa a
circunferéncia unitaria, outra circunferéncia ou
recta real)

|

Esc2 = Escolha2 (fixa a opgao tomada pelo utilizador)

D

(4.4)

Na primeira fase do programa é necerssario introduzir a matriz quadra-
da para a qual se pretende obter a factorizacao. Depois poderd o utilizador
escolher o tipo de factorizagao que pretende. Dado que os comando “Es-
colhal” e “Escolha2” sao caixas de didlogo é necessdrio fixar as respostas
dadas pelo utilizador e para isso recorreu-se aos comandos “Escl” e “Esc2”,
respectivamente (veja-se (4.4)).

Em seguida, construiu-se uma func¢ao designada por “Factorizar” a qual
recebe uma matriz quadrada e determina o termo positivo e o termo central
da factorizacao esquerda dessa matriz em relagao & circunferéncia unitéria.
A construcao desta funcao foi conseguida seguindo os passos utilizados no
ficheiro “FactorizacaoEsqFinal” e com recurso ao comando “Module” que
permite tratar a matriz inicial como uma varidvel local. Assim, limitdmo-
nos a agrupar as instrugoes, que eram utilizadas separadamente no referido
ficheiro, dentro do mesmo comando. Refira-se que nesta fase a funcao “Fac-
torizar” nao produz qualquer resposta, pois ainda nao estd a ser aplicada.

Na fase seguinte do programa ¢é utilizado o comando “Which”. Este

85



permite considerar os diversos casos que resultam das opgoes tomadas pelo
utilizador quanto ao tipo de factorizagao pretendida. Temos, entao, seis
situacoes distintas.

Se o utilizador optou por uma factorizacao direita com relagao a circun-
feréncia unitdria é necessédrio transpor a matriz inicial e aplicar-lhe a fungao
“Factorizar”. Daqui iremos obter o termo A, e o factor central A. A partir
destes é construido o factor A_. Para determinar os termos da factorizagao
que se pretendia falta apenas transpor os factores auxiliares A, A e A_.
Veja-se o diagrama de fluxo (4.5).

‘ Se Esc1===direita e Esc2===circunferénciaUnitaria ‘

A[x]=Transpose[Matriz] (é transposta a matriz inicial)

‘ Factorizar[A[X]] ‘
[
A+=Simplify[Factorizar[A[x]][[1]]]
[
Al =Factorizar[A[X]][[2]]

A-= Simplify[Inverse[Factorizar[A[x]][[2]]]-
Inverse[Factorizar[A[X]][[1]]]-A[X]]

ActionMenu["Apresentar os termos da
factorizagao",{"M+"—Print[MatrixForm[Transpose[A+]]],
"A"— Print[MatrixForm[A1]],"M-* —
Print[MatrixForm[Transpose[A-]]]}]

(este comando apresenta um botdo que quando
pressionado da acesso aos trés termos da factorizagao ja

transpostos)

(4.5)

Para a determinacao de uma factorizacao direita com relagao a uma cir-
cunferéncia diferente da unitdria é necessédrio considerar uma matriz auxiliar
M na qual a varidvel = serd substituida pela letra t. No écran aparece uma
caixa de didlogo que solicita ao utilizador a indicagao do centro da circun-
feréncia relativamente a qual se pretende obter a factorizacao. Surge, em
seguida, uma nova janela que vai receber a indicacao do raio da referida cir-
cunferéncia. Agora define-se uma outra matriz auxiliar My que se obtém
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pela mudanca da varidvel
t=rr+ 20

a qual transforma a circunferéncia que estamos a considerar na circunfer-
éncia unitdria. Dado que se pretende uma factorizacao direita é necessario
transpor a matriz My e, em seguida, aplica-se-lhe a funcao “Factorizar”.
Depois de obtidos os termos auxiliares da factorizacao é necessdrio proceder
a transposi¢ao dos mesmos e & mudanca de varidvel que permite voltar a

circunferéncia inicial. Vejamos os fluxogramas (4.6) e (4.7).

Se Esc1===direita e Esc2===outraCircunferéncia ‘

M1=(Matriz)/.x—(t) (na matriz inicial é subtituida a
incégnita x pela incéqnit? t)

zy=Input["Introduza o centro da circunferécia.
Devera ser um ponto do plano complexo."]

r=Input["Introduza o raio da circunferéncia. Devera
ser um valor real positivo."]

[
M,=(M,)/.t—(rxx+z,) (é feita a mudanca de variavel
que transforma a outra circunferéncia na unitaria)

Alx]=Transpose[Simplify[M,]] (é transposta a matriz auxiliar M,)

Factorizar[A[X]]
\

Const:=Inverse[Factorizar[A[x]][[2]]]

A, =Simplify[Factorizar[A[x]][[1]]]. Const
\
ANAux=MatrixForm[Factorizar[A[X]][[2]]]
[

A-=Simplify[Inverse[Factorizar[A[x]][[2]]]-
Inverse[Factorizar[A[X]][[1]]]-AlX]]

T
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‘ M,=Simplify[Transpose[A, ]] (transpor a matriz auxiliar A,) ‘
[

‘ M =Simplify[Transpose[A_]] (transpor a matriz auxiliar A) ‘
[

M,=(MatrixForm[M])/.x—((t-z,)/r)
(mudancga de variavel para voltar a incégnita t)

A=(MatrixForm[AAux])/.x—(t-z,)

(mudancga de variavel para voltar a incognita t)
[

M-=(MatrixForm[M-])/.x—((t-z,)/r)

(mudancga de variavel para voltar a incégnita t)

ActionMenu["Apresentar os termos da factorizagao",
{"M+"—>Print[(MatrixForm[Simplify[M+]])/.t—>(x)],
"A"Print[(MatrixForm[A])/.t—(x)],
"M-"{Print[(MatrixForm[Simplify[M-1])/.t—(x)]}]

(este comando apresenta um botdo que quando
pressionado da acesso aos trés termos da factorizagao
expressos novamente na incognita x)

—>

(4.7)

Se o utilizador pretende obter uma factorizacao direita relativamente a
recta real é necessdrio proceder & mudanga de varidvel (4.3) e considerar,
portanto, a matriz auxiliar M. Esta matriz serd transposta e aplicar-se-lhe-4
a funcao “Factorizar”. Depois de obtidos os termos auxiliares da factorizacao
é necessdrio proceder & transposicao dos mesmos e a mudanca de varidvel que
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permite voltar & recta real. Veja-se o diagrama de fluxo (4.8).

‘ Se Esc1===direita e Esc2===recta real ‘

t=((i (1+x))/(1-x))

M,=(Matriz)/.x—(t)

(é feita a mudanca de variavel que transforma a recta
real na circunferéncia unitaria)

[
Alx]=Transpose[Together[Simplify[M,]]]
(é transposta a matriz auxiliar)

[

| FactorizarAlx]] |

‘ A,=Transpose[Simplify[Factorizar[A[X]][[1]]]] ‘
I

\ AM=Factorizar[A[X]][[2]] ‘

A-=Transpose[Simplify[Inverse[Factorizar[A[x]][[2]]]-
Inverse[Factorizar[A[X]][[1]]]-Alx]]]
\

AA+=(MatrixForm[A+])/.x—((t-i)/(t+i))
A11=(MatrixForm[A1])/ . x—((t-i)/(t+i))
AA-=(MatrixForm[A-])/.x—((t-i)/(t+i))

(é feita a substituicdo que permite voltar a variavel inicial)

ActionMenu["Apresentar os termos da factorizagao",
{"M+"—>Print[(MatrixForm[Simplify[AA+]])/.t—(x)],
"A"—Print[(MatrixForm[A11])/.t—(x)],
"M-"—Print[(MatrixForm[Simplify[AA-]])/.t—>(X)]}]

(este comando apresenta um botdo que quando
pressionado da acesso aos trés termos da factorizagéo
expressos novamente na incognita x)

= (4.8)

Quando o utilizador pretende obter uma factorizacao esquerda em relacao
circunferéncia unitdria basta considerar a matriz inicial e aplicar-lhe a funcao
“Factorizar”. Depois aparece o botao que permite aceder aos trés termos da
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factorizagao pretendida, como se pode ver no fluxograma (4.9).

Se Esc1===esquerda e Esc2===circunferéncia unitaria ‘

‘ Factorizar[A[X]] ‘
\

ActionMenu["Apresentar os termos da factorizacao",
{"M,"—Print[MatrixForm[Simplify[Factorizar[A[X]][[1]]]]],
"A"—Print[MatrixForm[Factorizar[A[x]][[2]1]],

"M _"—Print[MatrixForm[Simplify[Inverse[Factorizar[A[X]][[2]]].
Inverse[Factorizar[A[X]][[111]-AIX]IIT}

(este comando apresenta um botéo que quando pressionado
da acesso aos trés termos da factorizagéo)

—

(4.9)

Para determinar uma factorizacao esquerda com relacao a uma circun-
feréncia diferente da unitdria segue-se um processo semelhante ao que ja foi
descrito para factorizagoes direitas sem, no entanto, ser necesséario proceder
a transposi¢ao da matriz inicial. Os diagramas (4.10) e (4.11) que se seguem
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explicam os procedimentos adoptados.

‘Esc1 ===esquerda e Esc2===outraCircunferéncia
[
M1=(Matriz)/.x—(t) (na matriz inicial é subtituida a
incégnita x pela incéqnita‘ t)
Z,=Input["Introduza o centro da circunferécia.
Devera ser um ponto do plano complexo."]

r=Input["Introduza o raio da circunferéncia. Deverg
ser um valor real positivo."]
[

M,=(M,)/.t—(rxx+z,) (é feita a mudanca de variavel
que transforma a outra circunferéncia na unitaria)

[
‘ Alx]=Simplify[M,]
[
Factorizar[A[X]]
[

‘ Const:=Inverse[Factorizar[A[X]][[2]]] ‘

‘ A,=Simplify[Factorizar[A[x]][[1]]]. Const ‘
\

AAux=MatrixForm[Factorizar[A[x]][[2]]]
[

A-=Simplify[Inverse[Factorizar[A[x]][[2]]]-
Inverse[Factorizar[A[X]][[1]]]-AlX]]

T

(4.10)
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T

N,=(MatrixForm[A_1)/.x—((t-z,)/r)
(mudanga de variavel para voltar a incégnita t)

A=(MatrixForm[AAux])/.x—(t-z,)
(mudanga de variavel para voltar a incégnita t)

N-=(MatrixForm[A-])/.x—((t-z,)/r)
(mudancga de variavel para voltar a incégnita t)

ActionMenu["Apresentar os termos da factorizagao",
{"M+"—Print[(MatrixForm[Simplify[N+]])/.t—(x)],
"A"IPrint[(MatrixForm[A])/.t—(x)],
"M-"IPrint[(MatrixForm[Simplify[N-]])/.t—(x)]}]

(este comando apresenta um botdo que quando
pressionado da acesso aos trés termos da factorizagao
expressos novamente na incognita x)

>

(4.11)

Finalmente, para se obter uma factorizacao esquerda relativa a recta real
também se seguird o processo considerado para a factorizacao direita mas
sem se efectuar a transposicao da matriz inicial. A consulta do fluxograma
(4.12) permite compreender o funcionamento da parte final do programa
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“FactorizarMatrizesRacionais” .

‘Se Esc1===esquerda e Esc2===recta real

t=((i (1+x))/(1-x))
M, =(Matriz)/.x—(t)
(é feita a mudancga de variavel que transforma a recta
real na circunferéncia unitaria)
[
A[x]=Together[Simplify[M,]]
(é transposta a matriz auxiliar)
[

Factorizar[A[X]]

| A_=sSimplify[FactorizarAXII[1]]] |
[
rAux=Factorizar[AXJI[[2]] |

A-=Simplify[Inverse[Factorizar[A[x]][[2]]]-
Inverse[Factorizar[A[X]][[1]1]]-AlX]]
\
AA+=(MatrixForm[A+])/.x—((t-i)/(t+i))
Al 1=(MatrixForm[AAuUX])/.x—>((t-i)/(t+i))
AA-=(MatrixForm[A-])/.x—((t-i)/(t+i))
(é feita a substituicdo que permite voltar a variavel inicial)

ActionMenu["Apresentar os termos da factorizagéao",
{"M+"—Print[(MatrixForm[Simplify[AA+]])/.t—=(x)],
"A"—Print[(MatrixForm[A11])/.t—(x)],
"M-"—Print[(MatrixForm[Simplify[AA-]])/.t—(x)]}]
(este comando apresenta um botdo que quando
pressionado da acesso aos ltrés termos da factorizagdo
expressos novamente na incégnita x)

I

- (4.12)

93



94



Capitulo 5

Factorizacao de funcoes
matriciais racionais por
realizacao

Neste capitulo continuaremos a estudar a factorizacao de fungoes matriciais
racionais em relacao a uma curva I[', de Jordan fechada e limitada no plano
complexo C, apresentando um método substancialmente diferente do algorit-
mo apresentado na seccao 3.3. Saliente-se que a grande diferenca reside no
facto deste processo nao ser iterativo.

Este método baseia-se no pressuposto de que qualquer funcao matricial
racional quadrada pode ser escrita na forma

F(x)=T+C(zG—-A)'B. (5.1)

Esta representacao ¢ designada por uma realizacao e permite reduzir o
problema da factorizacio de F a um problema de Algebra Linear envolvendo
as quatro matrizes A, G, B e C mencionadas na defini¢ao 5.1 e cuja caracter-
izacao sera feita mais adiante.

O resultado principal deste capitulo é enunciado no teorema 10 que de-
screve o processo que permite obter uma factorizacao candnica direita de uma
funcao matricial racional e estabelece as condi¢oes necessérias e suficientes
para a existéncia da referida factorizacao. Sera apresentado um exemplo onde
este método é utilizado na obtencao de uma factorizagao canénica direita em
relacao a T.

E importante mencionar que o processo de factorizacao aqui descrito faz
parte dos resultados apresentados na secc¢ao 4 de [9] e em [10].

Antes de apresentar o referido processo é necessario estabelecer algumas
definicoes, o que serd feito nas secgoes 5.1 e 5.2.
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5.1 Preliminares sobre matrizes lineares

Nesta seccao vamos considerar A e G, duas fungées matriciais quadradas de
ordem m cujas entradas sao fungdes complexas. Vamos ainda estabelecer que
a incégnita x representa uma varidvel complexa. Nestas condicoes temos as
seguintes definigoes:

Definicao 11 Designamos por Matriz Linear uma funcao matricial da for-
ma

G — A, (5.2)

onde G e A sdo matrizes complexas de ordem m x m ex € I.

Definigao 12 Uma matriz linear da forma (5.2) diz-se I'—regular se xG—A
é regular para todo o x € T'.

Por uma questao de simplificagao de linguagem, sempre que for conve-
niente iremos identificar uma matriz p X ¢ com o operador linear que actua
de C? em C? e que é definido pela accao candnica da matriz sobre as bases
de C'?e CP.

Estamos agora em condigoes de estabelecer a seguinte proposicao que serd
de grande utilidade mais adiante:

Proposigao 4 Seja xG — A uma matriz linear I' — regular, e sejam P e Q
duas matrizes definidas por:

1 -t
P=o / G (26 — A" da. (5.3)
I
Q:% / (2G — A)~' Gda. (5.4)
T
I

Entao, P e Q sao projecgoes de tal modo que:

(1) PA=AQ e PG =GO,

(i1) (G — A)~'P = Q(2G — A)~" na curva I' e esta funcio admite um
prolongamento analitico no exterior de I' (D_) e anula-se no ponto infinita-
mente afastado;

(i1i) (2G — A" (T —P) = (T — Q) (zG — A)~" na curva I' e esta funcio
admite um prolongamento analitico no interior de I' (D, ).

As propriedades (i), (i7) e (i7i) definidas na proposi¢ao anterior deter-
minam as matrizes P e Q de forma tinica, isto é, se P e Q sao projecgoes
que cumprem as condigdes (i), (i1) e (7i1), entdo P e Q sao definidas pelas
férmulas integrais mencionadas em (5.3) e (5.4).
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Para melhor compreensao desta proposicao, consideremos A e G como
duas matrizes por blocos relativamente & decomposicao de C" induzida pelas
projeccoes P e Q. A condigao (i) implica que A e G tém uma representagao
diagonal por blocos do tipo:

A= A 0 :ImOQ P ker Q — ImP @ ker P
0 A

G = ( gl 22 ) :Im Q @ ker Q@ — Tm P @ ker P.

A propriedade (ii) equivale a dizer que a matriz linear 2G; — A; é regular
em D_ e G; é invertivel.

A propriedade (iii) equivale a dizer que a matriz linear 2G, — Az € regular
em D, e G, é invertivel.

A demonstragao da proposicao 4 pode ser encontrada na secgao (VI.1) de
[10].

5.2 Realizacao de uma funcao matricial racional

Nesta seccao serd descrito o processo que permite obter a realizacao de uma
matriz racional, isto é, a sua representagdo na forma (5.1). Para uma mel-
hor compreensao desta definicao serd apresentado um exemplo de uma ma-
triz racional decomposta por realizagao. Serao ainda referidas algumas pro-
priedades das matrizes lineares ©G — A.

Comecgemos por constatar que qualquer funcao matricial racional F ad-
mite uma decomposicao do tipo

F(x)=K(x)+ L(x), (5.5)

onde K é uma funcao matricial racional cujas entradas sao fracgoes préprias
e £ é uma matriz cujas entradas sao fungoes polinomiais.

Dado que as entradas de K sao fracgoes préprias isso significa sao analiti-
cas no infinito.

A decomposicao (5.5) nao é unica. De facto, podemos adicionar uma
matriz constante a IC e subtrai-la a £, o que nos permitiria obter variadas
decomposigoes para F.

Analisando em primeiro lugar a matriz C, vamos aplicar-lhe a proposicao
que a seguir se enuncia e demonstra.
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Proposicao 5 Uma fung¢ao matricial racional F cujas entradas sao fracgoes
proprias pode ser escrita na forma

Flz)=D+C(=I—-A)"'B (5.6)

onde D = F (00) e A é uma matriz quadrada cujos valores prdprios coincidem
com os polos das entradas de F.

Demonstracao: Consideremos D = F (c0), isto é, a matriz cujas en-
tradas sao as imagens de F no infinito. F pode ser escrita na forma

1

F(x)=D+ (@) Q(x), (5.7)
onde o polinémio p (z) = pg + xp1 + ... + 2" 'p,_1 + 2" € o minimo multiplo
comum dos denominadores das entradas de F e a matriz Q é polinomial.
E claro que os zeros de p(x) coincidem com os polos de F(z) e p~1Q ¢é
analitica no infinito, onde toma o valor zero. E, ainda, evidente que a matriz
@ é polinomial e o grau das suas entradas é inferior ao grau de p (x) em, pelo
menos, uma unidade. Vamos agora definir trés matrizes por blocos A, B e C
da seguinte forma:

0 T 0
0 0 0
./4 — )
A
—pl —pil ... —-pl
0
B=| |,
0
A

C:(QO Q... qu)-

Nestas matrizes Z representa a identidade de ordem n, sendo n é o nimero
de colunas de F. Note-se que A € uma matriz quadrada de ordem rn. Vamos
ainda considerar a matriz Zr como sendo a identidade com a mesma ordem
de A e escrevemos a matriz Zr — A. Pelo facto de A ser uma matriz por
blocos, verifica-se que os seus valores proprios vao coincidir com os zeros de
p (). Temos ainda que

7

Ir— A B —— |
€T — e

d p(z) :
'L
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Desta iguadade concluimos que é possivel escrever F () = D+C (¢Zr — A) "' B
e os valores préprios de A coincidem com os polos das entradas de F. B
Aplicando este resultado & matriz K podemos escrevé-la na forma

K= D}C + C]C (ZL"I}C - .Alc)_l B}C (58)
onde
D}C = f(OO)
0 A 0
A 0 0 ... 0 (5 9)
AR I & ’ '
—pol —piZ —pr—1 T
0
Be—=1| ° |, 5.10
K 0 (5.10)
T
Cc=(Q Q1 ... Q1). (5.11)

Refira-se que Zx corresponde & matriz identidade com a mesma ordem de
A.

Tomamos agora o segundo termo da decomposigao referida em (5.5), a
matriz polinomial £. Esta matriz é da forma

L=Lo+zLli+ ..+ xqﬁq.

Vamos definir trés matrizes por blocos G., B, e C; da seguinte forma:

07 0
G _ 00 .. 0 (51
SO RV 2 '
00 0
Lo
L4
Be=| . |, (5.13)
‘Cq
Cc=(-27' 0 ... 0). (5.14)

Nestas matrizes 7’ representa a matriz identidade de ordem [, sendo [ o
nimero de linhas de L.
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G € uma matriz quadrada de ordem (¢ + 1), onde g é o maior grau dos
polinémios que constituem as entradas de L.

Vamos ainda considerar a matriz Z, como sendo a identidade com a
mesma ordem de G,. Pela forma como esta definida, é facil verificar que G,
é nilpotente e, como consequéncia, a matriz Z, — zG, é invertivel V x € C.

Assim, considerando a matriz (Z; — xgg)_l é simples verificar que a
primeira linha da sua representacao por blocos ¢é igual a

(Z 2T .. 27). (5.15)
Devido a forma como C. esta definida, o seu produto por (zG, — Ig)f1
origina uma matriz por blocos que coincide precisamente com (5.15). Esta,
multiplicada por B, é a prépria matriz £ ().
Torna-se evidente que é sempre possivel escrever uma matriz polinomial
na forma

L(x)=Cr(xG, —Tp) "B, YreC. (5.16)

Combinado as representagdes estabelecidas para KC e £ em (5.8) e (5.16),
respectivamente, verificamos que F referida em (5.5) pode ser escrita na
forma

F=D+C(zG—-A)'B

onde
A= ( 64“ %: ) , (5.17)
G= (g’c 2£ ) : (5.18)
_ [ Bk
o (). 519
C=(Cc Cc), (5.20)
D = D. (5.21)

Pela forma como estd definida, é facil verificar que G é nilpotente e isto
implica que xG — A é regular se e s6 se x é valor préprio de Ax. O que s6
acontece se x for um polo de K. Dado que L é polinomial, podemos concluir
que £G — A é regular se e s6 se x é polo de F.

Note-se que a escolha de D¢ = F (c0) em (5.8) é livre. Entao, podemos
fazer Dx = 7, a matriz identidade n x n. E, neste caso, é vdlido o seguinte
teorema cuja demonstracao fica estabelecida pela construcao atras realizada.
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Teorema 9 Seja F uma fungao matricial racional n X n sem polos na curva
I'. Entao, F admite a sequinte representacao

F=I+C(xG—-A)'B, zeTl,

onde G — A é uma matriz linear m x m, I' — reqular e B e C sdo matrizes
de dimensao m X n en X m, respectivamente.

Definicao 13 A realizagdo (5.1) de uma matriz F diz-se I' — regular se a
matriz linear tG — A é I' — regular. Neste caso, F nao admite polos na
curva I'.

O teorema 9 mostra que qualquer funcao matricial racional quadrada sem
polos na curva I' admite uma realizagao I' — regular.

Em seguida, apresentaremos um exemplo de uma funcao matricial racional
e serd descrito o processo que permite obter a decomposi¢ao dessa matriz por
realizacao.

Exemplo 9 Seja F a matriz racional

-1 L
F(x) = < 1 :5;—2?{#6er1 )

x x2+3x

F pode facilmente ser escrita na forma (5.5), sendo

1
_ T+
K(z) B ( _% L+ m(11+3) )

E(a:):((;2 ‘f)

Note-se que esta decomposicao nao é unica mas a sua escolha foi intencional
pois pretende-se que IC (00) = Z. Agora vamos escrever K na forma (5.7)

- (1)t (S )

De sequida, serao construidas as matrizes Ax, B e Cx tendo em conta as
igualdades (5.9), (5.10) e (5.11), respectivamente.

001 0
000 1
A = 00 —3 0
000 -3
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By =

0 0 0 1
CK‘<—31—1 0)

Pela proposi¢ao 5 sabemos que IC pode ser escrita na forma

O = OO
_— o O O

K = Dx + Cx (2Txc — Ax) " By,

logo temos
%O :czj—?)w 0 00
B 000 1\[02o0o - |[o0o0
’C(i”)_12+<—31—1 0) 00 L 0 10
000 0 1

Considerando agora L, vamos construir as matrizes Gp, By e Cz como é
indicado em (5.12), (5.13) e (5.14), respectivamente.

e (3)
5= (" 1)
Ce = ( _01 —01 )
Estamos em condigdes para escrever L na forma referida em (5.16)
co=(5 S)( 50T

A fase sequinte consiste na constru¢ao das matrizes A, G, B, C e D de acordo
com o estabelecido em (5.17), (5.18), (5.19), (5.20) e (5.21)

00 1 0 0O
00 0 1 0O
00 -3 0 0O
A= 00 0 =300
00 0 0 10
00 0 0 01



100000
010000
g_|001000
“looo100 |
000000
000000
0 0
0 0
1 0
B=1 0o 1|
—2 0
0 1

c_ (0 00 1 -10
“\31-10 0 -1)
D=1,

A realizagao da matriz F, ou seja, a sua escrita na forma (5.1), é

% ? x2i3x ? 0 0

0 T (1] 243z 0 0

00 = 0 0 O
— z+3

0 0 0 0 -1 0

0 0 0 0 0 -1

A proposicao que se segue descreve algumas operagoes elementares para
fungoes matriciais racionais escritas por realizacao.

Proposigao 6 Seja F = I + C (G — A)~' B uma realiza¢io T — regular.
Seja A* = A —BC. Entao, det F (z) # 0, Vo € I se e s6 se a matriz linear
xG — A* for I — regular, e nesse caso sao vdlidas as sequintes identidades:

F@) ' =T-C(2G—-A)B, z €T, (5.22)
Fa)'CaG—A) " =C(aG - A) ", zel, (5.23)
(G — A BF (z) = (¢G — A*) "B, z €T, (5.24)

(@G —A) " — (26 — A) " = (2G — A) ' BF (2) ' C(2G - A,z eT.
(5.25)
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Demonstracao: Consideremos um determinado x fixo. Dado quedet (Z —7S) =

det (Z — 87T), temos que

det F (z) = det[Z+C(zG— A~ B| = det [T + (2G — A BC]

-1 X det (zG — AX
= det [(2G — A (2G — A)] = dt;ﬁt((x% = A>)'

Temos, entdo, que det F(xz) # 0 se e s6 se (xG — A*) é regular. Em
seguida, vamos considerar que det (zG — A*) # 0. Para inverter F va-
mos resolver a equagdo F (z)u = y. Vamos introduzir uma nova varidvel
w = (2G — A)~" Bu. Podemos agora escrever

{ xGw = Aw + Bu ‘ (5.26)

y=Cw+u

Aplicando B a segunda equacao em (5.26) e subtraindo o resultado a primeira
equagao em (5.26), isto d4 origem ao sistema

xGw = A*w + By
u=-Cw+y

Temos, entdo, w = (#G — A*) "By e F(z) 'y =u = y—C (G — A*) "' By,
o que prova a igualdade (5.22). As identidades ( 5.23), (5.24) e (5.25) sa@o
demostradas por operagoes directas a partir de (5.22) e pelo facto de

BC=A-A* = (2G— A") — (2G — A).

5.3 Factorizacao candnica de fungoes matri-
ciais racionais por realizacao

Nesta seccao iremos mostrar como se pode obter uma factorizagao canénica
para uma fun¢ao matricial racional recorrendo a realizacao dessa matriz. Serd
enunciado e demonstrado o teorema que estabelece as condicoes necessarias
e suficientes para a existéncia dessa factorizagao e que apresenta as férmulas
que permitem obter os termos da referida factorizacao com recurso a real-
izacao dessa matriz. Em seguida, é apresentado um exemplo de uma matriz
factorizada por este processo. Utilizar-se-4 a matriz considerada no exemplo
9 visto que ja foi determinada a sua decomposicao por realizagao.
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Teorema 10 Seja F uma fungao matricial racional quadrada de ordem n
sem polos na curva I' e seja a sua realizagao I' — regular dada por

Flzx)=T+C(xG—A) "B, zel.

Seja A = A— BC. Entdo, F admite uma factoriza¢do candnica direita em
C (T') se e s6 se as duas condi¢oes sequintes sio satisfeitas:

(1) a matriz linear xG — A* é ' — regular;

(17) C"=1m Q P ker @° e C™ =im P & ker P*.

Aqui m é a ordem das matrizes G e A, e

1
0= 2m/(xg A) Gdux,
r
X 1 x\—1
Q % (xg - A ) Gdx,

1
r

/:BQ AX)

r

Neste caso, uma factorizag¢ao candnica direita de F (x) = F_ (z) Fy () em
C (') pode ser obtida a partir das férmulas

F (#)=I+C(xG—-A) " (IT-p)B, zeT (5.27)
Fi(x)=T+Cr(xG—A)"'B, zeTl (5.28)

e as suas inversas sio dadas por
F @) '=T-CT-7)(2G-A)"'B, zeT (5.29)
Fi(@) ' =T—C(2G—A) " pB, zeT. (5.30)

Aqui T € a projec¢io de C™ que é fungao de im Q em ker Q% e p é a pro-
jeccao que é fungao de imP em ker P*. E, além disto, temos que a primeira
igualdade em (ii) implica a sequnda e vice-versa.
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Demonstracao: A demonstracao do teorema serd feita em quatro partes.
A primeira parte diz respeito a condigao (7). Na segunda parte provamos que
a primeira igualdade em (i7) implica a segunda e vice-versa. Na terceira parte
utilizamos (i) e (4i) para derivar a factorizagdo candnica e as férmulas que
permitem obter os termos da factorizacao. A quarta parte estd relacionada
com a necessidade da condigao (i7).

1% Parte. Da definigao de factorizagao canénica direita é claro que det F () #
0,Vx € T é uma condicao necessdria para que F admita esta factorizacao.
Pela proposicao 6 esta condi¢do necesséria é satisfeita se e s6 se (i) for ver-
dadeira. Assim, vamos assumir que a condigao (i) é satisfeita.

2% Parte. Nesta parte vamos provar a iltima afirmacao do teorema. Con-
sideremos os operadores

Q*|imQ:imQ — im Q" , (5.31)
P*|imP : imP — im P*.

E imediato que a primeira igualdade em (1) é equivalente a invertibilidade do
operador Q* |im Q.0 mesmo se pode dizer em relagdo a segunda igualdade
relativamente ao operador P* |im P. Note-se que as seguintes igualdades sao
validas

GQ="PG, GO*="P"G, (5.32)

o que é claro a partir das definigoes das projeccoes Q, P, Q* e P*. Além
disso, se aplicarmos a proposi¢ao 4 a ©G — A bem como a xG — A*, temos
que G é fungao de im Q (respectivamente im Q*) definida de modo tinico em
relacdo a im P (respectivamente im P*). Entao, os operadores

E = GlimQ:imQ — im7P,
£ = G|limQ*: imQ* — imP*

sdo invertiveis e £ (Q* |im Q) = (P*|imP)E. Logo, os operadores em
(5.31) s@o equivalentes e consequentemente o primeiro operador em (5.31)
é invertivel se e s6 se isso também acontecer com o segundo operador em
(5.31). Isto prova que a primeira igualdade em (i7) implica a segunda e a
reciproca também é verdadeira.

3% Parte. Em seguida, vamos assumir que (i) e as decomposigoes em soma
directa em (i7) s@o verdadeiras. O nosso objectivo é obter uma factorizagao
canénica de F (x). Vamos escrever A, G, B, C e A* = A—BC como matrizes
por blocos relativas as seguintes decomposigoes:

A = A A :im Q @ ker @ — im P @ ker P*,
0 A
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g = Gu 1im Q @ ker Q@ — im P @ ker P*,
0 G
Bl m : X

B = :C"™" —1m P d ker P”,
B

C = (C1 Bl):imQ@kerQXHCm,

A* = ( n OX ):imQ@kerQXéimP®kerPX.

Da proposigao 4, aplicada a ©G — A bem como a xG — A*, temos que
AQ=PA, A*Q" =P*A". (5.33)

A primeira igualdade em (5.33) implica que A é fungao de im Q em im P.
Isto explica o facto da entrada do canto inferior esquerdo na matriz por
blocos A ser igual a zero. De (5.32) podemos concluir que G tem a forma de
matriz diagonal por blocos, tal como se pretendia. Da segunda igualdade em
(5.33) temos que A* é fungao de ker @* em ker P>, o que justifica o facto da
entrada no canto superior direito da matriz por blocos A* ser igual a zero.
O facto de A* = A — BC implica

./4.12 — 8102, ‘A;I — —Bgcl, (534)
Aﬁ - .A11 - Blcl, .A;Q — .AQQ - BQCQ. (535)

Sejam as fungoes matriciais F_ e F definidas em (5.27) e (5.28), respecti-
vamente. Utilizando a representacao por blocos das matrizes A, G, B e C
podemos reescrever os termos F_ e F, na forma seguinte:

F (2) =T +C (vG1— An) "By, wze€T, (5.36a)

Fi(x) =T+ Cy (G — Agp) ' By, z€T. (5.37)

A partir da representagao por blocos da matriz A e da primeira igualdade
em (5.34) temos que

_ 261 —Aun =BG - B _
Fo(x)Fp(z) = IT+(GC 62)( 0 $g2—~’422> <BQ)_
= I+C@g-A) ' B=F(z), z€el

o que nos dé a factorizacao F (z) = F_ (x) F (x).
Em seguida, vamos verificar que os termos da factorizacao sao analiticos.
Obviamente, F_ (z) e F, () ndo tém polos em I'. Note-se que

:):gl—Allz(xg—A)\imQ:ierimP.
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Assim, sabemos pela proposicio 4 (ii) que (zG; — A1) (#G1 — A1) (G — Ayy) ™
admite um prolongamento analitico em D_ e anula-se no infinito. Logo, F_

é continua em D_ U T e analitica em D_ (incluindo o infinito). Para verifi-
carmos que a mesma afirmagao é verdadeira para F, em D, temos que ter
presente a invertibilidade dos operadores lineares

J = (I—Q)‘kerQX:kerQXerrQ,
H = (I—P)|ker73xzker73x—>ker73.

De facto,

J ' = 7TlkerQ,
H?' = plkerP,

onde 7 é a projeccao que é funcao de im Q para ker Q* e p é a projeccao que
é funcao de im P para ker P*. Em seguida, tomemos w € ker @*. Entao,

(2G2 — Ap)w = p(2G — A)w=p(2G - A) (T - Quw = p(xG — A) Jw,
0 que mostra que
H (ZL"gz - .Azz) = [(ZL"g - .A) \ker Q] j

Mas, entao, podemos utilizar a proposicao 4 (i7i) e a invertibilidade dos
operadores H e J para mostrar que (zGs — «422)71 admite um prolongamento
analitico em D,. Daqui temos que F é continua em D, U e analitica em
D,.

Da factorizacdo F (z) = F_ (z) Fy (z), = € I' temos que det F_ (x) e
det F, (z) sao ambos diferentes de zero Vo € I'. Entao, podemos aplicar a
proposicao 6 para provar que

Fo(2) ' =T—C (26— A}) "By, zeT, (5.38)

Fi(@) ' =T —Co(2G— A%) ' By, z €l (5.39)

Aqui vamos utilizar as duas identidades referidas em (5.35). Usando as rep-
resentagoes por blocos das matrizes A, G, B e C torna-se claro que (5.38) e
(5.39) dao origem as férmulas (5.29) e (5.30), respectivamente. Vamos agora
continuar com a verificacdo das propriedades analiticas dos factores F_~! e
F,~1. Comecemos por verificar que

2Gy — Ajy = (G — A*) |ker Q* : ker @ — ker P* .
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Assim, aplicando (ii7) da proposi¢ao 4 com zG — A* no lugar de G — A,
verificamos que (:ng — .AQXQ)_]" admite um prolongamento analitico em D,.
Donde se deduz que F, ! é continua em D, UT e analitica em D,. Para
provar a afirmacao andloga relativa a F_~! em D_ utilizamos

H* (261 — A} = [(2G — A¥) |im Q| T*,

onde
J* =9~ }imQ:imQ—deX,
H* =P~ ‘imP:imPHimPX

sao operadores lineares invertiveis e os seus operadores inversos sao dados
por
~1

(7)) =@ -7)|mQ~,
(HX)_l =(Z-p)|imP".

Dado que [(2G — A¥)|im Q%] " & analitico em D_ por (i) da proposicao 4
aplicada a G — A*, podemos concluir que o mesmo também é vilido para
(2G1 — A-fl)fl. Consequentemente, F~* ¢ continua em D_ UT e analitica
em D_. Assim, provdmos que F (z) = F_ (z) Fy (z) é uma factorizagao
canonica.

4% Parte. Nesta parte provamos a necessidade das igualdades referidas em
(73). Assim, no que se segue vamos assumir que F (z) = F_ (z) F; () € uma
factorizacao candnica de F relativamente & recta real. Tomemos w € im PN
ker P* e fagamos

o (2)=C(zG—A) "w
o, () :C(xg—.AX)flw, zel.

Dado que w € im P, a primeira igualdade em (5.33) permite-nos reescrever
¢_ como um prolongamento analitico em D_ que se anula no infinito. De
modo similar, dado que

-1
¢, (x) = (C |ker Q) [(:13(] - Ax)fl |ker QX] w, xz€T,
podemos concluir a partir de (i7i) da proposi¢ao 4 aplicada a xG — A* que
¢. admite uma extencdo analitica em D, . Note-se que F_'¢_ (z) = ¢, (z)

para cada x € I', como consequéncia da férmula (5.23) na proposigao 6.
Temos, entao, que

Fo(@) e (2) = Fi (@) ¢, (a), z€T.
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Agora vamos utilizar as propriedades analiticas dos factores F_ e .. Podemos
concluir que F~'y_ tem uma extencio analitica em D_ que se anula no in-
finito e Fp, tem uma extencao analitica em D,. O teorema de Liouvlle
implica que ambas as funcoes sao identicamente nulas. Temos entao que
¢_ (x) = 0 para cada x € I". Mas entao podemos aplicar a férmula (5.25)
para provar que

(zG — Ax)flw = (G- A 'w, zel.

Agora, repetimos parte da argumentacao utilizada anteriormente. Note-se
que (G — .A)fl w admite um prolongamento analitico em D_ que se anula no
infinito e (G — A*) ™" w admite uma extencio analitica em D, . Novamente
aplicando o teorema de Liouville, podemos concluir que ambas as fungoes
matriciais (2G — A) "' w e (G — A*) " w sdo identicamente nulas em I. Isto
tem como consequéncia que w = 0. Entao provdmos que im PNker P* = {0}.
Recordemos que G opera de im Q para im P de modo unico. Assim, (5.32)
mostra que G opera de im Q N ker Q@* para im P N ker P* de modo nico.
Daqui, temos que im Q N ker @* = {0} também.

Em seguida, vamos provar que im Q+ker Q@* = C"™. Tomemos y € C™ de
tal forma que y seja ortogonal a im Q + ker Q*. Seja y* um vector linha cuja
entrada j seja igual ao conjugado da entrada j de y (j = 1,...,m). Facamos

U_(z)=y" (26 — AX)_l B,
U, (z)=y* (26— A)'B zel.
Dado que y* (Z — Q)™ = 0, a proposi¢io 4 mostra que
U (2)=y" (G- A*)'P*B, zeTl,

e, assim, ¥_ tem uma extencao analitica em D_ que se anula no infinito.
Anélogamente, y*Q = 0 implica que ¥, admite uma extengao analitica em
D, . Agora utilizamos a factorizacdo candnica F (z) = F_ (x) F; (x) e (5.24)
para provar que

U, (2)Fy () =9_(2)F_(z), z€T.

Mas entao, tal como no pardgrafo anterior, podemos aplicar o teorema de
Liouville para provar que ambos os lados da identidade sao iguais a zero.
Segue-se que ¥ () = 0 para cada = € I" e podemos aplicar a férmula (5.25)
para mostrar que

y* (26 — Ax)f1 =y (G- A", zel.

110



Recordemos que y*Q e y* (Z — Q%) sdo ambos iguais a zero. Assim, a
proposi¢ao 4 implica que y* (zG — .Ax)f1 tem uma extencao analitica em
D_ que se anula no infinito e a fungao y* (zG — .A)f1 admite uma extencao
analitica em D, . Logo, pelo teorema de Liouville y* (zG — A) ™ =0 em T
e, assim, y = 0. Isto prova que im Q + ker @* = (C™. Combinando isto
com o resultado do pardgrafo anterior, temos que im Q @ ker Q* = C™. Mas
entao podemos utilizar o resultado do segundo pardgrafo para concluir que
im P + ker P* = C™, e temos (i) demonstrado. B

Vamos agora apresentar um exemplo da aplicagao do teorema anterior na
obtencao da factorizacao canénica direita de uma funcao matricial racional.

Exemplo 10 Seja F a fungao matricial racional
-1 L
F(z)= ( 1 :5;_2?;6#1 ) .
x z2+3x

Sabemos pelo exemplo 9. que a realiza¢do da matriz F, ou seja, a sua repre-
sentagdo na forma (5.1), é

%Ocﬁj—i’)x 0 0 0
02 0 =5 0 0
0 0 0 1 -1 0 00 L 0 0 0

— z+3
F(z) I2+(31—100—1) 00 0 L 0 o0
00 O 0 -1 0
00 O 0 0 -1

Seja A* = A—BC

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

« |0 o0 -3 -1 1 0

A= 3 -1 1 -3 0 1

0 0 0 2 —-10

3 -1 1 0 0 2

F admite factoriza¢ao candnica direita se e s6 se cumpre as condigoes (i) e
(ii) estabelecidas no teorema 9. Comegemos por verificar o cumprimento da
condi¢ao (i). Para isso é necessdario escrever a matriz linear G — A*

zx 0 -1 0 0 O

0z 0 -1 0 0
ol oozez 1 10
W-AT= 51 4 243 0 -1
o0 0 -2 1 0

31 -1 0 0 -2
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Dado que det |xG — A*| = =2z (x + 3)2 £ 0, para cada x € T, estd provado
(7). Para verificar a veracidade da condigdo (ii) é necessdrio determinar

1
Q= 2m/(xg A)~' Gda,
r
X ]‘ X\
1
:2—/g xg A
/ azg AX
r

Assim, vamos calcular primeiro (2G — A)~' G, (zG — AX)_l G, G(zG— A"

eg (:L"Q' — Ax)fl. Depois, por aplicacao do teorema dos residuos, obteremos

Q, 0%, PeP”.

: 0 g 000
1 1
05 & 5 00
~_ ANl = z+3
@G-A7G=1 4 ¢ 200 |
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 00
22341222 +18z+3 1 2224 6z+1 1 0 0
222 (2+3)? 222 (x+3)* 212(m+3)2 z(z+3)?
3 22246z—1 1 0 0
222 (z+3) 2x2(x+3) 2:22(z+3) z(z+3)
_1 3 _ 1 212+61+1 1 0 0
(gjg —AX) g = 2w(:c;—3)2 2a:(w1+3)2 2:c(w1+3) (x+3)? ,
2x(a§+3) _Zw(:ti’-f—?)) 2w(€+3) z+3 00
z(m+33) _m(lm+3) z(m+13) z+3 00
— 5z 5 —5 0 0 0
1 1
z 0 z2+3x 0 00
0 % 0 :czj—?):c 0 0
o100 A 0 oo f_ L
Geg-A"=| ) T L g, [-@I-ATG
0 0 0 0 00
0 0 0 0 00
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22341222 +18x+3 1 2224 62+1 1 2024 62+1

222 (z+3)> 2z2(x+3)2  2z2(x+3)?  x(z+3)?  222(z+3)? o 2z (x+3)>
3 2224621 1 1 1 1
2x2(z+3) 222 (z+3) 222 (xz+3) z(z+3) 2x2(z+3) 2x(z+3)
oy —1 3 _ 1 222 +6z+1 1 22246z+1 1
G(zG—A) = 2(a 3’ 2(@id)’  2w@rs  @i3 (@i’ @)
22(z+3) T 2z(x+3) 22 (x+3) z+3 22(z+3) T 2(2z+3)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Para podermos aplicar o teorema dos residuos temos que recordar a formula

/f@hﬂm§¥gfw

onde

res i) =50 [ £,
I

z € a varidvel complexa e z; é ponto singular de f (z). No caso particular em
que z; € um polo de ordem n da funcao f (z), o residuo nesse ponto pode ser
calculado sequndo a férmula

res f(z) = ! lim ! [f (2) (2= 2z)"].

z=zj (n — 1)' z—z; dzn1

Assim, aplicando esta férmula a cada uma das entradas das matrizes atrds
determinadas vamos obter Q, Q*, P e P*. A titulo de exemplo vamos
apenas apresentar o cdlculo de uma dessas entradas.

1 1 1 (13 13\,
%/x2+3xdx B 27rz'/<3: +x+3)dx_
T T
1 [ (13 1 —1/3\
~ 2mi <x)dx+27rz' <x+3)dx_
T T

g (M) Ly ) L

=0\ x ) 0la—0dz0 | z

Refira-se que ﬁ f (%@) dxr = 0 porque nao tem pontos singulares no
T

interior de T. Por aplicacao da mesma formula serao obtidas todas as outras
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entradas. Podemos agora escrever

101000
0102100
000000
e=P=1000000 |
000000
000000
%5 = ~15 3 00
x L L 000
=11 T T 500
2 ¢ 9
1 -1 1 000
4 4 oo
g 1 8 1 8 _ 1
T (R T U T
6 18 18 3 18 6
s T e T
PX: (f‘ 18 18 18
A B
0O 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 0

Por observacio de Q e P é facil verificar que im Q = imP. Assim, os
vectores

U9 = Vg =

(5.40)

S OO OO OO oo o

formam uma base para os subespagos im Q e im P, com {uy,us} € imQ e
{v1,v9} € ImP. Em sequida, vamos determinar uma base para ker Q*, sendo
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0s vectores que a constituem

0

0
us = 0

0 )

0

1

0

0
Uy = 0

0 )

1

0

_1

1

3

0
Us = 1 )

0

0

_1

3

0
w = | 4 (5.41)

0

0

Uma base para ker P* serd constituida pelos vectores

1

18

1

6

T 0
3 — 0 Y

0

1

_1

3

0

S 0
4 — 0 9

1

0
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1
1
3
_ 0
Vs = 1 )
0
0
1
3
0
_ | ! (5.42)
Vg — 0 .
0
0

E agora facil verificar que a condic¢do (13) é vdlida e isto garante-nos a ex-
isténcia dos termos da factorizagao direita candnica de F. Antes de aplicar-
mos as formulas (5.27) e (5.28) temos que estudar as projeccées T e p. T é
uma projecgao em C™ = im Q @ ker Q. Como sabemos qualquer vector de
C™ pode ser escrito como uma combinag¢ao linear a partir de uma base deste
subespaco. No mosso exemplo, dado que C® = im Q @ ker Q%, a base que
vamos considerar é formada pela jungao dos vectores {uy,...,ug} referidos
em (5.40) e (5.41). A aplicagao T estd definida por

T(ut+u) =u*, u€imQeu” € ker Q%

(Z—-7)(u+v")=u, ueimQeu” € kerQ*.

Por outro lado, C® = im P@ker P* e uma base para C® pode ser formada pela
Jungao dos vectores {vy, ..., vg} mencionados em (5.40) e (5.42). A aplicacao
p estd definida por

p(v+v)=v", veimPe v*eEkerP”

Z—-p)(v+v*)=v, veimPe v*eckerP”.

Para podermos aplicar a férmula (5.27) temos que determinar (Z — p) (B).
Dado que

o= O O
_— o= OO O
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temos

B, = _§u1 — Uy + ug

1 1
BQ = 1—8U1 + 6”2 + us + us.

Aplicando (Z — p) a cada um dos vectores obtemos

_1
3
0
1 0
(Z—p)(B1) = —§U1 = 0
0
0
e
1
1_18
L i
(Z=p)(By) =gt guz=|
0
0
Logo,
_1 1
3 18
;¢
0 O
0 O

Para determinar o factor (5.28) necessitamos de calcular 7 [(zG — A)_l} .

. : ~1,
Por um processo andlogo escrevemos cada vector coluna da matriz (xG — A)™ " as
custas da base formada pelos vectores {us,...,ug} e aplicando T a cada um
deles obteremos

1 1
00 T 3(z+3) _9(w1+3) 0 0
00 (1) T 3(2+3) 0 0
- 0 0 —= 0 0 0
T [(gjg —A) 1} — z+3 1
00 0 43 0 0
0 0 0 0 -1 0
00 0 0 0 -1
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Estamos, finalmente, em condigoes de determinar os termos F_ e F,. As-
sim,

F (2)=T+C(xG—-A) " (T-pB=
% 0 :czifiw 0 0 0 -
0 % 0 :c2j—3:c 0 0 0
0 0 0 1 0 0 L 0 0 0 0
— z+3
IQ*( 31 -1 0 0 00 0 L 0 0 0
00 O 0 -1 0 0
00 O 0 0 -1 0
(10
(1,
e
Fi(z)=T+Cr(zG— A"
1 1
00 3(z+3)  9(z+3) 0 0
00 0 o 000
0 0 0 1 -1 0 00 L 0 0 0
= x+3
IQ+(31—100—1)00 0 . 0 0
00 0 0 -1 0
00 0 0 0 -1

1
(=t ws ),
0 2

O facto de no teorema 10 estarmos a considerar uma curva limitada nao
é essencial pois apenas se utilizam os factos de I' ser uma curva fechada na
esfera de Riemann e de F nao admitir polos em I". Assim, I' pode passar

pelo infinito. Por exemplo, poderiamos substituir I" pela recta real R (que
consideramos passando no infinito). Pela proposigao 5, a condi¢do de que

a funcao matricial racional de ordem n nao tem polos em R implica que F
pode ser representada na forma

Fx)=D+C(xI-A)'B, zekR, (5.43)

onde A é uma matriz quadrada sem valores proprios reais. A condigao

det F () # 0 para cada € R (incluindo z = o0) ¢ agora equivalente
ao requisito de que D seja regular e a matriz A — BD'C nio admita valores
proprios reais e, nesse caso,

F)'=p'-D7C (2T — Ax)fl BD™, z€eR,
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onde A = A — BD'C. Com estas pequenas alteracdes a demonstracio do
teorema 10 também é vilida para realizacoes da forma (5.43) e d4 origem ao
seguinte teorema.

Teorema 11 Seja F uwma matriz quadrada sem polos na recta real e no
infinito e seja uma realizacao de F dada por

Flz)=D+C@T—-A) "B, zeckR,

onde A é uma matriz quadrada sem valores proprios reais. Entao, F ad-
mite uma factorizacao canonica direita em C'| R | se e s6 se as sequintes

condigoes sao satisfeitas
(1) D ¢ regular e A* = A — BD™'C ndo admite valores proprios reais,
(i) O™ = M & M*.

7

Daqui, temos que m é a ordem da matriz A, o espagco M ¢é o subespago
espectral de A correspondendo aos valores proprios no semi-plano superior e
M* é o subespacgo espectral de A* correspondendo aos valores proprios no
semi-plano inferior. Além disso, se as condigdes (i) e (i) sdo cumpridas,

entdo, uma factorizacio candnica direita F (xz) = F_ (x) Fy (z) em C (R

é obtida fazendo
F_(z)=D+C (I - A" (ZT-1)B5,

Fi(z) =T+ D CI (2 — A) "B,

e com as tnversas dadas por
F () =D ' =D'C(T - («T — AX) ' BD,

Fi(@) ' =T -D'C(aZ - A¥) 1B
Aqui, 11 € a projeccao de C™ que é funcao de M em M*.
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Capitulo 6

Anexos

Este capitulo estd dividido em seis secgoes, as quais apresentam cada um
dos seis ficheiros informaticos que foram construidos na linguagem de pro-
gramacao do pacote informético “Mathematica”, no d&mbito do trabalho de-
senvolvido nesta tese. Como ja foi mencionado, os ficheiros informaticos aqui
apresentados podem ser encontrados no CD que acompanha este documento.

6.1 Anexo 1l

Ficheiro “FactEsq”.
Alx_|:=
DimA:=Dimensions[A[x]]
H[DimA[[1]]==DimA][[2]] ,Print[”Erro: A matriz A[x| deve ser quadrada-

MultAlg[p |:=Table[{Part[Split|Replace[x,Solve[p==0,x]]] k,1],
Count[Part[Split[Replace[x,Solve[p==0,x]]].k],x ]},
{k,1,Count[Split[Replace[x,Solve[p==0,x]]].k _|}]
Zeros[p_|:=I[D[p,x|===0,NZ,MultAlg[p]]|
DenomDetA:=Denominator[Together[Det[A[x]]]]
NumDetA:=Numerator[Together[Det[A[x]]]]

If[Zeros[NumDet A|===NZ,

If[NumDetA===0,

Print[”Erro:

O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”];
Abort[],],NumZerosDentro=0;
For[il=1,i1<Length[Zeros[NumDetA]],
If[Abs[Zeros[NumDetA|[[i1,1]]]===1,
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Print[” Erro:

O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”|;
Abort]],];

114++]]

Clear([il]

n:=DimA[[1]]

PolosEntradas={}

For[i2=1,i2<n,

For[j2=1,j2<n,
NovosPolos=Zeros[Denominator|Together[A[x][[i2,j2]]]]];
If[NovosPolos===NZ, ,
For[k2=1,k2<Length[NovosPolos],
If{Abs[NovosPolos|[k2,1]]] <1,
PolosEntradas=PolosEntradasU{NovosPolos[[k2]]},
If[Abs[NovosPolos|[k2,1]]|===1,

Print[” Erro:

As entradas da matriz A[x] ndo devem ter polos na circunferéncia unitérial”],|J;
k2-++]

)

j2++;

i2++]

Clear[i2,j2,k2]

If[PolosEntradas==={},,

RetirarLinhas={};

For[i3=1,i3<Length[PolosEntradas],
For[j3=i3,j3<Length[PolosEntradas],
If[PolosEntradas][i3,1]]===PolosEntradas|[j3,1]]&&i3+#;j3,
PolosEntradas[[i3,2]|=Max[{ PolosEntradas[[i3,2]],PolosEntradas][j3,2]] }];
RetirarLinhas=RetirarLinhasU{j3},];

P34+l

i3++]

]

Clear([i3,j3]

If[RetirarLinhas#{},
PolosEntradas=Delete[PolosEntradas, Transpose[{ RetirarLinhas}|],]
NumPolosEntradas:=If[PolosEntradas#{},
NumPolosAux=0;

For[i10=1,i10<Length[PolosEntradas],
NumPolosAux+=PolosEntradas|[i10,2]];

i10-++];

NumPolosAux,
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0]

MataPolos[x _]:=If[PolosEntradas#{},

FactoresMataPolos=1;

For[i4=1,i4<Length[PolosEntradas],

FactoresMataPolos=

FactoresMataPolos (x-PolosEntradas|[i4,1]]) ~ (PolosEntradas|[i4,2]]);
144-+];

FactoresMataPolos,

1

Clear([i4]

Id:=IdentityMatrix[n]
ZerosIniciais=Zeros[Numerator|Together[Det[MataPolos[x] A[x]]]]]
ZerosAMais={}

If[ZerosIniciais===NZ,,

For[i5=1,i5<Length|[ZeroslIniciais|,

If[Abs|ZerosIniciais[[i5,1]]] <1,

ZerosAMais=ZerosAMaisU{ ZerosIniciais|[i5]] },];

15++]]

Clear([i5]

Ctes[MatSing |:=If[Count|Transpose[MatSing][[1]],0}===n,{},
ColMatSing=Transpose[{ Transpose[MatSing][[1]] }];

For[k1=2, k1<n,

NovaCol=Transpose[{ Transpose[MatSing][[k1]] }];

For[i9=1, i9<n,
ColMatSing|[[i9]]=Join[ColMatSing[[i9]],NovaCol[[i9]]];

19-++];

If[NullSpace[ColMatSing#{ },

CtesAux=- Nllllggiscgﬁéjgggfigsl?;gs]ﬁlg ,]kl]] ;
CtesAux[[1]]=Delete[CtesAux][1]],{ CtesAux[[1,k1]] }];
Break][],];

k1++];

CtesAux]

MatU[x_,MatSing ,Zero |:=If[Count[Transpose[MatSing][[1]],0]===n,
MatAux=Id;

MatAux[[1,1]]=x-Zero;

MatAux,

MatAux=Id;

Lamda=Ctes[MatSing];

k=Length[Lamda[[1]]]+1;

For[s=1,s<k-1,
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Mat Aux|[k,k||=x-Zero;
MatAux|[s,k|]]=Lamdal[[1,s]];

s++];

MatAux]

MatTelndices[Inds ,MatSing |:=If|Count[Transpose[MatSing][[1]],0]===n,
IndsAuxa=Inds;

IndsAuxa[[1]]+=1;

{Id,IndsAuxa},

TAux=Id;

IndsAuxa=Inds;

IndsAuxb=Inds;
k2=Length[Ctes[MatSing][[1]]+1;
IndsAuxa[[k2]]+=1,;

IndsAuxb|[[k2]]+=1;

For[i8=1, i8<n-1,

For[j8=1, j8<n-1,

T1=Id;

If[IndsAuxa[[j8]]<IndsAuxal[j8+1]],
IndsAuxb[[j8]|=IndsAuxal[j8+1]];
IndsAuxb[[j8+1]]=IndsAuxa[[j8]];

For[s8=1, s8<n,

T1[[s8,j8]]=Id[[s8,i8+1]];
T1[[s8,j8+1]]=Id[[s8,;8]];

s8++],];

TAux=T1.TAux;

J8++];

IndsAuxa=IndsAuxb;

i8++];

{TAux, IndsAuxa}]

IndsIniciais={}

For[il1=1,i11<n,
IndsIniciais=Join[IndsIniciais,{-NumPolosEntradas}|;il14++]
Factores|[x _|:= If[ZerosAMais# {},
IndsIter=IndsIniciais;
AMaisAux=Together[MataPolos[x]A[x]];
For[i=1, i<Length[ZerosAMais],

For[j=1, j<ZerosAMais|[[i,2]],
MatCte=Limit[AMaisAux, x— ZerosAMais|[[i,1]];
AMaisAux= Together[AMaisAux.Inverse[MatU[x, MatCte, ZerosAMais|[i,1]]]].
Inverse|Mat Telndices[IndsIter,MatCte][[1]]]];
IndsIter=Mat Telndices[IndsIter,MatCte][[2]];
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i++];

AAux=Id;

For[k4=1, k4<n,

AAux|[kd,k4]]=xmdstterlkall e 4 4]

{AMaisAux, AAux},

{Alx], Id}

A =MatrixForm[Simplify[Factores[x][[1]]]]

A=MatrixForm[Factores[x][[2]]]

A_ =MatrixForm[Simplify[Inverse[Factores[x|[[2]]] Inverse[Factores[x][[1]]]. A[x]]]

6.2 Anexo 2

Ficheiro “FactorizacaoEsqFinal”
Alx_|:=
DimA:=Dimensions[A[x]]
I[DimA][[1]]==DimA[[2]],,
Print[”Erro: A matriz A[x] deve ser quadradada!”];
Abort[]]
MultAlg[p |:=Table[{Part[Split|Replace[x,Solve[p==0,x]]] k,1],
Count[Part[Split[Replace[x,Solve[p==0,x]]].k],x ]},
{k,1,Count[Split[Replace[x,Solve[p==0,x]]].k _|}]
Zeros[p_|:=I[D[p,x|===0,NZ,MultAlg[p]]|
DenomDetA:=Denominator[Together[Det[A[x]]]]
NumDetA:=Numerator[Together[Det[A[x]]]]
If[Zeros[NumDet A|===NZ,
If[NumDetA===0,
Print[”Erro:
O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”];
Abort[],],
NumZerosDentro=0;
For[il=1,i1<Length[Zeros[NumDetA]],
If[Abs[Zeros[NumDetA][[il,1]]|===1,
Print[”Erro:
O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”];
Abort/[],];
i1++]]
Clear[il]
n:=DimA[[1]]
Id:=IdentityMatrix|n]
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Aaux=A[x]

FuncaoPolosEntradas[x ,j ]:=Module[{PolosEntAux,Parar},
PolosEntAux={};

Parar=0;

For[i2=1,i2<n,

NovosPolos=Zeros[Denominator|Aaux|[i2,j]]]];
If[NovosPolos===NZ,,

For[k2=1,k2<Length[NovosPolos],

If{Abs[NovosPolos[[k2,1]]] <1,

PolosEnt Aux=PolosEnt AuxU{NovosPolos|[k2]] },
If[Abs[NovosPolos|[k2,1]]|===1,

Parar=1,]];

k2-++]

Jii2++];

If[Parar===1,

Print[” Erro:

As entradas da matriz A[x] ndo devem ter polos na circunferéncia unitédrial”|,
If[PolosEnt Aux==={},RetirarLinhas={ } RetirarLinhas={};
For[i3=1,i3<Length[PolosEnt Aux],
For[j3=i3,j3<Length[PolosEnt Aux],
If[PolosEntAux|[i3,1]]===PolosEnt Aux[[j3,1]]&&i3#j3,
PolosEnt Aux|[[i3,2]|]=Max[{ PolosEnt Aux[[i3,2]],PolosEnt Aux|[j3,2]] }];
RetirarLinhas=RetirarLinhasU{j3},];

J3++];

i3++]]];

If[RetirarLinhas#{},

PolosEnt Aux=

Delete[PolosEnt Aux, Transpose[{ RetirarLinhas}|],];

PolosEnt Aux]

FuncaoMataPolos[x _,j ]:=If[FuncaoPolosEntradas[x,j]#{},
FactoresMataPolos=1;
For[id=1,i4<Length[FuncaoPolosEntradas|x.j]],
FactoresMataPolos=

FactoresMataPolos (x-FuncaoPolosEntradas(x,j][[i4,1]]) ~ (FuncaoPolosEntradas|x,j|[[i4,2]]);
144++];

FactoresMataPolos,

1]
IndPaclnic:=Table[-Exponent[FuncaoMataPolos[x,j],x],{j,1,n}]
MatT[Inds_]:=Module[{ TAux,IndsAuxA,IndsAuxB}, TAux=Id;
IndsAuxA=Inds;

IndsAuxB=Inds;
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For[i15=1,i15<n-1,

For[j15=1,j15<n-1,

T1=Id;
IfIndsAuxA[[j15]]<IndsAuxA[[j15+1]],
IndsAuxB([[j15]]=IndsAuxA[[j15+1]];
IndsAuxB([[j15+1]|=IndsAuxA][[j15]];
For[s15=1,s15<n,
T1[[s15,j15]]=Id][s15,j15-+1]];
T1[[s15,j15-+1]]=Id[[s15.j15]);

s15++],);
TAux=T1.TAux;
j154-+];
IndsAuxA=IndsAuxB;
i15-++];
TAux=T1.TAux;
j154-+];
IndsAuxA=IndsAuxB;
i15-++];

TAux]

B[x_,j_]: = Transpose [Aaux] [[j]] x FungaoMataPolos|x,j]

MatrixBAux[x _|:=Transpose|[Table[B[x,j],{j,1,n}]]
BAux[x_|:=MatrixBAux[x].Inverse[MatT[IndPacInic|]
Alnicial:=Mat T [IndPacInic].FactorCentral. Inverse[Mat T [Ind PacInic]]
DenomDetBAux:=Denominator|[Together[Det[BAux|[x]]]]
NumDetBAux:=Numerator|Together[Det[BAux|[x]]]]
If[Zeros[NumDetBAux|===NZ,

H[NumDetBAux===0,

Print[”Erro:

O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”];
Abort([],],

NumZerosDentro=0;

For[i5=1,i5<Length|[Zeros[NumDetBAux]],
If[Abs[Zeros[NumDetBAux][[i5,1]]|===1,

Print[”Erro:

O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”|;
Abort/[],];

15++]]

Clear([i5]

ZerosIniciais=Zeros[Numerator[Together[Det[BAux[x]]]]]
ZerosAMais={}

If[ZerosIniciais===NZ,,
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For[i9=1,i9<Length|[ZeroslIniciais|,
If[Abs[ZerosIniciais|[i9,1]]]<1,
ZerosAMais=ZerosAMaisU{ ZerosIniciais[[i9]]},];
19++]]

Clear([i9]

Ctes[MatSing |:=If[Count|Transpose[MatSing][[1]],0]===n,{},
ColMatSing=Transpose[{ Transpose[MatSing|[[1]]}]
For[k7=2,k7<n,

NovaCol=Transpose[{ Transpose[MatSing|[[k7]] };
For[il1=1,i11<n,
ColMatSing[[i11]]=Join[ColMatSing[[i11]],NovaCol[[i11]]];

Y

1114+

If[Nullspace[ColMatSing#{ },

CtesAux=- Nu1lfslﬁiigfg§£§fﬁ\§§:]ﬁf 7]k7]] ;
CtesAux[[1]]=Delete[CtesAux][1]],{ CtesAux[[1,k7]] }];
Break[],];

K7++];

CtesAux]

MatU[x_,MatSing ,Zero_|:=If[Count[Transpose[MatSing][[1]],0]===n,
MatAux=Id;
MatAux|[1,1]]=x-Zero;

MatAux,

MatAux=Id;
Lamda=Ctes[MatSing];
k=Length[Lamdal[1]]]+1;
For[s=1,s<k-1,

Mat Aux|[k,k||=x-Zero;
MatAux|[s,k|]=Lamdal[[1,s]];
s++];

MatAux]

MatTelndices[Inds _,MatSing ]:=If[Count[Transpose[MatSing][[1]],0]===n,
IndsAuxa=Inds;
IndsAuxa[[1]]+=1;
{Id,IndsAuxa},

TAux=Id;

IndsAuxa=Inds;

IndsAuxb=Inds;
k8=Length[Ctes[MatSing][[1]]]+1;
IndsAuxal[k8]]+=1;
IndsAuxb|[[k8]]+=1;
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For[i12=1,i12<n-1,

For[j12=1,j12<n-1,

T1=Id;
If[IndsAuxa[[j12]]<IndsAuxa[[j12+1]],
IndsAuxb[[j12]]=IndsAuxal[j12+1]];
IndsAuxb[[j12+1]]=IndsAuxal[j12]];
For[s12=1,s12<n,
T1([512,j12])=Id[[s12,j12-+1]];
T1[[s12,j12+1]]=Id][[s12,j12]];

s12++],];

TAux=T1.TAux;

j124-+];

IndsAuxa=IndsAuxb;

112++];

{TAux,IndsAuxa}|
IndsIniciais=Sort[IndPacInic,Greater]
Factores|[x |:= If[ZerosAMais# {},
IndsIter=IndsIniciais;
AMaisAux=Together[BAux[x]];

For[il4=1, i14<Length[ZerosAMais],
For[jl4=1, jl4<ZerosAMais[[i14,2]],
MatCte=Limit[AMaisAux, x— ZerosAMais[[i14,1]];
AMaisAux= Together[AMaisAux.Inverse[MatU[x, MatCte, ZerosAMais][[i14,1]]]].
Inverse|Mat Telndices[IndsIter,MatCte][[1]]]];
IndsIter=Mat Telndices[IndsIter,MatCte][[2]];
jla+4-+];

1144+

AAux=Id;

For[k4=1, k4<n,

AAux][k4 kd]|=xdstterllkd]l e 4 4]
{AMaisAux, AAux},

AAux=Id;

For[kb=1, k5<n,
AAux[[k5,k5]|=xmdsticiais[k5]] 54 ]
{BAux[x], AAux}]

A, =MatrixForm[Simplify[Factores[x][[1]]]]
A=MatrixForm[Factores[x][[2]]]

A_ =MatrixForm[Simplify[Inverse[Factores[x|[[2]]] Inverse[Factores[x][[1]]]. A[x]]]
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6.3 Anexo 3

Ficheiro “FactorizacaoDirFinal”
M[x_|:=
Alx_|:=Transpose[M[x]]
DimA:=Dimensions[A[x]]
H[DimA][[1]]==DimA[[2]],,
Print[”Erro: A matriz A[x] deve ser quadradadal!”];
Abort/[]]
MultAlg[p ]:=Table[{Part[Split|Replace[x,Solve[p0,x]]] k,1],
Count[Part[Split[Replace[x,Solve[p0,x]]] k].x ]},
{k,1,Count[Split[Replace[x,Solve[p0,x]]].k_]}]
Zeros[p_|:=I[D[p,x|===0,NZ,MultAlg[p]]
DenomDetA:=Denominator[Together[Det[A[x]]]]
NumDetA:=Numerator[Together[Det[A[x]]]]
If[Zeros[NumDet A|===NZ,
If[NumDetA===0,
Print[”Erro:
O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”|;
Abort][],],NumZerosDentro=0;
For[il=1,i1<Length[Zeros[NumDetA]],
If[Abs[Zeros[NumDetA|[[i1,1]]]===1,
Print[”Erro:
O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”];
Abort/[],];
i1++]]
Clear([il]
n:=DimA[[1]]
Id:=IdentityMatrix|n]
Aaux=A[x]
FuncaoPolosEntradas[x _,j ]:=Module[{PolosEntAux,Parar},
PolosEntAux={};
Parar=0;
For[i2=1,i2<n, NovosPolos=Zeros[Denominator[Aaux][i2,]]]]];
If[NovosPolos===NZ,,
For[k2=1,k2<Length[NovosPolos],
If[Abs[NovosPolos[[k2,1]]]<1,
PolosEnt Aux=PolosEnt AuxU{NovosPolos|[[k2]]},

If[Abs[NovosPolos[[k2,1]]|===1,Parar=1,]|;k2++]
Jii2++];
If[Parar===1,
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Print[” Erro:

As entradas da matriz A[x] ndo devem ter polos na circunferéncia unitérial”],
If[PolosEnt Aux==={},RetirarLinhas={ } RetirarLinhas={};
For[i3=1,i3<Length[PolosEnt Aux],
For[j3=i3,j3<Length[PolosEntAux],
If[PolosEntAux|[i3,1]]===PolosEnt Aux[[j3,1]]&&i3#j3,
PolosEnt Aux|[[i3,2]|]=Max[{ PolosEnt Aux[[i3,2]],PolosEnt Aux|[j3,2]] }];
RetirarLinhas=RetirarLinhasU{j3},];

J3++];

i3++]]];

If[RetirarLinhas#{ },PolosEnt Aux=Delete[PolosEnt Aux, Transpose[{ RetirarLinhas}],];
PolosEnt Aux]

FuncaoMataPolos[x _,j ]:=If[FuncaoPolosEntradas[x,j]#{},
FactoresMataPolos=1;
For[id=1,i4<Length[FuncaoPolosEntradas|x.j]],
FactoresMataPolos=

FactoresMataPolos (x-FuncaoPolosEntradas[x,j][[i4,1]]) ~ (FuncaoPolosEntradas|x,j|[[14,2]]);
144++];

FactoresMataPolos,

1
IndPaclnic:=Table[-Exponent[FuncaoMataPolos[x,j],x],{j,1,n}]
MatT|[Inds _]:=Module[{ TAux,IndsAuxA, IndsAuxB}, TAux=Id,;
IndsAuxA=Inds;

IndsAuxB=Inds;

For[i15=1,i15<n-1,

For[jl15=1,j15<n-1,

T1=Id;

IfIndsAuxA[[j15]]<IndsAuxA[[j15+1]],
IndsAuxB([[j15]]=IndsAuxA[[j15+1]];
IndsAuxB([[j15+1]]=IndsAuxA[[j15]];

For[s15=1,s15<n,

T1[[s15,j15]]=Id[[s15,j15-+1]);

T1[[s15.,15+1]]=Id[[s15.,j15]];

s15++],];

TAux=T1.TAux;

j154-+];

IndsAuxA=IndsAuxB;

1154++];

TAux]

B[x_,j ]:=Transpose[Aaux]|[j]] x FuncaoMataPolos[x,j]
MatrixBAux[x _|:=Transpose[Table[B[x.j],{j,1,n}]]
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BAux[x_|:=MatrixBAux[x].Inverse[MatT[IndPacInic|]
FactorCentral:=Module[{Id },Id=IdentityMatrix[n];
For[kb=1,k5<n, 1d[[k5,k5]|=xndParmic[ld]]je5 4 +]:1d]
Alnicial:=Mat T [IndPacInic].FactorCentral. Inverse[Mat T [Ind PacInic]]
DenomDetBAux:=Denominator[Together[Det[BAux[x]]]]
NumDetBAux:=Numerator[Together[Det[BAux|[x]]]]
If[Zeros[NumDetBAux|===NZ,

If[NumDetBAux===0,

Print[”Erro:

O determinante da matriz A[x] ndo deve ter zeros na circunferéncia unitarial”|;
Abort][],],NumZerosDentro=0;
For[ib=1,i5<Length|[Zeros[NumDetBAux]],
If[Abs[Zeros[NumDetBAux][[i5,1]]]===1,

Print[”Erro:

O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”|;
Abort][],];

15++]]

Clear([i5]

ZerosIniciais=Zeros[Numerator[Together[Det [ BAux[x]]]]]
ZerosAMais={}

If[ZerosIniciais===NZ,,

For[i9=1,i9<Length|[ZeroslIniciais|,
If[Abs[ZerosIniciais|[i9,1]]]<1,

ZerosAMais=ZerosAMaisU{ ZerosIniciais[[i9]]},];

19++]]

Clear[i9]
Ctes[MatSing_|:=If[Count|Transpose[MatSing][[1]],0]===n,{},
ColMatSing=Transpose[{ Transpose[MatSing][[1]] }];
For[k7=2,k7<n,

NovaCol=Transpose[{ Transpose[MatSing|[[k7]] };
For[il1=1,i11<n,
ColMatSing[[i11]]=Join[ColMatSing[[i11]],NovaCol[[i11]]];

i1144];
If[Nullspace[ColMatSing#{ },
CtesAux= NullSpace[ColMatSing]

~NullSpace[ColMatSing][1,k7]] ’
CtesAux[[1]]=Delete[CtesAux][1]],{ CtesAux[[1,k7]] }];
Break(],;
K7++];
CtesAux]
MatU[x_,MatSing ,Zero_|:=If[Count[Transpose[MatSing][[1]],0]===n,
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MatAux=Id;

MatAux[[1,1]]=x-Zero;

MatAux,

MatAux=Id;
Lamda=Ctes[MatSing];
k=Length[Lamda/[[1]]]+1;
For[s=1,s<k-1,
MatAux|[k,k||=x-Zero;
MatAux|[s,k|]]=Lamdal[[1,s]];

s++];

Mat Aux]

MatTelndices[Inds ,MatSing |:=If|Count[Transpose[MatSing][[1]],0]===n,
IndsAuxa=Inds;

IndsAuxa[[1]]+=1;

{Id,IndsAuxa},

TAux=Id;

IndsAuxa=Inds;

IndsAuxb=Inds;
k8=Length[Ctes[MatSing][[1]]]+1;
IndsAuxa[[k8]]+=1;
IndsAuxb|[[k8]]+=1;
For[i12=1,i12<n-1,
For[j12=1,j12<n-1,

T1=Id;
IfIndsAuxa[[j12]]<IndsAuxa[[j12+1]],
IndsAuxb[[j12]]=IndsAuxal[j12+1]];
IndsAuxb[[j12+1]]=IndsAuxal[j12]];
For[s12=1,s12£n,
T1([512,j12])=Id[[s12,j12-+1]];
T1[[s12,j12+1]]=Id][s12,j12]];
s12++],];

TAux=T1.TAux;

j124-+];

IndsAuxa=IndsAuxb;

i12++];

{TAux,IndsAuxa}|
IndsIniciais=Sort[IndPacInic,Greater]
Factores|[x _|:= If[ZerosAMais# {},
IndsIter=IndsIniciais;
AMaisAux=Together[BAux[x]|;
For[il4=1, i14<Length[ZerosAMais],
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For[jl4=1, jl4<ZerosAMais[[i14,2]],
MatCte=Limit[AMaisAux, x— ZerosAMais|[i14,1]];
AMaisAux= Together[AMaisAux.Inverse[MatU[x, MatCte, ZerosAMais][[i14,1]]]].
Inverse|Mat Telndices[IndsIter,MatCte][[1]]]];
IndsIter=MatTelndices[Indslter,MatCte][[2]];
jla+4-+];

1144+];

AAux=Id;

For[k4=1, k4<n,

AAux|[kd,k4]]=xmdstterlkall e 4 4]

{AMaisAux, AAux},

AAux=Id;

For[kb=1, k5<n,

AAux][[k5,k5||=xndstuiciais(k5]] 54 4

{BAux[x]|, AAux}]

Factores|x]

A =Simplify[Factores[x][[1]]

Al=Factores[x][[2]]

A_ =Simplify[Inverse[Factores[x][[2]]] Inverse[Factores[x][[1]]. A[x]]
M, =MatrixForm|Transpose|.A |
A=MatrixForm|[A1]

M_ =MatrixForm|[Transpose[.A_]]

6.4 Anexo 4

Ficheiro “FactorizacaoEsqCurv”
70 =
r =
t = 1XxX 479
Alx_|:=
Alx]
DimA:=Dimensions[A[x]]
If[DimA[[1]]J==DimA[[2]] ,Print[” Erro:
A matriz A[x] deve ser quadradada!”];
Abort[]] MultAlg[p ]:=Table[{Part[Split[Replace[x,Solve[p0,x]]],k,1],
Count[Part[Split[Replace[x,Solve[p0,x]]] k].x ]},
{k,1,Count[Split[Replace[x,Solve[p0,x]]].k_]}]
Zeros[p_|:=I[D[p,x|===0,NZ,MultAlg[p]]
DenomDetA:=Denominator[Together[Det[A[x]]]]
NumDetA:=Numerator[Together[Det[A[x]]]]
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If[Zeros[NumDet A|===NZ,

If[NumDetA===0,

Print[”Erro:

O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”|;
Abort][],],NumZerosDentro=0;
For[il=1,i1<Length[Zeros[NumDetA]],
If[Abs[Zeros[NumDetA|[[i1,1]]]===1,

Print[”Erro:

O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”];
Abort/[],];

i1++]]

Clear([il]

n:=DimA[[1]]

Id:=IdentityMatrix|n]

Aaux=A[x]

FuncaoPolosEntradas[x _,j ]:=Module[{PolosEntAux,Parar},
PolosEntAux={};

Parar=0;

For[i2=1,i2<n, NovosPolos=Zeros[Denominator[Aaux][i2,]]]]];
If[NovosPolos===NZ,,

For[k2=1,k2<Length[NovosPolos],

If[Abs[NovosPolos[[k2,1]]]<1,

PolosEnt Aux=PolosEnt AuxU{NovosPolos|[[k2]]},
If[Abs[NovosPolos[[k2,1]||===1,Parar=1,]|;k2++]

Jii2++];

If[Parar===1,

Print[” Erro:

As entradas da matriz A[x] ndo devem ter polos na circunferéncia unitérial”],
If[PolosEnt Aux==={},RetirarLinhas={ } RetirarLinhas={};
For[i3=1,i3<Length[PolosEnt Aux],
For[j3=i3,j3<Length[PolosEntAux],
If[PolosEntAux|[i3,1]]===PolosEnt Aux[[j3,1]]&&i3#j3,

PolosEnt Aux|[[i3,2]|]=Max[{PolosEnt Aux[[i3,2]],PolosEnt Aux|[j3,2]] }];
RetirarLinhas=RetirarLinhasU{j3},];

J3++];

i3++]]];

If[RetirarLinhas#{},

PolosEnt Aux=Delete[PolosEnt Aux, Transpose[{ RetirarLinhas}]],];
PolosEnt Aux]

FuncaoMataPolos[x _,j ]:=If[FuncaoPolosEntradas[x,j]#{},
FactoresMataPolos=1;
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For[id=1,i4<Length[FuncaoPolosEntradas|x.j]],
FactoresMataPolos=FactoresMataPolos
(x-FuncaoPolosEntradas|[x,j][[i4,1]]) ~ (FuncaoPolosEntradas|x,j][[i4,2]]);
144++];

FactoresMataPolos,

1]
IndPaclnic:=Table[-Exponent[FuncaoMataPolos[x,j],x],{j,1,n}]
MatT[Inds_]:=Module[{ TAux,IndsAuxA,IndsAuxB}, TAux=Id;
IndsAuxA=Inds;

IndsAuxB=Inds;

For[il5=1,i15<n-1,

For[jl15=1,j15<n-1,

T1=Id;

IfIndsAuxA[[j15]]<IndsAuxA[[j15+1]],
IndsAuxBJ[[j15]]=IndsAuxA[[j15+1]];
IndsAuxB([[j15+1]|=IndsAuxA][[j15]];

For[s15=1,s15<n,

T1[[s15,j15]]=Id[[s15,15+1]);

T1[[s15,j15-+1)]=Id[[s15,j15]);

s15++],];

TAux=T1.TAux;

j154-+];

IndsAuxA=IndsAuxB;

i15-++];

TAux]

B[x_,j ]:=Transpose[Aaux][[j]] x FuncaoMataPolos|x,j]
MatrixBAux[x _|:=Transpose|[Table[B[x,j],{j,1,n}]]

BAux[x ]:=MatrixBAux[x].Inverse[MatT[IndPaclInic]]
FactorCentral:=Module[{Id },Id=IdentityMatrix[n];
For[kb=1,k5<n, 1d[[k5,k5]|=xndParic[ld]]je5 4 +]:1d]
Alnicial:=Mat T [IndPacInic].FactorCentral. Inverse[Mat T [Ind PacInic]]
DenomDetBAux:=Denominator[Together[Det[BAux[x]]]]
NumDetBAux:=Numerator[Together[Det[BAux|[x]]]]
If[Zeros[NumDetBAux]===NZ,

If[NumDetBAux===0,

Print[” Erro:

O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”|;
Abort][],],NumZerosDentro=0;
For[i5=1,i5<Length[Zeros|NumDetBAux]],
If[Abs[Zeros[NumDetBAux][[i5,1]]]===1,

Print[”Erro:
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O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”|;
Abort]],];

15++]]

Clear([i5]
ZerosIniciais=Zeros[Numerator|Together[Det[BAux|x]]]]]
ZerosAMais={}

If[ZerosIniciais===NZ,,

For[i9=1,i9<Length[ZerosIniciais|,
If[Abs[ZerosIniciais|[i9,1]]]<1,

ZerosAMais=ZerosAMaisU{ ZerosIniciais[[i9]] },];

19-++]]

Clear[i9]

Ctes[MatSing |:=If[Count|Transpose[MatSing][[1]],0]===n,{},
ColMatSing=Transpose[{ Transpose[MatSing][[1]] }];
For[k7=2k7<n,

NovaCol=Transpose[{ Transpose[MatSing|[[k7]] };
For[il1=1,i11<n,
ColMatSing[[i11]]=Join[ColMatSing|[i11]],NovaCol[[i11]]];

i1l -l—-}—] :
If[Nullspace[ColMatSing#{ },
CtesAux=-—llSpace[ColMatSing]

~ NullSpace[ColMatSing][[1,k7]] ’
CtesAux[[1]]=Delete[CtesAux][1]],{ CtesAux[[1,k7]] }];
Break(],;
K7++];
CtesAux]
MatU[x_,MatSing ,Zero_|:=If[Count[Transpose[MatSing][[1]],0]===n,
Mat Aux=Id;
MatAux|[1,1]]=x-Zero;
MatAux,
MatAux=Id;
Lamda=Ctes[MatSing];
k=Length[Lamda[[1]]]+1;
For[s=1,s<k-1,
Mat Aux|[k,k||=x-Zero;
MatAux|[s,k|]|=Lamdal[[1,s]];
s++];
Mat Aux]
MatTelndices[Inds ,MatSing |:=If|Count[Transpose[MatSing][[1]],0]===n,
IndsAuxa=Inds;
IndsAuxa[[1]]+=1;
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{Id,IndsAuxa},

TAux=Id;

IndsAuxa=Inds;

IndsAuxb=Inds;
k8=Length[Ctes[MatSing][[1]]]+1;
IndsAuxal[k8]]+=1;
IndsAuxb|[[k8]]+=1;
For[i12=1,i12<n-1,
For[j12=1,j12<n-1,

T1=Id;
If[IndsAuxa[[j12]]<IndsAuxal[j12+1]],
IndsAuxb[[j12]]=IndsAuxal[j12+1]];
IndsAuxb|[j12+1]]=IndsAuxa[[j12]];
For[s12=1,s12£n,
T1[[s12,12]]=Id[[s12,j12-+1]];
T1[[s12,j12+1))=1d[[s12,j12]];
s12++],];

TAux=T1.TAux;

j12++];

IndsAuxa=IndsAuxb;

1124+];

{TAux,IndsAuxa}|
IndsIniciais=Sort[IndPacInic,Greater]
Factores[x_|:= If[ZerosAMais# {},
IndsIter=IndsIniciais;
AMaisAux=Together[BAux[x]];
For[ild=1, il4<Length|[ZerosAMais|,
For[jl4=1, jl4<ZerosAMais[[i14,2]],
MatCte=Limit[AMaisAux, x— ZerosAMais|[[i14,1]];
AMaisAux= Together[AMaisAux.Inverse[MatU[x, MatCte, ZerosAMais][[i14,1]]]].
Inverse|Mat Telndices[IndsIter,MatCte][[1]]]];
IndsIter=MatTelndices[Indslter,MatCte][[2]];
jla+4-+];

i14-++];

AAux=Id;

For[k4d=1, k4<n,
AAux|[kd,k4]]=xmdstterlkall jeg 4 4]
{AMaisAux, AAux},

AAux=Id;

For[kb=1, k5<n,
AAux[[k5,k5]]|=xmdsticiais[k5]] k54 4]
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{BAux[x], AAux}]

Const:=Inverse[Factores[x][[2]]]

A, =Simplify[Factores[x][[1]]]. Const

A Auz=MatrixForm[Factores|x][[2]]]

éll :[l\j[atriXForm [Simplify[Inverse[Factores[x][[2]]].Inverse[Factores|x][[1]]]. A[x]]]
ear|t

A, = (MatrixForm[A,])/.x — ((t — 2) /1)

A = (MatrixForm[A Auzx])/.x — (t — 20)

A_ = (MatrixForm[A_])/.x — ((t — z0) /7)

6.5 Anexo 5

Ficheiro “FactorizacaoEsqRectaReal”
t=((1+2))/(1-x)
Mx_ ] :=
A[x_] := Together[Simplify[M]x]]]
Alx]
DimA:=Dimensions[A[x]]
I[DimA][[1]]==DimA[[2]],,
Print[”Erro: A matriz A[x| deve ser quadradadal”];
Abort[]] MultAlg[p ]:=Table[{Part[Split[Replace[x,Solve[p0,x]]],k,1],
Count[Part[Split[Replace[x,Solve[p0,x]]] k],x ]},
{k,1,Count[Split[Replace[x,Solve[p0,x]]].k_]}]
Zeros[p_|:=I[D[p,x|===0,NZ,MultAlg[p]]
DenomDetA:=Denominator[Together[Det[A[x]]]]
NumDetA:=Numerator[Together[Det[A[x]]]]
If[Zeros[NumDet A|===NZ,
If[NumDetA===0,
Print[”Erro:
O determinante da matriz A[x] ndo deve ter zeros na circunferéncia unitarial”|;
Abort[],],
NumZerosDentro=0;
For[il=1,i1<Length[Zeros[NumDetA]],
If[Abs[Zeros[NumDetA][[il,1]]|===1,
Print[”Erro:
O determinante da matriz A[x] ndo deve ter zeros na circunferéncia unitarial”|;
Abort/[],];
i14++]]
Clear[il]
n:=DimA[[1]]
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Id:=IdentityMatrix[n]

Aaux=A[x]

FuncaoPolosEntradas[x ,j ]:=Module[{PolosEntAux,Parar},
PolosEntAux={};

Parar=0;

For[i2=1,i2<n, NovosPolos=Zeros[Denominator[Aaux|[i2,j]]]];
If[NovosPolos===NZ,,

For[k2=1,k2£Length[NovosPolos],

If{Abs[NovosPolos[[k2,1]]] <1,

PolosEnt Aux=PolosEnt AuxU{NovosPolos|[k2]] },
If[Abs[NovosPolos|[k2,1]]]===1,Parar=1,)]|;k2++]

Jii2++];

If[Parar===1,

Print[”Erro:

As entradas da matriz A[x] ndo devem ter polos na circunferéncia unitédrial”|,
If[PolosEnt Aux==={},RetirarLinhas={} RetirarLinhas={};
For[i3=1,i3<Length[PolosEnt Aux],
For[j3=i3,j3<Length[PolosEnt Aux],
If[PolosEntAux|[i3,1]]===PolosEnt Aux[[j3,1]] &&i3+#j3,
PolosEnt Aux([i3,2]]=Max[{PolosEnt Aux[[i3,2]],PolosEnt Aux][[j3,2]] }];
RetirarLinhas=RetirarLinhasU{j3},];

J3++];

i3++]]];

If[RetirarLinhas#{},

PolosEnt Aux=Delete[PolosEnt Aux, Transpose[{ RetirarLinhas}]],];
PolosEnt Aux]

FuncaoMataPolos[x ,j |:=If[FuncaoPolosEntradas|x,j|#{},
FactoresMataPolos=1;
For[i4=1,i4<Length[FuncaoPolosEntradas[x,j]],
FactoresMataPolos=FactoresMataPolos
(x-FuncaoPolosEntradas|x,j[[i4,1]]) ~ (FuncaoPolosEntradas[x,j|[[i4,2]]);
144-+];

FactoresMataPolos,

1
IndPaclnic:=Table[-Exponent[FuncaoMataPolos[x,j],x],{j,1,n}]
MatT|[Inds _]:=Module[{ TAux,IndsAuxA, IndsAuxB}, TAux=Id,;
IndsAuxA=Inds;

IndsAuxB=Inds;

For[i15=1,i15<n-1,

For[j15=1,j15<n-1,

T1=Id;
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If[IndsAuxA[[j15]]<IndsAuxA[[j15+1]],
IndsAuxB([[j15]]=IndsAuxA[[j15+1]];
IndsAuxB([[j15+1]]=IndsAuxA[[j15]];

For[s15=1,s15<n,

T1[[s15,j15]]=Id[[s15,15+1]);
T1[s15,j15-+1]]=Id[[s15.,j15]];

s15++],];

TAux=T1.TAux;

j15++];

IndsAuxA=IndsAuxB;

1154++];

TAux]

B[x_,j_]:=Transpose[Aaux]|[j]] x FuncaoMataPolos[x,j]
MatrixBAux[x |:=Transpose[Table[B[x.j],{j,1,n}]]
BAux[x_|:=MatrixBAux[x].Inverse[MatT[IndPacInic|]
FactorCentral:=Module[{Id },Id=IdentityMatrix[n];
For[k5=1,k5<n, Id[[k5,k5]]=xmdParicllks]l:}e5 4 1]:1d]
Alnicial:=Mat T [IndPacInic].FactorCentral. Inverse[Mat T [Ind PacInic]]
DenomDetBAux:=Denominator|[Together[Det[BAux|[x]]]]
NumDetBAux:=Numerator|Together[Det[BAux|x]]]]
If[Zeros[NumDetBAux|===NZ,

If[NumDetBAux===0,

Print[”Erro:

O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”];
Abort[],],NumZerosDentro=0;
For[i5=1,i5<Length|[Zeros[NumDetBAux]],
If[Abs[Zeros[NumDetBAux][[i5,1]]|===1,

Print[”Erro:

O determinante da matriz A[x] nao deve ter zeros na circunferéncia unitarial”|;
Abort]],];

15++]]

Clear([i5]
ZerosIniciais=Zeros[Numerator|Together[Det[BAux|[x]]]]]
ZerosAMais={}

If[ZerosIniciais===NZ,,
For[i9=1,i9<Length|[ZeroslIniciais|,
If[Abs|ZerosIniciais[[i9,1]]] <1,
ZerosAMais=ZerosAMaisU{ ZerosIniciais[[i9]]},];

19++]]

Clear([i9]

Ctes[MatSing |:=If[Count|Transpose[MatSing][[1]],0]===n,{},
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ColMatSing=Transpose[{ Transpose[MatSing][[1]] }];
For[k7=2,k7<n,

NovaCol=Transpose[{ Transpose[MatSing|[[k7]] };
For[il1=1,i11<n,
ColMatSing[[i11]]=Join[ColMatSing[[i11]],NovaCol[[i11]]];
1114+

If[Nullspace[ColMatSing#{ },

CtesAux—- NullSpace[CoH\rIfxtSing] .
NullSpace[ColMatSing][[1,k7]]?

CtesAux[[1]]=Delete[CtesAux][1]],{ CtesAux[[1,k7]] }];

Break[],];

k7++];

CtesAux]

MatU[x_,MatSing ,Zero |:=If[Count[Transpose[MatSing][[1]],0]===n,
MatAux=Id;

MatAux[[1,1]]=x-Zero;

MatAux,

MatAux=Id;

Lamda=Ctes[MatSing];
k=Length[Lamdal[1]]]+1;
For[s=1,s<k-1,

Mat Aux|[k,k||=x-Zero;
MatAux|[s,k|]=Lamdal[[1,s]];

s++];

MatAux]

MatTelndices[Inds _,MatSing ]:=If[Count[Transpose[MatSing][[1]],0]===n,
IndsAuxa=Inds;

IndsAuxa[[1]]+=1;

{Id,IndsAuxa},

TAux=Id;

IndsAuxa=Inds;

IndsAuxb=Inds;
k8=Length[Ctes[MatSing][[1]]]+1;
IndsAuxal[k8]]+=1;
IndsAuxb|[[k8]]+=1;
For[i12=1,i12<n-1,
For[j12=1,j12<n-1,

T1=Id;
If[IndsAuxa[[j12]]<IndsAuxal[j12+1]],
IndsAuxb[[j12]]=IndsAuxal[j12+1]];
IndsAuxb|[j12+1]]=IndsAuxa[[j12]];
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For[s12=1,s12£n,

T1([512,j12])=Id[[s12,j12-1]];

T1[[s12,j12+1]]=Id][[s12,j12]];

s124++],];

TAux=T1.TAux;

j124-+];

IndsAuxa=IndsAuxb;

i112++];

{TAux,IndsAuxa}|

IndsIniciais=Sort[IndPacInic,Greater]

Factores|[x |:= If[ZerosAMais# {},

IndsIter=IndslIniciais;

AMaisAux=Together[BAux[x]];

For[il4=1, i14<Length[ZerosAMais],

For[jl4=1, jl4<ZerosAMais[[i14,2]],

MatCte=Limit[AMaisAux, x— ZerosAMais[[i14,1]];

AMaisAux= Together[AMaisAux.Inverse[MatU[x, MatCte, ZerosAMais][[i14,1]]]].
Inverse|Mat Telndices[IndsIter,MatCte][[1]]]];

IndsIter=Mat Telndices[IndsIter,MatCte][[2]];

jld++];

1144+

AAux=Id;

For[k4=1, k4<n,

AAux[[k4 kd]|=xdstterllkd]l e 4 4]

{AMaisAux, AAux},

AAux=Id;

For[kb=1, k5<n,

AAux([[k5 k5]|=xndstmiciais(kS]] 1e54 11,

{BAux[x], AAux}]

Factores|[x]

A =Simplify[Factores[x][[1]]]

AAuzr=MatrixForm|[Factores[x][[2]]]

A_ =MatrixForm[Simplify[Inverse[Factores[x|[[2]]]. Inverse[Factores[x][[1]]]. A[x]]]
Clear|t]

Ay = (MatrixForm[AL] )/.x— ((t —3)/(t + 1))
A=(MatrixForm[AAux])/.x— ((t —4)/(t + 1))
A_ = (MatrixForm[A_]) /.x— ((t —14)/(t + 1))
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6.6 Anexo 6

Matriz=Input[’Introduza uma matriz quadrada na incégnita x”]
Escolhal:=ChoiceDialog|” Pretende obter uma factorizagao:”,
{direita—direita,esquerda—esquerda}]

Escl=Escolhal

Escolha2:=ChoiceDialog[” Pretende obter uma factorizacao na:”,
{circunferénciaUnitaria— circunferénciaUnit4ria,
outraCircunferéncia—outraCircunferéncia ,rectaReal—rectaReal }]
Esc2=Escolha2

Factorizar[MatrizA _]:=Module[{MatrizInicial},
Matrizlnicial=MatrizA;

DimA:=Dimensions[MatrizInicial];

I[DimA][[1]]==DimA[[2]],,

Print[”Erro: A matriz A[x| deve ser quadradadal”];

Abort/[]];

MultAlg[p ]:=Table[{Part[Split|Replace[x,Solve[p0,x]]] k,1],
Count[Part[Split[Replace[x,Solve[p0,x]]] k],x ]},
{k,1,Count[Split[Replace[x,Solve[p0,x]]].k_]}];
Zeros[p_|:=I[D[p,x]===0,NZ,MultAlg[p|];
DenomDetA:=Denominator[Together[Det[MatrizInicial]]|;
NumDetA:=Numerator|Together[Det[MatrizInicial]||;
If[Zeros[NumDetA|===NZ,

If[NumDetA===0,

Print["Erro: O determinante da matriz A[x] ndo deve ter zeros na
circunferéncia unitaria!”|;

Abort[],],

NumZerosDentro=0;

For[il=1,i1<Length[Zeros[NumDetA]],
If[Abs[Zeros[NumDetA|[[i1,1]]]===1,

Print["Erro: O determinante da matriz A[x] ndo deve ter zeros na
circunferéncia unitaria!”|;

Abort]],];

i1++]];Clear|il];

n:=DimA|[[1]];Id:=IdentityMatrix[n];

Aaux=Matrizlnicial;

FuncaoPolosEntradas[x _,j ]:=Module[{PolosEntAux,Parar},
PolosEntAux={};

Parar=0;

For[i2=1,i2<n,

NovosPolos=Zeros[Denominator|Aaux|[i2,j]]]];
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If[NovosPolos===NZ,,
For[k2=1,k2<Length[NovosPolos],
If[Abs[NovosPolos[[k2,1]]]<1,

PolosEnt Aux=PolosEnt AuxU{NovosPolos|[[k2]]},

If[Abs[NovosPolos|[k2,1]]]===1,Parar=1,)]|;k2++]
J5i2++];
If[Parar===1,

Print["Erro: As entradas da matriz A[x] ndo devem ter polos na
circunferéncia unitérial!”|,

If[PolosEnt Aux==={},RetirarLinhas={} RetirarLinhas={};
For[i3=1,i3<Length[PolosEnt Aux],
For[j3=i3,j3<Length[PolosEntAux],
If[PolosEntAux[[i3,1]]===PolosEnt Aux[[j3,1]] &&i3+#j3,
PolosEnt Aux([[i3,2]]=Max[{PolosEnt Aux[[i3,2]],PolosEnt Aux][[j3,2]] }];
RetirarLinhas=RetirarLinhasU{j3},];

J3++];

i3++]]);

If[RetirarLinhas#{},

PolosEnt Aux=Delete[PolosEnt Aux, Transpose[{ RetirarLinhas}]],];
PolosEntAux];

FuncaoMataPolos[x ,j |:=If[FuncaoPolosEntradas|x,j|#{},
FactoresMataPolos=1;
For[i4=1,i4<Length[FuncaoPolosEntradas[x,j]],
FactoresMataPolos=FactoresMataPolos (x-FuncaoPolosEntradas|x,j][[i4,1]]) °
(FuncaoPolosEntradas[x,j][[i4,2]]);

144-+];

FactoresMataPolos,1];
IndPaclnic:=Table[-Exponent[FuncaoMataPolos[x.j],x],{j,1,n}];
MatT[Inds_|:=

Module[{ TAux,IndsAuxA,IndsAuxB},

TAux=Id;

IndsAuxA=Inds;

IndsAuxB=Inds;

For[i15=1,i15<n-1,

For[j15=1,j15<n-1,

T1=Id;

If[IndsAuxA[[j15]]<IndsAuxA[[j15+1]],
IndsAuxBJ[[j15]]=IndsAuxA[[j15+1]];
IndsAuxB([[j15+1]]=IndsAuxA[[j15]];

For[s15=1,s15<n,

T1([s15,j15])=Id[[s15,j15-+1]];
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T1[[s15,j15+1]]=Id[[s15,j15]];

s15++],];

TAux=T1.TAux;

j15++];

IndsAuxA=IndsAuxB;

1154++];

TAux|;Bx_,j ]:=Transpose[Aaux][[j]] x FuncaoMataPolos[x,j];

MatrixBAux[x |:=Transpose[Table[B[x.j],{j,1,n}]];
BAux[x_]:=MatrixBAux[x].Inverse[MatT[IndPacInic]];
FactorCentral:=Module[{Id},Id=IdentityMatrix[n];
For[k5=1,k5<n,Id[[k5,k5]|=xIndPacInic[[k5]];

k5++];1d];

Alnicial:=Mat T [IndPacInic].FactorCentral. Inverse[Mat T[Ind PacInic][;
DenomDetBAux:=Denominator|[Together[Det[BAux|[x]]]];
NumDetBAux:=Numerator[Together[Det[BAux[x]]]];
If[Zeros[NumDetBAux|===NZ,

I[NumDetBAux===0,

Print["Erro: O determinante da matriz A[x] ndo deve ter zeros na
circunferéncia unitdrial!”|;

Abort([],],

NumZerosDentro=0;

For[i5=1,i5<Length|[Zeros[NumDetBAux]],
If[Abs[Zeros[NumDetBAux][[i5,1]]]===1,

Print["Erro: O determinante da matriz A[x] ndo deve ter zeros na
circunferéncia unitdrial!”|;

Abort/[],];

15++]];

Clear[i5];

ZerosIniciais=Zeros[Numerator[Together[Det[ BAux[x]]]];
ZerosAMais={};

If[ZerosIniciais===NZ,,
For[i9=1,i9<Length[ZerosIniciais|,
If[Abs|ZerosIniciais[[i9,1]]] <1,
ZerosAMais=ZerosAMaisU{ ZerosIniciais[[i9]]},];
19++]];

Clear[i9];

Ctes[MatSing |:=If[Count|Transpose[MatSing][[1]],0]===n,{},
ColMatSing=Transpose[{ Transpose[MatSing|[[1]]}]
For[k7=2,k7<n,

NovaCol=Transpose[{ Transpose[MatSing|[[k7]] };
For[il1=1,i11<n,

Y
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ColMatSing[[i11]]=Join[ColMatSing[[i11]],NovaCol[[i11]]];
i11++];

If[NullSpace[ColMatSing]#{},
CtesAux=-NullSpace|ColMatSing] /NullSpace[ColMatSing][[1,k7]];
CtesAux[[1]]=Delete[CtesAux][1]],{ CtesAux[[1,k7]] }];
Break[],];

K7++];

CtesAux];

MatU[x_,MatSing ,Zero_|:=If[Count[Transpose[MatSing][[1]],0]===n,
MatAux=Id;

MatAux|[1,1]]=x-Zero;

MatAux,

MatAux=Id;

Lamda=Ctes[MatSing];

k=Length[Lamda[[1]]]+1;

For[s=1,s<k-1,

Mat Aux|[k,k||=x-Zero;

MatAux|[s,k|]]=Lamdal[[1,s]];

s++];

MatAux];

MatTelndices[Inds ,MatSing |:=If|Count[Transpose[MatSing][[1]],0]===n,
IndsAuxa=Inds;

IndsAuxa[[1]]+=1;

{Id,IndsAuxa},

TAux=Id;

IndsAuxa=Inds;

IndsAuxb=Inds;

k8=Length[Ctes[MatSing][[1]]]+1;
IndsAuxa[[k8]]+=1;

IndsAuxb|[[k8]]+=1;

For[i12=1,i12<n-1,

For[j12=1,j12<n-1,

T1=Id;

If[IndsAuxa[[j12]]<IndsAuxa[[j12+1]],
IndsAuxb|[j12]|=IndsAuxal[j12+1]];
IndsAuxb[[j12+1]]=IndsAuxal[j12]];
For[s12=1,s12<n,

T1[[s12,12]]=Id[[s12,j12-+1]];
T1[[s12,j12+1]]=Id][s12,j12]];

s124++],];

TAux=T1.TAux;
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j124+];

IndsAuxa=IndsAuxb;

i112++];

{TAux,IndsAuxa}l;
IndsIniciais=Sort[IndPacInic,Greater];

Factores|x |:=If[ZerosAMais#{},
IndsIter=IndslIniciais;

AMaisAux=Together| BAux[x]];
For[il4=1,i14<Length[ZerosAMais],
For[j14=1,j14<ZerosAMais|[[i14,2]],
MatCte=Limit[AMaisAux,x— ZerosAMais[[i14,1]]];
AMaisAux=Together[AMaisAux.Inverse[MatU[x,MatCte,ZerosAMais|[[i14,1]]]].
Inverse|Mat Telndices[IndsIter,MatCte][[1]]]];
IndsIter=Mat Telndices[IndsIter,MatCte][[2]];
jla+4-+];

1144+

AAux=Id;

For[k4=1,k4<n,
AAux][[k4,k4]|=xIndslter|[k4]];k4++];
{AMaisAux,LAux},

AAux=Id;

For[kb=1,k5<n,
AAux[[k5,k5]]=xIndsIniciais|[k5]];k5++];
{BAux[x],LAux}];

Factores[x|]

Which[Escl===direita &&Esc2===circunferénciaUnitéria,
A[x]=Transpose|Matriz|;

Factorizar[A[x][;

A+=Simplify[Factorizar[A[x]][[1]]];
Al=Factorizar[A[x]][[2]];
A-=Simplify[Inverse[Factorizar[A[x]][[2]]] Inverse[Factorizar[A[x]][[1]]].A[x]];
ActionMenu[” Apresentar os termos da factorizacao”,
{"M+” —Print[MatrixForm|[Transpose[A+]]],

”A” —Print[MatrixForm[A1]],

”M-” —Print[MatrixForm|[Transpose[A-]]] }],
Escl===direita &&Esc2===outraCircunferéncia,
M1=(Matriz)/.x—(t);

z0=Input[”Introduza o centro da circunferécia.
Devera ser um ponto do plano complexo.”];
r=Input[”Introduza o raio da circunferéncia.
Deverd ser um valor real positivo.”];
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M2=(M1)/.t—(rxx+z0);
A[x]=Transpose[Simplify[M2]];
Factorizar[A[x][;
Const:=Inverse[Factorizar[A [x]][[2]]];
A+=Simplify[Factorizar[A[x]][[1]]].Const;
AAux=MatrixForm[Factorizar[A[x]]|[[2]]];
A-=Simplify[Inverse[Factorizar[A[x]][[2]]].
Inverse[Factorizar[A[x]][[1]]].A[x]];
M+=Simplify[Transpose[A+]];
M-=Simplify[Transpose[A-][;

Clear|[t];
M-+=(MatrixForm[M+])/.x—((t-z0) /r);
A=(MatrixForm[AAux])/.x—(t-z0);
M-=(MatrixForm[M-])/.x—((t-z0) /1);

Clear|[x];

ActionMenu[” Apresentar os termos da factorizacao”,
{"M+" —Print[(MatrixForm[Simplify[M+]]) /.t — (x)],

” A7 |Print[(MatrixForm[L])/.t—(x)],
”M-"|Print[(MatrixForm[Simplify [M-]]) /.t—(x)] }],
Escl===direita &&Esc2===rectaReal,

t=((i(1+x))/ (1-x));

M3=(Matriz)/.x—(t);
A[x]=Transpose[Together[Simplify [ M3]][;
Factorizar[A[x][;
A+=Transpose[Simplify[Factorizar[A[x]][[1]]]];
Al=Factorizar[A[x]][[2]];

A-=Transpose[Simplify [Inverse[Factorizar[A[x]][[2]]].
Inverse[Factorizar[A[x]][[1]]].A[x]]];

Clear [t];

AA+=(MatrixForm[A+])/.x—((t-7) /(t+1));
All1=(MatrixForm[A1])/.x—((t-i)/(t+17));
AA-=(MatrixForm[A-])/.x—((t-i)/(t+17));
ActionMenu[” Apresentar os termos da factorizacao”,
{"M+” —Print[(MatrixForm[Simplify [AA+]]) /.t—(x)],
”A”|Print[(MatrixForm[A11]) /.t—(x)],

”M-" |Print[(MatrixForm[Simplify[AA-]]) /.t —(x)]}],
Escl===esquerda&&Esc2===circunferénciaUnitédria,
A[x]=Matriz;

Factorizar[A[x][;

ActionMenu[” Apresentar os termos da factorizagao”,
{’M+” |Print[MatrixForm[Simplify [Factorizar[A[x]][[1]]]]],
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” A”|Print[MatrixForm[Factorizar[A[x]][[2]]]],
”M-"|Print[MatrixForm[Simplify[Inverse[Factorizar[A[x]][[2]]]-
Inverse[Factorizar[A[x]][[1]]].A[x]]]]}],
Escl===esquerda& & FEsc2===outraCircunferéncia,
M1=(Matriz)/.x—(t);

z0=Input[”Introduza o centro da circunferécia.
Deverd ser um ponto do plano complexo.”];
r=Input[”Introduza o raio da circunferéncia.

Devera ser um valor real positivo.”];
M2=(M1)/.t—(rxx+z0);

A[x]=Simplify[M2];

Factorizar[A[x]];

Const:=Inverse[Factorizar[A [x]][[2]]];
A+=Simplify[Factorizar[A[x]][[1]]]. Const;
AAux=MatrixForm[Factorizar[A[x]][[2]]];
A-=Simplify[Inverse[Factorizar[A[x]][[2]]].
Inverse[Factorizar[A[x]][[1]]].A[x]];

Clear|[t];

N+=(MatrixForm[A+])/.x—((t-z0) /1);
A=(MatrixForm[LAux])/.x— (t-z0);
N-=(MatrixForm[A-])/.x—((t-z0) /1);

ActionMenu[” Apresentar os termos da factorizacao”,
{’M+” —Print[(MatrixForm[Simplify [N+]]) /.t —(x)],
”A” |Print[(MatrixForm[A]) /.t—(x)],
”M-"|Print[(MatrixForm[Simplify [N-]]) /.t—(x)] }],
Escl===esquerda&&Esc2===rectaReal,t=(i (14x))/(1-x);
M4=(Matriz)/.x—(t);

A[x]=Together[Simplify[M4]];

Factorizar[A[x][;

A+=Simplify[Factorizar[A[x]][[1]]];
AAux=Factorizar[A[x]][[2]];
A-=Simplify[Inverse[Factorizar[A[x]][[2]]].
Inverse[Factorizar[A[x]][[1]]].A[x]];

Clear [t];

AA+=(MatrixForm[A+])/.x—((t-7) /(t+1));
All=(MatrixForm[LAux])/.x—((t-7) /(t+1));
AA-=(MatrixForm[A-])/.x—((t-i)/(t+17));
ActionMenu[” Apresentar os termos da factorizacao”,
{"M+” —Print[(MatrixForm[Simplify [AA+]]) /.t—(x)],
”A” |Print[(MatrixForm[A11]) /.t—(x)],

”M-" —Print[(MatrixForm[Simplify[AA-]]) /.t—(x)] }]]
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