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Resumo: O atual programa de MACS inclui nos seus contetidos progra-
maticos métodos de representacio proporcional. No entanto, a maioria dos
professores de matematica nao teve qualquer formacao nesta area. Neste
documento evidencia-se que os métodos dos divisores resolvem problemas
de otimizacao inteira e sugere-se que estes sejam introduzidos nos cursos de
(ensino em) matemadtica, em disciplinas da drea da investigagdo operacional.

Abstract: The apportionment problem is currently taught in portuguese
high schools, included in the syllabus of MACS. Most teachers of mathe-
matics, however, have no training in this area. The methods of divisors
solve integer programming problems, so we encourage the inclusion of these
methods in the syllabus of operations research subjects.
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1 Introducao

O atual programa da disciplina Matematica Aplicada a Ciéncias Sociais
(MACS) do ensino secundario inclui a representacao proporcional. Neste
ambito sdo abordados em MACS alguns métodos de origem norte-americana
e os dois métodos de origem europeia mais usados atualmente. Todos os
métodos abordados (exceto o de Hamilton) sdo métodos de divisores mo-
dificados e os dois métodos europeus (D’Hondt e Sainte-Lagué) sdo de fato
equivalentes a dois dos métodos americanos (Jefferson e Webster).

A maioria dos professores de matemaética nao teve no entanto qualquer
formacgdo nesta area e os materiais de apoio existentes sdo escassos e nao
sem algumas lacunas. Encontramos na literatura intimeros trabalhos sobre
a formacado de professores que evidenciam a necessidade da existéncia de
programas de educagdo em matematica que apoiem conexoes entre os con-
tetddos dos cursos de nivel universitario e os contetidos do ensino secundario
(ver por exemplo [4] e os trabalhos que o referenciam).
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Neste documento apresentamos os métodos de divisores abordados em
MACS, expondo como as solu¢bes dadas por estes métodos correspondem
a otimizacdo de uma funcao objectivo diferente, consequéncia de concecoes
distintas de traduzir matematicamente o que é mais justo. Assim sendo,
sugerimos que se apresentem alguns destes métodos nas disciplinas da area
da investigagao operacional em cursos de (ensino em) matemética.

2 O problema da representacao proporcional

Nos Estados Unidos da América (EUA) cada estado recebe um ntimero de
lugares na camara de representantes proporcional a sua populagdo. Em ini-
meros paises da Europa cada lista eleitoral recebe um niimero de mandatos
no parlamento proporcional ao nimero de votos obtidos nas eleigoes.

Seja V' o ntimero total de votos validos de uma elei¢do, que se distribuem
por N listas eleitorais, sendo v; o niimero de votos na lista eleitoral . Seja
M o nimero total de mandatos (a distribuir pelas listas eleitorais de acordo
com a sua proporg¢ao de votos v;/V). Seja D = V/M o divisor que indica
o niamero de eleitores representados por cada mandato no parlamento. A
quota de mandatos da lista eleitoral i serd ¢; = M x v;/V (ou ¢; = v;/D),
que em geral ndo é um namero inteiro. Encontramos uma solucdo para o
problema ao determinar o niimero de mandatos m; a atribuir a cada lista
1, sendo os m; inteiros nao negativos tais que Zfil m; = M, como indica a
formulacao da Figura

objectivo distribuir os /m, de acordo com as g, = M x ‘%
S.a.: N

i=1

m; € ZE)L, Yie {1,...,N}

m, =M

Figura 1: Formulacao do problema da representagdao proporcional

No inicio do funcionamento na camara de representantes dos EUA, o
numero de lugares nao era fixo, fixando-se sim o racio do niimero de cidadéos
por lugar na cdmara de representantes - o divisor D. Definido D, determina-
se a quota de cada estado de acordo com a sua populacao ¢; = v; /D, restando
o problema de definir o ntmero inteiro de lugares correspondente a cada
quota (m;). O nimero de mandatos a atribuir a cada estado é encontrado
arredondando as quotas segundo algum critério (os varios métodos diferem
apenas no critério de arredondamento). A partir do momento em que se fixa
o numero de lugares na camara de representantes M, o nimero de cidadaos
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representado por cada mandato passa a depender do total da populacio V,
sendo o divisor definido de acordo com estes valores D = V/M. Se o total
de lugares distribuidos por arredondamento das quotas ndo ¢é igual a M,
o divisor é modificado D — D’ e recalculam-se as quotas ¢, = v;/D’. O
processo podera necessitar de varias iteracoes até encontrar uma solucao.
Os métodos de divisores desenvolvidos na Europa vao atribuindo um
mandato de cada vez até completar todo o parlamento, verificando a cada
passo a que lista eleitoral sera atribuido o mandato em consideracdo. Cada
um destes métodos considera uma sequéncia de divisores d(m;), m; =
0,.... M — 1, i = 1,..., N. O método comega por atribuir 0 mandatos a
todas as listas eleitorais e seleciona a cada iteragdo o maior racio v;/d(m;),
atribuindo por cada racio selecionado um mandato & lista eleitoral corres-
pondente, como indica o algoritmo da Figura [2| Este corresponde a forma
recursiva dos métodos norte-americanos [2], onde os divisores d(m;) nao sao
mais que os pontos de arredondamento das quotas, conforme a tabela. Note-
se que os métodos em que o primeiro divisor é zero atribuem na primeira
iteragdo um mandato a todos os concorrentes, o que, sendo um requisito
nas eleigdes da cAmara de representantes dos EUA (todos os estados tém de
estar representados), nao é vidvel para a maioria das elei¢goes parlamentares.

Métodos de divisores Divisores d(m;) Sequéncia

Algoritmo modificados m;=0,...,M-1 Divisores
m=0, i=L...N . Adams m, 0,1,2,3,..
(i) Repetir até que Z=1m, =M Dean 2mfm+l) 412 24

Seja k tal que v, v m, +(m, +1) 37577
— =Hlaxﬁ Huntington-Hill m,(m, +1)  0,42,V6.412....

my m WebsteraSainte-Lagué m;+ % %%%%
Fazerm.=m.+1 e m=m Vizk Jefferson ~ D'Hondt m+1 1,2,3,4..

Figura 2: Forma recursiva dos métodos dos divisores

Métodos diferentes determinam, em geral, solugoes diferentes para uma
mesma instdncia do problema. Qual serd a forma mais justa de dis-
tribuir os M mandatos pelas N listas eleitorais, de acordo com a cor-
respondente proporcao de votos? Poderemos pensar que o ntmero de
eleitores que cada mandato representa deveria ser igual para todas as
listas, e igual a representatividade de cada mandato pensada na defi-
nicdo da dimensdo do parlamento. Esta ideia pode ser traduzida por
Min SN m;(vi/m; — V/M)?. Ou, analogamente poderemos pensar na de-
sejavel igualdade da proporcao de mandatos por cada eleitor, que pode ser
representada por Min >N | v;(m;/v; — M/V)?. Uma vez que o niimero de
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mandatos atribuidos a cada lista eleitoral ndo sera exatamente igual a sua
quota, existirdo, neste sentido, listas favorecidas e listas desfavorecidas. Po-
deremos pensar em minimizar o nimero de votos por mandato da lista mais
desfavorecida, traduzido por MinM ax v;/m;. Ou minimizar a representagao
per-capita da lista mais favorecida, traduzido por MinMaz m;/v;.

Na verdade, cada um dos métodos dos divisores determina a solucao
6ptima para um destes objectivos ([2], [3], [1]), como mostra a Figura

Método objectivo

. v
Adams min max —-—
m,
g T 2
. . . 7 Vi 4 . vE
Huntington-Hill min 3N my| S~ < min 2
m; M m;
MY
Webster~Sainte-Lagué minzfilv{ﬁ—7] < min 2L
% ’ vi

. m )
. m; ominy sa:—<y,i=L..N
Jefferson ~ D’Hondt min max —- vy

Vi
/\yeﬁ?F

Figura 3: Objectivos otimizados pelos métodos dos divisores

Note-se que o método de Webster resolve um problema de programa-
¢do quadratica inteira e o de Jefferson um problema de programacao linear
mista, estando estes tipos de problemas incluidos nos contetidos programati-
cos habituais de disciplinas da area da investigacdo operacional. Os métodos
de Adams e Huntington-Hill resolvem problemas de programacao nao linear
inteira, menos usuais nos programas de licenciatura.
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