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Apêndice F
Análise  Teórica  do  Efeito de Mistura de  Quatro Ondas  (FWM)

F1) Efeitos não Lineares Relacionados com a Polarização não Linear Induzida
  O estudo dos efeitos não lineares pode ser feito tendo por base a expressão que relaciona a polarização eléctrica de terceira ordem, também designada por polarização não linear, com o campo eléctrico [6.1]:
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   Dado que estes efeitos não lineares são de terceira ordem, para efeitos de cálculos, pode-se considerar interacções por grupos de três frequências, que no caso particular de SCM podem corresponder a canais propriamente ditos ou à portadora óptica. Nomeadamente, o campo total E(z,t), correspondente às frequências genéricas (p, (q e (r, com campos monocromáticos e com a mesma polarização, é dado por:
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onde c.c. significa complexo conjugado e o sinal negativo na frequência é utilizado por coerência com o normalmente utilizado na literatura nas equações que descrevem estes efeitos e que serão apresentadas posteriormente.
  Substituindo (F.2) em (F.1), obtém-se uma expressão para a polarização não linear com quarenta e quatro componentes espectrais: (p, (q, (r, 3(p, 3(q, 3(r, ((p+(q+(r), ((p+(q-(r), ((p+(r-(q), ((q+(r-(p), (2(p+(q), (2(p+(r), (2(q+(p), (2(q+(r), (2(r+(p), (2(r+(q), (2(p-(q), (2(p-(r), (2(q-(p), (2(q-(r), (2(r-(p), (2(r-(q) e os simétricos.
  Assim a polarização não linear pode ser dada por:
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onde PNL((i,z) representa cada uma das amplitudes complexas correspondentes às componentes espectrais atrás referidas, cujas expressões para as frequências positivas são:
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onde 
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 e a dependência espacial dos campos e das componentes da polarização foram omitidas para simplificação das expressões.
  Estas expressões representam vários tipos de fenómenos não lineares. As equações (F.4) a (F.6) representam os termos de modulação cruzada de fase (XPM). Este efeito tem origem no acoplamento entre ondas incidentes e é sempre acompanhado do efeito de auto-modelação de fase (SPM). O efeito de modulação cruzada de fase implica sempre a existência de duas ou mais ondas (três neste caso), propagando-se no mesmo sentido ou em sentidos contrários e manifesta-se através de uma variação de fase do sinal óptico com a potência dos sinais transmitidos. Se esta variação for devido ao próprio sinal, o efeito designa-se por SPM, caso contrário designa-se por XPM. De notar, que a componente de modulação cruzada tem sempre um peso duplo da componente de auto-modulação.
  Outro fenómeno corresponde à geração de uma terceira harmónica para (p=(q=(r e pela conversão de frequência da onda para 2(p+(r quando (p=(q((r, ou para (p+(q+(r quando (p((q((r, sendo em geral, difícil satisfazer a condição de adaptação de fase para esta situação. As equações (F.7) a (F.10), (F.12), (F.13), (F.16) a (F.18) e (F.22) correspondem a este efeito não linear.
As restantes correspondem ao efeito de FWM em estudo no capítulo 6 desta tese.

F2) Cálculo Teórico da Expressão Analítica da Potência Gerada pelo Efeito de FWM

  Neste apêndice vai obter-se uma expressão analítica, para a potência gerada pelo efeito de FWM, tendo por base uma formulação simplificada da apresentada na referência 6.16.
  Dado que a propagação se faz numa fibra óptica monomodal, o modo que se propaga é o HE11. Considera-se também que a luz está polarizada segundo o eixo dos x, que não sofre despolarização e que a propagação se faz segundo a direcção positiva do eixo dos z. Para simplificar o processo de cálculo, vai adoptar-se uma metodologia que considera inicialmente só a variação longitudinal dos campos, considerando a aproximação para ondas planas e, posteriormente, introduz-se a componente que contabiliza a correspondente variação transversal. Nestas condições é válida a equação (6.3) no cálculo da polarização não linear. Considerando os termos de (3.3), correspondentes ao efeito de FWM, obtém-se particularizando para o caso em que se verifica 
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onde 
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com n=p,q,r correspondem aos campos eléctricos envolvidos na geração do efeito na frequência, 
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e D, é um factor que toma o valor três se p=q e seis, se 
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 (ver, por exemplo, as equações (F.15) a (F.19).
    A equação de onda não homogénea, que descreve a propagação nas condições atrás referidas, é [6.12] e [6.16]:
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 onde 
[image: image35.wmf](,,)
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representa o campo eléctrico gerado por FWM, n representa o índice de refracção, c a velocidade da luz e ( representa o coeficiente de perdas na fibra óptica.
  Substituindo (F.26) em (F.27) e considerando que a susceptibilidade é invariante no tempo, obtém-se:
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  Considerando campos monocromáticos da forma:
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  Calculando 
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 a partir de (F.29) e substituindo em (F.28), obtém-se depois de algumas simplificações:
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 onde Δ(  representa a relação de desadaptação de fase:
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  A equação (F.31) é valida para uma variação lenta da envolvente do campo eléctrico, em que se verifica
	
[image: image42.wmf]2

2

()

()

F

FF

dEz

d

Ez

dzdz

b

<<


	(F.33)


sendo
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a relação de dispersão para ondas planas, também utilizada na dedução de (F.31).
  Resolvendo a equação diferencia que se obtém multiplicando (F.31) por 
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ou
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  Integrando (F.36) no comprimento da fibra z, tendo em conta que 
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 obtém-se para o campo eléctrico gerado por FWM, na saída da fibra óptica:
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   Se existir adaptação de fase Δ( =0, sendo (F.37) substituída por:
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	(F.38)


em que,
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 representa o comprimento efectivo da fibra óptica, que corresponde a um comprimento corrigido, tendo em conta a redução da potência de cada sinal óptico com a atenuação.

  De (F.38) obtém-se: 
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  Para calcular a potência gerada em cada frequência 
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, gerada pelo efeito de FWM, é necessário ter em consideração a distribuição transversal da intensidade da luz, do modo HE11, que se propaga na fibra óptica monomodal. A potência média é dada por:
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  As amplitudes do campo e da polarização não linear, presentes nesta equação, já são funções das três coordenadas espaciais e a integração é feita no volume V da fibra óptica. A amplitude do campo eléctrico pode ser dada por:
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onde N(x,y), representa a componente normalizada do campo transversal  do modo HE11, pelo que N(0,0)=1 e 
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representa a correspondente componente longitudinal.

  Tendo em conta a relação entre PNL e E, obtém-se:
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em que 
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é dado por:
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  Usando (F.42) e (F.43), a equação (F.41) é equivalente a:
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  A expressão (F.45) é complexa, pelo que, em cálculos posteriores se utiliza uma aproximação dada por (F.46), que se baseia no cálculo da potência média de uma onda plana, mas contabilizando a distribuição transversal do campo, através da introdução da área efectiva do núcleo da fibra (Aeff) [6.16].
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  A área efectiva do núcleo da fibra é dada por [6.1]:
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  Tendo por base as equações (F.40) e (F.46) obtém-se:
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  Considerando, também, a aproximação da potência de uma onda plana para os sinais ópticos correspondentes aos canais p, q e r obtém-se a partir de (F.48): 
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  A expressão (F.49) permite calcular a potência PF, gerada pelo efeito de FWM, na saída da fibra óptica de comprimento z, na frequência, 
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, obtém-se a seguinte expressão equivalente a (F.49):
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  Não existindo adaptação de fase, o valor da potência gerada, PF, é inferior, sendo esta diferença dada por um factor multiplicativo, sempre inferior à unidade, designado por eficiência da mistura de quatro ondas ((F). Este factor, para as mesmas condições de funcionamento, define-se como o quociente entre a potência gerada na situação em causa e a potência gerada quando existe adaptação de fase, ou seja:
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   Com base em (F.37), (F.39), (F.48), (F.50) e (F.51) obtém-se:
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usando a relação 
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 calculando o módulo, desenvolvendo os quadrados e fazendo algumas simplificações, obtém-se uma expressão para o cálculo da eficiência equivalente a (F.52)
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   Substituindo (F.50) em (F.51), obtém-se a expressão analítica que permite calcular a potência gerada por FWM, na situação geral em que não existe adaptação de fase:
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  É habitual, apresentar a desadaptação de fase, 
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 em termos da diferença de frequências entre canais, para melhor compreender a sua evolução com alguns parâmetros do sistema.
  Com este objectivo, desenvolve-se a constante de propagação, 
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em série de Taylor, em torno da frequência, 
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desprezando os termos de ordem superior à terceira
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com
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e
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onde 
[image: image80.wmf]f
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representa a velocidade de fase do modo HE11. Usando a relação
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e calculando as sucessivas derivadas de (:
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ou
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onde ng  representa o índice de grupo. Utilizando (F.59), obtém-se facilmente 
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	(F.61)


usando o parâmetro de dispersão, 
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e substituindo (F.62) em (F.51) obtém-se:
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  Procedendo analogamente no cálculo de 
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ou
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e

	
[image: image91.wmf]2

2

d

dc

ll

wp

=-
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  Combinando (F.64) e (6.65), obtém-se:
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  Usando as equações (B.57), (B.60), (B.63) e (B.67) a equação (B.55) permite escrever
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 Substituindo (B.68) em (B.32), tendo em conta que os termos do desenvolvimento em série, de ordem zero e de ordem um, em (, se anulam, obtém-se:
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Usando a relação 
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Seguindo um procedimento análogo relativamente aos termos terceira ordem:
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  Substituindo (F.70) e (F.71) em (F.69) com 
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obtém-se para a expressão da desadaptação de fase:
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	(F.72)


 Desde que o comprimento de onda, 
[image: image100.wmf],

F

l

 não se situe na zona de dispersão nula, a expressão (F.72), pode ser aproximada por:
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