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1. Calculo Integral
% Integral improprio de 19 espécie

Seja f(x) uma fungdao continua em [a, +o0].
A funcao

(L) = /tf(gc) dz, t>a

€ uma funcao continua.

3 lim ®()?

t—+o0



Definicao: Quando

lim ®(t)

t—+o0

existe e é finito, chama-se integral improprio de 1°
espécie, ou com limites infinitos, e denota-se por
—+00

f(x) dx.

+0o0 1 +oo 5
Exemplos: / dx |, / e’ dx
1 1




Por definicao,
400

[ p@ o= i [ (@) d,

se O limite existe e ¢é finito. Diz-se que o integral
improprio converge.

/f(a:) dr nao tem limite finito quando
t — +oo, diz-se que o "integral improprio” diverge.



Seja f(x) uma fun¢dao continua em | — oo, b].
A funcao

CID(t):/tbf(a:) dr, t<b

€ uma funcao continua.

3 lim ®(2)?

t——0o0



Definicao: Quando

lim ®(t)

t——0o0

existe e é finito, chama-se integral improprio de 1°
espécie, ou com limites infinitos, e denota-se por

/; f(z) dz.

1 1 —1
Exemplos: / dx |, / e’ dx
oo 1+ 22 oo



Por definicao,

se o0 limite existe e é finito. Diz-se que o integral
improprio converge.

/f(:r;) dr nao tem limite finito quando
t — —oo, diz-se que o "integral improprio” diverge.



Seja f(x) uma fun¢cdo continua em R.

+oo c +00
f(x) daj\:’// f(x) dz + (z) dz, Ve € R

Esta ultima igualdade significa que se cada um
dos integrais a direita converge, entao o integral a
esquerda converge.

Basta que um dos integrais a direita da igualdade
nao seja convergente para que fj;o f(x) dz seja
divergente.



¢ Sentido geomeétrico do integral
+00

f(z) dz, f(x) =0,

a

quando converge:

> Se / f(x) dz representa a area da regiao

limitada pela curva y = f(x), 0 eixo OX e as retas
+00

x = a € x = b, € natural definir f(x) dz

-~ .~ . a
COMO a area da regiao compreendida entre a curva
y= f(x), areta x=a e o0 eixo OX.



Integral de Dirichlet de 12 espécie

a<1 diverge

‘a>1 converge (: L >

J

X

+001
—adaj,a>0 /

aeR



Teorema de comparacao (12 espécie)

Sejam f e g fungdes integraveis em [a, x|, tais
que 0 < f(z) < g(x), Vx > a.

+oo +oo
i) Se / g(x) dx converge, entao f(x) dzx
a too too a
converge e f(x) de < / g(x) dx.
+00 rE9
i) Se f(x) dz diverge, entao / g(x) dx

diverge.

+o00
Teoremas analogos para / h(z) dx e/ h(z) dz.

— OO — OO



Critério de comparacao (12 espécie)

Sejam f e g funcdes positivas e integraveis em
la,xz], Vx> a. Seja

k= lim —=.

i) Se k #0, 00, entao

- f(x)dx e /+Oog(ac) dx

tém a mesma natureza.



+o0
ii) Se k=0 e / g(x) dr converge, entao

+00
f(x) dr converge.

a

+00
iii) Se k=400 e / g(x) dx diverge, entdo

+00
f(z) dx diverge.

b ~+o00
Critérios analogos para / h(xz) dz e / h(z) dx.

— 00 — OO



+oo
Teorema (12 espécie): Se o integral / | f(x)| dzx

converge, entao converge o integral f(x) dz.

+00
Diz-se que f(x) dx é absolutamente conver-

gente.



+00 FE9
Se / f(x) dr converge e / |f(x)| dz diverge,

+oo
entao / f(x) dz converge condicionalmente.
a

b
Teoremas e conceitos analogos para / h(x)dz

— 00

+00
e para / h(x)dzx.

— 0o



% Integral improprio de 22 espécie

Seja f(x) uma funcao continua em [a, b[, tendo
uma descontinuidade no ponto =05, b > a.
A funcao
b—e
d(e) = flx)dz, 0<e<b-—a

a

€ uma funcao continua.

3 lim ®(g)?

e—0T



Definicao: Quando

lim ®(e)

e—0t

existe e é finito, chama-se integral improprio de 2¢
espécie, ou integral de uma funcao descontinua, e
denota-se por

Exemplos: /1 dr /O ! d
: , — dx
0o V l—=x —1 T2



Por definicao,
b b—e
/ f(x) dx = lim+ f(x) dx,
a e—0 a

se O limite existe e ¢é finito. Diz-se que o integral
improprio converge.

b—e
Se f(x) dr= nao tem limite finito quando

e — 0T, diz-se que o "integral improprio” diverge.



Seja f(x) uma funcao continua em Ja, b], tendo
uma descontinuidade no ponto x =a, a < b.
A funcao

b
d(e) = flz)dz, 0<e<b-—a
a+e

é uma funcao continua.

3 lim ®(e)?

e—0T



Definicao: Quando

lim ®(e)

e—0t

existe e é finito, chama-se integral improprio de 2¢
espécie, ou integral de uma funcao descontinua, e
denota-se por




Por definicao,
b b
/ f(x) de = lim / f(x) dx,
a e—0% a-+te

se o0 limite existe e é finito. Diz-se que o integral
improprio converge.

b
Se f(zx) de nao tem limite finito quando
a+-¢
e — 0T, diz-se que o "integral improprio” diverge.



Seja f(x) uma funcao continua em [a,b], exceto
num ponto c €]a, b|.

/fx)dw /f:c)d:c+/f(a: ) dz, Ve €]a, b

Esta ultima igualdade significa que se cada um
dos integrais a direita converge, entao o integral a
esquerda converge.

Basta que um dos integrais a direita da igualda-
de nao seja convergente para que fcff(:c) dr seja
divergente.



o Sentido geométrico do integral improprio de 2@
espécie

b
/ (@) de, f(@) 20,

quando converge:

b
> / f(x) dx representa a area da regiao com-

preend?da entre a curva y = f(x), as retas z= = a
e z=b eoeixo OX.



Integral de Dirichlet de 22 espécie

b dx ©  dx
[t e [ s
. - or . (c— )

— |a>1 diverge

— la<1 converge

(: (b—c)l-e (c—a)t )

]l — o 1l — o



Teorema de comparacao (22 espécie)

Sejam f e g funcdes descontinuas em x =c e
continuas em [a,c[, tais que 0 < f(x) < g(x), Vz €
la, c].

i) Se /g(:c) dx converge, entdo /f(a:) dx

converge e f(x) de < / g(x) dx

i) Se /f(x) dxr diverge, entdo /g(:c) dx
diverge. ‘ !

b b
Teoremas analogos para /h(a:) dr e /h(a:) dz.



Critério de comparacao (22 espécie)

Sejam f e g fun¢des positivas, continuas em |[a, ¢|
e descontinuas em x = c¢. Seja

. f(@)
= g(x)

1) Se k #0, 00, entao

/acf(a:) dr e /acg(:v) da

tém a mesma natureza.



b b
Critérios analogos para /h(a}) dr e /h(a:) dz.



Teorema (22 espécie): Se o integral / |f(x)| dz

converge, entao converge o integral / f(x) dx.

Diz-se que / f(x) dz é absolutamente conver-
gente. :



Se / f(x) dx converge e / |f(x)| dz diverge,

C
entao / f(x) dz converge condicionalmente.
a

b
Teoremas e conceitos analogos para / h(x)dxr e
(&

b
para / h(x)dzx.



% Integral improprio misto

Seja f(x) uma funcdao continua em |a, +oo[, ten-
do uma descontinuidade no ponto =z =a, a € R.

+o0
O integral improprio f(x) dx, de 12 e de 22

P . . . a . - . .
espécie, denomina-se integral improprio misto.

Neste caso o integral é interpretado (caso seja
convergente) como

7 f@) do = 1im / f(z) d

a
5—>07L



o0 —+00

f(x) d:c— / fzv)da:—I— f(x) dz, ¥Vd > a

a

Esta ultima igualdade significa que se cada um
dos integrais a direita converge, entao o integral a
esquerda converge.

Basta que um dos integrais a direita da igualdade
nao seja convergente para que f;oof(x) dr Sseja
divergente.



Seja f(x) uma funcao continua em | — oo, b,
tendo uma descontinuidade no ponto = =56, b € R.

b
O integral improéprio / f(x) dx, de 12 e de 2°

espécie, denomina-se integral improprio misto.

Neste caso o integral é interpretado (caso seja
convergente) como

/b f(x) de = tEEnOO T f(x) dx.

t
e—0t



/;f(x daz—/ fa:)dac—l—/f(a; ) dz, Vd < b

Esta ultima igualdade significa que se cada um
dos integrais a direita converge, entao o integral a
esquerda converge.

Basta que um dos integrais a direita da igualdade
nao seja convergente para que f_boof(:z;) dr seja
divergente.



Seja f(x) uma funcdao continua em R, tendo
uma descontinuidade no ponto x =¢, c € R.

+o00
O integral improprio f(x) dz, de 12 e de 2°

— 00
espécie, denomina-se integral improprio misto.

Neste caso o integral é interpretado (caso seja
convergente) como

+00 rED

f(x) d:cz/_c f(x) de + f(x) dx.



% Integrais Eulerianos
¢ Fungdo gama

Lema: O integral improprio

—+00
/ 2 et dt
0

converge para qualquer a > 0.

Nota:

400 ? 1 400
/ o le7t der= / 2 et dt + / 2 le7t dt
0 0 1



Seja

+00
['(a) = / t*le7tdt, a>0.
0

Definicao: A funcao I'(a), de variavel a, chama-
se funcao gama.

Nota:



Teorema:

Ne+1)=xT'(x)] <— formula de recorréncia

Corolario:

I'n+1)=n!, n=0,1, 2,3, ...




Formula de Euler

T()T(1 - a) =

7

sen(a )’

0<a<l c_>r<

2n




¢ Funcgdo beta

Lema: O integral improprio

1
/ "t =)Vt dt
0

converge para quaisquer =z >0 e y > 0.

Nota: Se z>1 ey >1, a funcao

€ continua em [0, 1] e, portanto, o integral € de-
finido.



Seja

1
B(z,y) = / t*t1—t)Vtdt, =z y>0.
0

Definicao: A funcao B(z,y), de varidaveis x e
y, Chama-se funcao beta.

B(xz,y) = B(y,x)| < propriedade de simetria




Relacao da funcao beta com a funcao gama

B(z,y) = 2@LW) _}B(l 1)

F(CE + y)

/1 = ~ 0 < <1
— ’ o




2. Séries

2.1. Séries numeéricas

Seja {an},2, umMa sucessao numeérica.
Definicao: A expressao

Zan=a0+a1—|—a2—|—-“

n=0
chama-se série numérica, sendo a, O Seu termo
geral e ag, a1, az, --- 0OS termos da série.

S, =ap+ai+---+a, — sucessao das somas parciais



Por definicao,

0
g a, = lim S,
n—oo

n=0

se o0 limite existe e é finito. Diz-se que a série
numerica converge, sendo

S = lim S,

n—aoo

a soma da série.

Se lim S, nao é finito, diz-se que a série numéeérica

n—aoo

diverge.



Proposicao: Acrescentar, ou retirar, um n° fi-
Nito de termos a uma série numéerica nao altera a
natureza da mesma.

O (0. @)
Teorema: Se SA:Zan, SB:an e c 6

uma constante arbitraria, entao



Série geomeétrica

oo

> e

n=0

o
— |]gl < 1|, entdo > cq" converge e

¢, ¢ €R,

n=0

c#0

— ||g/>1, entdo ) cq" diverge

n=0




Série de Mengoli

O
Definicdo: Za’" chama-se série de Mengoli se

n=1

an:bn—anrk,, lim bn:O e k’EN

n—aoo

(0. @]
Teorema: A série de Mengoli Za’” & conver-

n=1
gente e a sua soma € by +bo+ -+ by.

k termos




Condicao necessaria de convergéncia de uma série

oo
Se Za’" converge, entdo lim a, = 0.
n—oo
n=0

Critério integral de convergéncia de uma série

(0. @]
Seja Y an, an >0, com {a,};2, decrescente

n=1
e f(x) uma funcao continua em [1,+oco[ tal que
f(l) = a1, f(2) = a2, -+, f(n) = a,, ---. ENtao,
+00 e
/ f(z)dz e > a, convergem ou divergem si-
1

n=1

Mmultaneamente.



Série de Dirichlet

1
—, a€R
nO&
n=1
— a>1 converge
— a<1 diverge
=1
Nota: Z— série harmonica

n=1 i



Teorema de comparacao

Sejam Zan e an duas séries tais que

n=1 n=1
0< an<b, VneN.

oo

—+00
i) Se an converge, ent3do Za” converge
n=1

00 0 n=1
e Zan < an.
n=1 n=1

+00 S~
ii) Se Zan diverge, ent3o an diverge.



Critério de comparacao

0 o
Sejam Zan e an séries de termos n3o
n=1 n=1

negativos.
Seja a
k= lim —.

n—oo b,

i) Se k#0,00, entao

O O
g a, € g b,

tém a mesma natureza.



ii) Se k=0 e ) b, converge, entdo » a,
n=1

— n=1

converge.

iii) Se k=o00 e an diverge, entdo Za"
n=1 n=1

diverge.



Critério de D’Alembert

Seja Y an, an >0, €

n=1

An+1

k = lim
n—oo Q.

1) Se k<1, a série converge.
ii) Se k> 17, série diverge.

Nota: k = 1+a quando k=1 e a partir de certa
ordem se tem > 1.

Qn



Critério de Cauchy

Seja Y an, an >0, €

n=1

k= lim Va,.

i) Se k <1, a série converge.
ii) Se k> 1%, série diverge.

Nota: k=1" quando k=1 e a partir de certa
ordem se tem Ya, > 1.



Definicao: A série do tipo

S 1 an 0w 3 (=1)an, @ >0,
n=1 n=1

chama-se série alternada.

Teorema de Leibniz: Uma série alternada com
{an}o2, estritamente decrescente e lim a, = 0,
n—oo
converge.



Definicdo: A série do tipo » a, tal que > |ay|

€ convergente diz-se absolutamente convergente.

o0 0
Definicdo: Se ) a, convergee ) |an| diverge,

n=1 n=1
0
Z a, diz-se condicionalmente convergente.
n=1
0 0
Teorema: Se ) |a,| converge, entdo » a, con-
n=1 n=1

verge.



2.2. Séries de funcoes

Definicao: Chama-se série de funcoes a série da
forma

Z fo(z) = fo(z) + fi(z) + fo(z) + -+ -,

onde fo(x), fi(z), -+, fu(z), --- sao funcdes de z.

Definicao: Chama-se dominio de convergéncia
de uma série de funcdes ao conjunto dos valores de
T para 0S quais a Série converge.



Definicao: Chama-se série de poténcias a série
da forma

Z an($—x0)”:a0—|—a,1(x_$0)_|_al2(x_x0)2_|_”. ,

n=0
onde ag, a1, ---, an, --- SA0 0S coeficientes da
Série.

Nota: Para '« = a série de poténcias é sem-
pre convergente.



Seja R >0 tal que

o para z: |z — x| < R a série de poténcias
converge absolutamente

o para z: |z —xz9| > R a série de poténcias
diverge.

Definicao: R chama-se raio de convergéncia da
sé€rie de poténcias e [ =|zg — R, ©o+ R[ chama-se
intervalo de convergéncia da série.

Nota: A convergéncia da série nos pontos xog— R
e x9+ R deve ser objeto de um estudo especial.



Nota: Existem séries de poténcias com R =0
e séries de poténcias com R = oo.




Série de Taylor (MacLaurin para xzg = 0)

2. fn) To)(x — x09)"™
@) = 32 {0 — a0

|
=0 n.

Nota: Cada série de poténcias € uma Série
de Taylor para a sua soma (no seu intervalo de
convergéncia):

> > (”):co xr — xo)"
f@) =Y anw—my = 32 SN @0




