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Nota:

Estes apontamentos tém a sua versao original em marco de 1994 sob a designacéo de "Elementos
Finitos". No decorrer dos anos foram sucessivamente actualizados em abril de 2001, mar¢o de 2002
outubro de 2005 e agora em setembro de 2023 acompanhando as transformag6es dos contetdos das
disciplinas no segundos ciclos de estudo, ou seja, no CESE, no 2° Ciclo Bieétipo, no Mestrado em
parceria com a Universidade de Evora para a unidade curricular de ""Mecanica Computacional” e
agora no Mestrado em Engenharia Civil em parceria com o Instituto Politécnico do Barreiro da
Escola Superior de Tecnologia de Setubal,para a unidade curricular de "Mecanica Estrutural”

A terminologia e simbologia usada em elementos finitos varia consoante o problema fisico em
estudo, e até difere na formacdo de engenheiros civis e engenheiros mecanicos, e de continente para
continente, etc. E entdo um dos objectivos destes apontamentos adoptar uma sé terminologia e
simbologia para os diversos elementos finitos em estudo de modo a facilitar a aprendizagem do
aluno que se inicia no estudo destas matérias. Os assuntos aqui abordados estéo principalmente
orientados para o estudo da mecéanica dos solidos.

Estes apontamentos déo continuidade as disciplinas de Analise de Estruturas do 1° ciclo de
estudos

Os objectivos das alteracGes sucessivas foram o uso de linguagem mais clara, melhor abordagem

das matérias, a incluséo de mais exemplos.

Vitor Barreto, Prof. Adjunto
Faro,15-09-2023.
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Elementos Finitos Teoria da Elasticidade

Aplicacdes a Mecanica dos Sélidos

0.- Introducéo[(vide: "Finite Elements Using Maple", A.Portela, A. Charafi)[27]]

A modelacdo matemética em mecénica dos solidos usa a Teoria de Elasticidade como
modelo de geracdo fundamental a qual € considerada matematicamente como modelo exacto.
Baseado num modelo exacto e considerando hipoteses simplificativas obtém-se modelos

assimptéticos, ainda continuos.

A Teoria de Elasticidade / Estruturas considera 3 classes de modelos:
(i) Modelo Fundamental Continuo tridimensional:

- para simular o comportamento da estrutura em geral

- ¢ 0 modelo exacto gerador de outros modelos continuos
(if) Modelo Assimptotico Continuo

- para estruturas com geometria particular (linear, bidimensional)
(iii) Modelo Discreto

- obtido directamente dos modelos anteriores

Os modelos assimptaticos referem-se a dominios estruturais com menores dimensdes que 0
modelo exacto tridimensional.
Classes de modelos:

(1) Modelo Tridimensional

- € 0 modelo da Teoria de Elasticidade

- elementos estruturais com todas as dimens@es de igual ordem de grandeza
- casos particulares: Estado Plano de Tensédo de Deformacéo, Modelos Axissimétricos
(ii) Modelo Bidimensional

- € 0 modelo da Teoria de Cascas

- uma dimens&o, espessura, muito menor que as outras duas
- casos particulares: Teoria de Lajes, Estado Plano de Tenséo
(ii) Modelo Unidimensional

- ¢ 0 modelo da Teoria das Barras

- duas dimens6es muito menores que a terceira

- casos particulares: Trelicas, pérticos, grelhas.
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Elementos Finitos Teoria da Elasticidade

Todos os modelos consideram 3 grupos de equagoes:
(i) Equacdes Deformacédo-Deslocamento (Relacbes Cinematicas) - para definir a

admissibilidade cinematica do campo elastico

(if) Equacoes e Equilibrio - para definir a admissibilidade estatica do campo elastico

(iif) EquacGes Tenséo-Deformacéo (Relacdes Constitutivas) - para definir o

comportamento mecénico dos materiais

Teoria da Elasticidade

O objectivo da Teoria da Elasticidade é determinar o estado de tensdo e de deformacéo de
uma estrutura sob a ac¢do de dada carga.

1.- Principios Basicos da Teoria da Elasticidade [2,13]

1.1- Introducdo. Vectores de Forca e de Deslocamento.

Um corpo tridimensional ocupando o volume V e tendo como superficie S mostra-se na figura:

Figura 1.1 (forcas de massa = {f})

Os pontos do corpo sdo definidos pelas suas coordenadas X, y e z. A fronteira estd
cinematicamente restringida numa zona particular Sy onde os deslocamentos sdo especificados
(em geral sdo nulos).

O corpo pode estar sujeito ao longo da sua fronteira ao seguinte tipo de forcas:

- forca superficial distribuida, {T}, também designada por forca de traccdo. Estas forcas estdo

aplicadas numa zona da fronteira St (portanto, estaticamente determinada) e podem ser por

exemplo a pressdo hidrostatica, forcas de friccdo, cargas distribuidas, etc. Tém trés componentes:
{T}:{TXI Tyl TZ }T (11)
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Elementos Finitos Teoria da Elasticidade

- forcas pontuais {P}, que se supdem aplicadas em zonas muito pequenas de dimensao finita e
de componentes:

{P}={Px, Py, Pz }T (1.2)

O corpo pode estar sujeito a outro tipo de forcas distribuidas no seu volume e que séo as

forcas massa {f} (também representados por outros autores por {b}, (body)) cujas componentes

~

Sao:

{f={fx, fy, 2 }T (1.3)
Sob estas for¢as o corpo deforma-se. Um ponto qualquer de coordenadas {x,y,z} é obrigado a
deslocar-se de acordo com o vector deslocamento {u} de componentes :

{u} = {ux, uy, uz }7 (1.4)

1.2- O tensér das Tensdes

Qualquer vector tensdo actuante num ponto P pode ser decomposto em trés componentes
mutuamente ortogonais como mostra a figura 1.2.(a). As suas componentes de tensdo em cada
faceta associada a um referencial original mostram-se na figura 1.2(b), as quais se podem
projectar em direccOes tensdes normais e tangenciais a cada faceta de valores cij. Como mostra a

figura 1.2.c).

Figura 1.2 (a)

UAIlg ISE - Eng. Civil 1-3



Elementos Finitos Teoria da Elasticidade
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(b) (c)
Figura 1.2

Gjj: componente de tensdo na faceta i e na direccao j.

{cj}: Vector tensdo resultante na faceta i.
Ox§=0OxxExsTO Oxz\®z
lox} = oxc fex }+ oxy oy + oxz fez}
€z

fez)
fe,}

{Gy}=0'yx X +ny{ey}+ Oyz (1.5)
+ G4y

fex}
{G }= Ozx {ex}+ Ozy {ey}

(Notas:

- Na figura 1.2(a) os oj j sdo as componentes de tenséo oj j deveriam ser correctamente representadas por oj j.{ej}.
- {cx},{cy} {2} sdo mutuamente perpendiculares, embora possa néo parecer ( Figura 1.2.(b)).
{ox | Oxx Oxy Oxz tex]
{Gy} =|Cyx Oy Oyz |* {ey} (1.6)

{Gz} Ozx ©Ozy Oz {ez}

chamando-se tensor das tensdes a matriz de coeficientes:

Oyx Oy Oyz| < |Tyx Oy Ty .7
Gz ©Ozy Oz Tzx  Tzy Oz

Considerando x =1, y =2 e z =3, o0 tensor pode escrever-se:

©11 ©12 ©13
G21 C22 023 (1.8)
©31 ©32 033
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Elementos Finitos Teoria da Elasticidade

Os elementos do tensor das tensdes representam as tensdes normais e tangenciais as faces do
elemento que estédo direccionadas segundo o referencial cartesiano adoptado. Estas componentes
estdo em equilibrio entre si sendo algumas independentes. Por outro lado este tensor é simétrico
pelo que tyx = txy , Tyz = Tzy € T2x = Txz- Assim em vez de se representar o tensor na forma
matricial, torna-se mais pratico escrevé-lo na forma de um vector, cujos elementos sdo 0s

coeficientes independentes do tensor:

Ox °11
Oy G 22
(e) (e}
{o}=1°% ou lo}=1"% (1.9 8),b))
Txy T12
Txz T13
Tyz T23

Concluindo podemos afirmar que o estado de tensdo num ponto ndo é uma grandeza vectorial
(como a forga) e muito menos escalar (como a temperatura), mas sim uma grandeza tensorial,
cuja descricdo matematica é efectuada por intermédio de um tensor simétrico de 22 ordem num
espaco tridimensional (dois indices i e j que assumem valores X, y e z). Desta forma o estado de
tensdo num ponto pode ser representado por infinitas matrizes (3x3 simétricas) ou por vectores
(6x1 como em (1.9)) cujos seis coeficientes independentes assumem valores que sdo funcdo da
orientacdo de trés facetas mutuamente ortogonais que se escolham para representar os vectores

de tensdo de Cauchy e da orientacdo do sistema de eixos cartesianos de referéncia [8].

1.3 - Direcc0es principais do tensor das tensées

As direccBes principais do tensor das tensbes sdo as direc¢bes segundo as quais o tensor é
representado por uma matriz diagonal, sendo as tensdes normais correspondentes, ), o}, € oy
denominadas tensbes principais. As faces orientadas segundo estas direc¢fes ndo apresentam
tensGes tangenciais.

A determinacdo das tensbes e direc¢bes principais € um problema de valores e vectores

préoprios. Dado o tensor das tensdes [o] e a matriz identidade [I] o anulamento do determinante:
[o]-2*[1]=0 (1.10)
(conhecido como equacdo caracteristica) conduz a determinacdo das trés raizes A, cujo

significando séo as tensdes principais oy, oy, e o). Desenvolvendo a expresséo anterior:

611 ©12 ©13| (A 0 0 S11-* o1 513
621 622 623|-|0 A 0|=0 =| o917 ©Oyp2—-A ©Op3 =0 (1.10.9)
631 ©32 ©33] [0 0 2 631 c3p  O33—A
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Elementos Finitos Teoria da Elasticidade

que pode ser escrita no seguinte formato:
W1 %22 41, * A —13=0 (1.10.b)

cujos coeficientes (invariantes) sao:

G22 623 611 013 611 ©O12 el 12 ©13

l{ =011 +092 +033; 12= + + ; I3 =lo21 o922 023
632 033 631 033 G221 O22

631 ©32 ©33

(1.11,8),b),c))

e € um polindmio do 3° grau cujas raizes sdo: A1, A2 € As. Geralmente faz-se A1 > A2 > A3, €
o)=A1, 0y = A2 € oy =As. Substituindo cada raiz no sistema (dependente):

[s]-2*[i*{x}=0 (1.12)
obtemos os vectores solucao {X};, {X}; € {X}), cujas componentes representam as direcgdes

principais de tensdo relativamente ao referencial original. Por exemplo, fazendo, A = A1 e

resolvendo (1.13) fica:
[[c]—xl*[l]J* {X}=0 cuja solucdo sera:{X}, ={X, . Como o sistema é dependente ha que

arbitrar um valor prévio para uma das incognitas, por exemplo X 1= 1.

1.4- Equacdes Deformacdo Deslocamento ou Relacdes Cinematicas

Os deslocamentos {u} num corpo relacionam-se com as deformacdes {&} atraves do operador

diferencial [L] (operador de compatibilidade (alguns autores designam-no por [C])):

{e}=[L]{u} (1.13)
— — au — —_
0 X 0
=00 o S 00
0 ody 0
£X — 0 £X — 0
ey » ey 8ay v
u
€z 0 0 aﬁ x &z 8_22 0 82
= Zlxy ou = [L]= g
Yxy Q i 0 U y Yxy 8u_x + au_y — i 0
| | X z Yxz oy ox oy ox
el |2 0 2 y Uy, Mz 2 2
2) 1oz ) 85 yz oz | ox oz ox
Uy o 0
L ] oz oy i oy |

(1.14), (1.15) e (1.17)
ou em notacéo indicial:
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Elementos Finitos Teoria da Elasticidade

8ij=%*(ui,j+uj,i)

Tij = 28ij
com a notacao: ui7j=27u; . {X1, x2, X3} ={x, y, z}. (1.20) e
Exemplo:
8112%*(U1,1+U1,1)=ag—xx ? 812=%*(Ul,2 +U2,1)=%*(%+8;—Xy]

Pretendem-se demonstrar as relagdes (1.18) e (1.19) recorrendo-se para isso a figura 1.5
relativa ao caso bidimensional. (Nota: Todas as derivadas sao calculadas no ponto P)
A extensdo linear segundo x; é:

_AP-AP
AP '

Desenvolvendo em série AP fica:

&1 AP = dxy, AP = \/ (dxq+uggdxg P+ (upqdxg P

o 1 1 :
AP= dx1{1+ Upg + > U1,12 + 5 u2,12 + termos ordem superlor}

Logo:
1 2,1 2
g1 =Uyp +7U1" +5Up (@)
2 2
Analogamente:
1 2.1 9
gy =Upp +-Ug2" +7 U2 (b)
2 2
X2 up+ug, 1dxg+ug 2dxp
0 U+uq odxp ) "o
[ | —_
B 5
/
92 Up+up, 1dxg+up odx)

.

dX2
T B , C [
dXZ i {lr T

Uo+Uo 10X
uZl Xm Il !

P A l
—

L AU RES

A

> X1
Figura 1.5 - RelacGes cinematicas - caso bidimensional.
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Elementos Finitos Teoria da Elasticidade

Relativamente a distor¢do temos:

Y12 = 9119 ©
em que:
U, 1dX u u
tgpy =2t T2l (d), eanalogamente  tgey = — 22— e).
Xm + Ullldxl 1+ ugy 1+ uso

Na hipdtese dos pequenos deslocamentos as derivadas Uj 1, Uy o, Up 1 € Ug  S80 quantidades

muito pequenas face a unidade pelo que o seu quadrado nas expressdes (a) e (b) se torna mais
pequeno e por isso desprezavel relativamente a uj 5 € a U, ». Por outro lado, pelo facto de ug ; e

Uy o serem quantidades muito pequenas face a unidade os denominadores das expressoes (d) e (€)

ficam praticamente unitarios. Consegue-se desta forma linearizar [13] as Rela¢cdes Deformacdes

- Deslocamentos que se passam a definir como:

€= ul,l (f)
gx=Up) (9)
Y12 =Upp +Upq (h)

demonstrando-se assim as relagbes (1.18) e (1.19) para o caso bidimensional. No caso

tridimensional ter-se-ia ainda:
€3=U33 , Y13 =Uy 3t Uz ,  Yz=Uz3tugp
De (1.18) vem:
€1 =1/2*(uy o+Uy 1)
que comparado com (h) se deduz 2*eq, =y1, demonstrando-se assim a expressao (1.19) para o

caso bhidimensional.

UAIlg ISE - Eng. Civil 1-8



Elementos Finitos Teoria da Elasticidade

1.5- Equacoes Diferenciais de Equilibrio

Figura 1.3 - Equilibrio no interior do corpo (f =massa)(adaptado de [2]).

Considere-se agora o equilibrio num ponto interno de um corpo sujeito as de massa {b} e a
um estado de tensdes {c}. O ponto é representado pelo elemento material de volume dV. O
equilibrio resulta da satisfacdo das seguintes equacdes da estatica, X Fx =0, X Fy =0, e X F; =0,
pelo que ha que quantificar as resultantes ([tensdo] X [&rea]) segundo cada direccdo e igualar a

zero. Por exemplo, fazendo o equilibrio segundo x-x ter-se-a:

0 0 ot
(GX +%dx—cx )1ydz + (‘czx + Taix dz—17x )ﬁxdy + (ryx + a);x dy—tyx )dxdz +fdv=0 (1.22)
=
0
(a“—x dxjdydz ; (aﬂ dzjdxdy+ X 4y ldxdz +f, dxdydz =0 (1.23)
OX 0z oy
ou seja,

=0 (1.24)

que € uma equacao diferencial de equilibrio na direccdo x-x.

UAIlg ISE - Eng. Civil 1-9



Elementos Finitos Teoria da Elasticidade

As equacdes diferenciais de equilibrio no interior de um corpo séo:

4 06y  Olyx Oty =0
X
oX oy 0z
0 0 0
< Sy Py Ty +fy =0 (1.25)
OX oy 0z
O +8Tyz %0z g =0
L ox oy oz °

Atendendo a simetria do tensor das tensGes e adoptando a notacdo de Voigt (e x=1, y=2 e z=3), a
igualdade anterior escreve-se:
0111 +0122 +0133+f1 =0
(52111-1-0'22]2 +(523,3+f2 =0 (126)
0311+032,2 +0333+f3=0
Sabendo que a derivada pode ser denotada por uma virgula ",", cada parcela fica:
06

e atendendo a que na notacdo de Voigy dois indices iguais numa parcela significam um

somatorio de i=1 a i=3 nesse indice, podemos escrever (1.26) de uma forma mais compacta:

Gji,i +fj =0 I (1.28)

(Nota: Na representacdo de Voigt (ou indicial) indices repetidos na mesma parcela representam o

somatorio dessa parcela em relagéo a esses indices).

Considerando o operador de compatibilidade podemos escrever:

L] {o}+{t}=10} (1.29)

1.6- Condicoes de Equilibrio na Fronteira

As condicdes de fronteira podem ser de dois tipos: cinematicas e estaticas. As primeiras

correspondem a restricdo de deslocamentos num subdominio da fronteira, como por exemplo
fazendo {u}={0} em Sy (ou Si1), ou a imposicdo de deslocamentos, {u}={a} (por exemplo,
assentamentos de apoio, neste caso de valor "a"). As condicdes de fronteira estaticas
correspondem a definicdo das accbes em subdominios da fronteira. Sdo exemplos a aplicacdo de

cargas pontuais {P} ou distribuidas {T} em zonas restritas St (ou Sy).

UAIlg ISE - Eng. Civil 1- 10



Elementos Finitos Teoria da Elasticidade

Pretende-se agora verificar o equilibrio de um ponto localizado na fronteira do corpo.
Imagina-se que o ponto € um cubo de pequenas dimensdes “cortado™ por um plano inclinado, a

superficie exterior, resultando um tetraedro como se mostra na figura 1.4.

area BDC = ny dA
area ADC = ny dA
area ADB = n; dA

Figura 1.4 - Equilibrio na fronteira
A normal unitaria {n} ao plano tem como componentes os cosenos directores em relagdo ao

referencial adoptado,

{n} = {nX ) ny ) nZ}l

{n}=1. (1.30)
Realizando o equilibrio segundo x-x, vem:
Oy Ny dA+ 1y Ny dA+15 N, dA+ =T, dA (1.31)

Para as restantes direccdes obter-se-do expressdes semelhantes. O equilibrio na fronteira St é

dado pelas seguintes equac@es de equilibrio na fronteira :

Txy Nx +0y Ny +15 N, =Ty (1.32)

Atendendo a simetria do tensor das tensoes:

Ty Ox Txy Tx Ny

— *
Tyr=[Tyx Oy Tyx Ny (1.33)
T; Tzx  Tzy Oz ng

ou ainda de uma forma mais compacta na forma indicial, fica:

UAIlg ISE - Eng. Civil 1-11
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TJ =0‘jini (134)

Definindo [n] como a matriz de componentes da normal unitaria direccionada para o exterior da
superficie, ou seja:
nq 0 0 Ny nNj 0
[n]J=| 0 n, 0 n; 0 ng (1.35)
0 0 N3 0 Ny nNo

também se pode escrever:

{Ti=In]*{s} (1.36)
com {c} definido por (1.9 b)).

1.7- Equacdes Tensdo - Deformacdo ou Relaces Constitutivas

Para materiais isotropicos com comportamento elastico linear as relagcdes aplicando uma

tensdo ox as deformacges sdo as representadas na figura seguinte.

-
i

Oy o, T
= = T
s
X | ‘ | Y2 v
o
\be ‘ X > 4 < 5[, fAy y
o o 2 2
Ay Oy «—— ¥ —»
&G =—=—
X E
Ay, I Ox
= — = —V* = —VvV—
&, " mas &, VU & logo s, Vo
igualmente & = —v—

E
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Repetindo o processo para cy e depois para cz:

S
53
<« N>

& w5 —4z
—1=& 2
| | ! v
X .
Wie— Y'———»tw Sﬂd —Ax
o 2 2 2
A Lo +«— X —»
e = _ %y
Yoy E
Ay oy
& = ' mas &, = —V: &y logo ¢, = —V?
igualmente & = — V?y
Z | O
A7 A v
2 A —lix
T 7
7 X
| e,
I v 0
b Z
% : y [ |—<Ay
v u > >
— Y —»
Oy X
LMo
2 Z E
x Oy
£x=7 mas & =—vxg, logo £x=—VF
igualmente & = —v%

obtemos as relacdes e-c denominadas por relacdes constitutivas, sdo dadas pela lei de Hooke

generalizada:

Ox Oy Gz t
Ey =X —v—2>—v-—2% | =—>
XT ETVE VE =g
_ vSx ., % oz T
YEVETE VE Y = (1.37 a) a )
(¢}
g, = VG_X_V_y_F& , —Ti
E E E vz =g

sendo v o coeficiente de Poisson, E, 0 mddulo de elasticidade linear e G o médulo de

elasticidade transversal (ou de distor¢éo). As grandezas E, G e v sdo interdependentes.
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_E
2% (L+v)

Somando as trés primeiras relagdes obtém-se a seguinte propriedade:

(SX +8y +8X)—

_(1-2*v),
E

As relagdes constitutivas podem escrever-se matricialmente:

Resolvendo o sistema em ordem as tensdes obtemos a relagdo inversa:

GX

Sy

Gz

X
gy

€z

¥xz

Tyz

E

1
E

-V
E

-V
E

Xz

Tyz

UAIlg ISE - Eng. Civil

oy @+v)*L-2%V)

tej=[s]*{c}

v v |
E E
1 -v 0
E E
v 1
E E
1
G
0 1
G
1
G.

(o} =[D]*{e}

(GX +Gy+GX)

ox
oy
oz

TXy
™z

Tyz

1-v \%
1-v v 0
Y v 1-v
1-2v
2
0 1-2v
2
1-2v
2

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)
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1.7.1- Casos Particulares

1°) Uma Dimensao :

Para o estado unidimensional a relacdo constitutiva entre as tensdes e deformacdes que é a
conhecida Lei de Hooke :
c=E*e¢. (1.44)

2°) Duas Dimensoes:

2.1.a) Estado Plano de Tenséo
2.1.b) Estado Plano de Deformagao
2.1.a) - Estado Plano de Tenséo

As componentes de tensdo normais ao plano sdo nulas, ou seja, relativamente ao plano X-Y,

oz =0, 1xz = 0 e ty; = 0. (Exemplos: Paredes carregadas no seu plano, almas de perfis I, etc.)
fe}=[s]*{o}

eX 1 1 -V 0 G X
syr==l-v 1 0 [|*o (1.45)

E
Yy 0 0 20+v)| |uy

Resolvendo em ordem a {c}:

(0% E 1 v 0 €x

Oy (= v 1 0 |*<e (1.46)
Y 1-v?2 0 0 @-v) y

Txy | Uy

2.1.b)- Estado Plano de Deformacéo

Relativamente ao plano X-Y este estado caracteriza-se por ter nulas as seguintes componentes
e deformacéo: e, = 0, yxz = 0 e yyz = 0. (Exemplos: seccdo transversal de uma barragem longa,

tubos cilindricos sujeitos a pressdes internas). As relacdes tensdo deformacéo séo as seguintes:

o} =[D]*{e}

oX E 1—V A% 0 EX

oyrt=—0— 1-v 0 |*:¢ (1.47)
[T @a+v)a-2v) a-2v| |7

TXY 0 T ny

Invertendo a relacéo:
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1 -V 0
1-v
EX 2 OoX
1-v -V
= 1 0 |* 1.48
°y E |1-v oy (1.48)
Y
Xy 0 0 % Xy
- _V_

1.8- Efeitos da Temperatura

Para um corpo ndo restringido cinematicamente, isto é, para um corpo isostatico um aumento
de temperatura provoca um aumento de deformacéo {eg}sem introducéo de esforgos:
leot=10AT aAT «AT 0 0 0O)F (1.49)

Havendo restri¢es cinematicas, ap6s um aumento de temperatura as tensdes serdo dadas por:

{o}=[DI*{{e}-{e0}}- (1.50)

No estado plano de tenséo e estado plano de deformagéo temos respectivamente:

aAT o AT
{eo}=1aAT {eo}= L+ Vv){aAT}. (1.51, 1.52)
0 0

1.9- Condic0es de Fronteira

As equacles deformacdo-deslocamento {e}=[L]*{u}, de equilibrio no interior do
corpo[L] {o}+{f} = {0}, de equilibrio na fronteira do corpo {T}=[n]*{s}, e as relaces tens&o-
deformagio {c}=[D]*{e} definem um sistema com 18 equagbes diferenciais, com 15
incognitas, das quais 3 sdo componentes de deslocamentos, 6 componentes de tensdo e 6
componentes de deformacéo.

O sistema tem mais 3 equacfes que incognitas e por isso pode ter ifinita ou nenhuma
solucdo (embora seja mais provavel estre ultimo caso). Para obviar este problema ha que impor

condicBes de fronteira cinematicas (ou essenciais) ou estaticas (ou naturais) (ex.: reaccdes,

outras forgas).

1.10- Campos Eléasticos [27]

Campo de admissibilidade cinemética:

- um campo elastico é cinematicamente admissivel ou compativel se satisfaz a relacdo
{e}=[L]{u} no dominio D e as condicGes de fronteira u=u* em S1.
- para um campo de deslocamentos ha um unico campo de deformacdes que satisfaz as relacdes

cinematicas, porque o sistema é totalmente determinado com 6 equacdes e seis incognitas:
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Campo de admissibilidade estatica

- um campo ¢ estaticamente admissivel ou equilibrado se satisfaz as relacdes [L]"{c}+{f}={0}
no dominio D e as condi¢des de fronteira T = T* em S2.

- para um dado sistema de forcas externas hd& um ndmero infinito de campos de tensdes que

satisfazem as relacOes estéticas porque o sistema ¢é indeterminado com 3 equacdes e 6 incognitas.

Campo exacto
- um campo elastico é exacto se for simultaneamente cinematicamente e estaticamente

admissivel.

Problema Fundamental de Equilibrio:

"O problema fundamental de equilibrio em Teoria de Elasticidade consiste em calcular os
campos internos de deslocamentos, de deformacdes e de tensées em todos os pontos do dominio,
conhecidas as forcas de massa, as forcas aplicadas e as condigdes de fronteira. Estes campos
deverdo verificar as relagdes de compatibilidade, de equilibrio e constitutivas™

("Introducdo ao Método dos Elementos Finitos™, AEIST,Prof. Pedro Parreira)

Campo de Deslocamentos:

{(ILT[D] [L]) *{u}+{£}=(0} | Campo de Forgas:

Relagcoes de Cinematicas: Relagoes de Constitutivas: Relacdes de Equilibrio:

(€=U} iy (o)D) <oes  Oibi+1i=0
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ISE-EXEMPLO ILUSTRATIVO das equagdes que governam a Teoriade Elasticidade

(a partir de um campo de deslocamentos conhecido)

Num elemento laminar no estado plano de tensdo o campo de deslocamentos nodais séo ui e vi.
Adoptam-se as funcgdes de interpolag&o Ni(xy).

O elemento tem lado x,a=2 m elado y, b=1 m, t=0.001.

a:=2 ‘ y
b:=1 {.--‘ ~~~~~-*-----
‘ --------

E :=210-10° H il DN
=03 1 [Gb) L
V=g =4 (a:b) f

Y [(N64) (N6 3) ;
r 4
b f’
1 3 N
1 T
L]
L]

N(xy) matriz de funcBes de forma, usadas para aproxmar
o campo de deslocamentos, neste exemplo.

N(X:Y) = [Nl(xly) ;NZ(xIY) ; N3(xIY) ; N4(xIY)]

wen =[(1-3)+(1-3): Q(0-5): Q-G -2 G)]

1- Sabendo que os deslocamentos nodais os indicados a seguir apresente o campo de
deslocamentos (u(x,y); v(x,y)) no interior do elemento:

_ _ -3 ,_ =3 _ -3
u =0 u, =-3-10 u3.—3-10 u, =-2-10
v, =0 v,i=-210"° v, i=2:10°° v, =5:10"° 0 0
-3
-3:10 _3
4 4 u= 110 " -2:10
; . . =3
Uxy= D0 NI Y V)= > NI, . 210
i=1 i=1 -2:10
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ISE 4

Z Ni(x,y)-u,

i=1

u(x,y)=

4

Z Ni(x,y)v,

i=1

v(x,y)=

[
—1 1
dx
eX(X,Y) ;
ey(x,y) [F| @ 59' {
XY(X,Y)
a,4d,
ldy dx |
(X, y) =ty
’ 2000 250
- 1
eY(X,y) \=—— X+ —
y(x.Y) 2000 200

ny(x y) ':i— iy
’ 1000 2000

2- Determine o campo de deformagdes:

U Y) E ot Xy =y
772000 250 500
V(X y) :=i.x_ LXY'FLY
’ 1000 2000 200
RELACOES CINEMATICAS
{e}=[L]*{u}
' A3 o1,y 1 )
dx|2000 250 500
U(X,y):| 8X(Xay) d /_1 1
v(X.y) y(x,y) |= d_y\M.X—M.x.}/-I-ﬁ-)’)
XY(X,Y)
QJ;L“_;L*W_Lﬁ+iijL
|dy|1000 2000 200 dx| 2000

1

250

+

250

1
— XYy

—_— 1 .
500

2.50E-03
2.00E-03
1.50E-03
1.00E-03
5.00E-04
0.00E+00
-5.00E-04
-1.00E-03
-1.50E-03

“VBarreto
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ISE-" "

eyy

5.45E-03

5.25E-03

5.05E-03 :
4.85E-03 12
4.65E-03 14
4.45E-03

5.00E-03
3.00E-03
1.00E-03
-1.00E-03 1

-3.00E-03

3- Calcule o campo de tensdes:

RELACOES CONSTITUTIVAS
{c}=[D]*{e}

2.308-10° 6.923.10'

0
_ 7 )
1-vi g g 1=V D =6.923-10" 2.308-10 0
0 0 8.077-10

oxXX(X,y) :=-50+ 923200-y— 34615-x

oyy(X,y) :=1050155 + 276920y — 115400-x

OXX -50+ 923200-y - 34615-x

oyy [=| 1050155+ 276920y — 115400-x
oXy

oXy(X,y) i=- 242310 — 40385y + 323080

o=

-242310- 40385y + 323080-x

“VBarreto
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“VBarreto

SXX

9.40E+05

4.40E+05

-6.00E+04

1.40E+06

1.20E+06

1.00E+06

8.00E+05

3.50E+05

1.50E+05

-5.00E+04

-2.50E+05
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NOTA. Tenséo de Von Mises (Tens&o de Comparacao, de referéncia etc,) usado no REAE, Eurocédigo 3, etc..
(Critério da energia distorcional méxima)

GVnt(x, y) J xX(X, )+ oyy(X,¥)’ = oxx(X, y) oyy(X, y) + 3-0xy(X,y)

SVnt

1.23E+06
1.13E+06 L
13
1.03E+06 v
15
9.27E+05 16

1kN/m 2 =1 N/mm2 =10 kgflcm2

4 - Calcule as forgas de massa:

. ) d
RELACOES de EQUILIBRIO no ;(GXX(XN) +d—y°XV(Xa y) +B=0
interior do corpo

oji,i +fj=0 4 oxy(x.y) + L oy(x.y) + fy=0
dx dy

:—(- 50+ 923200-y— 34615 X) + :—(- 242310 - 40385-y + 323080-) + (X, y)=0
X y

Logor  f(x.y) 1= 75000

; ; fy(x,y) :=- 600000
d_(- 242310 - 40385-y + 323080 -X) + d—( 1050155 + 276920y — 115400-x) + fy(x, y)=0
X y

Obtiveram-se forcas de massa constantes no dominio porque as fungdes tenséo séo lineares.

“VBarreto
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IS5-Y2rcas de equilibrio na fronteira

RELACOES de EQUILIBRIO na
fronteira do corpo

_ * _ TR
{T} =[n]{c} <=> Tj=gji,i *ni {T} = [n]*{c} emque:
B T ] _|nx 0 ny
51- LADO x=2 y=qualquer [n]<=>[L] ou seja, = 0 ny nx
para este ladovem: nx=1ny=0 ==> = nx 0 ny( |100
0 ny nx 001
_ OXX -50+ 923200y — 34615-x
Tx nx 0 ny 100 -50+ 923200y — 34615-x
T(x y)= = 1oyy [= | 1050155 4 276920-y — 115400-x |=
Ty 0 ny nx 001 -242310 - 40385y + 323080-x
) oXy -242310— 40385y + 323080-x
-50+ 923200-y - 34615-x -69280 853920
T(xy) = (2,0) = T(2,1) =
|-242310- 40385y + 323080-x 403850 363465
5.2- LADO x=qualquer y=1
nx 0 ny 001
para este ladovem:nx=0ny=1 ==> n= =
0 ny nx 010

OXX -50+ 923200y — 34615 -x
Tx| [nx 0 ny 001 -242310- 40385 y+ 323080-x
T(x,y)= = 1oy [= | 1050155 + 276920-y— 115400-x |=
Ty 0 ny nx 010 1050155 + 276920y — 115400-x
oXYy -242310- 40385-y+ 323080-x

-242310 - 40385y + 323080-x - 282695
T(0,1) =

363465
T(x,y) = T(2,1) =
1050155 + 276920-y — 115400-x 1327075

1096275

53- LADO x=0 y=qualquer

para este ladovem:nx=-1ny=0 ==> nx 0 nyl[-10 0
n= =
0 0-1

0 ny nx

50— 923200y + 34615-X

OXX -50+ 923200y — 34615 -x

Tx nx 0 ny -100

T(X,y)= = 1oy |= -1 1050155 + 276920-y— 115400-x (=

Ty 0 ny nx 0 0 - 242310+ 40385-y— 323080-x

oXy -242310 - 40385y + 323080-x
50— 923200-y + 34615 x 50 -923150
T(xy) = T(0,0) = T(0,1) =
242310 + 40385-y— 323080-x 242310 282695

“VBarreto
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ISE-BAIg LADO x=qualquer y=0
para este ladovem: nx=0ny=-1 ==>

OXX

Txy) Tx nx 0 ny 0
X, y)= = . =
y Ty 0 ny nx W 0

oXy

242310+ 40385-y— 323080-x

T(x,y) :=
(xy) [- 1050155 — 276920y + 115400-x

0.872m

0 ] 1050155 + 276920y — 115400-x ={

nx 0 ny 0 0 -1
n= =

0 ny nx 0-10
-50+ 923200y — 34615 -x

-242310 - 40385 y+ 323080-x

242310
T(0,0) =
-1050155

1.108m

363465 kN/m?

T >
X
\/
-923150 kN/m? -282695 kN/m?
853920 kN/m?
999.9E%m
75000 kN/m?
136E3m &
50 kN/m? -69280 kN/m?

-403850 N/m?

I/——’
242310 kN/m?
0.75m

1327075 kN/m?

I

Ty

282695 kN/m?

1.25m

1096275 kN/m?

363465 kN/m?

-600000 kN/m?

“
|

h hl.

242310 kN/m?

L

-1050155N/m?

“VBarreto
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403850 kN/m?

i

-819355 kN/m?

T(2,0)

242310+ 40385-y— 323080-x

403850
|-819355

0.924m

0.075m

718

-1050155- 276920y + 115400'X}




ISE-Uigrificar se 0 Campo de Forcas esta equilibrado. 8/8

RH = Somatério das areas de tensao horizonais x espessura + forca de massa x volume =-5.89<>0 kN
RV = Somatério das areas de tensao vertical xespessura + forgca de massa xvolume =0.1 <>0 kN

Logo, o campo de forcgas esta equilibrado

* * * * *% *% *% *kkk *kkk *kkk *kkk *% * * * * * *% *% *%

Comentarios:

Campo de Deslocamentos: Campo de Forcas:

{u} {f}

Relagoes de Cinematicas: Relagdes de Constitutivas: Relagdes de Equilibrio:
{e}=[L]*{u} <> {6}=[D]*e} <> oji,i +fj =0
Tj=oji * ni

Notas Importantes:

1) O problema aqui desenvolvido pressupés a priori conhecidos os deslocamentos nodais, do qual se obteve o campo de
deformagdes (compativel) - E assim "cinematicamente admissivel" porque cumpre as relagdes cinematicas no seu dominio e
nas condi¢des de apoio (0os deslocamentos nodais séo conhecidos a priori).

2) Para cumprir as rela¢des de equilibrio no interior do corpo, isto &, Gji ,i + fj =0, foram determinados os valores fxe fy (Que
deixaram de ser uma das incégnitas do problema!). Nestas iguladades estao implicitas as rela¢fes constitutivas,

{G}:[ D] *{8} .A partir das tens@es no interior do corpo cumpriu-se o equilibrio na fronteira fazendo,
Tj = oji * ni.
O campo de tensdes é "estaticamente equilibrado/admissivel" porque cumpre o equilibrio no interior e na fronteira do corpo.

3) Como o campo elastico é "cinematicamente admissivel" e "estaticamente equilibrado” é "exacto".

4) Para aferir o erro no equilibrio determinaram-se as resultantes horizontal (RH) e vertical (RV) que deveriam ser
teoricamente nulas. Ocorre um pequeno erro porgue o desenvolvimento de todo o problema se baseou em fungées de
"aproximacdes" de deslocamento (u(xy) e v(xy)) que naturalmente n&o sdo as exactas ( ... 0 proprio nome indica que séo
"funcdes de aproximagdo” ... de deslocamentos.

5.1) Na generalidade dos problemas de mecanica dos solidos o problema é inverso daquele que aquifoi desenvolvido.
Isto é. Conhecem-se as forcas (de massa, superficie, pontuais) mas pretende-se saber o campo de deslocamentos.

5.2) Para este fim cumprem-se naturalmente as rela¢®es de equilibrio, constitutivas e cineméticas. Como o problema é
indeterminado é necessario impor condi¢des de fronteira cinematicas e estas serdo 8o no minimo trés, as necessarias para que
0 corpo nao tenha movimentos de corpo rigido.

5.3) As incognitas do problema (incognitas primarias) seréo os deslocamentos nodais (ul, a u4,e vl,a v4) que nao foram
restringidos. Os valores numericos obtidos serdo também aproximados, porque o problema esta "construido” em fun¢des de
aproximacao de deslocamentos aproximadas.

5.4) O campo de deslocamentos (no interior do corpo) é determinado como sendo uma combinacéo linear das fungdes de
aproximacao sendo os coeficientes de ponderagéo os deslocamentos nodais.

5.5) Determina-se o campo e deformagdes (incégnita secundéria), que como € uma derivada do de deslocamentos tém
Menos precisao que este.

| 5.6) A seauir obtém-se as tensdes (no interior do corpo e na fronteira). (incéanitas secundarias). Como estas resultam da
VBarreto




| SdEerio/R%a do campo de deslocamentos que ja é aproximado, o valor das tensdes também sera menos exacto.
6) No decurso do problema determinam-se as tensdes de Von Mises. Estastem natureza de tensdo normal, e séo tensdes
resultantes absolutas num ponto, ndo dependendo por isso da direc¢éo (ou orientagdo num determinado referencial
cartesiano). Podem por isso mesmo ser comparadas directamente com tensdes normais resistentes dos materiais obtidos em
ensaios de trac¢do, como acontece para os agos, permitindo a verificacdo de seguranca ao fendmeno de cedéncia do material
(ou plastificacéo).

“VBarreto
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Problema: 2 (adaptagéo de Problema Prof. Vitor Leitdo, IST)

Andlise de Placas

N&o é em geral possivel obter a solu¢do exacta para uma determinada placa. A obtencdo de solugdes
apenas compativeis ou apenas equilibradas é, muitas vezes, o Unico recurso. O método dos elementos
finitos permite encontrar aproximacoes t&o boas quanto se deseje para estes elementos.

Hé& contudo, casos em que solucdes exactas existem e € um desses casos que vai ser examinado de

seguida.
| o X loYm?
=7 l ”: Y/ =02
o > OO T o S
< ! fa
g i E :
= ] ¢ =10 kifm”
g T
t 3. —
0 e e =
‘ =
| | A
l £
/2/"% ‘ I | |
- P |
i Ll
- e — °%.
2 <
e
Resolucéo:
oxx (X=*1,y)= 10 KNm/ 0.001 m = 10000 kN/m? (al1)
oxx (X=-1,y)= +10 KNm/ 0.001 m = +10000 kN/m? (a2)
qualquer que seja (X;y) oy(xy) =0 o xy (X,y)=0 (b)

Ex (X,y): Gxx/ E= 10_4
gy (XY)= - v * & =-0.2* 104 = -2 x 10%

mas se &x (X,y)= % =S u,(xy) = [e(xy)dx = g,(xy) * x + C;=104 + Cq
impondo a condicdo de fronteira:  u,(x =0,y =0) =0 = C1=0, logo,  u,(x,y) =104*x

ouy (xy)
]

igualmente também se obtém: ey (X,y)= =u,(xy) = [&,&xy)dy =&,(x,y) *y + C,=-

2x10-5+C>
impondo a condigdo de fronteira:  uy(y = 0) = 0 = C2=0, logo, uy(x,y) = —2x1075y



Resumindo, os campos de deslocamentos sao:
u, (x,y) =104*x ou simplificando a escrita, ux =104 x
uy(x,y) = —2x107%y ou simplificando a escrita  uy =-2*10%*y
Resumindo os campos de deformacgdes séo:
£, (x,y) =104 ou simplificando a escrita, &x =10+
€,(x,y) =-2-10%  ousimplificando a escrita &y =-2*10"

e Confirme se a solugdo é exacta
= Verificar as relagdes de Compatibilidade deformacéo-deslocamento:
a) o interior do corpo (dominio), ou seja {e}=[L]{u}

ex (x,y)= % =104

gy (x,y)= auJ(;_S"y) =.2*105

_oux(xy) , ouy(xy) _
Yxy (X, 3’)— ay + dx =0

b) na fronteira (no ponto de apoio que é no centro da placa!) -ja o foram quando determinaram
os coeficientes C1 e C2.
ux(0,0)=0
uy(0,0)=0
Concluséo: verificam-se as relagdes de compatibilidade.

= Verificar as relagdes de Equilibrio:
a) verificar no interior do corpo : oji,i + fj =0, ou seja,

_—

] 0
Taxry) o TOxyGey) o £.(x,y) =0 (d)

E dy
—00yx(xy) , 9Tyy(xy)
: : ) =0
2, + 3, + £, () (e)

que requer o célculo prévio deTa}=[D]*{a}=>

Oxx(x,y) E 11/ 11/ 8 Exx(x,y) 1 02 O 104
{O-J’Y(JW)} = 12 1—v|* [gyy(x,y)} = 104167778 [0.2 1 0 ] * {—2 * 10_5}
Oxy(x,y) 0 0 — Vxy(xy) 0 0 04 0
Oxx 10000
N 0
Oxy 0

Note que fx = fy = 0, porque nada é dito no enunciado quanto a existéncia de forcas de massa.
Assim colocando (f) nas expressdes (d) e (e) verifica-se ser verdade, logo, existe equilibrio interno.

b) verificar na fronteira Tj = oji * ni, ou seja:

T (x,y) T-xx(x,y) * Ny + Oxy(x,y) ¥ My (g)

Ty (%,Y) | Oyxxy) * N T Oyy(xy) * Ny (h)

- aqui sera necessario verificar o equilibrio nas faces superior, inferior, direita e esquerda.



- Exemplificamos para a face direita (Faceta +X). Nessa face o vector direccional é:

w=(3-0 o

-substituindo em (g) e (h) os valores de (i) e ainda os de (a), (b) e (c) obtemos:
T,(x,y) = 100001+ 00 = 10000 KN/m?
T,(x,y)=0%1+0x0=0
que sdo de facto as forcas aplicadas na superficie direita. Logo existe equilibrio estatico na mesma.
Deveré fazer o mesmo para as restantes e verificara que existe equilibrio total.

Como as relagdes de compatibilidade e de equilibrio no interior e na fronteira sdo satisfeitas a
solucdo € exacta.

Fim.
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2.1 - Teorema do Trabalho [27]
O trabalho total anula-se para qualquer campo elastico estaticamente admissivel (equilibrado) u,
€, 0, a0 associar-se a qualquer campo elastico cinematicamente admissivel u*, €*, *, ambos

definidos no dominio D e na fronteira S.

I{f }{u*ldD +I{T}T {u*jds= I{G}T {e*jdD (2.1)

D S D
(Nota: por simplicidade o integral na fronteira S engloba todas as for¢as de superficie distribuidas
T e pontuais P)

Wy .
Deformada RO
e , S

X “‘:‘ - _.'-": ‘5/ A Y N
9"“‘ P
,{§*_/} l¢ Deformada
'
::7 1
“ /I
X Lo {u*}

o

Sabe-se que se {u*} e {&¢*} sdo compativeis

Sabe- F ta ilibri . . .
se que {F} ¢ {o} estdo em equilibrio (campo cinematicamente admissivel)

(sistema estaticamente admissivel)

N— I
——

O trabalho virtual total é nulo

2.2- Teorema dos Deslocamentos Virtuais. Revisdo.[2, 9, 14]

O Teorema dos Deslocamentos Virtuais (também designado por Principio dos Trabalhos
Virtuais) € uma particularizacdo do Teorema do Trabalho.

Deslocamento virtual é qualquer deslocamento compativel com as restricdes (apoios) da
estrutura garante continuidade material no interior do corpo (ou seja ndo abrem fissuras) por isso
se diz cinematicamente admissivel.

O Teorema dos Deslocamentos Virtuais enuncia-se da seguinte forma:

"Uma estrutura esta em equilibrio com um sistema de forgas exteriores, se ao se impuser
deslocamentos virtuais arbitrarios (du), mas compativeis com as condi¢des de apoio, o trabalho
realizado pelas forcas exteriores sobre 0s deslocamentos virtuais (trabalho virtual externo), for
igual ao trabalho realizado pelas tensdes internas sobre as deformagoes virtuais () produzidas

pelos deslocamentos virtuais (trabalho virtual interno)".
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Aplique-se entdo este principio a um corpo deformavel. Seja um corpo num estado de tensdes
{c} em equilibrio com as acc¢Bes presentes na nesse corpo, isto €, com os campos de for¢as de
massa {f}, de traccdo {t} e pontuais {P} (representadas por {T}). O corpo apresentara deformacoes
reais.
Imponha-se ao corpo um incremento de deslocamentos virtuais {ou} e que geram deformacées
{6¢} virtuais, os quais tém que ser cinematicamente admissiveis e compativeis com as condi¢fes
de fronteira (ver figura da pagina anterior).

Durante o deslocamento virtual o campo de forcas realizara um incremento de trabalho externo

W,y definido pelo produto do campo das forcas pelo dos deslocamentos virtuais:

Wy = j Uy {1V + j{au}T{r}ds 2.1)
D S

O incremento de deslocamentos virtuais gera incrementos de deformacgdes virtuais que

multiplicados pelo estado de tenséo resulta em trabalho virtual interno de deformacéo, 6Wint, que

é igual a energia virtual de deformacéo interna acumulada na estrutura:

SWipy = j {o} {8c3dD = J' {3} {c}dD (2.2)
D D

(o produto interno é comutativo{c}T{a} ={s}T{c}).

Atendendo Teorema dos Deslocamentos Virtuais a estrutura estd em equilibrio, e por isso:

OWint = 8Wext (2.3)
ou seja:
j £} {5u3dD + _[ {07 {supds = j {c}T{5}dD (2.4)
D S D
{68}T = {58)( Sey dey 6yxy Yz Syyz}
duy (X,Y,2) Ty ty
{SU}Z 6Uy(X,y, Z) 1{f}: fy 1{t}: ty
duz (x,y,2) f, t,
Suy (X, YiZj) Px
{8u}i =<duy(Xj,Yi,zj) passociadoa{P}; = <Py ¢, ou, (2.10e2.11)
Uz (X, Yi,zj) P,
0y (Xi,Yi,Zi) My
{u}i ={0} =10y (xi.yi.z;) associadoa{M} ={ My, . (212e2.13)
0, (Xi,Yi. zj) M,
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sendo i um ponto genérico do corpo de coordenadas (X, V;zj). Como se constata desta
representacéo simbolica, {ou}; séo deslocamentos generalizados virtuais do ponto i (ou no6 i), e
representa deslocamentos de translacdo ou “deslocamentos"” de rotacdo, consoante P; seja uma

forga concentrada propriamente dita ou um momento concentrado. A expressdo (2.4) é uma
equacao de equilibrio entre tensdes internas no corpo e accdes aplicadas no seu interior (forcas de
massa {f}) ou na fronteira (forgas de superficie {t}, {P} e {M}).

Vamos desenvolver a igualdade anterior: (2.4)

f tx
sendo: {f}= f§ forcas de massa [N/m?] no dominio (ou volume) D, {t}= ty forcas de
f, tz
superficie distribuidas [Nm] ou concentradas [N] na superficie St do corpo
dux (X,Y,2)
{ou}= 8uy(x,y,z) deslocamentos virtuais [m]
duz(x,y,z)

Como {e}=[L]*{u} também {&c}=[L]*{5u}, isto é:

9 0 O
OX
Sex| |0 2 o
dey o P
5 0 0 —| [dUx
~ . L . € | 0Z | ~ . -
Deformacdes virtuais, isto é Spey[ | 0 @ 6uy (Relacdes Cinematicas)
xyl | < 2 o
5 ay OX SUZ
Xz o 0 0
Oyz) | &z ox
0 2 9
i 0z 0y |
(c)
{G}T = {G oy Oy © o o } .
X Py Pz PXy PXz Pyz vector das tensdes (reais).
MAS a Relacéo Constitutiva , {c}=[D}e}desenvolvida da:
3=k = {3 =k ={e¥'[O (d)
Mas {g} =[L]*{u} (e)
e consequentemente  {e}" = ([L]*{u})" = {u}"[L] 0
que substituido em (d) fica: {o}' = ([DYe})" ={u}"[LT[DT (9)
mas [D é simétrico e por isso: [D]T = [D] (h)

UAlg - EST - C.Civil 2-3



Elementos Finitos Métodos de Energia e de Andlise Estrutural

Como ja vimos {e}=[L]*{u} ieporisso {&e}=[L]|*{u} (i)
Colocando (g) e (i) e em 2.4, e atendendo a (h), a expresséo 2.4 fica com o seguinte aspecto,
ou seja 0 Teorema de Deslocamentos Virtuais:

j{f} ouyaD + (" Gupes - | (LT [DIL]Youyap
D S D

()
representa agora o equilibrio equilibrio global de "modelos" continuos, escrita em termos das
forcas de massa {f}, de superficie (distribuidas ou pontuais) {t}, das relagdes constitutivas do

material [D] e em funcdo do campo de deslocamentos real {u}, parecida a equacéo de Navier.
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3- Primeiro Teorema de Castigliano

Caso seja conveniente discretizar o problema deveremos ter em conta o Primeiro Teoema de
Castigliano.
Imagine-se uma estrutura sujeita a n cargas Py, P, ..., P,, que foram aplicadas gradualmente

desde zero até ao seu valor final. Estas ac¢des produzem os deslocamentos d4, d, ..., d,, na direc¢do

e sentido da linha de accdo de cada forga. Neste processo de carregamento a energia de deformacéo

interna, U, é igual ao trabalho das cargas durante a sua aplicacdo. Considerando estas hipdteses

pode-se enunciar o primeiro teorema de Castigliano.

Primeiro Teorema de Castigliano: A derivada da energia de deformacdo U em relagdo a
qualquer deslocamento d; é igual & forga correspondente Pj, desde que se expresse a energia de

deformacéo em termos dos deslocamentos d;, U = U(dy, dy, ..., d).

U

P =
od;

(2.14)

Mais genericamente podemos imaginar a estrutura constituida por n pontos, 0s nds da estrutura,

sendo d; os deslocamentos (generalizados) desses nds (graus de liberdade do nod), e P; como sendo

as forcas nodais (generalizadas) que representam (i) forcas ou momentos directamente aplicadas
ao no, ou (ii) forcas nodais generalizadas equivalentes as forcas de massa, distribuidas ou
concentradas.

Como exemplo, e recorrendo aos conhecimentos de Resisténcia de Materiais, a energia de
deformacdo interna de uma mola, de uma barra pouco esbelta em tracgdo/compressdo ou de uma
viga (considerando apenas a parcela de deformacéo por flexdo -despreza-se a de corte) com

comportamento elastico linear sdo respectivamente:

- mola: U:%k52 e

L n2
- barra pouco esbelta em tragdo/compressdo : U = | N—dx . e
02EA
. . Lm 2
- viga em flexdo elastica: U = [—dx..
02El

Para aplicar o Teorema de Castigliano teriamos que escrever o(di) ou M(di), sendo di
deslocamentos de pontos (nds) a escolher com certo critério.
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2.4- Método da Energia Potencial

Dada uma estrutura define-se como configuragcéo real e de referéncia aquelas associadas

respectivamente a configuragdo da estrutura com e sem carregamento.

A energia potencial total, V, de um sistema mecanico ou estrutural com configuragéo real
(deformada) é o trabalho realizado por todas as forcas internas e externas quando o sistema é

(re)movido da sua configuragéo real para a sua configuracéo de referéncia [14].

configuragio de referéncia

3%
f A V)
Mo b SO S B . 4 & KV R I
"- A <7 . Zo. Lb (x) 3 Y

7 / — Ao —

C
(-(" ’\5 v A& £

Durante o movimento implicito nesta definicdo, o trabalho realizado pelas forgas internas é
igual a energia de deformacéo elastica, que na estrutura com configuracéo real estd presente no

seu interior como energia potencial. Assim, a energia potencial interna (ou energia de

deformac&o ou energia potencial elastica) é a energia de deformagé&o elastica, U, acumulada na

estrutura durante o processo de carregamento até a configuracéo real. Durante este processo as
tensbes variam gradualmente desde zero até ao seu valor final, e por isso a energia interna

acumulada é dada por:

U= .[,[gOIJ Gij dsij dv (2.15)
\Y
sendo & 0 estado de deformacao no final.

Num corpo com comportamento elastico linear a energia potencial interna é:

U= % j WaV = % j ()T {exav = % f (T {cdv (2.16)
V V V

sendo V o volume do corpo (ou dominio D) e W a densidade de energia de deformacdo (W= U /

Volume).
Ao se remover a estrutura da sua forma real para a de referéncia a quantidade de trabalho

recuperado sera igual a energia de deformacdo.
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A energia potencial externa (ou energia potencial das forcas externas), V., € o trabalho

realizado por estas forcas durante o processo de retorno da estrutura da posicéo real a posicao de

referéncia. Esta energia € igual a um trabalho (W) negativo, porque cada carga (massas e forgas

de superficie) tém um movimento contrario a sua direc¢do de actuacao durante este movimento,
Ve=-W (2.17)

ou, em sentido lacto:

Ve = [} quaD - [{T3 " {uies (2.18)
S

D

Em termos discretos o seu valor é simbolicamente escrito por Ve = -X F; D; , sendo "F;" 0 campo
de forgas aplicadas generalizadas, e "D;j" o campo de deslocamentos generalizados.

Como se sabe todas as massas estao sujeitas a accao da gravidade, e por isso cada corpo contém
em si uma energia potencial de gravidade (Wg = m*g*h). Fisicamente (isto é, de modo menos
abstracto) podemos dizer que a energia potencial das forcas externas é a variacdo da energia

potencial das cargas quando se deslocam da configuracéo real da estrutura para a de referéncia.

(Deve-se salientar que a energia potencial de uma forca Fi ndo é igual ao trabalho efectuado por ela durante o processo
de carregamento, pois neste Gltimo caso a forca varia gradualmente de zero até ao seu valor final, enquanto no primeiro
caso a forca se mantém constante. O trabalho durante o processo de carregamento € igual a energia de deformacéo

interna acumulada na estrutura).

A energia potencial total , V, do sistema é:

V=U+Ve (2.19)

Y =% [to¥Tgg3av-| [{ryTquav + [{T37 s (2.20)
Vv Vv S

Considerando o teorema do trabalho verificamos que:

V, = —I{G}T{S}dD = —2U (2.21)
D

e consequentemente

V=-U. (2.22)
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2.4.1- Teorema da Minima Energia Potencial Total (em estruturas continuas)

O campo elastico que equilibra estruturas ou sistemas continuos é o campo estaticamente

admissivel que minimiza a energia potencial total para todos os campos cinematicamente

admissiveis:
8V = 85U + 8V, = _[ {o} {5)dD - j{f}T{Su}dD - j (T} {5u)dS =0 (2.23)
D D S
(1# variacdo da energia potencial total = 0)
e
82V = I{SG}T{ag}dD >0. (2.24)
D

(22 variacdo da energia potencial total > 0)

Para corpos com comportamento elastico linear a energia potencial total do sistema € expandida

como:

Y, =% j (o} {e)aV - j TV + j{T}T{u}dS (2.25)
Vv Vv S

Pretende-se agora "discretizar” o problema, ou seja, substituir a estrutura continua por uma
malha de pontos (ou nos) e depois explicitar a energia potencial total em termos dos deslocamentos

generalizados d; lidos nesses pontos. Esses deslocamentos generalizados também se podem
designar por graus de liberdade do sistema. Obtém-se, para um sistema discreto de pontos:
V=U+Ve =U -W=U-XF;D; (2.26)
Para o desenvolvimento desta igualdade ha que:
(i)- escrever o campo de deformacdes {}, e o campo de deslocamentos {u} e {u}; em termos
dos deslocamentos generalizados d;;

(ii)- substituir o campo de forcas "Fi" (isto é, o conjunto de forcas aplicadas de massa,

distribuidas e concentradas) por forgas nodais a elas equivalentes, P;;
(iii)- substituir o campo de deslocamentos "Di" continuo (isto é, a funcdo u=u(x,y,z) ou a fungédo

0=0(X,y,z)) por valores discretos de deslocamentos generalizados d;.
V=U+V, = V(d) = U(d) +Ve(d) =
V(di) = U(di) -ZFiDi = V(di) = U(di) -Zpi*di (2.27)

Derivando a energia total em ordem a cada um dos deslocamentos d; resulta:
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oV _ U o oPitd) U
ody ody T oody  ad;

P, (2.28)

Atendendo ao Primeiro Teorema de Castigliano Generalizando , STU =Pj, logo,
i

N _ 0 (2.29)
od;
ou seja : aV:O; 6V:O; ...... a—V:O.
odq od o odp,
Chegémos novamente ao Teorema da Energia Potencial Total que pode ser definido por dois
principios:
(i)

Principio Estaciondrio da Energia Potencial (PEEP) (Principio de Kirchhoff)

As condicOes de equilibrio de uma estrutura sdo satisfeitas quando a energia potencial total

tem valor estacionario, % =0.
i

Este ponto de equilibrio da estrutura corresponde a um ponto de derivada nula da funcéo “energia
potencial total do sistema” em relacdo a todos os graus de liberdade da estrutura. Este ponto
singular pode corresponder a um valor minimo, neutro ou maximo daquela funcéo, o qual esta
associado respectivamente ao equilibrio estavel, indiferente e instavel da estrutura. O tipo de
equilibrio é determinado a partir da segunda derivada consoante esta seja positiva, nula ou
negativa.

(ii)

Principio da Minima Energia Potencial (PMEP)

- A estrutura é estavel se o valor da energia potencial total for estacionaria e minima, isto €, se

2
N _, oV

9NV _ e >0 (2.30 € 2.31)
ad; adi?

para todo o d;. (para estruturas com graus de liberdade unidirecionais e unirotacionais):

Para se aplicar este método é, como vimos, necessario explicitar a energia em termos de

deslocamentos, di.
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2.5.1-EXEMPLO 1
E dado o seguinte sistema de molas de rigidez K;=4000 kN/m K5 =8000 kN/m, K3 =3000 kN/m

e Kz =5000 kN/m sobre o qual actuam as forgas F;=25 kKN e Fz= 40 kN. Determine os

deslocamentos finais e as forgas internas em cada mola.
kg
1
—>F
k2
AN

RN

ks Kg

Resolucéo:
O sistema estrutural tem 3 graus de liberdade, os deslocamentos dos nés 1, 2 e 3, designados
respectivamente dq,d, e ds. Arbitre-se como positivo o sentido da esquerda para a direita.

A energia potencial interna do sistema, U, corresponde ao somatorio das energias de
deformacdo das molas. A energia de deformacao de uma mola com comportamento elastico linear
é:

Un=1/2 * Ky *(8,77)2
sendo §,, a deformagdo da mola (campo de deformagdes), isto é, o deslocamento relativo das

extremidades da mola.

No caso presente o campo de deformacGes pode-se escrever em funcdo do campo de
deslocamentos como:

81=d1-dy ; 8p=dy ; 53=d3-dy ; 54=-d3

Logo a energia potencial das forcas internas é:

U =2k *(dy—dp ) + ko *(d2 )+ ks *(d3 ~d2) + kg *(- 0

A energia potencial das forcas externas é:

Ve=-(F1*dy+F3*d3)

A energia potencial do sistema é:

V=U+V, =%k1*(d1—d2)2 Jr%kz*(dz)2 +%k3*(d3 ~d2)? +%k4*(—d3)2 —Fd; —Fds

Para haver equilibrio temos que minimizar a energia potencial, ou seja, STV =0, de onde se
i

obtém:
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oV

N ki (dy—dy)—F =0

24, 1(dy—dy)-F

ﬂ=—k1(d1—d2)+k2d2—k3(d3—d2)=03

od,

oV

——=Kk3(d3 —dy)+kydz -F3 =0

ods

Ky Ky 0 d) (R) [4000 —4000 O d) (25
_kl kl+k2+k3 —k3 * d2 = F2 =|—-4000 15000 -3000|(* d2 =<0
0 “kg  katkg| |d3| |Fa 0 —3000 8000 | |ds| |40
d;] (00103

d, b =10.0041t m.

ds| [0.0065

As forgas em cada uma das molas séo dadas por F,=K*6y,
F1=kq1*(d1-d»)=24.8 kN (traccéo)

Fo=k,*d,=32.8 kN (trac¢do)

F3=k3*(d3-d»)=7.2 kN (tracgéo)

F4=k4*(-d3)=-32.5 KN (compressdo)

2.5.2 - EXEMPLO 2:

A barra rigida sé pode ter deslocamentos de translacao verticais e rotaces. Determine o valor

das forcas finais instaladas em cada mola quando actuam no ponto B as forcas F e M.
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Resolucéo:
A barra tem dois graus de liberdade, um de translacdo e outro de rotagdo. Associam-se estes

graus de liberdade, por exemplo ao movimento que o ponto B pode apresentar, o deslocamento u
e a rotacdo 6.

As deformagdes d; das molas podem escrever-se em fungdo daqueles deslocamentos (u e 6):

L L L
oo =U——0, 3o =U+—0 , dp=U+—0
A 2 C 4 D 2

A energia potencial das forc¢as interiores é a energia de deformacao das molas:
2 2 2
1 1 L 1 L 1 L
U=Y>K;{52==Ka|U-——0| +=Kkc|u+—0| +=ka|u+—9
?2'6'2’*(2}244]2‘\(2)
A energia potencial das forcas exteriores é o trabalho efectuado por F e M:

Ve=-(F*u + M*0)

A energia potencial do sistema pode-se escrever como:
2 2 2
VzlkA u—Ee +1kc u+£9 +1kA u+£6 —Fu-M®6
2 2 2 4 2 2

Atendendo a condicdo de estacionaridade da energia potencial para que haja equilibrio:

N _o= %(ZkA +2kg +2kC)u+%(—kAL+kB%+k3LJO: F

ou

2 2 2
oV 1 L 1, L L L
—=0= =|-kaL+kg=+kzL |u+=| ka—+kg—+kc— 16=M
0 2( ASTTBY 3) 2[’*2 B7g CzJ

k k u F
{ 11 2 H }:{ } Resolvendo o sistema obtemos os valores de u e 0, e a partir destes as
ko1 ko ][0

deformacdes 5, d¢,0p nas molas.

As Forgas internas nas molas podem ser determinadas directamente por F,= Ky, *3p,.
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2.6- Método de Rayleigh-Ritz

Quando se usa 0 método da energia potencial € necessario expressar a energia potencial V em
funcdo de certos deslocamentos nodais (0s graus de liberdade eleitos na estrutura). Quando a
estrutura é simples (portanto, com poucos de graus de liberdade) e o carregamento € simples, é
possivel deduzir a expressao da energia de deformacéo em termos de tais deslocamentos.

Em estruturas complexas tal ndo é possivel ou é muito trabalhoso. Nestes casos procura-se

definir os deslocamentos ao longo da estrutura (ou das barras) por funcGes aproximadas do

"campo™ real de deslocamentos, as funcdes de deslocamento. Estas configuragdes aproximadas do

campo de deslocamentos, e presumidas a priori, contém um ou mais parametros de deslocamento
indeterminados, que "funcionam" como se fossem os graus de liberdade da estrutura.

As funcdes de deslocamento podem ser geradas como uma combinacdo linear de certas funcoes
matematicas bem conhecidas, as fungdes de forma. Ocorrem dois caos distintos:

() quando as funcbes de deslocamento englobam toda a estrutura, os coeficiente de
combinacao entre as referidas fungdes de forma séo valores que fisicamente ndo tém significado
e/ou representam os deslocamentos nodais da estrutura;

(i) quando as funcbes de deslocamento se referem apenas a partes da estrutura, os elementos
finitos, os coeficientes de combinacdo entre as referidas funcGes de forma sdo valores que
representam os deslocamentos nodais da estrutura. Por isso, o fraccionamento da estrutura em
elementos finitos tem maior vantagem.

A energia de deformacdo ao ser agora expressa em como combinacdo linear de funcbes de
forma, em que os factores de combinacédo sdo os coeficientes de combinacgéo leva a que estes, que
sdo um numero finito, sejam as incognitas do problema matematico a resolver. Passa-se assim de
um problema continuo para um problema discreto, o que se designa por discretizacao.

No sentido de satisfazer a condicdo de estacionaridade, basta agora derivar a energia de
deformacdo, em ordem aos coeficientes de combinacéo ou deslocamentos nodais, deslocamento e
igualar a zero, obtendo-se um sistema de equac6es. Determinando o valor das suas incdgnitas
ficamos a conhecer a deformada da estrutura, ou melhor, um valor aproximado desta. Entretanto,
como as reacgoes, esforcos e tensdes podem ser expressos em das derivadas (a ordem das derivadas
depende do tipo de problema fisico) funcdo dos deslocamentos, estas entidades podem agora ser
facilmente calculadas. Como se referiu o "campo™ de deslocamentos obtido é aproximado. Os
"campos" de esforcos, reaccoes, sera menos aproximado porque resulta da derivada(s) do primeiro,
0 "campo" de deslocamentos (por exemplo, as tensGes axiais numa barra de traccdo sdo a 12

derivada da funcdo deslocamento axial, os momentos flectores numa viga séo a segunda derivada
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da funcéo deslocamento). Por isso, neste método, as reacc¢des, esforcos e tensdes poderdo nao ficar
em equilibrio com as cargas aplicadas.

A precisdo do método de Raleigh-Ritz depende da escolha da funcdo de deslocamento (ou
combinacdo das funcBes de forma). Esta, quanto mais proxima estiver da deformacéo real mais
precisdo dard aos resultados finais. De um modo geral, quanto maior o nimero de parametros de
deslocamento existir, mais exacta seré a solugéo.

A condicdo minima que tem que ser respeitada para aplicacdo do Método de Rayleigh-Ritz é

que as funcbes de forma tém que satisfazer as condicBes de fronteira cinematicas do problema.

O Método de Rayleigh-Ritz ¢ um método de energia potencial aplicado a estruturas onde €
dificil encontrar uma solucdo exacta, é extremamente poderoso sendo usado na Andlise Estrutural,
Andlise de Dindmica, Analise de Estabilidade de Estruturas, placas, etc., e serve de base ao Método
dos Elementos Finitos. Pelo facto de se basear na energia potencial estacionaria este metodo é

aplicavel a estruturas com comportamento nao linear.

2.6.1- EXEMPLO
Viga simplesmente apoiada com comprimento L e carga pontual P a meio vao. Determine a

flecha a meio vao assim como 0s momentos a meio e a um quarto vao [14].

2.6.1.1- 1° Caso
Vamos aproximar a deformada da estrutura a uma funcdo sinusoidal onde o parametro de

deslocamento é a amplitude 6 a meio vao.

a) Escolha da funcéo deslocamento (forma) =
. ,T
= &sin(= < =
V(X) Sln(LX) 4 . 1?’ _________ |
Se x=L/2 vem v(L/2)=§ , que é a flecha a meio véo. > L g
b)Verificacdo das condicOes de fronteira cinematicas
b)1) v(x =0) = 65in(%*0) =0 b)2) v(x = L) = SSin(% L)=0 ..satisfaz.
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c) Célculo da energia potencial do sistema, V.
c)1) Energia potencial de forgas internas (energia de deformacéo interna)

- a energia de deformacao resulta essencialmente da deformacéo por flex&o da viga, e por isso:

Lnap2
U= jM—dx.
0 2El
Temos que definir U em termos de v(Xx).
2 2
Como sabemos ov() =— M) = M(x) =-El ov()
ox2 El ox2
2 2 L2 4 L
Ora o7v() =—8(Ej sin(zxj, logo U = jM—dx _mEl Szjsinz(ﬁx)dx.
ox2 L L o 2El 7R L
L 4
Mas jsinz(Ex)dx=£, Logo u=" E|82.
0 L 2 413

c)2)Energia potencial das forgas exteriores (simétrico do trabalho das forgas exteriores)

Ve = -W = -P*§
¢)3) Energia Potencial do Sistema
4
V=U+V,=" §|82—P8
4L
d) Imposicao da condicdo de estacionaridade
Y o m*El n*El
—=0=—( 3“-P3)=0= d —-P=0
o 35" 413 213

Em geral temos um sistema de equacgdes, mas como sé ha um parametro de deslocamento sé temos

uma equagao.

2PL3

Solugéo: 6 = 2
n El

e) Calculo da flecha a meio véo

2P 3 P2

v(x) == Isin(%x) = v(x:g):o.ozoss* -

e

L pL3
(valor exacto: v(x = E) = 0.02083*3, erro de 2%.)

f) Célculo de esfor¢os

2
07v(x) = &sin(%x)

8X2 n2

M(x) = —EI
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M(x=L/4)=0.143 PL , valor exacto: M(L/4)=0.125PL (Erro +14%)
M(x=L/2)=0.203 PL , valor exacto: M(L/2)=0.250PL (Erro -18%)

Concluséo:

O erro de 2% nos deslocamentos é desprezavel. Contudo nos esforcos os erros de 14% e -18%
representam resultados grosseiros. Como se pode observar 0s momentos sdo proporcionais a
segunda derivada do campo de deslocamentos, que como € de esperar degradam o valor da
"exactidao" do campo de deslocamentos. Neste caso o erro pode ser reduzido adoptando-se mais
funcdes de forma. Por outro lado, neste método ndo se sabe se o0s resultados estdo acima ou abaixo
da solucdo exacta.

2.7.1.2- 2° Caso
Vamos aproximar a deformada da estrutura a uma funcdo sinusoidal com duas parcelas, ou seja,

vamos sobrepor duas fungdes de forma, f1(x) e fo(x).

a) Escolha da funcéo deslocamento (forma)

V(X) = 81F1(X) + 855 (X) = 835in (= X) + 8,5in (32 X) P
L L ﬂ
b)Verificacdo das condicOes de fronteira cinematicas fz(z(')"'"f'é )
b)1) V(x =0) = &;sin(:-*0) +8,sin(3--*0) =0 AN CpE——— A
L L fe— B0
b)2) v(x =L)=5;sin (% *L)+355,sin (3% *L)=0 .. satisfaz.

¢) Calculo da energia potencial do sistema, V.
c)1) Energia potencial das forcas interiores

- a energia de deformacao resulta essencialmente da deformacéo por flexdo da viga, e por isso:

Lnap2
U= jM—dx.
o 2El
Temos que definir U em termos de v(X).
2 2
Como sabemos 0 v(2x) =— M) = M(x) =-El 0 v(2x)
X El ox
2 2 2
Ora 07v() =—61(£j sin(ﬁxj—62(3£) sin(Sﬁxj,
ox2 L L L L

logo
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) 2
_EIII_IE j d¢sin (—x)+(3Lj dosin (3— x)] dx =

*El

U=
sabendo que:

Zsin 2 (% x)dx = % e Zsin(% x)sin(3%x)dx =0

n*El

413
c)2)Energia potencial das forgas exteriores

Vem U=

(52+81%52).

L . nlL ] nt L
V. = -P*v(L/2) sendo, v(=)=58;Sin(——=)+6-s5iIN(3—=)=8, -8
e = PV(LI2) (5)=81sin( =) +828in(3-2) =81 -8,

¢)3) Energia Potencial do Sistema

B2 145)Ploy s0)

d) Imposicao da condicdo de estacionaridade

N o, =l
051 218

4
AV _ g pugpx™ El
8, 413

Da resolucéo deste sistema de equagdes obtemos os parametros de deslocamento 34 e do:

3 _p13
5, = ZIZL 6 5, = lef
n El 81n"El
A funcdo deslocamento pode entdo escrever-se:
3 3
V(X) = ZZL (— X)— PL‘ sm(3£x)
n*El 81n"El L
e) Calculo da flecha a meio véo
3

V(X = %) = 0.02078*% , valor quase exacto, erro 0.2%.

f) Célculo de esfor¢os

0°v(x) _ 2PL

M(x) = —El >
OX 92

(9*sm( X)— sm(BLx)j
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M(x=L/4)=0.127 PL , valor exacto: M(L/4)=0.125PL (Erro +1.6%)
M(x=L/2)=0.225 PL , valor exacto: M(L/2)=0.250PL (Erro -11%)

Concluséo:
Os erros diminuiram em relacdo ao 1° Caso. Para maior precisdo deveriamos colocar mais
parcelas na funcdo deslocamento. Esta deve ter uma forma simétrica porque o carregamento

também o é.

2.6 2.- EXEMPLO
Determine e desenhe o campo de tensdes ao longo da barra biencastrada sujeita a uma carga

pontual aplicada a meio vao e segundo o seu eixo de valor P=2 kN.

7 P=2 kN
—

PN

1m 1m

& 3
< >

&
<

Y

|
X
—
Resolucéo:
a) Adopc¢éo de uma funcéo deslocamento
Os pontos da barra sé terdo deslocamentos segundo X, e as suas fibras so apresentarao deformacgdes
de encurtamento ou alongamento segundo X.
Vamos aproximar o campo de deslocamentos a um polindmio de grau 2. A funcdo deslocamento

é: u(x)=aj + ayx + agx2. A fungdo deslocamento real (que obviamente ndo conhecemos) é assim
aproximada por um polinbmio cujos parametros a; séo os parametros de deslocamento.
b) Satisfacdo das condi¢des de fronteira cinematicas.
u(0)=0 = a; =0, u(L)=u(2)=0=a,=-2*ag
logo u(x) = -2a3 * X + ag * x2
c) Energia potencial do sistema, V=U+W
c)1) Energia potencial de deformacéo interna

Numa barra solicitada axialmente (estado uniaxial de tensdo) a energia de deformacao interna

da barra com comportamento elastico linear é:

L N2 L 2 L L 2
U=171N" g =lji(EA€’j dx == [EA(s(x))2dx ZEJEA(d“(X)j dx
20EA . 2,EA 2 2 dx

L 0 0

: 1k 22 4 2
logo: U :EJEA —2a3+a3x“ | dx =§EAa3
0

¢)2) Energia de potencial das forgas exteriores
Ve =-P*u(x=1) =-P*-ag
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c)3) A energia potencial total do sistema é:
4
V=U+V, =§EAa§—P*(—a3)
d) Condig&o de estacionaridade da energia potencial.
oV _ 8 -3P

0 = —-EAag+P=0 = az=——
83.3 3 8EA

e) Funcdo deslocamento
3P 2
U(X) = —2a3 *X + a3 * X2 :—(Zx—x )
(0 3 3 8EA

f) Tens&o na barra

0 3P
Campo de deformagdes: £(x) = —(u(x)) =——(2-2x
p gBes: 5(x) = - (U()) = o= (2-2x)
Campo de tensdes: o(x) = Eg(x) = E(1—x)= i(1— X)
4A 2A

Solucéo aproximada, o(X)
Solucdo real, +/- P/(2A)

1
. -ki 3/4*PIA
.'L’ l

e
f:a.

11

V]

=

P
kjk@

2.4.3- EXERCICIO
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A barra rigida s6 pode ter deslocamentos de translacdo verticais e rotagdes. Determine o valor

das forcas finais instaladas em cada mola quando actuam no ponto B as forgas F e M.

Resolucdo:
A barra tem dois graus de liberdade, um de translacdo e outro de rotagdo. Associam-se estes

graus de liberdade, por exemplo ao movimento que o ponto B pode apresentar, o deslocamento u
e a rotacdo 6.

As deformagdes d; das molas podem escrever-se em funcéo daqueles deslocamentos (u e 0):

L L L
oo =U——0, 3o =U+—0 , dp=Uu+—0
A 2 C 4 D 2

A energia potencial das forcas interiores € a energia de deformacdo das molas:
2 2 2
1 1 L 1 L 1 L
U=Y>K;{52==Ka|U-——0| +=Kc|u+—0| +=ka|u+—0
?2'6'2’*(2}244]2‘\(2)
A energia potencial das forgas exteriores € o trabalho efectuado por F e M:

Ve=-(F*u + M*0)

A energia potencial do sistema pode-se escrever como:
2 2 2
VzlkA u—Ee +1kc u+£9 +1kA u+£6 —Fu-M®6
2 2 2 4 2 2

Atendendo a condigéo de estacionaridade da energia potencial para que haja equilibrio:

N _o= %(ZkA +2kg +2kC)u+%(—kAL+kB%+k3LJO: F

ou

2 2 2
oV 1 L 1, L L L
—=0= =|-kaL+kg=+kzL |u+=| ka—+kg—+kc— 16=M
0 2( A-TTBY 3) 2[’*2 B'g CzJ

k k u F
{ 11 "2 H }:{ } Resolvendo o sistema obtemos os valores de u e 6, e a partir destes as
ko1 ko ][0

deformagdes 65, 8¢,0p nas molas.

As Forgas internas nas molas podem ser determinadas directamente por F,= Ky, *6y,.
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2.7 - Método dos Elementos Finitos [27]

Formulacéo do Método dos Elementos Finitos através do método dos residuos ponderados.

Seja um campo estaticamente admissivel:

[L] {50 }+ {f} = {0} no dominio D, (2.32)
com as condigdes de fronteira estaticas

{t}=[nflog} em S (onde ha cargas externas aplicadas). (2.33)
Adoptando a fungéo de aproximagio {c}= {o( }+ Erro resultam os seguintes residuos:

Rp =[L]"{c}+{f}= {0} (D éodominio) (2.34)

Rgp = {t}— {f} # {O} (S2 é a "fronteira" ou zona onde as cargas sdo localizadas)  (2.35)

A formulacdo forte da equacéo geral dos residuos pesados (EGRP) fica:

[T o+ 3] * i Yo+ [ (i} ()7 >z s =0 236)

D S2

ou seja,

[T o)) W Jad+ [ 15)7 *fwo Jad+ [t} 1) * wap Jos -0 @

D D S2

ou ainda,

[l I o D+ [ {117 * o Jap -+ [ (11— )7 * wiz s =0 ®)

D D S2

Integrando por partes, duas vezes, a primeira parcela, obtemos depois de simplificar:

- 1o (LJwo Jeo -+ [} * Wi Jas + [ 117 *Wp JaD-+ [ (it} (1) * ez Jas =0

D S D S2
(d)
Vamos aplicar o Teorema dos Deslocamentos Virtuais. O campo elastico supBe-se estaticamente
admissivel (equilibrado) e cinematicamente admissivel (compativel). Assume-se a de Galerkin a
qual adopta para as fungdes de aproximacoes de deslocamentos (du) as mesmas fungdes para a
dos residuos de ponderagdo {Wp}={6u} e {Ws2}=-{ou}.
(2.37,2.38)
A escolha destas fungdes de ponderacdo exige que se cumpra {ou}={0} em S1.( "fronteira™ onde
0s deslocamentos s&o nulos ou conhecidos) por outro lado:

18e} = 8([L1{u}) = [LI{du} (2.39)
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A EQRP fica:

- j ()T {sedD + j [n]c)™ *{sulds + j {17 *fouldD - j (- )" *foulds =0 (2.40)

D S2 D S2

que simplificando d& a equacdo do Teorema dos Deslocamentos Virtuais.

j £F}T {5u3dD + j{f}T{Su}dS _ I{G}T{SS}dD (2.41)
D S2 D

A formulacdo a partir do método dos residuos ponderados aplica-se em geral a equacao
diferencial que equilibra o problema fisico em causa, um troco de viga em equilibrio, um troco de
material em no estado estacionario de transmissdo de calor, etc. E uma formulagio complexa mas
poderosa. O que se demonstra neste paragrafo, é que para o caso de equilibrio de sélidos a
abordagem pelo método dos residuos ponderados conduz a equacdo do Teorema dos

deslocamentos Virtuais, mais comumente mais "amigavel” e conhecida pelos engenheiros civis.

2.7.1 - Modelo Discreto

Etapas / Passos gerais para implementacdo do método dos elementos finitos:

Passo 1: Analise do problema e Definicdo da Malha. Identificacdo do tipo e nimero de graus
de liberdade elementares e globais e avaliacdo da dimenséo do problema . Identificacdo da variavel
de campo (ou variavel priméria). Sistemas de coordenadas globais, locais e naturais. O dominio e

a fronteira sdo discretizados em partes mais pequenas, elementos finitos:

D= E D¢ S= E s¢ (2.42 e 2.43)

€ €
Passo 2: Geracao do Elemento Finito
Passo 2.1: Funcgdes de aproximacdo. Em cada elemento finito (EF) recorre-se a uma

aproximacao directa local da variavel de campo (deslocamentos no caso de mecéanica de sélidos):

{u}=[NKu} ou| {ul=x(Nj*ui) (2.44)
|

(valor da variavel de campo no interior do EF em funcdo dos seus valores nodais)
com: {u®}: graus de liberdade elementares (isto é, do EF),
[N]=[Nz1; N2; ...] : matriz de funcGes de forma

{u} : valor da variavel de campo no interior do EF
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Passo 2.2: Relagdes Cinematicas. As relacbes entre deformacdes e deslocamentos, e
posteriormente, entre deformacdes no interior do corpo e deslocamentos nodais séo tratadas neste

passo.

{e}=[Lu} (2.45)

= {e}=[L][N] {u%} (2.46)

= {e}=[BHu%} (2.47)
(deformacg6es em funcdo dos deslocamentos nodais {u®})

com: [B] =[L] [N] (2.48)

(matriz cinemética)
Passo 2.3: Relagdes Constitutivas. Relacionam-se as tensdes com as deformagdes. A seguir as

tensdes no interior do corpo com os deslocamentos nodais.
{c}=[DKe} (2.49)
{c}=[D] [BHu"} (2.50)

(tensbes em funcgéo dos deslocamentos nodais {u®})

Os deslocamentos e deformagdes virtuais sdo definidos pelas mesmas relagdes (2.44) e (2.47)
{du}=[N]{ou‘} {6e}=[B]{du°} (2.51e2.52)

Passo 2.4: Relacbes de Equilibrio. Através de métodos de energia ou da resolugdo da equacéo
diferencial que representam o equilibrio do corpo determina-se a matriz de rigidez e vectores
equivalentes a acgoes.

Substituindo em (2.41) vem:

j{f}T[N]{aue}dmI{E}T[N]{aue}ds j([ { }) [B6u*dD @)
S2

T[D]B] dD*{ }] (b)

{I 8" [o] J{ue} (NI 30+ [ [N o (259

D D S2

ke e | pe | (2.5)

- matriz de coeficientes (rigidez) elementar:

su® j [N]T£f}dD + j [N]T{tyds | ={ou )[ j
S2

D D

com:
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[ke ]: J-[B]T [D]BlD (2.55)

- vector de forcas nodais equivalentes as forcas de massa:

{Fme}z I[N]T{f}dD (2.56)

D

- vector de forcas nodais equivalentes as forcas de superficie:

st |- j [N]"{Byds (2.57)
S2
- vector de forgas nodais:
P° J= e J+ s° (2.58)

Alternativamente o vector de forcas nodais {Pe} equivalente a forcas de massa e de superficie
pode ser determinado como um conjunto de for¢as nodais estaticamente equivalente a distribuigéo
das accdes, ficando nesse caso inconsistente com esta aproximacdo de deslocamentos. Para
funcbes de aproximacdo lineares os resultados sdo iguais mas diferem com fungdes de

aproximacao de ordem superior.

Passo 3: Equacao de equilibrio global. Composicao da matriz de rigidez global e vector de forcas

global por um processo de espalhamento e sobreposicdo (montagem).

K] ="Z"[ke]= Z[Booler *[ke]* [Boole] (2.59)
€ €

1= e |- 3 Boore [ +[pe] (2.60)
e €

Passo 4: Imposicdo das condicdes de fronteira ao sistema de equacdes

Passo 5: Resolucdo do sistema de equaces, ou seja, determinacao do valor da variavel de campo

(variavel primaria). Exemplo: Deslocamentos, rotagdes, ....

[K]*{u} = {P} = {u}=[K]™**{p} (2.61)

Passo 6: Por derivacdo determinam-se as variaveis secundarias, elemento a elemento. (Exemplo:

tensoes, esforgos, ....)

<u ¢ }: [Bool ¢ J* {u}  (re-alocago) (2.62)
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g—: = % uf (variavel secundaria, ui® é ja conhecido) (2.63)
— X
1

2.7.2. - Condicdes de Admissibilidade:

- se a matriz constitutiva [D] s6 contiver constantes elasticas e se a matriz de deformacéo

[B]=[L][N] contiver apenas de derivadas de 12 ordem no operador [L], é exigido que as fungdes
de forma sejam polindmios completos de Classe C°, isto €, existe continuidade do campo de
deslocamentos no interior do elemento e ao longo da fronteira partilhnada com outro elemento.
Completitude de 12 grau implica o uso de polindémios completos do 1° grau na funcdo de
aproximacao de deslocamentos {u}. Os termos constante e linear devem ser incluidos para permitir
simular deslocamentos de corpo rigido e estados de deformagdo constante.

Estas condigdes de admissibilidade permitem usar elementos com interpolacgéo linear, conhecidos

como elementos de deformacdo constante.

2.7.3.- Topologia da Malha

e dois modelos (malhas) de EF de uma mesma estrutura podem ser comparados usando a
respectiva energia de deformacéo total.

e a energia potencial total da solucdo aproximada, V*, é superior a exacta V, (V < V*) enquanto a
energia de deformacdo interna aproximada U*, € menor que a exacta U, (U > U¥*).

e uma boa malha deve ter uma boa distribuicdo da energia de deformacéo.

e 0s nos devem figurar sobre isolinhas de energia de deformacéo

e 0 gradiente da energia de deformacdo € perpendicular as isolinhas de energia de deformacao.
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3 - ELEMENTO FINITO BARRA

Pretende-se ilustrar de uma forma simples a aplicacdo do Método dos Elementos Finitos na
determinagdo de deslocamentos, deformacdes, esforcos e ou tensdes de estruturas carregadas
estaticamente. Assim recorre-se a um problema unidimensional, o de uma barra sujeita a trac¢do
com comportamento elastico linear. Embora o caso que se apresenta seja unidimensional as etapas
de célculo necessarias para a resolucdo do problema sdo as mesmas que nos casos de problemas

multidimensionais.

3.1- Etapas e Fases de Calculo

O método dos Elementos Finitos requer que uma estrutura continua seja subdividida em
elementos discretos, os elementos finitos, ligados entre si pelos seus nés de fronteira. O
procedimento tipico para problemas de Mecénica dos Sélidos € constituido pelas seguintes Etapas:

Etapa 1: Escolher o sistema de coordenadas conveniente, numerar os nos e elementos, definir
os graus de liberdade globais e elementares, definir o vector de deslocamentos elementar, {u¢}, e
global, {u}, e vector de forcas elementar e global respectivamente {F}€e {F};

Etapa 2: Definir o campo de deslocamentos no interior do elemento finito, escolhendo a funcao
de deslocamento, u(x);

Etapa 3: Explicitar o campo de deslocamentos u(x) no interior do elemento em funcéo dos

deslocamentos nodais elementares, u;€;

Etapa 4: Estabelecer as Relacdes de Cinematicas entre Deslocamentos-Deformacdes. Consiste

em explicitar o campo de deformacdes €(x) no interior do elemento em funcdo do campo de
deslocamentos u(x) e posteriormente em fungéo dos deslocamentos nodais , u;®;

Etapa 5: Estabelecer as Relaces Constitutivas entre Tensdes e Deformacgdes. Consiste em

explicitar o campo de tensdes o(X) no interior do elemento em fungdo do campo de deformagées

(x) no interior do elemento e posteriormente em funcéo dos deslocamentos nodais , u;€;

Etapa 6: Estabelecer as Relacdes de Equilibrio entre as Tensdes Internas e Forgas Externas,

num elemento finito. Esta relacdo é efectuada a custa da aplicacdo do Principio dos Trabalhos
Virtuais (deslocamentos virtuais) impondo-se um deslocamento virtual a estrutura e igualando o

trabalho interno ao externo.

Etapa 7: Operagdes sobre a malha estrutural:
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(1) constituicdo da matriz de rigidez global e vector de forcas global pelo espalhamento e
assemblagem das matrizes de rigidez elementares e vectores de forgas nodais elementares;

(i) Estabelecer as Relacdes de Compatibilidade entre elementos da estrutura e entre esta e a

fronteira;
(iii) resolugdo do sistema de equagdes determinando-se a solugdo sob a forma de
deslocamentos nodais;
Etapa 8: Calculo de Esforcos e ou TensGes Finais de cada elemento. Recuperacdo dos
deslocamentos nodais elementares e determinacdo do campo de deformacdes, tensdes e esforgos

ao nivel do elemento.

Estas etapas estéo inseridas em trés fases importantes:

- Fase 1: Etapa 1 a Etapa 6 : Discretizagdo da estrutura e construcdo da matriz de rigidez do
elemento finito (matriz de rigidez elementar, [Kk]€), e construcdo do vector de forcas nodais
equivalentes a forgcas de massa, de superficie ou pontuais (vector de forgcas nodais elementares,
{F}).

- Fase 2: Etapa 7: Montagem da matriz de rigidez global e vector de forcas nodais global, e
resolucdo da indeterminacdo cinematica global da estrutura.

- Fase 3: Etapa 8: Determinacao de esforcos e ou tensdes ao nivel de cada elemento.

3.2- Aplicacdo do M.E.F. a uma Estrutura com Elementos de Barra

VVamos aplicar o procedimento anteriormente descrito a estrutura da figura 3.1. A estrutura tem
comportamento elastico linear, esta sujeita a forcas de massa, de superficie e pontuais. A estrutura
estd discretizada como um conjunto de trés elementos barra de seccdo constante. As forcgas

induzem um estado uniaxial de tensdo em cada elemento.

I gy

i

Figura 3.1- a) Barra real; b)Modelo da barra discretizado (ndo foram colocadas as cargas)
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Percebido que estd o fendmeno fisico em jogo (problema de estado uniaxial de tensao)
definem-se as seguintes grandezas:

- campo de deslocamentos, u(x) dos pontos do corpo na direc¢ao X-X.

- campo de deformacgdes, €(x), alongamentos ou encurtamentos das fibras segundo x-x.

- campo de tensdes, o(X), na direcgao x-x.

- forcas de traccdo, t(x), aplicadas na superficie do corpo e na direc¢do x-X.

- forgas de massa , f(x), segundo a direc¢do x-X.

- forgas pontuais, P;j, na direcgéo x-X.

A Relagdo Constitutiva - Tensdo-deformacdo € dada pela lei de Hooke, porque a peca esta
sujeita a um estado uniaxial de tensdes:

o(X) = E * &(x)

A Relacdo Cinematica (ou de compatibilidade) Deslocamento-Deformacéo é definida no estado

uniaxial de tensdes por:

e(X) = aua_(x) ou, mais sinteticamente g(x) = u(x) x
" ,

Sendo o corpo tridimensional, as grandezas do campo geométrico tridimensional s&o
transformadas em grandezas do campo geométrico unidimensional pela relacao:

dVv = A(X) dx sendo A(X) a area da seccdo transversal da barra. Supde-se que todas as
grandezas em jogo Sao constantes na mesma seccao transversal de area A(X).

As accdes presentes sao:

- forcas de massa, f(x), por exemplo o peso proprio, definido como forga por unidade de volume
mas depois reduzida unidimensionalmente a forca por unidade de comprimento, de valor A(x)*f(x)
sendo A(x) area da seccéo transversal;

- forcas de traccdo, t(x), (ou superficial) definida como forca por unidade de superficie, mas
posteriormente reduzida unidimensionalmente a forca por unidade de comprimento, de valor
b*t(x) sendo b a superficie onde actua a carga;

- forca de pontual, P;, definida unidimensionalmente como forca na direcgéo x-x.

Vamos implementar o procedimento de calculo do método.

ETAPA 1:

A estrutura foi discretizada em trés barras, e quatro nés. Cada n6 tem 1 grau de liberdade, a sua
translacdo segundo x-X, e por isso a estrutura apresenta quatro graus de liberdade. Cada elemento
como é constituido por dois nds tem dois graus de liberdade. Escolhem-se os deslocamentos como
incgnitas do problema (variavel priméria [3] ou de campo [6]).
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: . u
Vector de deslocamentos nodais globais {u}= 2

: : F
vectores de forcas nodais globais {F}= F2

Barra de Tracgéo

ug

us
Uy

A

Fe

3 2

F4

_JFE
e elementares {F€}= .

Por facilidade coloca-se a barra na horizontal.

e elementares {ue}:{

N® o

}, e, respectivos

7O T 2 i @ 7 @) Deslocamentos
® @ ® Nodais
Z > u, > Uy —>u, —>y,| GLOBAIS
T R
® @
> Ull > Uzl —_
2 Deslocamentos
® 5 et 9 Nodais
—>Uy U ELEMENTARES
3
o—0o0
%Ul3 e U23J

Figura 3.2- Discretizacao da Estrutura.

Tabela de Incidéncias : Relaciona os deslocamentos globais com os locais, ou melhor, os graus

de liberdade globais com os graus de liberdade locais.

Desloc. u®, u®,

Elementares
GL Global |Desl.Global uq Uy
noEL.1  IGL Global 1 2
GL Global |Desl.Global Uy Uz
noEL.2  [GL Global 2 3
GL Global |Desl.Global U3 Ug
noEL.3  [GL Global 3 4
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Sistemas de Coordenadas

%(1) 1 (2) 7 @ 7 )

o L ®
(n6 1 elementar) _e (n6 2 elementar)
[ @
x=0 x=Lg
f—>X
< L
—> X (5}
X1
7| X2

Figura 3.3- Sistemas de coordenadas global e local.

Definem-se dois sistemas de coordenadas, um global de coordenadas X cujo referencial tem
origem num ponto qualquer do plano (que neste caso é o no (1) da estrutura), e um referencial
local de coordenadas x cujo referencial tem origem no no (1) de cada elemento. As coordenadas X

estdo no intervalo 0 < x < L, sendo Le o comprimento do elemento finito.

ETAPA 2: Definicdo do campo de deslocamentos

Escolha da fungdo deslocamento. Exprimir o campo de deslocamentos no interior do corpo.
Aproximamos o campo de deslocamento a um polindmio completo com um ndmero de termos

igual ao numero de graus de liberdade do elemento, ou seja,

000 = og + X = 1 x]{“ﬂ ~[]*[a] G3.1)

a2

sendo o € ap 0s parametros de deslocamento ( por enquanto desconhecidos).

ETAPA 3: Definicdo do campo de deslocamentos em funcido dos deslocamentos nodais

elementares

Relacionar os deslocamentos no interior do elemento u(x) com os deslocamentos nodais
elementares, u€ e u,€, o que corresponde em transformar a fungéo de deslocamento numa funcao
de interpolacéo.

Para: x=0 = u(0) = oy + ay*0=u®

X=Le = U(Lg) =ayq + ay* Ly = uy® ,ou seja , (3.2)
{ue}={“§} {1 ’ }*{‘“} = {uty=[A]*{a} (33)
u§| |1 Lel laz
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Invertendo [A] vem: [A]™ = L ]/1|—e ]/ij = f{a}=[A]? *{ue} (3.4)
Logo: 000 = [LJ* AT f= fwool* e 35)
com :[y(x)] = [L]*[A]™ (3.6)

Desenvolvendo (3.5) tem-se:

I L e e i ST
e e 2 e e 2

[w(x)]= [wl(x);w(x)]={(1—%@:(%@} (3.8)
e e

As  fungdes  [y(x)]=[LI*[AT™ = [y ()i w2 (X)]

designam-se por funcdes de forma e permitem exprimir

0 campo de deslocamentos como combinagdo linear

destas fungdes cujos coeficientes multiplicativos sdo os

deslocamentos nodais elementares {u€}. A expressao

(3.8) pode representar-se por:

u(x) = _%wi (x)*ue 39)

a qual € uma aproximacéo do campo de deslocamentos no

interior do elemento e que se ilustra na figura 3.4.

Figura 3.4-
Funcdes de forma lineares

ETAPA 4: Estabelecer as Relacdes de Cinematicas entre os deslocamentos e deformacdes.

Para o estado uniaxial de tensdo as deformagdes, €(x), (extensbes de alongamento ou

encurtamento das fibras) sdo a primeira derivada do campo de deslocamentos.

_du(x) _dly()], Juf
&(X) = T o {ug} (3.10)
e(x) =[B]* {ue} (3.11)
com [B]= d[\g)((x)] (3.12)

Desenvolvendo (3.10) temos:
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I S 1 11 : (1), e (1),
s(x)_{ Le'LJ {ug},ouseja,s(x)_[ LeJ ufJ{Le] us- (3.13)

De (3.13) verifica-se que a aproximacdo do campo de deformacbes obtido é constante no

elemento.

ETAPA 5: Estabelecer as Relacdes Constitutivas.

Relaciona-se o campo de tensdes internas, o(X) com o campo de deformagdes, &(x):

o(x) =[D]*&(x). (3.14)
Como g(x) = [B]* {ue } vem: R— i matriz de elasticidade :
o(x) =[D]*[B]* {ue} (3.15)
que representa o campo de tensdes em funcdo dos deslocamentos nodais elementares.
o(X)=E*e(xX) = o(x)= E*[B]*{ue} = (3.16)
e e__ e
G(X):E*{—i;i}* ug -E uz=up (3.17)
Le Le U% Le

Como se observa o campo de tensdes é constante ao longo do elemento (ndo depende da

coordenada local x).

ETAPA 6: Estabelecer as Relacdes de Equilibrio

O campo interno de tensdes no elemento esta em equilibrio com as forcas de massa, f(x), forcas

de traccdo, t(x), e forcas pontuais aplicadas P; (F; e F;€). Por conveniéncia de exposicéo é vantajoso
distinguir as forgas pontuais P;. Umas séo aplicadas num ponto i algures no seio do elemento, as
forcas P;, e as outras sdo aplicadas nos nos extremos i, Fi€. Estas ultimas representam afinal as

forcas de interaccdo entre elementos adjacentes, ou entre o elemento e o exterior. De um modo
geral, as forcas pontuais no seio de um elemento (P;) devem ser evitadas porque provocam grandes
descontinuidades no campo de deslocamentos, deformacGes e tensdes, conduzindo a maiores erros
na solucdo final. Nestes casos € preferivel ao discretizar a estrutura colocar um n6é no ponto de
aplicacdo daquela forca.

A barra da figura 3.5 esta em equilibrio. Imp&em-se deslocamentos virtuais u(x)”* e deformagdes

virtuais £(x)* a barra os quais podem em geral ser agrupados respectivamente nos vectores

{u3={u9} e {e3={e(0 "}
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t(x)
|:1e > > > > > er
> @ \ FR ® >
f(x) F
< Le >
Figura 3.5

Atendendo ao Principio dos Trabalhos Virtuais para Deslocamentos Virtuais, o trabalho virtual
interno das tensdes interiores iguala o trabalho virtual externo das forgas exteriores:
Wint = Wext

{ﬁ(x) } cldV = f{u(x) } {}dV+j{u(x) } {t}d3+§il{ui(Xi)*}T{Fi}+{ue*}T*{Fe}

(3.18)

sendo {u€*} os deslocamentos virtuais dos nos e {F€} as forcas nodais elementares.

Ora como {e(X)}=[B]*{u€} entdo as deformacbes virtuais também se relacionam com o0s

deslocamentos virtuais da mesma maneira, ou seja, {e(x)*}=[B]*{u€”}. Por outro lado:

{e0)}T = ([BI*{ue"HT = {ue"}T * [B]T (3.19)
De (3.5) vem:

{u()} = [wl*{u¢} =
{uC)}T = ([wl{ueHT = {ue}T * [y]" (3.20)

Finalmente substituindo (3.15), (3.19) e (3.20) em (3.18) obtemos:

e[ (8] <[D]*[B] b® fav = ..

Y

gl U VR g 0 L Sl T U U Y SR i o
S i

(3.21)

J

V
Como {u€*} sdo deslocamentos virtuais nodais, podem ter um valor arbitrado qualquer. Por

conveniéncia digamos que sdo unitarios. Por outro lado os deslocamentos nodais {u€} sao

constantes, ndo interferindo no primeiro integral. A expressdo (3.21) simplifica-se ficando:
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ey *[D]*[Blav* e |- ST =irlav -+ ] ={tas+ Syl 43+ el

ou:

[k * {u%} = {FnfH {Fsh+ {Feh+ {F.

sendo:
(1)- Matriz de Rigidez Elementar, [k€]

ke |- \j/[B]T «[D]*[B]dV

(ii)- Vector de Forcas Nodais Equivalentes as Cargas de Vao

- vector de forcas nodais equivalente as forgas de massa:

ol = (]~} av
V

- vector de forcas nodais equivalente as forgas de superficie:

{Fse}=é[w]T*{t}dS

- vector de forgas nodais equivalente as forgas pontuais:

Fee = lv]" %R}

(iii) -Vector de Forcas Nodais Elementares, {F€}

Representa as forcas de interac¢do entre elementos.

NOTA :

barra fazendo:

{F€} = [k * {u} — [{Fn®}+ {FsH {Fe}.

desde que os deslocamentos nodais elementares {ue} sejam conhecidos.

seccdo constamte.

UAlg - EST - C.Civil

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

1) A partir da expressdo (3.23) facilmente se obtém a forca de interaccdo do exterior sobre a

2) As forcas equivalentes a cargas de vdo no meétodo dos elementos finitos

({Fme }+ {Fse }+ {F,:e }) tém sinal oposto as forcas de fixacdo do método dos deslocamentos e

por isso as tabelas deste método também servem para o MEF desde que as barras tenham
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(iv)- Vector de deslocamentos nodais elementares, {u€}
Este vector representa a incognita do problema. Ird haver uma correspondéncia entre 0s

deslocamentos nodais elementares {u€} e nodais globais {u}, estabelecida pela tabela de

incidéncias. Apds a resolugdo do sistema de equagdes global, obtemos a solucdo {u}, e, por um

processo retro-equivaléncias obtemos o valor de {u€}.

Voltemos ao problema exemplo para definir algumas das grandezas acabadas de definir.

- Matriz de Rigidez Elementar:

Atendendo a expressdo (3.25) temos:

e T Le T Le[-1/L, !
[k ]: [B]' *[D]*[B]dv = | [B]' *[D]*[B] Adx = *E*[-1/L, 1/Lg] Adx
Y, 0 ol YLe
1 1
Lel 12 12|, EA[1 -1
[ke]:(j) _i ie EAdx = —J_l 1} (3.30)
L& L&
- Vector de Forcas (nodais equivalente as forcas) de Massa:
L |1- Le
{ } I[w] *ijav= || e i Adc=] 2 beEra (3.31)
0 ix i
La 2
f(x)
@ ®
fAL/2 : fAL /2
—> @ ® —>»

-Vector de Forcas (nodais equivalente as forcas) de Superficie (ou de Traccdo):

Le 1—L Le
Fs® )= (v £ t}ds = j b ¢ |bdx- |__2e **p (3.32)
Le 2
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O

btL/2 btL/2
—> @ ® —>

- Vector de Forcas (nodais equivalente as forcas) Pontuais:

1- X 1—)[—05
Feef=shl = tm)=| e R =], e (333
! —X —Xoh
Le Le
ke X0 >
et S
(1-Xo/Le)F; FiXo/Le
—> @ ® —»

Até ao fim desta etapa estabeleceu-se o equilibrio de um elemento finito isolado. Na sequéncia

desse calculo definiram-se a matriz de rigidez elementar, [k€] e os vectores de forca elementar ,

{Fo°} e {F}.

ETAPA7:
Estabelece-se o equilibrio global da estrutura e determinam-se os deslocamentos nodais
globais,{u}.

Os passos a efectuar, mas que nédo sao para ja explicados em pormenor, sdo 0s seguintes:
- construir a matriz de rigidez global [K], a partir do espalhamento e assemblagem das matrizes de
rigidez elementares;
- construir o vector de forcas nodais {F}, a partir do espalhamento e assemblagem dos vectores de
forca nodais elementares e vectores de forca elementares equivalentes as cargas de vao:
- imposicao das condicdes de fronteira;
- resolucdo do sistema de equacdes [K]*{u}={F}, e determinacdo dos deslocamentos finais {u}.
- para cada elemento e, fazer a realocacdo dos deslocamentos nodais elementares {u€} a partir do

vector de deslocamentos finais {u}.
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ETAPA 8:
A partir da expresséo (3.15) determinar as tensdes internas no elemento e:

o(x) =[D]*[B]* {ue} (3.15)-rep.
No exemplo tipo tem-se:
e e_, e
o(x) = E{—i;i}* Uil _gld2—t (3.17)-rep.
Le Le U% Le

que é uma expressdo ja deduzida na Etapa 5, mas s6 agora sdo conhecidos os valores dos

deslocamentos nodais u{® e u,®.

3.3- Variacdo de temperatura e tensdes iniciais

Pretende-se estudar uma barra sujeita a variacdes de temperatura AT. Quando uma barra
isostatica é sujeita a uma variacdo de temperatura, que se supde positiva e uniforme ao longo da
barra e das sec¢cOes, ndo se instalam tensdes nas suas sec¢Oes, mas as fibras aumentardo de

comprimento. Assim o campo de tensdes ¢ mantem-se nulo mas o de deformagdes g néo, e define-
se como gy = o AT. Estas extensdes podem considerar-se deformagdes iniciais (ver figura 3.6)

Ao aplicarmos as restantes cargas (forcas de massa, de superficie, etc) estas serdo equilibradas
pelo campo de tensdes interno o qual dependera apenas das extensdes associadas as mesmas cargas
e que sao (e-gg), sendo e as extensdes totais, como se ilustra na figura 3.6. Atendendo as relagdes
constitutivas numa barra sujeita a um estado uniaxial de tensdo com comportamento elastico linear

podemos escrever:

c=E(e-¢gp) (3.34)
c A E
1
Gle(Sl_SO) --------------------------------------------- g
(comportamento
elastico linear)
€
& —>

Acresce salientar que a energia de deformacao interna, U, armazenada na barra durante a aplicacao
das cargas, que actuaram lentamente e gradualmente crescentes, € igual a zona sombreada da figura

e valendo:
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Uzij(s—so)T*E*(e—so)dV (B35)
2y

A existéncia de variacdo de temperatura pode ser entendida em sentido lacto como a presenca de

um tado de deformacéo inicial {eg}. Havendo tens@es iniciais {og}, por exemplo um pré-esforgo,

0 campo de tensdes total é dado por:

{o} = [D] ({ &} -{e0}) + {00} (3.36)

Retomemos agora a Etapa 6 na qual se recorre ao Principio dos Trabalhos Virtuais para
estabelecer o equilibrio da barra, sujeita quer a variacdo de temperatura AT como as restantes

accOes. Da igualdade dos trabalhos virtuais interno e externo podemos ainda escrever:

J{E(x) } cfdV = j{u(x) } {}dV+j{u(x) } {t}d3+%{ui(Xi)*}T{Fi}+{ue*}T*{Fe}

(3.22-rep)
cujas grandezas ja sdo conhecidas, nomeadamente {e(X)*}, {u(x)*} e {u€"} que sdo
respectivamente os campos de deformacdes virtuais, 0 campo de deslocamentos virtuais e os de
o0s deslocamentos virtuais dos nos. No desenvolvimento desta expressdo é necessario ter em conta
a nova definicdo (3.36). A alteracdo que agora surge interfere apenas no 1° termo da expressao

anterior. Substituindo ent&o (3.36) no primeiro termo de (3.22) obtemos:
(k00" =totav = [ koo™ [ *DI*felav - [ 00" [ *[D]*feo}av+ j 600" [ *{oolav
v Y Y

(3.37)
Substituindo {e}=[B]*{ue} e {e(x)*}" = {ue*}T * [B]T no 2°termo de (3.37), e colocando (3.37)
em (3.22) fica:

S 3 3 0 VA P 3 ) P VR gl IR G VA

\Y \Y \Y%

...:I{ue*}T[\y]T*{f}dV+I{ e oy 7 » dS+Z{ ey omy o+ e

S
(3.38)
Admitindo que os deslocamentos nodais virtuais {u€*} sdo unitarios e passando a 22 parcela do

primeiro termo para o segundo fica:
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(B [ Blav*{ue = [[BI'D]*feo}av + [~[BI *{oojav + ] ={f}av +..

...+I[W]T *{t}ds+ Z[W]T R+ {Fe}
S I

(3.39)
que é uma expressdao semelhante a (3.22), na qual figura a parcela relativa as forcas nodais
equivalentes a variacdo de temperatura. Esta expressdo pode apresentar-se de forma mais

compacta:

[k * {0} = {FarHH{FoH{FnH (Fsh+ {Fech+ {F%}. (3.40)

O vector de forcas nodais equivalente a variagdo de temperatura (ou deformacdes iniciais) é:

Fart|= I[B]"[D]*feo}av (3.41)

Podemos desenvolver esta expressao para o elemento de barra em estudo e para variagdo uniforme

de temperatura ao longo da barra:

-1
Le| T -1
{FATG}:j[B]T[D]*{eo}dV: [ Lle *E*a*AT*Adx:E*A*a*AT*{Jrl} (3.42)
v 0| —
Le AT
@ ®
(-)EAQAT : EAaAT
—@ ® —

O vector de forcas nodais equivalente Tensoes Iniciais é:

{Fcoe}z \j/— [B]" *{c, dV (3.43)

Para oo constante ao longo da barra:
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-1
be L, - LA LT
{FGOE}Z\J/_[B]T *{oo}dV = (j)— ie opAdX =0 L_e {_1} (3.44)
Le
/ 60
AN AT
@ ®
(HooA/ Le (-)ooA [ Le
— e ® ——

Finalmente ha que referir que as tensdes finais no elemento séo determinadas de acordo com a

expressédo (3.36), de que se deduz:

{c} = [D] * ([B{u®}- £o) + {op} (3.45.3))
{c} = [D] * [B{u®}- [D]*(a*AT) +{o0} (3.45.b))
[H]
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4- Particularidades em Elementos Unidimensionais

4.1 — Transformacéo de Coordenadas (Parametrizacao)

A0 processo que consiste em substituir o elemento real por um elemento mestre designa-se

por parametrizacdo o que obriga a uma transformacdo de coordenadas. Estuda-se para ja a

transformacé&o linear de coordenadas.

Um dado elemento finito numa malha pode ser estudado com base (i) nas coordenadas globais
(X) com origem por exemplo no ponto inicial da estrutura, (ii) nas coordenadas locais (x) com
origem no n6 esquerdo do EF ou (iii) em coordenadas naturais com origem no centro do
elemento supondo que este tem comprimento igual a 2. Este elemento designa-se por mestre,
padréo, etc.

4.2.2 - Transformacao linear de coordenadas X <&

NG 1 NG n
@ >
> P R
X (Coord. < Le <
Global) —> X (Coordenada Local)
X1 X2 (ou X, caso haja mais nos)
x1=0 X2= X2= Le

/i (coordenada natural)

N
>

N

£1=-1 E=+1

> [
Il 2 |

Figura 4.3- Coordenadas Globas (X) ou Locais (X) e coordenadas naturais (&).

A transformacdo linear de coordenadas Naturais para globais Globais € definida por :
X=a+bg @

Comparando as figuras podemos desenvolver:

Assim para : -onélX; ©&=-1 [Xi=a+b(-1) |..... a= X+ X ;Xn (b)
-0 N0 Xn &&=+l | Xn=a+b(+1) ... bzxngxl (©)

substituindo (b) e (c) em (a) obtemos a transformacéo linear directa de & —»X é:
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Xn —Xl Xn -X
= +
2 2
2*X Xn + Xl
><n - Xl Xn - Xl

X =*g (d)

(€)

A transformacdo linear inversa X—¢ é: € =

sendo Xi as coordenadas dos nés no sistema global de coordenadas.

Se pretendermos uma transformacéo linear de coordenadas Naturais em Locais basta reparar
que: Xi=X, Xn=X2equeLe=Xn-X1=X2-X1.
Fazendo estas alteracbes nas igualdades anteriores obtemos as transformacdes directas e

inversas de coordenadas x«>& mais usadas de coordenadas naturais para locais e vice-versa:

(1) a transformacéo directa &—X : X = %(1+ €) (4.9)
. . _ 2

(ii) a transformacdo inversa X—&: E= O x-1 (4.b)

1

4.2- Fungdes de aproximacdo. A natureza de Interpolacdo de Deslocamentos.

Nas etapas 2 e 3 aproximamos o campo de deslocamentos a um polindmio completo do 1°
grau. Como o campo de deformacdes € a derivada do de deslocamentos, resulta ser constante em
todo o elemento. Por outro lado como as tensbes sdo proporcionais as deformacdes resulta um
campo de tensbes também constante ao longo do elemento. Ter um campo de tensdes constante
ao longo do elemento é a maxima precisdo que conseguimos obter para aquele elemento finito,
cuja presisdo foi condicionada pela escolha do polinbmio de interpolagdo do campo de
deslocamentos (foi do 1° grau).

e Como aumentar a precisao da andlise ?

e O que acontecera quando se adopta uma funcdo de aproximacdo de deslocamentos cuja
ordem ¢é superior a ordem da funcdo solucdo exacta ? Por exemplo, para uma solucdo exacta

u(x)= 5*x+1.5 (caso de um elemento finito de barra com seccdo transversal constante) o que

acontece se adoptarmos como funcéo de aproximacao o polinémio:
u(x)=a; +asx +a3x2
O processo de analise de elementos finitos forcara a que resulte: a; = 1.5,a,=5eaz=0.

= Em conclusdo se a solugdo exacta for um subpolindmio da fungdo de aproximacédo, as
solucBes reais e de elementos finitos serdo iguais. (repare que a3=0 anulando a eficicia da

parcela quadratica asx?).
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Um procedimento comum na andlise de problemas de elementos finitos para aumentar a
precisdo da andlise, é:

(i) aumentar o numero de elementos da mesma natureza ja existentes (lineares, quadraticos,
cubibos), (aproximacéo do tipo h)

(if) aumentar a ordem do elemento finito existente (passar de linear a quadratico) mas manter
0 mesmo numero de elementos (aproximacéao do tipo p)

e Se neste problema se optasse por aproximar o campo de deslocamentos pelo polindmio

U(X) = & + 0pX + 0gX> (4.1)
deveremos deduzir as fungdes de aproximacao correspondentes. O elemento unidimensional teria

de possuir trés graus de liberdade (u1, u2 e ug), sendo assim necessario acrescentar mais um nd
ao elemento finito barra, como se mostra:

up uz us
—_— —_— e
@ ®
«——Le/2 «—Le/2—
< Le >
% X

Figura 4.1-Elemento barra de trés nés

Para 0 novo elemento de trés nos, cujo campo de deslocamentos é aproximado por (4.1) temos:

g
u(x) = b X xz]* oy b=[L]*{o} (4.2)
a3
Fazendo:
x=0 > u(x=0)=ue=1
X:Le/Z - U(X:Le/Z) —ue=1+ Le/2 + (Le/2)2
x=Le¢/2 —> U(X:Le) =uze= 1+Le+ Lez
vem :
uf 1 0 0 o
el 2 * el _ *
=1 Le/2 L4 ast o Wef=[A]*{o} (4.3)
u% 1 Le Lg o3

Invertendo [A]:
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1 0
AT =|-3/L, 4/L,
-2/ —4/.8

podemos descrever:

009 = [L]* e} = [LI AT fue]

0

~1/L,

2/18

fa}=[AI ) =

u(x) =[w]* {ue}

u(x) =Zwi(x)*uf

Mas:

[w]=[L]*[AT*

2x2 ~4x 4x2 ]

3x
[wl=[vi() w2 wa(0]=|1-7=+5-;
Le Le Le
e
né 1 né 2 no 3
@ @ 9
x=0 X:Le
A—>X

u(x)

U2e

‘iuse

v1(X)

Va(X)

v3(x)

Figura 4.2 - Funcdes de forma quadraticas em coordenadas locais

(4.4)

(4.5)

(4.6.9))
(4.6.b))
(4.6.0)

(4.7.9)

(4.7.0))

Como se acaba de ver, o campo de deslocamentos pode ser aproximado pela combinacédo

linear (4.6.c)) sendo wi(x) (4.7.b)) as fungdes de forma (ou de interpolagdo) quadraticas uie o

deslocamento do ng i.
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Como regra podemos afirmar que se adoptarmos como fungdes de aproximacdo polinémios,
este deve ser completo e o seu namero de parcelas igual ao nimero de graus de liberdade
do elemento finito.

Pode ainda acrescentar-se que a fungdo de aproximagdo dos deslocamentos ndo contém,
infinitos graus e liberdade, ou seja, ndo contém todos os infinitos termos necessarios que
permitam a estrutura deformar-se exactamente como a estrutura real. Consequentemente pode-

se afirmar que a malha de elementos finitos é tipicamente mais rigida que a estrutura real

[4].

4.3- Familia de Funcdes de Interpolacdo de Lagrange

As funcbes de forma [w(x)] resultantes das aproximacdes polinomiais das variaveis

dependentes u(x) podem ser obtidas sem necessidade de inverter a matriz [A], 0 que € muito

vantajoso na medida em que nem sempre é fécil efectuar essa inversdo. Quando se pretende

representar o campo de deslocamentos usam-se os polindmios de Lagrange. Se pretendermos

também representar quer o campo de deslocamentos como o campo das derivadas dos

deslocamentos (inclinacbes ou rotacdes dos pontos) recorremos aos polindmios de Hermite

(Hermitianos, H1), como por exemplo nos elementos finitos de viga (barras sujeitas a flexdo
simples).

Nota: Ha autores que representam as fungdes de forma por [y] e outros por [N].

A funcéo de interpolacdo de Lagrange wi(&) associada ao né i, de um polindmio com n parcelas,

, | -
é dada por: vi(E) = H?:l;j;ti - ijj (4.10a)
ou,
ey g8 ) AE-Eia)E-Eina). (E-En) 410b
R A A W CHSIENY (ARSI W oy o
Estas funcbes satisfazem as seguintes propriedades:
vig)=1 se i=j i yi(E)=0 se i%] (4.11)
0 ey 0 dyi(6) _
El\lﬁ(a)—l = El az =0
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Sendo n o numero de graus de liberdade do elemento as fungdes de interpolacdo lineares,
quadréticas e cUbicas de Lagrange, resultantes do desenvolvimento de (4.10a ou 4.10b) séo

respectivamente:
Linear
/ g
Y1 = %(1— £) 7 >
. &1=-1 co=+1
v) :§(1+§) (4.9)-rep. l ) .|
Quadratica
g
n=-25-8) ¢ >
E_,]_:'l §3:+l
vo =([L+E)L-¢) (4.12) —1 1
vs=2el+e) “ 2 "
Cubico
/ R
vi=--8[3 8] 3¢ _ *=—. "
C1=1 | g5=-1/3 | £3=1/3 Eq4=+1
v =5(1+a)(1—a>(1—éj . 2 g
2716 3
27 1
Vg =+ ENL- a)(g + aj (4.13)
9(1 1
Y4 = _E(é + @j(g - i)(lJr £)

Todas as grandezas definidas no elemento real, como o campo de deslocamentos e a
geometria do elemento (como sejam as coordenadas dos seus nds), podem através da
transformacdo de coordenadas ser definidas num outro elemento, um elemento “ideal",
designado por elemento mestre [3] (ou elemento parental [4]).

As caracteristicas e vantagens do elemento mestre sao:

- tem coordenadas especiais que permitem que as funcGes de forma sejam facilmente
desenvolvidas;

- mantém as relacdes de compatibilidade entre elementos com forma e orientacdo arbitraria;

- representam um elemento ndo distorcido;

- permitem a derivagéo das fungdes de forma;

- facilitam a integracdo numérica.
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A0 processo que consiste em substituir o elemento real por um elemento mestre designa-se

por parametrizacdo. Contudo, o elemento linear (aqui em discussdo) é tdo simples que a sua

parametrizacdo ndo conduz a qualquer vantagem, pois s6 se complica o procedimento de célculo.
No entanto vai-se ilustrar a sua aplicacdo na seccdo seguinte, porque o procedimento de célculo é
semelhante para elementos mais complexos (bidimensionais e tridimensionais) onde de facto ha

grandes vantagens na sua aplicag&o.

4.3- Definicdo da Geometria

Em elementos de geometria mais irregular, as suas coordenadas podem também ser

aproximada por um elemento regular, o elemento mestre por:
m A
X(€) = i) *x{ (4.15)
i=1

sendo x;® as coordenadas dos nds do elemento real. A aproximacdo pode ser efectuada com um

grau aproximacdo qualquer, ndo necessariamente igual ao da aproximacdo do campo de

deslocamentos, ou seja, comm=n, e y (&) = ¥; (€).

exemplo, ver figura 4.4a):

XE) = 91O X+ W2 O 2+ Ua(©) 5§ =~ 2 EL-E) X+ L+ HU-E) x§+5 L+ 5"

4.4 - Formulagdo Isoparamétrica.[3, 4, 5]

Vimos que o campo de deslocamentos pode ser aproximado no elemento mestre por funcdes

de aproximacao y;(&), como na expressdo seguinte:
n
u(E) = ¥ wie)*us (4.14)
j=1
sendo uje os deslocamentos nodais no elemento real.

(exemplo: u(®) =y (©)*uf + w2 (&) *u§ =3 -9 *uf + 5 A+8)*u3)

Da seccdo de texto anterior vimos que podemos interpolar a geometria, de forma independente

da interpolacdo do campo de deslocamentos.
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Dependendo da relagdo entre os graus de aproximacdo usados a formulacdo dos elementos
finitos é classificada em trés categorias:
1) Formulagdo Subparamétrica : m < n - geometria tem menos GL que os deslocamentos
2) Formulacdo Isoparamétrica : m = n- geometria e deslocamentos com os mesmos GL
3) Formulacdo Superparamétrica : m > n - geometria tem mais GL que os deslocamentos
Nas formulages subparamétricas a geometria € representada por uma ordem menor que a
aproximagdo das variaveis dependentes. Um exemplo € a viga de Euler Bernoulli onde os
elementos cubicos de Hermite sdo usados para aproximar a deformacéo transversal, enquanto a
geometria é aproximada linearmente, no caso de vigas rectas de sec¢do constante.

A formulagéo isoparamétrica é a mais usada e superparamétrica raramente usada.

&1=-1 &3=+1
) 2 g
X1
a) elemento real b)elemento mestre

Figura 4.4- Aproximacao da geometria de um elemento unidimensional [4]

global space parametric space
Figura 4.5- Elemento de superficie isoparamétrico de 4 nos

Y X.Y 0 1

00 70

global space parameftric space

Figura 4.6- Elemento de superficie isoparamétrico de 3 n6s[4]
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X -1-11 1,-11

z
global space parametric space

Figura 4.7- Elemento de volume isoparamétrico de 8 nds[4]

—eo o
2-node line 3-node line

3-node triangular 6-node triangular

[]

4-node quadrilateral 8-node quadrilateral
4-node tetrahedral 10-node tetrahedral
. ’
8-node hexahedral 20-node hexahedral

Figura 4.8 - Elementos isoparamétricos mais comuns[4]
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4.5 - Jacobiano de Transformacdo de Coordenadas

A transformacdo de coordenadas de um elemento mestre para um elemento real requer uma
funcao do tipo :

X=1(€) (4.16)
Se t(&) for linear (exemplo: equacdo (4.8)) uma recta é transformada numa recta, e se ndo for
linear o segmento de recta é equivalente por transformacéo a uma curva com 0 mesmo grau que
a fungéo de transformacao.

Dada uma transformacdo de coordenadas x =t (§) é necessario determinar o modo como se
relacionam os incrementos de cada uma das coordenadas no elemento real e no elemento mestre.
Se a coordenada x € [a, b] do elemento real é a transformada da variavel & e [c, d] do elemento
mestre, pela transformacdo anterior, ao incremento dx corresponderd um incremento d&

relacionados entre si por:

_OX(8) . _ ot(E)
dx = > de =" de (4.17)

Chama-se Jacobiano da transformacdo de coordenadas, J(§), a derivada da funcdo de

transformacéo x=t(&§) em relacéo a variavel paramétrica &:

OX ot
J(E) =% =% (4.18)
A expressdo (4.17) pode entdo escrever-se:
dx =J(&) dg (4.19.9)
que se verifica ser idéntico a:
dx = det[J(&)]dz . (4.19.b)

O Jacobiano "escala™ um incremento no elemento mestre para outro incremento no espaco real,
dada pelo produto d * det[J(£)]. Esta relacdo pode no caso mais geral nem ser linear.
Por outro lado a inversa do Jacobiano serve para transformar as incrementos de coordenadas

do elemento real em incrementos de coordenadas do espaco mestre.

1 E(X) _at(x)
)] = v (4.20)

Nos espacos bidimensionais e tridimensionais a relacdo (4.19.a)) é escrita em termos do

determinante do Jacobiano de transformacdo desses espacos. Assim, para 0 espacgo bidimensional

a relacdo entre o espago real (Xx,y) e espaco paramétrico (§m) (do elemento mestre
bidimensional) é dada por:
dx dy =det[J(&,n)]d& dn (4.21)
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sendo :
ox oy
_| 0& 0§
[J(é,n)]— 8_X ﬂ
on  on

Para o espaco tridimensional aquela relacdo é dada por:
dx dy dz = det[J(&,n, £)]dg dndg

sendo :
ox oy o]
o0& 0& 0§
|x oy @
Eno)]= o B on
x oy o
|06 oC o |

As expressoes (4.21) e (4.23) sao deduzidas em [22].

4.6 - Integracdo Numeérica.

Rx)

a=x x3 X3 X4 xs =b

Fx)

Figure 3.18 Numerical integration
by the Newton-Cotes quadrature.
(a) Approximation of a function
by P,(x). (b) The rapezoidal rulc.
() (¢) Simpson’s rule.

Figura 4.9- Aproximacao polinomial [3]
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O célculo directo dos integrais das parcelas da equacgdo de equilibrio (matriz de rigidez,
vetores equivalentes a forcas) podem por vezes ser dificeis, devido a complexidade da funcéo a
integrar. No caso de elementos isoparamétricos a presenca do Jacobiano torna essa tarefa ainda
mais dificil. Em ambos 0s casos recorre-se a integracdo numérica ou quadratura, para resolucao
desses integrais. Embora ja tratado em disciplinas de céalculo numérico vamos para ja relembrar a

integracdo numérica unidimensional.

b
Pretende-se resolver um integral na forma [F(x)dx. A integracdo numérica pretende
a

encontrar uma funcdo polinomial P(x), simples de integrar e cujo resultado seja semelhante ao

integral da funcdo real (ver figura 4.9).

4.6.1- Integracdo de Newton Cotes

Neste método os n intervalos entre pontos de integracdo sdo iguais entre si, definindo-se n+1

pontos de integracéo.

T = (b-a)* 3w; *F(x;)

a =1

(4.25)

w;j - pesos de integracdo (ver figura 4.10)

Xj - abcissa do ponto de base i

F(x;) - valor da funcéo F(x) em xi

Para o caso particular de F(x) ser um polinGmio, a expresséo acima (4.25) é exacta se:
- n é par e se F(x) € um polinémio de grau (n+1) ou menor;
- n é impar e se F(x) é um polindbmio de grau n ou menor.

Consequentemente um polindmio de grau n é integrado exactamente se forem escolhidos n+1

pontos de base.

n W, W, W, W, We W W,

1 1/2 1/2

2 1/6 4/6 1/6

3 1/8 3/8 3/8 1/8

4 7/90 32/90 12/90 32/90 7/90

5 19/288 75/288 50/288 50/288 75/288 18/288

6 41/840 216/840 27/840 272/840 27/840 216/840 41/840
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4.6.2- Integracdo de Gauss Legendre

Os pontos de integracdo ndo estdo igualmente espacados. Ha necessidade de fazer uma reducao
de coordenadas.

b +1 +1 n
JF(x)dx = Il F(§)J(E)dE = IlG(é)d& = _ZlG(éei )* Wai (4.26)
a - - 1=

&; - abcissas nos pontos de Gauss (ver figura 4.11),
w; - pesos dos pontos de Gauss,

J(€)- Jacobiano de transformacéo de coordenadas,
e A expressao acima (4.26) calcula exactamente o integral se G(x) for um polindmio de grau

2ng-1 sendo ng 0 numero de pontos de Gauss;
e Inversamente um polinomio G(x) de grau n é integrado exactamente com ng=(n+1)/2

pontos de Gauss (se n+1 for impar passa-se para o inteiro maior mais perto).

e Se a derivada de ordem (2ng+2)? de G(x) for nula o erro de integracéo € nulo.

Este tipo de integracdo tem vantagens face a integracdo de Newton Cotes, pois obtemos igual
precisdo com menos pontos de base, o que reduz o tempo de calculo.

(Os pontos de base &; sao raizes do polindmio de Legendre, P(n.1)(&)).

FINITE-ELEMENT ANALYSIS OF ONE-DIMENSIONAL PROBLEMS 157

C N

=]

E= - = -057ms|  £=057735 f= |

(@)

N

| l
H .
I ]
1

t? £
k 1 Figure 3.19 Gauss-Legendre quadrature. ( a)

E=—l £=-0.774597 t= 0_7745;7 E=1 The two-point Gauss-Legendre quadrature.
(b) The three-point Gauss-Legendre quadra-
) ture.

Figura 4.11.a)-Pesos de integracdo de Gauss Legendre [3].
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+ v, w, Ty, l w;
n=2 n=2_8 . 7
0.57735 02691 89626 0.18343 46424 95650 | 0.36268 37833 78162

n=3
0.60000 00000 00000

0.77459 66692 41483

nx4d )
0.21998 10435 84856
0.86113 6311594053

.£0.74153 11855993944 ¢
10.94910 79123 42759 "0

1.00000 00000 00000

0.88883 838848 38889
0.55555 55555 55556

0.65214 51548 62546
0.34785 48451 37454

1294829661 68870

).27970 53914 89277 1%

0.52553 24099 16329
0.79666 64774 13627
0.96028 98564 97536

n=9

0.00000 00000 00000
0.32425 34234 03809
0.61337 14327 00590
0.83603 11073 26636
0.96816 02395 07626

1 0.90411 72563 704754}

098156 06342 467!9

0.31370 66458 77887
0.22238 10344 53374
0.10122 85362 90176

0.33023 93550 01260
0.31234 70770 40003
0.26061 06964 02935
0.18064 81606 94857
0.08127 43883 61574

110693 93259 95318

D:04717 53363 8651 1-—.&7

n=>
0.00000 00000 00000 | 0.56888 88388 88889 || 7 =10 -
053846 93101 05683 | 0.47862 86704 99366 || 0.14887 43389 81631 | 0.29552 42247 14753
0.90617 98459 38664 | 0.23692 68850 56189 § 0.43339 53941 29247 | 0.26926 6719309996
0.67940 95682 99024 | 0.21908 63625 15982
n=6 0.86506 335666 88985 | 0.14945 13491 SO5&1
0.23861 91860 83197 | 0.46791 39345 72691 | 0.97390 65285 17172 | 0.06667 13443 08688
0.66120 93864 66265 { 0.36076 15730 48139
. 0.93246 9514203152 | 01713244923 79170 § 7= 12
0.12523 34085 11469 | 0.24914 70458 13403
ne=l , 0.36783 14989 98180 | 0.23349 25365 38355 .-
0.00000 00000 00000 | 0.41795 91836 73469 J| 058731 7954286617 | 0.20316 74267 23066 - =i:
0.40584 5151377397 | 0.38183 00505 05119 J| 0.76990 26741 94305 [ 0.16007 83285 43346

Tabela 6.1: Ordenadas e pesos dos Pontos de Gauss. Caso unidimensional.

Figura 4.11.b)-Pesos de integracdo de Gauss Legendre [3].

4.6.3- Integracdo de Lobatto

A quadratura de Lobatto é semelhante a de Gauss residindo a diferenca no facto de os pontos
extremos de integracdo coincidirem com os extremos do intervalo. A quadratura de Lobatto
integra exactamente polinbmios de ordem igual ou inferior a 2n-3 sendo n o niUmero de pontos

de integracdo. Apresenta-se na figura 4.12 os pesos e abcissas dos pontos de integracao.
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Particularidades em Elementos Unidimensionais

i Pi
2 + 1.0000000000 1
3 + 1.0000000000 173
0.0000000000 4/3
4 + 1.0000000000 1/6
+ 04472135955 5/6
5 + 1.0000000000 1710
+ 06546536707 49/90
0.0000000000 32/45

Figura 4.12 - Pesos de integracdo de Lobatto.



Elementos Finitos Exemplos - Elemento Barra de Tracc¢éo

4.6- EXEMPLOS
4.6.1- EXEMPLO E.1: Determine o campo de deslocamentos e de tensdes da seguinte barra.

W/

t(x)=2.5 kN/m.. P=20 kN
> > > > > >
< 10 m >

—_—a X
FiguraE.1

E= 30x106 kN/m2
Area da seccdo transversal: A(x) = m/(1+x) (m2).

Exemplo E.1.A) - Solucdo Exacta:

Como a estrutura € isostatica facilmente se determinam os esforcos e deslocamentos exactos.
Esforgo axial: N(x) = 20 + 2.5*(10-x)

Tensdo normal : o(x) = N(x) / A(X)

Deformacdo: €(xX) = o(X) / E

Deslocamentos

X0 N*N X0 20+2.5*(10-x) 1
8(xg) = U dx = : *1dx = — (45xq+21.25x2 —2.5/3* x3
(Xo) (I) EA (j) E*r/(l+X) £x (40%0 X0 xp)
Exemplo E.1.B) - Resolucdo recorrendo a um s6 elemento finito de barra com seccido de area
constante
_
(=25 KN/m.L T P=20 kN
—_
% ule T uZe
< 10m >
——» X
Figura E.2
10
) 1de
Area média= 0= X _ T [In1+x) 0 = 0.7533m?
10 10
L=10m
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Elementos Finitos Exemplos - Elemento Barra de Tracc¢éo

1 1 Le

e|(_ Le Le |_ 01 -01} € T x — .75- *(t*h) — 5 *

[k ]_EA 1q —EA{_Oll o1 | {FS} é[\p] {t}ds ’ (t*b) =1 *25
Le L 2

01 -01] [u¢] (5 e=1
EA #JUTL_ Plag g, JFI
—01 01 |ugf |5 20

Repare que uie =0 . Da segunda equacdo obtem-se : uge = 14.38x10-6 m

O campo de deslocamentos é:
X X -6 -6
u(x) = ya(x) * uze + yo(x) * ugze = (1—Ej*o + E*14.38x10 =1.438x107° *x

Campo de deformacgdes:

du(x)
dx

Campo de tensoes:
o(X) = E*g(x) =43.14 KN/m2

&(X) = ~1.438x107°

Forcas Nodais:
=] :[Ke]* uf _ -325
Fé u% 325

Exemplo E.1.C) - Resolucdo recorrendo atrés elementos finitos de barra com seccéo de area constante
7

M @ © @

AN
%j R T Ua

<—10/3 m—>|<—10/3 m—>l(—10/3 m

———X
Figura E.3
10/3 20/3 30
| 1de | 1de | 1de
Ami= —0 =X _1380m2: App= 20327 X _0538m2: Apg= 20/3-F X _ 340m?2
10/3 10/3 10/3

L1=L>=L3=10/3m

Tabela de incidéncias:
UAlg - EST - C.Civil 4-15



Elementos Finitos Exemplos - Elemento Barra de Tracc¢éo

GL Elementar => (1) (2)
GLGno Elem1 = 1 2
GLG no Elem2 = 2 3
GLG no Elem3 = 3 4

1 -1 1 -1 1 -1
[kl]: 12.439 *10°; [k2]= 4.839 *10°; [k3]= 3.060 *10°
-1 1 -1 1 -1 1

k11= k11(1) = 12.439x106

k12= k12(1) = -12.439x106

ko= koo(1) +k11(2) = 17.278x106
koa= k12(2) = -4.839x106

kaa= koo(D)+k11(3) = 7.899x106
kaa= k12(3) = -3.060x106

kaa= ko2(3) = 3.060x106

Le
SN 3 SO CEL R
2
12.439 |—12.439 0 0 u1 4.167
-12.439 | 17.278 —4.839 0 6. |u2 8.332
*10° %4770 =
0 -4.839 7.899 -3.060 us3 8.332
0 0 —-3.060 3.060 ua 24.167

Repare que u1=0 . Resolve-se o subsistema inferior direito, que envolve as variaveis u,, U e Uy.

O vector de deslocamentos nodais finais é:
{u}T={0 ;3.282*10-6; 9.998*10-6; 17.896*106 }

Logo os deslocamentos nodais elementares sdo:

[ s 1

e Elemento 1:

9.998 _6
= *10
17.896
- O campo de deslocamentos é:

U(X) = wi(X) * upl + yp(x) * upl = (1_8*0+E*3.282*10—6 = (0.985%x)*1078, [0 < x< 10/3]

- Campo de deformacdes:

£(x) = du(x)

UAlg - EST - C.Civil 4-16
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Elementos Finitos Exemplos - Elemento Barra de Tracgao
- Campo de tensdes:
o(x) = E*g(x) = 29.55 kN/m2

- Forcas Nodais:
Ryl us| 408

e Elemento 2:

- O campo de deslocamentos é:
u(x) = w1(x) * u12 + ya(x) * up2 = (3.283 + 2.015 *x)*lO_6 , [0 < x<10/3]
- Campo de deformacoes:

_ du(x)

£(x) =2.015%107°

- Campo de tensdes:
o(X) = E*¢g(x) = 60.45 kN/m2

(o)

- Forcas Nodais:
R’ _k2}x uf
R’ uj

e Elemento 3:

- O campo de deslocamentos é:
Uu(x) = w1(X) * U3 + wa(x) * up3 = (9.998 +2.370 *x) *10~°, [0 < x< 10/3]
- Campo de deformacoes:

- Campo de tensdes:
o(X) =E*g(x) =71.09 kKN/m2

=2.370*10°°

- Forcas Nodais:
RS :[K3]* uf| _ [-32.50
|:23 u% 32.50

Comentarios:

Figura E.4 - Deslocamento vs. distancia

UAlg - EST - C.Civil
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=5

-5 2:10 T
1.848:10 7,
1510 °
d(x)
é ul(x)
=]
E "?.lz'l -5
g WlX .
s L ) 110
i u32(x2)
A amm.
u33(x3)
5.0 ©
0,
4 6 8 10
0 X,x%,x1,x2,x3 10

Coordenada (m)

Os deslocamentos obtidos por solucdes exacta, aproximada com um elemento finito e aproximada
com trés elementos finitos, sdo representadas respectivamente pelo traco cheio, traco ponteado, e
traco interrompido na figura E.4. Tecem-se alguns comentarios:

a) Os deslocamentos ao longo de cada barra nos modelos aproximados por elementos finitos ora
sdo superiores ora inferiores aos deslocamentos reais, consoante a coordenada do ponto.

b) Na aproximacdo com trés elementos e a partir do segundo elemento, os deslocamentos séo
sempre inferiores aos reais. O mesmo acontece com a aproximacao com um elemento a partir
sensivelmente a meio desse elemento.

c) Verifica-se que os deslocamentos nodais extremos das solu¢bes aproximadas sdo sempre
inferiores aos reais, ou seja, 0 modelo com elementos finitos é mais rigido que a estrutura real. Deve-
se ao facto da funcdo de aproximacdo dos deslocamentos ndo conter todos 0s termos necessarios que
permitam ao modelo de elementos finitos se deformar exactamente da mesma forma que a estrutura
real. Pode ser afirmado que a idealizacdo por elementos finitos € em geral mais rigida que a estrutura
real [4].

d) O erro entre a solucdo aproximada e a real resulta do facto do campo de deslocamentos ser
aproximado por um polindmo do primeiro grau e a seccdo dos elementos finitos ser constante,
enquanto na realidade, a fungdo deslocamento é um polinémio do terceiro grau sendo a seccéo real
variavel.
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Elementos Finitos Exemplos - Elemento Barra de Tracgao
e) Como é de esperar, a solucdo aproximada com mais elementos corresponde a uma malha mais

refinada e por isso acompanha melhor a solucdo da estrutura real.

Avaliamos agora a distribuicdo de tensdes ao longo da estrutura, que se mostra na figura E.5.

71819, 20 I I I I
Sol exacta
70~
o) N S 4
t(x) Sol. aproximada
com 3 elementos
g s1(x) —
S
< t31(x1)

Sann AT
[%2]
5 2(x2)

t33(x3)
Sol. aproximada  _|
com 1 elemento
14324, 4 I I I I
0 2 4 6 8 10
0 X, X, X1,%x2,%x3 10

Coordenada (m)

Figura E.5 - Tens0Oes vs. distancia

f) As tensBes reais tém um méaximo a cota 8.5 m devido (i) a carga de superficie actuante que faz
variar o esforco axial ao longo da barra e (ii) ao facto da peca ter seccdo variavel.

g) Os valores de pico de tensGes reais ao longo da estrutura sdo subestimados pela solu¢es dadas
pelo método dos elementos finitos, como pode ser observado no elemento 3, 0 que é, alias, tipico.

h) Em cada elemento as tensdes ora sobrestimam ora subestimam as tensdes reais.

i) As tensdes sdo constantes ao longo de cada elemento porque sdo proporcionais as deformacdes.
Estas também sdo, por outro lado, constantes porque resultam da derivacdo do campo de
deslocamentos (o qual fora aproximado por um polindmio do primeiro grau). Concluindo, as tensdes

aproximadas sdo representadas no grafico por patamares.
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Elementos Finitos Exemplos - Elemento Barra de Tracgao
J) Os erros entre as solugdes aproximadas e reais de tensdes sdo bastante superiores aos erros dos
casos de deslocamentos, pelas raz6es apontadas na alinea i).

k) A esquerda e direita de cada n6 comum a dois elementos, as tensdes sio diferentes.
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5-ELEMENTO FINITO VIGA
5.1- Deducdo da Matriz de Rigidez e VVectores de Forca com base na EGRP

f(x) f(x)
MoV M-+dM

V+dV

Figura 5.1 a),b)

Nesta formulagdo considera-se que o deslocamento transversal a viga é representado por u(Xx).

As definicdes f(x) = ﬂ V= d_M ja séo conhecidas da Resisténcia de Materiais incluindo
d dx
d%u(x)

que agora é escrita em termos da carga aplicada f(x):

dx
2 2
F = 8 [Eld u(x)j

a equacdo diferencial: M = —El

dx? dx? ) )
. . . « .. d d“u(x)
Assim o residuo no dominio (numa porcéao da barra) é: R = El —f(x)

. . . dx? dx?
e a equacdo geral dos residuos ponderado fica:

L L 2 2
IRAWAdX=0 = _[ d2 £l “(ZX) —f(X) [*W, =0
0 0 dx dx

Integrando uma vez por partes a parcela com as funcGes derivadas:

(4 d2 dw d d2 -L
. j El “(ZX) x VA gy 4 El “(ZX) *W, —J'f(x)*wAdx=o
] dx dx dx dx dx 0 %

Integrando novamente e arranjando as parcelas obtemos:

5 d2u(x) d2w d d?u(x) d?u(x) dw -
- _[ El——> =2 —F () * W, dx+ El——= "W, —El——>—4| =0
0 dx dx dx dx dx< dx 0
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Comentarios
Integrando duas vezes por partes a diferenciacdo da fun¢do de aproximacao reduz-se de m= 4

para m=2 ¢ a da funcdo de ponderagdo aumenta para 2, permitindo distribuir as derivadas
igualmente pelas duas fungdes. Ambas as fungdes tdm que ser de classe C™'=C!, ou seja tém que
ser continuas assim como a sua 1* derivada. A segunda parcela que surge refere-se a condi¢des

de fronteira naturais, S2 (esforgos / forgas)

d3u(x)

Sabendo que:  V(x) =-El 3
dx

2
e que M(x)= —EIdL(ZX)

, 0 significado da segunda

parcela sdo as forgas nodais nos extremos da barra (nos nés), com sentido positivo da figura 5.2,
isto é:

3 3
vV :—V(O):+EId u(30) ; V3 =V(L):—Eld U(SL);
dx dx
2 2
My =M(©) =-E1220 oy = om =+ D)
dx dx
M3
[ — ]
My
Figura 5.2
A EGRP fica com o seguinte aspecto:
2, 42 L
I Eld—um—f*WA X+[—V3*WA(L)—V1*WA(0)—M4*—dWA(L)—Mz*—dWA(O)} =0
3 dx?  dx? dx dx |

Aplicando o método de Galerkin, isto &, fazendo:

n n
u(x)= X Nj*uj; Wp =08u= Y Nj*duj resulta:
i=1 i

1=1
d2u) 0 AN, d®w,  n d°N;
R R L B Ve
dx 1=1 dx dx 1=1 dx

i=1

A® A®
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Para cada j surge uma equacéo tipo, que no conjunto dos j representam um sistema de equacoes

algébrico:
n 2 .d2N- n n 3
> IEId N2 vy | JreoNjox+Y E|—'\'3'|\|J S eENing|
i1 o dx odx o i1 dx « i1 dx
=L A A = e+l 'T Xe

n n 2

d“N
+Z{ } +Z{EI ; ! N]} =0

i=1 Xe+1 1=l X Xe

Ou seja:

J.El X2 dX Jd X*Uj =If(X)deX+V3Nj(X€+1)+V1Nj(xe)+M4Nj(xe+1)+M]_Nj(xe)
=1{ .e
A

i Ae

4
2 K
i=1

ou, de forma compacta:

cujas variaveis sdo:

2Nj
IR VES
x dx2

KSij = K&ji = IEI

Ae

- a matriz de rigidez
- 0 vector de deslocamentos: u®;

- 0 vector de forcas nodais; F®j = If(X)deX +V3Nj(Xe11) + VINj(Xe) + MgNj(Xe 1) + MINj(Xe)

Ae
Matricialmente o sistema fica:
k®11 k°12 kP13 Kfua | [uf| [|ff%] [ M
k21 K®22 kP23 kP24 |, juf2| Jf%2| My
Ke31 KBz KkSa3 KSaa | |uSs| 3] |Va
(ka1 K®a2 K®a3 K°aa] (ufa) [f%4] (M4

Adoptando como funcdes de interpolacao as funcdes de Hermite,

2
X=X
Hellezl—B(X Hezzsz—(x—xe)*(l— e]

2 3
X=Xe | _of X=Xe
oA

2
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e substituindo-as nas Ultimas defini¢des resulta:

f*he
. 2
ﬂ—6he 4he”  6he  2he” | u® _ 12 . Mo
hel| —12 6he 12 6hg uts f*he V3
2 2

—6hg 2hg~ 6h, 4h, uy 2 ) My

_f*he

12

igualdade onde figuram grandezas ja familiares, como a matriz de rigidez da viga e forcas

equivalentes a carga de vao uniforme.
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5.2- Deducdo da Matriz de Rigidez e Vectores de Forca com base no PTV

Pretende-se deduzir a matriz de rigidez e o vector de forgas nodais de um elemento finito viga
de Euler-Benoulli, o qual é caracterizado pelo facto das sec¢des se manterem planas e
perpendiculares ao eixo da peca depois da deformacéo por flexdo. Despreza-se a deformacéo por

corte.

PASSO 1:

Dever-se-a: (i)identificar o problema, (ii) escolher um sistema de coordenadas conveniente, (iii)
numerar 0s nos, (iv) determinar os graus de liberdade do elemento, (v) definir o vector de
deslocamentos nodais elementares {6} e (vi) definir o vector de forgas nodais elementares {F¢}.
(i) - A viga s6 admite deformacdes por flexdo, e por isso cada ponto sé poderéa ter deslocamentos

transversais (flecha) w(x), e rotacdes 6(x). Nao ha deformacéo axial.

(i) e (iii)-
< L >
> X -
y e(1) g : ] @
1

ﬂ """ e
B Fo® \1

Figura 5.1- Deslocamentos e forcas nodais elementares
(iv) - Cada nd de extremidade tem dois graus de liberdade, um de translacéo transversal ao eixo
da barra e outro de rotacdo. Por conseguinte a viga com dois nos tem quatro graus de liberdade.
(v) e (vi) - Os vectores de deslocamentos e forcas nodais sdo definidos a seguir sendo também

estabelecida uma ordem sequencial dos seus elementos.

W1 F?_

0° e
er_J L 6.1y, Fei={Mi (5.2)

€ [

w F>

05 M3

PASSO 2: Geracéo do Elemento Finito
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PASSO 2.1:Funces de aproximacao

Pretende-se escolher uma Fungdo de Aproximacdo de Deslocamentos (ou Fungéo
Deslocamento) {3(x)} que define os deslocamentos (translacdo e rotagdo) de qualquer ponto a
coordenada x no interior de elemento, e posteriormente relaciona-los com os deslocamentos nodais
elementares. Em geral a funcdo é um polinébmio completo que tem tantas parcelas, e
consequentemente tantos coeficientes de parcela incognitos {a}, quanto o nimero de graus de

liberdade do elemento.

{6(x)} = [matriz de termos da variavel x]*{a} (5.4)

No problema "fisico" "elemento de viga" a funcdo deslocamento tem duas componentes, uma

relativa a deslocamentos transversais ao eixo da viga w(x) e outra relativa a rotagdes 0(x).

w(X) submatriz | de termosda variavelx |
B(x)} = = . g {o} (5.5)
0(x) submatriz Il de termosda variavel x

Como hé quatro graus de liberdade a funcdo deslocamento transversal sera, como ja se afirmou,
um polinémio completo com quatro parcelas e por isso do terceiro grau:

W(X) = aug + oy X +oig X2 + ay X3 (5.6a)
Por outro lado as rotagdes, sdo neste caso particular, a primeira derivada do deslocamento
transversal, 6(x)=d(w(x))/dx:

dw(x)
dx

Logo a Fungdo Deslocamento (constituida pelas componentes w(x) e 6(x)) é para o0 "elemento

0(X) = = oy + 203X + 304X (5.6h)

viga':

o

wix)| |1 x x2 x3 |, ]az
= = * 5.7
B0} {G(X)} {o 1 2x 3x2} o3 1)

ag
809} =[Cl*{or} (5.8)

1 2 3

com: [C]:{0 )1( )2(x 3);2} (5.9)

Pretende-se agora relacionar os deslocamentos no interior do elemento {3(x)} com os
deslocamentos nodais elementares {5€}. Atribui-se, entdo, a funcdo deslocamento, os valores que

ela assume em todos 0s seus nos, e que na verdade sdo 0s seus deslocamentos nodais elementares
{6¢}. De (5.5) vem
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W1

-1

W2
e
03

Logo :

Elemento Viga

submatriz | de termosda variavel x;

submatriz | de termos da variavel X,
submatriz 11 de termos da variavel x,

B2 |= [A]* {o}

Resolvendo (5.11) em ordem aos coeficientes polinomiais {o} fica:

fa} =[A] 2+ e |

que substituido em (5.8) resulta na seguinte expressao:

(500} = [c]*[A] 1+ e |
(500} = [NJ* b°

submatriz Il de termosda variavel xq |

a1
%20 (510
a3
oy
(5.11)
(5.11)
(5.12))
(5.12h))

com [N]=[C][A] L. Esta igualdade relaciona o campo de deslocamentos no interior da viga com os

deslocamentos nodais, como se pretendia.

Voltando ao problema "elemento de viga" podemos construir a igualdade (5.10) substituindo

X1=0e xy=L:
w§| [1 0 0 O oy
be= T P (5.13)
wi[ (1L P oL as
2
0% 0 1 2L 3L oy
Resolvendo em ordem a {a.} (expressdo 5.11):
e
aq 1 0 0 0 w3
0 1 0 0 0°
o) =[AT e = %2 =] : « 0 514
az| |-3/L° -2/L +3/L° -1/L| |u®
2
ag] |2/ 112 —2/3 4112 o
2
Colocando (5.14) em (5.7) fica:
1 0 0 0 wo
w(x 2 3 0 1 0 0 0°
B(x)} = COL_[1 x T X7, ) ) *) 71 (5.15)
0(x) 0 1 2x 3x2| |-3/L° -2/L +3/L° -1/L| |n®
2/ 112 -2/18 +11? eez
2
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3x2 2x3

1__2 3

N E L
2

_6x _ 6x

12 8

Elemento Viga

(6500} = [NJ* b°

_2x2 ﬁ 3x° _2x3_ ﬁ
L 127 12 3 L
4x 3x2 6X 6x2

1- 2422 == _ ==
L 2 12 L

PASSO 2.2: Estabelecer as Relacoes Cinematicas

(5.12b))-rep.

(5.16)

Relacionar o campo de deslocamentos {6(x)} no interior do elemento com o campo de

deformagdes {e(x)}. As deformagdes sdo em geral obtidas por derivagdo do campo de

deslocamentos o qual depende do problema em estudo.

No caso geral (geometria de unidimensional) tem-se:

{&(xX)}=[Operador diferencial sobre o campo de deslocamentos] = [L]

Quando o operador [L] € escrito em termos dos deslocamentos nodais resulta:

{e()}= [B]*{5°}

(5.17)

(5.18)

Voltemos novamente ao problema “elemento de viga"-

A\ 4

Figura 5.2

As deformagBes numa viga &y(X), alongamento e encurtamento das fibras longitudinais na

direccdo x-x e a cota z, sdo proporcionais a curvatura k(x) da seccdo localizada a coordenada x

segundo o eixo do elemento, &,(X)=k(x)*z. Pode-se entdo afirmar que o "campo de deformacgdes”

dependente da coordenada x e é representado pelo campo de curvaturas [11]. A curvatura &, por

outro lado, igual ao simétrico da primeira derivada das rota¢des do centro de gravidade da seccdo,

ou ainda, igual ao simétrico da segunda derivada dos deslocamentos transversais ao eixo da viga,

conforme se mostra na expressdo 5.19. Como se V€ a variavel {&(x)} tem, no problema "elemento

de viga", significado de curvatura.
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2
s = 0y - 09) [ 8 (00|} w0 619

dx dx dx?

(O sinal negativo deve-se ao facto de que quando dx aumenta d& diminui - ver figura 5.3.)

X dx
1) (2) Deslocamen';o_se
Wle W(X) W(X)+dW(X) e rotacoes positivos:
)
Y \
A\ 4
B(X ~ —— i
i -/) ._.jde(x)
Figura 5.3- Deformagdes.
. . . . d?()
Podemos finalmente referir que o operador diferencial indicado em (5.17) € [L] = (——2) o qual
dx
actua sobre o campo de deslocamentos transversais.
Desenvolvendo (5.19):
o
2 2 2 3
() = . d ng) _)_d (oc1+oc2x+(;3x + 04X ) oo -2 —6x]* o) (5.20)
dx dx a3
Oyq
Substituindo (5.14) em (5.20):
1 0 0 0 we
0 1 0 0 0°
x)}=0 0 -2 -—-6x[* *o01 5.21a
fe0or=| Mgz o sz W (5.212)
2% a2 2% ] |
2
{e()}= [LI*[AI"1*{5} = [B]*{5} (5.22)
com:
Bl-Llal | S22 £ 8 28y (5.23
L© L L L L© L° L L
PASSO 2.3:

Estabelecer as RelacBes Constitutivas. Pretende-se relacionar o campo de tensées internas com
0 campo de deformacdes, que se escreve em geral:

{o(x)}= [DI*{e(x)} (5.24)
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ou , em termos dos deslocamentos nodais elementares por:

{o(x)}= [DI*[B{5°%} (5.25)

No caso particular das vigas ocorre o seguinte. Ndo estamos em geral interessados em saber a

tensdo numa determinada fibra que dista z do centro de gravidade da seccéo que esta a coordenada

. d?w : s
X, a qual seria dada por o(x) = E(——2) *Zz , mas sim no valor do momento flector a coordenada
dx

X, M(x). O momento flector € o integral na superficie transversal da sec¢do do produto (“tensao"
*"coordenada z") :

M(X) = [o(X)*zdA = ]| E*— d* \;V*z *7dA = E*jzsz*(— ) EI(——) (5.26)
A A dx A
Comparando (5.24) com (5.26) e tendo em conta a (5.19) podemos escrever:

d%w
M(x) = El(—d—) < {o(x)}= [DI*{e(x)} (5.27)
X
Deduz-se entdo que:
- 0 "campo de tensdes"” {o(x)} tem o significado de Momentos Flectores;

- a matriz de Elasticidade é:

[D]=El (5.28)

- 0 campo de deformacdes {&(x)} tem o significado de curvaturas.

PASSO 2.4: Estabelecer as Equacdes de Equilibrio.

A forma como o Método dos Elementos Finitos € aqui apresentado, estabelece as equacgdes de

equilibrio a partir do Teorema dos Deslocamentos Virtuais, 0 qual nos permite escrever:

[[eIT *[o][Blav=p® = [INT" > fjav+ [IN]T *fejas+ > NI ~grip+ (5.29)

V Vv S
[k€] * {6} = {Fm®+ {Fs}+ {Fee}+ {F}. (5.30)
(Expressdes idénticas a (B.22) e (B.23). O vector de deslocamentos nodais elementares é agora

{53

1) .
s (LTl o
l N2

¢
ww¢¢¢ﬁ
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Elementos Finitos Elemento Viga

Figura 5.3- Elemento viga sujeita a ac¢des estaticas.
Para o elemento viga desenvolvem-se agora as grandezas expressas em (B.30).

- Matriz de Rigidez Elementar, [k€]

Tendo em consideracédo a definicdo adoptada para o campo de deformagdes efectuada na etapa 4,
Ou seja, a sua equivaléncia a curvaturas, e ainda, a transformacdo do campo de tensdes para o

campo de esfor¢os, efectuada na etapa 5, a expressao (B.25) altera-se para:

L
[ |- 1[I *[D]*[Blav = f{B]" *[0]+ [8]ax 5:3)
\Y 0
6 12
L2 L3
4  6Xx
L L 2
ey 5 e S S e e
o0 ,1¢X L© ° L L L ° L L
L2 3
2_6x
L |2
12 6L -12 6L
6L 4% —6L 212
[ke _El (5.33)
3/-12 -6L 12 -6L
6L 212 -—6L 4L?
- Vector de Forcas Nodais Equivalentes as Cargas de Vao
- vector de forcas nodais equivalente as forcas de massa:
{Fme }: J [N]T*{f}av (B.27)-rep.

\Y
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A massa define-se como uma forca por unidade de volume. Se a sec¢do da barra for constante esta
accdo pode ser traduzida por uma carga vertical por unidade de comprimento de valor A*f . O
vector de massa {f}, para efeito da analise estatica, tem duas componentes em correspondéncia
com cada grau de liberdade de cada ponto da viga. Assim ao primeiro grau de liberdade, que
corresponde ao deslocamento vertical de cima para baixo, associa-se a forca vertical A*f, e ao
segundo grau de liberdade, correspondente a rotacdo do ponto, ndo ha associacdo possivel de

massa, pelo que, {f}= {AO y}.

_1 3x?  2x3 6X 6x2_
IR TN
2 .3 2
; i X_Z%+X_2 1_4TX+3L2 A*
Fuc = [Nt} av = [IN = irjax= ]| 5% R T
v 0 o 3X°_2x  6x 6X 0
2 3 12 3
L2 L 12 ] (5.34)
AL
2
AyL?
i i m-se: er_ 12
Desenvolvendo os integrais obtém-se: {Fm }_ AL (5.35)
2
AyL?
12

Figura 5.4- Forcas nodais equivalentes as forcas de massa.

- vector de forcas nodais equivalente as forcas de superficie:

v(X)=const.

(VT V YV Vv ¥ Y212
: ¢ (8 a)

S A(X)=const.

- 2
< L > AyL/2 ALz A2
{Fse }= j [N]" *{t}ds (B.28)-rep.
S
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Apresenta-se um exemplo, o da figura 5.5. A forca de superficie t(x) (for¢ca por unidade de éarea)
actua com valor constante ao longo da largura b da viga.

T
O] 0
Fz
@ ® Z
b
||
< L > Seccdo transversal

Figura 5.5- Exemplo de accdo de superficie.

A forca por unidade de comprimento sera (t(x)*b) = Ex*b , € 0 vector {t}:

T*b
{t}{ L X}
0

Desenvolvendo (B.28):

[ 2 3 2 ]
1_3L2+2L3 _6_>2<+6L3 3TbL
L L L L 20
2 3 2 2
L X_ZL_FX_ 1_4_X+3L bT ThL

Bol=gl b 8 b B Xax=t 30 (5.36)

of 3x% 2x3 6x  6x2 0 7TbL
232 23 20
x> x3 2x  3x? _TbL?
LT T2 20

- vector de forcas nodais equivalente as forgas pontuais:

e = SN =R (B.29)-rep.

Como exercicio determine {Fg®} para o caso de actuar uma forga F=25 kN e M=35kNm a L/2.

PASSO 3: Monta-se a matriz de rigidez global e o vector de forcas global.

PASSO 4: Impdem-se as condi¢cbes de fronteira.
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Elementos Finitos Elemento Viga
PASSO 5: Estabelece-se o equilibrio global da estrutura e determinam-se os deslocamentos nodais
globais,{d}, seguindo o mesmo procedimento que foi brevemente descrito para o elemento finito

barra.

PASSO 6:
Conhecidos os deslocamentos nodais elementares {3¢} do elemento e determinam-se as tensées

finais a partir da expressao (5.25).

{o(x)} = [D]*[B]* b° (5.25)-rep.

Para o elemento viga substituindo (5.23) e (5.28) em (5.25) temos:

e
Wl
ee
{o(x)}=M(x) =EI* ﬁ_lz_x; i_G_X; £+12_X; 2_6x 1.9 (5.37)
12 13 L 2 12 18 L 2] |w®
2
05

5.3 - Comentarios

5.3.1 - Funcdes de Hermite de 12 Ordem

A funcéo de interpolacao de deslocamentos transversais , expressdo (5.6.a), pode ser escrita em
termos dos deslocamentos nodais elementares {5¢}, bastando para tal substituir {a.} calculado na

igualdade (5.14). Na verdade ndo é mais do que a definicdo w(x) da expressao (5.15) , ou seja:

1 0 0 0 we
0 1 0 0 0t
W(X):[l x x2 x3 2 2 *001 (5.38)
~3/L% -2/L +3/L% -1/L| |y®
2
2/ 1/12 —2/13 +1/12 o
2
We
1
2 3 2 3 2 3 2 3 68
W(X) = 1—3L+2L; _2x +X—; 3L—ZL; S (5.39)
12 3 L 12 12 38 L 2] |w®
2
05
w)=|HE HY HY HY[rlee)=[HI* s (5.40)
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Como se observa da igualdade (5.39) a funcdo de interpolacéo de deslocamentos transversais w(x),
é uma funcéo cubica que interpola deslocamentos transversais e a sua derivada interpola rotaces

a custa dos deslocamentos nodais {w€; 68, we,, 68,}. Os polindmios interpoladores com estas

caracteristicas pertencem a familia de polinémios de interpolacdo de Hermite (ou polindmios de

Hermite de 12 ordem [6], fungBes H;l, ou funcdes spline clbicas [3]). Estes polindmios garantem
a continuidade dos deslocamentos transversais e das rotagdes dos nds entre elementos de viga,
dizendo-se que tem continuidade C1.

Lembramos que as funcfes de interpolacdo (forma) de Lagrange interpolam deslocamentos a
custa apenas dos deslocamentos nodais (e ndo das suas derivadas), tem continuidade CO. Se
usassemos funcdes de interpolacdo de Lagrange para vigas, apenas se garantia continuidade de
deslocamentos nos nos, mas ndo de rotacoes.

(Compare [H] com a primeira linha da matriz [y] da expressdo (5.16)).

Hll

JS~—>X
] — —]
1

v W(X)

H-1 .

3 H41 N\
T 1—>x 1 rad o)
H— [— 7\\»>

1
A 4 W(X) -t v W(X)

Figura 5.6 - PolinGmios de interpolacdo de Hermite

5.3.2- Limitacdes

Sujeita as restri¢cbes usuais, viga inicialmente recta, com comportamento elastico linear, sem
variacdo transversal de seccdo, a viga carregada por forcas nodais € momentos nodais tem uma
forma flectida igual a expressdo (5.6.a) que é cubica em x. O Método dos Elementos Finitos

fornece uma solugéo exacta quando as forcas e momentos actuarem nos seus nds. Uma carga
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uniformemente distribuida produz na viga uma deformacdo de quarta ordem, e por isso, 0S

resultados para este tipo de carga séo aproximados.
5.4 - Exemplo.
Determine o diagrama de momentos e esforgos transversos da seguinte viga . Discretize a barra

em (i) 2 e (ii) 4 elementos de viga , definidas pelos polindmios de interpolac&o cubicos de Hermite.
L=10m, EI=20x106 kNm? , f = 25 kN/m.l.(forca gravitica)

f
[nnnn—n—n—n——nmnm;

Ct
G V7
I oL |
. |
Figura 5.7
Resolucéo:
(i)-
A ) 0.8
;161 1 Ty 2 _E_D S4 (o - 0) 0°
77 15, 77 wie) |
| L | L | 1 W2e
. | |
{8}7={81,8,.83,84} {83 T={we,0%1,we,, 08}
a) b)

Figura 5.8 - a) Discretizacdo em 2 elementos, deslocamentos nodais globais{5}

b)elemento finito de viga, deslocamentos nodais elementares {u¢}

Tabela de incidéncias:

G.L.Elementar = 1 2 3 4
G.L. Global no elemento 1 = 1 2 3
G.L. Global no elemento 2 = 2 3 4

Matriz de rigidez global:
ki1=kop®  kop=kaal®) + kqq @) kag=kgs(1) + kpo(?) Kag=k4?)

Kip=kog®  kog=kas(®) + kqp@) k3g=kas(?)

kia=koaW  ka4= 0+ k1@

kys=0

kyg= 4EIL  Kpp= 12EIL3 + 12EIL3  kag= 4ENL +4EIIL k= 4EIIL
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k12: -6E|/L2 k23: -6E|/L2 +6E|/L2

Elemento Viga

k13: 2E|/L k24: 6E|/L2

k14=0

Vector de forcas global

k34: 2E|/L

Forc¢as nodais equivalentes as forcas de védo (ver expressao 5.35 mas admitindo que f(x) ndo é

uma forca de massa mas sim de superficie):

- elemento 1: - elemento 2:
fL
1 2 12 2
Fe1 f.2 5.0 F&
Fl 10 208.3 )| |F2
Fsl _Js2(_J) 12 | _ {FS }: s2
{ } Fig %L 125.0 F2
1 _ 2
Fi, a2 208.3 F2,
12
Vector de forgas global:
Fi=F,1) =fL2/12
Fp=F3() + F () = fL/2 + fL/2
Fa=F4,1 + Fy(2) = - fL2/12+ fL2/12
Fy = Fy) =-fL2/12
8 -12 4 0 d1 208.3
-12 048 0 1.2 d 250 d
x108 %4 2L — = {5}=
4 0 16 4 33 0 S
0 12 4 8 o4 —208.3
Logo para o elemento 1:
1
w11 0
Gl oo
1 S
w, 52
05 3

De (5.37) vem:

UAIg - ISE - C.Civil

fL
2
f.2 125.0
ET3 208.3
fL 125.0
2 ) ~208.3
Nt
12
416.7
2604.2 6
= x10
—416.7

(),(b)

()

(d).(e)

()
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1
w11
0
cl(x):M(x)zEl*[%—lz—;(; i—G—)Z(; % 12—:; 3—6—)2(}* 1:=208.3+125*x
12 3 L L L C L] w
1
02
[KNm]
(9)
Igualmente para o elemento 2:
2
W21 02
0 83
{51}= Lr=1 ()
W
ARG
05 4
w2
?
0
cz(x):M(x):El*{%—lZ—;; £—6—>2(; % 12—;(; 3—6—)2(}* 11-14583-125*x
L ° L L L© L° L L w22
0
[KNm]
(i)

Verifica-se que os momentos sdo lineares ao longo de cada elemento. Por outro lado os esforcos

transversos sdo a derivada dos momentos flectores, e por isso constantes ao longo do elemento:

dM

dM
Vi(x)=—— =125 kN VZ(x) = — =125 kN
dx dx
250
N~
I S
O m 0 125 1 = n
¥~._ 1257
208.3% 2083 SolugdoReal =" <7
~d
N
R Solugéo aproximada MEF 250
Solucéo Real }_/

UAIg - ISE - C.Civil
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Figura E9 - Diagramas de momentos flectores e esforgos transversos

(ii) Discretizagdo com 4 elementos. Resolva-a. Compare os resultados.

Comentérios:

a) Recorrendo por exemplo ao método dos deslocamentos podemos demonstrar que 0S
deslocamentos nodais obtidos s&o exactos.

b) Também se demonstra que as forcas nodais elementares obtidas sdo exactas. Vejamos o que
acontece na barra 1. Faga-se o produto: [k1]*{ul}={F"1}

024 -12 -024 12 0 —-125.0
-1.2 8 -12 4 |, |416.7 +208.3 {*1}

024 -12 024 -12| |2604.2( |+124.0
1.2 4 -12 8 0 ~1458.3

O vector {F*1} que obtivemos, representa as forcas nodais aplicadas aos nds 1 e 2, o qual de
acordo com a expressdo (5.30), é decomposto nas seguintes parcelas:

[k *{8%} = {Fm}+ {Fsii+ {Fel}+ {F={F"1}
No caso do problema em discusséo as parcedas {F,1} e {Fgl} sdo nulas, e as parcelas {Fgl} e
{F1} sdo relativas respectivamente as forcas equivalentes as cargas de superficie e forcas de

interaccdo aplicadas nos nds. Mas as forcas nodais equivalentes as forcas de superficie sdo

conhecidas (ver expressdo (a)), pelo que se podem determinar as forcas nodais aplicadas aos nos,

ou seja:
~125.0) [+125.0] [-250
+208.3| |+208.3 0
Fl}+ {Fl}={F*1 F1}={F*1} - {Fsl FLi= - =
Fsih (FU=(F) = FO=F - Rty =] 2T

—1458.3 —208.3 —-1250

As forcas acabadas de obter sdo forcas nodais exactas e representam respectivamente o seguinte:
- reac¢ao de apoio vertical no apoio esquerdo de baixo para cima (-250 kN);

- momento no apoio esquerdo ( 0 KNm);

- esforco transverso no né direito da barra 1, ou seja a meio vao da viga, (0 kKNm);

- momento no no direito da barra 1, ou seja a meio vao da viga (-1250 kNm, atencdo ao sentido!).

¢) O campo de tensdes c1(x) ao longo da barra, o qual tem significado de momentos flectores

é aproximado. Por exemplo para x=L/4 obtemos, da expressdo (g) ol(L/4) = M(L/4)= 520.8,
UAlg - ISE - C.Civil 5-19
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quando o valor exacto é 546.875. Deve-se ao facto da fungdo de aproximacao de deslocamentos
ser apenas do 3° grau, enquanto a deformada real da estrutura quando actuam cargas uniformes no
véo ser de quarta ordem. Salienta-se que no caso de ndo haver cargas de vao a barra fornece valores
de esforgos exactos.

d) Para evitar o aparecimento do erro nos esforgos ao longo da barra, deveremos determinar os
esforgos ao longo desta a partir das equacgdes de equilibrio da estatica, em funcao das forcas nodais

{F1} e das accdes de vao presentes.
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5.5 - Exemplo.

Determine o diagrama de momentos e esforgos transversos da seguinte viga . Discretize a barra
em 4 elementos de viga , definidas pelos polindmios de interpolacéo cubicos de Hermite.

L=10m, EI=20x108 kNm2 , f = 25 kN/m.l.(forca gravitica)

f
[nnn=nn————n—m—nnm;

(|
| oL |
Figura 5.7
Resolucgéo:
Graus de Liberdade Globais
> ) > )
151 1 JSS 2 JS5 3 I_'JS7 68
T 152 184 ;ﬁ’
le— L2 —j<— L2 le— L2 —>|<— L2 —>|

{8} T={51,85,53,84,85,5¢,67,5g}

Graus de Liberdade Elementares

2
C I(::) - ED4eze
wie | | (4)
Wo©
(1) (3)

{83 T={we1,08,we,,08,}

Tabela de incidéncias:

G.L.Elementar = 1) (2) 3) (4)
G.L.Gno Elem. 1 1 2 3
G.L.G no Elem. 2 2 3 4 5
G.L.G no Elem. 3 4 5 6 7
G.L.G no Elem. 3 6 7 8

Matriz de rigidez global:

kg1=kop®M) kip=ko3®) SERLOY kig 8 kyg=0

koo=kaa(W) + k11 kag=kasW) + k1) kog = ki3? kos =k14®  kas akpg=0
kag=kgaD) + koo kas=kp3@ kas=kp4(®) k3g a kg =0

Kgq = kas®@+k1®) kg5 =kas@+k1® Kag=K13® Kaz=k14® kss=0

ksg = kas®+kpp(3)  kgg = kas® Ks7 =k24® ksg=0
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k66 = k33(3)+k11(4) k67 = k34(3) +k12(4) k68 :k14(4)
k77 = k44(3)+k22(4) k78 = k24(4)
kgg = Kaa¥
1920 4800 -1920 4800
[k(e) ]: 16000 -4800 8000 103
1920 —-4800
Simetr. 16000
16000 —4800 8000 0 0 0 0 0 |
—4800 3840 0 —1920 | 4800 0 0 0
8000 0 32000 -4800| 8000 0 0 0
[K] B 0 —-1920 -4800 3840 0 —-1920 4800 0
- 0 4800 8000 0 32000 -4800 8000 0
0 0 0 —1920 | —4800 3840 0 4800
0 0 0 4800 8000 0 32000 8000
| 0 0 0 0 0 4800 8000 16000 |

*103

Vector de forcas global

Forcas nodais equivalentes as forcas de vao (ver expressdo 5.35 mas admitindo que f(x) ndo é

uma forca de massa mas sim de superficie):

- elemento 1:
fL
2
fl.2 62.5
{Fsl}= {Fsl}= {Fsl}= {Fsl}: E - 5622.?58
sz2 -52.08
12

Vector de forgas global:

Fs1=F5,(1) =52.08;

Fsy = Fga®@+Fgq(3)= 125,

Fs7 = FS4(3)+FSZ(4) =0,

Fsp=Fg3(1) + Fg1(2) =125,

F55 = FS4(2)+F82(3) =0,

Fsg = Fga®=-52.08

{Fs}" ={52.08 125 0 125 0 125 0 -52.08}

(a).(b)

Fsg= Fgq(D) + Fsp(2) =0,

Fsg = Fga®+Fg(4) = 125,

Bl=[K]1*{F} = {5}7 = {0.41666; 1.85546; 0.28646; 2.60416; 0; 1.85546; -0.28646;

-0.41666}x10°
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Elemento Viga

Para cada elemento (e) vem:

Wl W2
1 0 0 1 P 1.856
ot S 0.4167 02 S 0.286
{61}: 1l )0 _JO x1073: {62}: 1% _]0286(, 3
wl 5 1.856 w2 54 2.604
2| |83 0.286 2| |85 0
1 2
0% 05
W3 W4
1 84 2.604 1 86 1.856
03 0% R 0.286
R -0.
{63}: 1 — 5 _ *10—3; {64}: l — 7 — *10_3 (f)
w3 56 1.856 w 0 0
2 5 —-0.286 2 S —-0.4167
03 ! 03 °
2 2
De (5.37) vem:
We
1
12x 4 6x 6 12x 2 6x].|®°
Ge(x):M(X):EI’{_Z_T; T Tyt ———2}* 1=
L ° L L L L° L L wt
2
e
03
We
1
ee
o®(x) =EI*[0.24-0.096*x; 0.8-0.24*x; —0.24+0.096*x; 0.4-024*x]*{ 1 }=
We
2
e
03
[KkNm]
ol(x)= 55.2+186.2*x  (0<x<5), 6%(0)=55.2 ;c%(5)=986.2
c%(x)=980.8+65.28*x  (0<x<5), ¢40)=980.2 :c%5)=1307.2

53(x)=1307.2-65.28*x
o*(X)= 986.4-186.24*x

(0<x<5),
(0<x<5),

53(0)=1307.2 : 6%(5)=980.2
5*(0)=986.4 ; 5*(5)=55.2

Aumentando o nimero de elementos obteve-se uma melhor aproximacéo (1307) relativamente ao

valor exacto 1250 kNm.
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6 - ELEMENTO FINITO BARRA de PORTICO
(fonte: Apontamentos de Analise de Estruturas Il)

Por definicdo um elemento finito de barra de trelica, ou somente de barra, pode suportar

apenas cargas axiais e ter apenas deformagéo axial. Um elemento finito de viga pode suportar
cargas transversais ao seu eixo e momentos flectores, e apresentar deformacéo por flexéo (e
também por corte, embora seja em geral desprezéavel).

Uma trelica € habitualmente carregada apenas nos seus nos, e é constituida por elementos
barra, que estdo interligados entre si por rétulas. Estas ndo permitem o aparecimento de
momentos e esforgos transversos nas barras.

Num portico reticulado os elementos de barra de portico ou apenas de portico, podem ser

ligados entre si por nés rigidos, permitindo assim, pelo equilibrio nodal, o aparecimento de
momentos flectores, esforcos transversos e axiais nos elementos convergentes nesse nd. Pelo
facto de neste elemento coexistirem esforgos tipicos de barra e de viga, e por serem
independentes entre si, 0 elemento finito barra de pdrtico pode ser modelado como a
sobreposicdo de um elemento finito de barra e outro elemento finito de viga [3].

No plano, um elemento finito de barra de portico, tem seis graus de liberdade, que sdo 0s
deslocamentos nodais independentes, agrupados no vector {q} (ver figura 6.1). Associados a
esses graus de liberdade podemos definir forcas nodais independentes, agrupadas no vector
{Q}, também mostradas na figura 6.1. A relacdo constitutiva entre as forcas nodais e
deslocamentos nodais € estabelecida pela matriz de rigidez [K] , a qual se determinara pela

sobreposicdo das matrizes de rigidez do elemento barra de trelica e elemento viga.

—‘ irea, A
03.Q3 ¢ v{'Ql ?r:Z?cia,l 96.Q6 1 V\Q4,Q4

|/ 2% / 'qs,os

Deslocamentos nodais, {q} e forcas nodais {Q}

Figura 6.1- Elemento finito barra de portico
Na figura 6.2 mostram-se os deslocamentos e forcas nodais independentes respectivamente de

um elemento de barra de trelica e de viga.

oM 025 M2
e
e (S
U1e Ny n A O EI@
—>0 o —> lee":le W, Fyt ﬂ
a) b)

Figura 6.2
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Numa barra de trelica os deslocamentos nodais independentes {u€}, forcas nodais {F€} e

matriz de rigidez [k®] s&o respectivamente:

e e e _
{ue}= {3%} {Fe}:{ié} = {E%} e [ke]: %{—11 11} , (6.1a6.3)

que como se sabe se relacionam da seguinte forma:

{Fe}=[ke1{u’} (6.4)
Vamos relacionar os graus de liberdade do elemento barra com os do elemento portico, ou
seja, vamos ecrever o sistema de coordenadas do elemento barra em termos do sistema de
coordenadas do elemento pértico. Para tal ha que fazer uma mudanca de base recorrendo-se a
uma matriz de transformacéo, [T']. Esta matriz permite escrever os deslocamentos nodais do
primeiro sistema, tendo em consideracdo a direcgdo e sentido destes, em funcdo das do
segundo sistema, isto é:

41

92

}{o 1000 o}k a3 (65)
00001 0] |ag

a5

d6

{ue}=[TT*{a} = {

Substituindo (6.5) em (6.4) e multiplicando a esquerda pela transposta da matriz de

transformacéo entre sistemas obtemos:
[TTT*{Fe} = [TTT * [ke] * [T']* {q} (6.6)
que € equivalente a :

{Q} = KT+{a} (6.7)
com:
0 0 0 00 0 0]
N§ 0 EA/L 0 0 —-EA/L
0 0 0 00 0 0
= e K|= 6.8) e (6.9
Qi=1, K=l 6 00 o o (6.8) ¢ (6.9)
N§ 0 -EA/L 0 0 EA/L ©
0 o 0 00 0 O]

Ocorreu um espalhamento dos coeficientes da matriz de rigidez da barra pela matriz de
rigidez do elemento pdrtico. Como seria previsivel e se constata os graus de liberdade 1 e 2 do
elemento barra associam-se respectivamente aos graus de liberdade 2 e 5 do elemento de

portico.
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Vamos repetir este procedimento relacionando os sistemas de coordenadas do elemento
viga com o do elemento pértico. Os deslocamentos nodais independentes {6}, forcas nodais

{F€} e matriz de rigidez [k®] s&o na viga respectivamente:

w‘i F¢ 12 6L -12 6L
o€ e 6L 4L%2 —6L 2L
R N S L S (6.10 2 G12)
we £e 13/-12 -6L 12 -6L
¥ M$ 6L 212 —6L 4L?

que como se sabe se relacionam da seguinte forma:

{Fe}=[ke]{s¢} (6.13)

As coordenadas do 1° sistema relacionam-se com as do 2° através de [T™]:

a1

wil o 0 -1 0 0 0] |ap

| |-1 0 0 0 0 0| |ag
5€}=[T]* = 1= * 6.14
{8°}=[T"T*{a} e 000 0 0 -1| |ag (6.14)

00 0 -10 0
0% a5
46

Substituindo (6.14) em (6.13) e multiplicando a esquerda pela transposta da matriz de
transformacéo entre sistemas obtemos:
[T > {Fe} = [T717 > [ke] * [T"]* {a} (6.15)

que € equivalente a :

{Q7} = [kK"T*{a} (6.16)
com:
ME | 4EI/L 0 6EI/L2  2EI/L 0 —6EI/L?
0 0 0 0 0 0 0
o | FE 4 | 6EI/LZ 0 12E1/L3  6El/LZ 0 -12E1/L3
Q=1 tre [K]= ) , [(6.17) e (6.18)
M$ 2EI/L 0 6EI/L AEI/L 0 —6EI/L
0 0 0 0 0 0 0
F$ —6EI/L2 0 -12EI/L® —6EI/L? 0 12EI/L° |

Podemos finalmente, pela sobreposicdo de efeitos, determinar quer o vector de forcas nodais

final {Q} como a matriz de rigidez [K] para o elemento finito barra de pértico. Assim:

{Q}={Q}+ {Q7} (6.19)

[K] =[]+ [k”] (6.20)
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M{
N
Fe
Q=1 % (6.21)
M3
N3
F3
| 2E1/L 0 6EI/L>  2EI/L 0  —6EI/L?
0 EA/L 0 0 -EA/L 0
K= 6EI/L* 0 12EI/L23 6EI/L* 0 —12EI/L23 6.22)
2EI/L 0 6EI/L>  4EI/L 0  —6EI/L
0  -EA/L 0 0 EA/L 0
—6EI/L2 0  -12EI/L® —6EI/L2 0  12EI/L® |

A expressdo (6.22) representa a matriz de rigidez de uma barra encastrada nos nos extremos, e
cujos deslocamentos nodais independentes estdo de acorco com a figura 6.1. Esta matriz ja
nos é familiar do método dos deslocamentos.

Apresentam-se de seguida matrizes de rigidez de diversos tipos de elementos de portico,
caracterizados por terem uma geometria particular, como a existéncia de rotulas e trocos
rigidos, ou um comportamento diferente, como por exemplo a consideracdo da
deformabilidade por esforgo transverso.

Estas matrizes podem ser determinadas por varios processos como sejam, técnicas de
condensacdo de graus de liberdade, aplicacdo do método das forcas, aplicacdo do método dos

elementos finitos, etc.

- Elemento finito de portico encastrado rotulado a direita

0 —3EI/L |

| 3EI/L o  3EI/L2 |0
0 EA/L 0 0 -EA/L 0
| 3EI1/L2 0 e300 3613 6.23
[klm = (6.23)
0 0 0 0 o0 0
0 —EA/L 0 0 EA/L 0
|-sei/L2 o -sE3o 0 sE/L3

Q3“ '\Ch Je Av\%
T =y

Figura 6.3 - Elemento finito encastrado-rotulado, E-R

QV
ol
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- Elemento finito de p6rtico encastrado com libertacdo de esforco transverso a direita

(também conhecido como elemento encastrado com apoio deslizante, E-D)

ds

A

Js

A

J4

>

a1
\ a2

Figura 6.4 - Elemento E-V

&

/ "5

[ EI/L 0 O|-El/L 0 0]
0 EA/L 0 0 —EA/L 0
0 0 0 0 0 0
- 6.24
Km=|Tg/L 0 0| EI/L 0 0 (6.24)
0 —EA/L 0 0 EA/L 0
| 0 0 0 0 0 ojm
- Elemento finito de portico rotulado rotulado
A A
%v»th Js v\%
P O i
Figura 6.5 - Elemento R-R
[0 0 00 0 0]
0 EA/L 0|0 -EA/L O
0 0 0|0 0 0
= 6.25
Km=g 0 00 0 0 (6.25)
0 -EA/L 0|0 EA/L O
10 0 0|0 0 0,
- Elemento finito encastrado-encastrado com deformacao por esforco transverso
_4EI¢B . 6EI 2EI¢B . 6EI |
= opy = 0By _oH
L 12 L 12
EA EA
0 — 0 0 - 0
L L
6EI 0 12EI 6EI 12EI
M= 2E| 6EI 4E| 6EI
—0Bp 0 7¢ —o0p O —7¢
L L
EA EA
0 —— 0 0 —_— 0
L L
6EI 12El 6EI 12El
| L2 L3 L2 L3 In
(6.26)
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com:
o 6El, 1
=1+=, =l-a,a0=—"7~-*—
1 g E
1+ 2a 2(1+v)

A'= drea de corte da sec¢do transversal

(6.27 a6.31)

Para além da deformacéo axial e por flexdo este elemento também é deformavel por esforco

transverso. Pode ser usado na modelagéo de paredes e consolas curtas.

Repare-se que quando se despreza a influéncia da deformacéo por esforco transverso se faz
GA'=0 = a=0 = B; = B, =1. Por outro lado quando L é grande o = 0 pelo que a influéncia

deformabilidade por esforgo transverso diminui.

-Elemento finito encastrado-encastrado com trocos rigidos e com deformacdo por esforco

transverso

a2

I 4El e | 2El ]
<|>l:ﬁ1 +3—(1+—)j| 0 —¢(1+2—) 4{ 2 +3 ——0(1+2—)
L L 2 2
L L
EA
0 — 0 0
L
Le 12El 12El
—¢(1+2—) 0 — —o0(1+2—) -——
3
3
Km — L L L
2El Le + Ld LeLd | Le El d Ld
o By +3 —¢(1+2—) —¢[ By +3—(1+—) ——0(1+2—)
L LZ L2 L L2
EA
0 -—— 0 0
L
El Ld 12El 12El
——¢(1+2—) 0 - -——0(1+2—) —
L L2 L L3 L3 ]
(6.27)

Os trogos rigidos a esquerda e a direita tem dimensdo respectivamente de L, e Lq. O

significado dos restantes parametros esta no paragrafo anterior.
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barra de pértico

Elemento Barra de Pértico

barra de portico com trocos

barra de portico
deformavel por

acf trancuarcen
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Figura 6.7 - Modelacdo de uma estrutura aporticada
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7.- Mudancas de Base

(fonte: Apontamentos de Analise de Estruturas I1)

7.1 - Barras inclinadas

Vimos até agora que os graus de liberdade {qg;} que atribuimos aos nés de uma barra isolada
estavam associados a um referencial local, X (X4, Xy, X3) (ver figura 7.1.a)). Nesse referencial a 1°
coordenada refere-se a rotagdo em sentido anti-horério, e as 22 e 3% coordenadas respectivamente a
translagdo no sentido do eixo da barra, e translagdo perpendicular ao eixo da barra. A barra é
orientada do no esquerdo para o direito e faz um angulo positivo, o, medido no sentido anti-horario,
em relacdo a linha de nivel horizontal. Para além a disso arbitrou-se uma sequéncia para a

numeragao dos graus de liberdade nodais {qg;} comecando pelo nd esquerdo.

A
R e\ ‘

Yot ) |
3\/5»2 % e, T*\Xl
0\3\ S\ o B
o X
el 8
oR
a) b)

Figura 7.1- a) Referencial local de barra b) Referencial global

Foram com base nestas regras que se construiram as matrizes de rigidez das diversas barras de
portico estudadas até agora. Por outro lado todas as forcas nodais envolvidas estdo também
definidas em relacao ao referencial local da barra.

Numa estrutura, que € constituida por varias barras, é necessario representar os deslocamentos e
forcas nodais de todas as barras no mesmo referencial, para que seja possivel realizar o equilibrio
nodal destas forcas. Daqui surge a necessidade de definir um referencial comum, o referencial

global. As suas coordenadas X' (X'1, X'y, X'3) sdo, em geral, a rotacdo em sentido anti-horério,

translacdo segundo a horizontal e translacao vertical (figura 7.1.b)) .

Quando as barras de uma estrutura sdo horizontais ou verticais, os referenciais locais destas e 0
global sdo respectivamente coincidentes e complementares, sendo por isso facil a soma (ou
sobreposicdo) de deslocamentos e forcas nodais.

Se a barra estiver inclinada teremos que decompor o0s deslocamentos e for¢as, em componentes no
referencial global antes de podermos fazer a sobreposicdo dos efeitos de cada barra.

Pretende-se agora, para uma barra inclinada, calcular os coeficientes de rigidez no referencial
global a partir dos coeficientes de rigidez previamente conhecidos do referencial local. Pretende-se
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de igual modo escrever no referencial global as forcas de fixacdo de cargas de védo. Tal s é possivel
recorrendo a mudancas de base.

7.1.1- Matriz de Transformacdo de Coordenadas

Pretende-se relacionar os deslocamentos nodais independentes {d'} no referencial global X'
(X'1,X'2,X'3) com os deslocamentos equivalentes {q} no referencial local X (X1,X2,X3), como

mostra a figura 7.2. Os eixos X, e X', fazem entre si um angulo o, positivo no sentido anti-horério,

sendo o lado origem o eixo X2.

*‘\_ XI X‘
"\\1 0,\
*3'{/\ A& iR oy )
_ 2O\ 4
‘e ok 1\
no 2 1
0\3\ QL él},
—~vno 1
oe

a)

Figura 7.2 - Deslocamentos nodais da barra no referencial local (2) e global (b).

Relacionam-se esses deslocamentos, por exemplo no nd 1, de acordo com o esquema da figura

7.3 e expressdes seguintes.

o3
o
o
Figura 7.3
qu=d1
1 . . 1
2= d" cosa. +d's sen a. = % f (7.1)
Uyp=|. cCOSa sena fyd'2
gz = - d2 sena. +d'3 COS a 05 . —sena coso ||d's
{0} = [TneaI*{d’} (7.2)

Se em vez de relacionarmos deslocamentos qg; e d'j relacionarmos coordenadas (X1,X2,X3) e
(X'1,X'2,X"3) as relagdes 7.2 permanecem validas (desde que se substitua g; e d'; respectivamente
por X; e X'j). De facto as coordenadas e deslocamentos séo grandezas vectoriais proporcionais. Nas

igualdades acima define-se a matriz [T41] como a matriz de transformacéo de coordenadas do no
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1. Deduz-se a matriz de transformacdo de coordenadas para 0 no 2, [T,s2] pelo mesmo processo a

partir das igualdades 7.3.

Oa=d's
g " Uy 1 . : d'a 23
Gs=0's COSaL -l SEN o = Jsr=|. cosa +sena [{d's (7.3)
ge=d's seno. +d's COS g . —seno. cosa ||d'g
10} = [Theol*{d} (7.4)

Se considerarmos todos os graus de liberdade da barra a relacdo entre deslocamentos (ou entre

coordenadas) € dada pela matriz [T]:

a1 d'y
P d'p
3| [Thez i O d';
@@=y = | Tl S (7.52) )
U4 0 [Theo| |d'g
s d's
de d's
1 0 0 . 0 0 0 |
0 coso sena 0 0 0
0 —seno. cosa'0 O 0
com [T] S D e e e (7.6)
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 cosa sena
10 0 0 :0 -sena cosa
[T] designa-se por matriz de transformacéo de coordenadas para uma barra.
Simbolicamente temos:
Coordenadas no referencid B Matriz de N Coordenadas no referencid (7.7-))
local - Transformacao global '
ou,
Deslocamentos no referenciad B Matriz de N Deslocamentos no referencid (7.7-)
local | Transformagéo global '

ou, em geral,
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{Grandezas no referencid } ~ { Matriz de }*{Grandezas no referenciai}

x . (7.7-¢))
Transformacao final

inicial

Quando se recorre as expressdes 7.7, transformam-se grandezas de um referencial noutro, e diz-se

entdo que se realizou uma mudanca de base a custa da matriz de transformagao [T].

As relagdes 7.2, 7.4 e 7.5 desenvolvidas para deslocamentos nodais sdo também validas para
outras grandezas vectoriais a eles associados como sejam as forcas nodais {F}, forcas de equilibrio
{Fe}, forcas nodais equivalentes a massa {F,,}. Desta forma também se podera escrever:

{F} =[T1*{F} (7.8)

7.2.2 - Propriedade da Matriz de Transformacdo de Coordenadas

Fazendo

L .E.sc__. . —sc__lj

com C=Cosa € S= sena.

Como [T]* * [T] = [1] , concluimos que [T]" = [T]* ,ou seja, a transposta da matriz de

transformagcéo de coordenadas ([T]") é igual a sua matriz inversa ([T]?).

7.3 - Equacdo de Equilibrio em Coordenadas Globais

Vamos agora redefinir a equacao de equilibrio de uma barra em termos de coordenadas globais.

A barra tera uma inclinagdo o em relacdo ao eixo horizontal. Teremos também que redefinir os

vectores {Q} e{Qp}.

Como a mudanga de referencial ndo pode alterar o trabalho realizado por um sistema de forgas
conservativo, (trabalho= forga {F'} * deslocamento {d} no sentido desta) podemos escrever:
{d}" *{F} ={a}"*{F}
=([T}*{d} " {F}
={d}" > ([T]" * {F}) logo,

{F}=[T1"*{F} (7.10)
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(alids, esta igualdade facilmente se obteria por inversdo da equacdo 7.8 e atendendo a propriedade
enunciada na secgao 7.2.2)

A equacdo de equilibrio de barras no referencial local é como se sabe:

[K]™* {u}={F} (7.12)
Substituindo {u} =[T] {u'} vem:
[KT*[T]1*{u} ={F} (7.13)
e multiplicando & esquerda por [T]"
[T * [K] * [T]*{u} = [T]"*{F} (7.14)
[KT*{u} ={F} (7.15)

que ¢ a equacdo do método dos deslocamentos escrita no referencial X' (na nova base) com:

[K]=[T1" * [K] * [T] (7.16)

{F}=[T1"*{F} (7.10-rep)

7.3.1- Matriz de rigidez da barra Encastrada-encastrada em coordenadas globais.

A partir da definicdo 7.26 e atendendo a matriz de rigidez de uma barra em coordenadas locais,
equacdo G.22, a matriz de rigidez da barra escrita em coordenadas globais é:
[KT=[T]" * [K] * [T]=

s 6l |28 eEl
L 2 | L L2
1 110 EA o | 0o B2 o n 7
L L
cC =S 6El 12EI 6El 12EI cC S
o =% o E
— S ¢ « L2 |_3 |_2 L3 -s C _
; g, oE | e :
c -s L L2 L L2 c s
L s C | 0 —-EA/L 0 0 EI:A\ 0 L -S C]
6EI 12EI 6El 12EI
o= 0 LR ==
L L2 L3 | L2 L3 |
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[ aEl 6EI _ 6EI _ 2E 6E 6EI _
L L2 L2 L L2 L2
6El  EA o 12El 5 EA  12El 6El EA , 12El  EA  12El
- ——ct+ s —es———Cs |-——8s ———C -8 ———cs+—_cs
L2 L L3 L L3 L2 L L3 L3
6E EA  12EI EA » 12EI | 6EI EA  12EI EA o 12El o
¢ —cs———_c s+ c | —c -——cst_cC -——s -
_| L2 L8 L L3 L2 L 48 L L3
2E| 6El BE _ 4] 6El BE _
L L2 L2 L L2 L2
6El  EA p 12El 5 EA  12EI 6E EA , 12El  EA  12EI
——s ——c“-T s —Test_cs | s 4+—Cc+ s —cs—— s
L2 L L3 L L3 L2 L L3 L3
6EI EA  12EI EA o 12EI o | 6EI EA  12EI EA o 12EI »
———C ——CS+——0Cs — s - ¢ |-——1cCc —Cs———C + ST+ —C
NE 3 L 3 .2 3 3

sendo c= cosa e s=sena.

(7.17)

A 52 coluna da matriz de rigidez, por exemplo, sdo as forcas de fixacéo k5 necessarias aplicar a

barra, no sentido das coordenadas globais para manter ds=1 e os restantes dj=0. A figura 7.4

representa este modo de deformacao.

7.4 - Matriz Booleana

Figura 7.4 - 5° Modo de deformacao

A matriz booleana ([Bm])de uma barra (m) permite escrever os graus dessa barra (em

coordenadas globais) em funcdo dos graus de liberdade da estrutura completa (naturalmente em

coordenadas globais), isto é:

{6 = [Bal*{d*}

sendo {g*}m o0s graus de liberdade da barra em coordenadas globais (dai o *)

e {d*}os graus de liberdade da estrutura completa

Este procedimento corresponde a uma mudanca de base e permite escrever a matriz de rigidez da

barra elementar em termos dos graus de liberdade da estrutura:

[K da barra nos graus de liberdade globais e no referencial global] = [Bm]™*[Km ]*[Bm].
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7.5 - Aparelhos de apoio inclinados

\
+
Qf;\\/ I

ow
a
J

a)Desloc. nodais indep. b) 1° modo de deformagdo  c) 2° modo de deformacéo
Figura 7.5

Surgem por vezes aparelhos de apoio que restringindo o movimento dos n6s em certos sentidos o
fazem em direc¢Oes ndo coincidentes com as coordenadas locais das barras. Este problema pode
também ser tratado recorrendo a técnica de mudanca de base.

A estrutura da figura 7.5 tem dois graus de liberdade, concretamente a rotacao d's, e a translacao
d> na direccdo obliqua a qual é condicionada pelo apoio exterior. As forcas nodais {F} assim como
os coeficientes K'ij devem estar associadas aqueles dois deslocamentos nodais independentes.

Em alternativa, 0 comportamento desta estrutura pode ser simulado pelos modos de deformacéo
da figura 7.6 associados aos deslocamentos nodais, di, d2 e ds (do referencial X), desde que se

estabeleca uma condicdo de interdependéncia entre os deslocamentos d2 e d3.

X3B1

a) 1° modo de deformacéo b) 2° modo de deformacdo  ¢) 3° modo de deformacéo

Figura 7.6

Os modos 2 e 3 sdo interdependentes e podem ser expressos como funcdo de outro deslocamento

nodal, o d',. (do referencial X"). A relacdo entre os deslocamentos escritos nos dois referenciais X e

X' é realizada por meio da matriz de transformacdo de deslocamentos dependentes [T] (igualdade

7.21) : a) 1.
di=d" d2¢=|. cosa {dl}
d'2
do=d" cosa - d3j |- sena (7.19)
ds=d"; sena.
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{d} =[T]* {d} (7.20)
1 .
[T]=]. cosa (7.21)
seno

Como se pode ver os deslocamentos d e ds sdo interdependentes por intermédio de d'2 e a.

A estrutura pode ser resolvida iniciando a construcdo da matriz de rigidez [K] e dos vectores de
forcas nodais {F} no referencial local X(x1,x2,x3). A equacdo do método neste referencial
escrever-se-a:

[KI*{u} ={F} (7.12-rep)
representando um sistema com trés equacdes, porque o problema tem inicialmente 3 graus de
liberdade. Como na verdade dois dos graus de liberdade sdo dependentes entre si, reduzem-se a um
sO grau de liberdade. Restam-nos entéo no final apenas dois graus de liberdade. Numericamente isto
pode ser realizado efectuando uma mudanca de base a partir da matriz de transformacdo de
deslocamentos indicada na equacao 7.21 obtendo-se:

[KT*{d}={F} (7.15-rep)

que é um sistema de duas equacdes a duas incognitas com [K'] e {F} definidos respectivamente
pelas expressdes 7.16, 7.11 e 7.10.

Para o0 exemplo em concreto obter-se-a:

A K11 Ko
[K]:{k. K =[T]" * [K] * [T]= (7.16-rep)
21 K22
[4E1 4EI 6EI 6El |
_+_ [ [
H L H2 L2 10
1 00
P B I O (7.16-2)
0 ¢ s H H3 L
et Ea wE| 1O
L2 H o 8 ]
[4E1 4EI 6EI  6EI |
—+— —C+—5
H L H2 |_2
1 00 6EI 12EI EA
T
=Tl *([K*[T])= £ I —— Cc+—cl|=... 7.16-b
D[y o o %S e (716
6Bl EA LBl
L2 Ho 8
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4El 4El
_J’_—

6EI 6EI
* *

H2 L2

—*C+—"s

6El 6El
— % *

2 ¢t
' 12EI EA_

i (—+—)*c" +
L

n3
EA 12EI

P (—+

X H |_3

H L. .

2

)*s2

Mudancgas de base

com c=cos(a) e s= seno(a), € ainda:

Fy=0m = 2|

UAlg - EST - C.Civil

Fa

0 c s

F
100}*F:{ =

F2C + F38

(7.16-c)

(7.10-rep)
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7.6- Algoritmo de Implementacéo Matricial do Método dos Deslocamentos

(fonte: Apontamentos de Analise de Estruturas I1)
Introdugéo
O método dos elementos finitos utiliza o0 mesmo algoritmo de manipulacdo matricial que o
método dos elementos deslocamentos, apenas diferindo deste na construcdo das matrizes de rigidez
e vectores de forca elementares. Por isso se justifica o titulo desta sec¢do de texto, embora o
objectivo deste estudo seja 0 método dos elementos finitos..
A equacéo de equilibrio habitual no método dos elementos finitos é:
[K rigidez]*{deslocamentos nodais}={F equivalente de carga de vao}+{F nodais aplicadas}
(k1> {u} ={F} + {F}
e a equacao de equilibrio habitual no método dos deslocamentos é:
[K rigidez]*{deslocamentos nodais}+{F de fixacdo de carga de vdo} = {F nodais aplicadas}
[k]* {d} + {Qo} = {F°}.
A diferenca fundamental entre os métodos reside em que no método dos elementos finitos se
determinam as forcas equivalentes as acgoes de véo {F.} enquanto no método dos deslocamentos as
forcas de fixacao das acgdes de vdo {Qo}, tendo as mesmas significado simétrico e por isso: {Fv}=-
{Qo}.
Descreve-se de forma breve a implementacdo matricial do método dos deslocamentos a uma
estrutura reticulada plana. Indicar-se-do as etapas de célculo e discutem-se os diversos aspectos

computacionais relevantes deste processo de calculo.

Passo 1: Discretizacdo da Estrutura. Definicdo do Referencial Global.

Desde ja é necessario discretizar a estrutura. Consiste em numerar 0s nos, numerar e orientar as
barras, numerar as sec¢Oes criticas ou seja onde se pretendam determinar esforcos. A numeracao

dos nos deve ser tal que minimize a semibanda da matriz de rigidez se esta for bandada (ver 7.8.1).
Adopta-se um referencial global (X*1, X*2, X*3) para a estrutura em relacdo ao qual se

determina o numero total de deslocamentos nodais independentes da estrutura livre, isto é da

estrutura supondo que ndo tem apoios. Os deslocamentos nodais independentes sdo ordenados no
vector {d*} representando o seu nimero total o nimero de graus de liberdade total, G, da

estrutura.

UAlg - ISE - C.Civil 7-12



Elementos Finitoa Método dos Deslocamentos

Passo 2: Identificacdo dos Elementos Base. Matrizes de Rigidez Elementares.

Relativamente a cada uma das barras identifica-se qual o tipo de elemento finito (E-E, E-R, R-R,
etc), identifica-se cada um dos graus de liberdade no referencial local da barra e que serdo
agrupados no vector {gm} e determina-se o nimero de graus de liberdade elementar, G, , (em geral
6). Identificam-se as matrizes de rigidez das barras em coordenadas locais também designadas por

matrizes de rigidez elementares.

Passo 3: Construcédo das Matrizes de Rigidez Elementares no Referencial Global.

Considerando a orientagdo do referencial local da barra relativamente ao referencial global
monta-se a matriz_de transformacéo de coordenadas da barra m, [T],- Em seguida a matriz de

rigidez elementar da barra m em coordenadas locais [Kk], € escrita em termos de coordenadas

globais [K*],, . Recorre-se entdo a equagdo 7.16 de mudanga de base, tendo-se contudo em

consideracdo a nomenclatura presente. A matriz de rigidez elementar em coordenadas globais sera

entao:
[K*]m = [T X [Klm X [T (7.21)

Passo 4: Espalhamento da Matriz de Rigidez Elementar pela Matriz Global
A rigidez associada a cada grau de liberdade da barra ird contribuir para a rigidez de certo
coeficiente da matriz de rigidez global da estrutura, ao qual esta associado a determinado grau de

liberdade global. Para se concretizar este objectivo ha que previamente relacionar cada grau de

liberdade elementar com um grau de liberdade global. Para tal elabora-se uma tabela de incidéncias

ou contrdi-se a matriz booleana [B],,. Tanto a tabela como a matriz referidas relacionam os

deslocamentos nodais elementares em coordenada globais, agrupados no vector {q*}m, com 0s

deslocamentos nodais globais, agrupados no vector {d*}. Esta relagdo escreve-se:

{a"}m = [Blm x {d"} (7.22)

A matriz booleana [B]m, constituida por zeros e uns, € em geral rectangular e tem G, linhas e G| ¢

colunas. Salienta-se que {q*}m tem G|, elementos e que {d*} é um “super” vector com G|

elementos.
Ao processo que consiste na transferéncia de cada elemento da matriz de rigidez elementar para
um certo elemento da matriz de rigidez da estrutura completa se designa por espalhamento da

matriz elementar (da barra) pela matriz global. Em termos algébricos é como se ocorresse uma
UAIg - ISE - C.Civil 7-13
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transformacdo de coordenadas cuja matriz de transformagdo é [B],,. Assim os coeficientes da

matriz de rigidez elementar da barra m em coordenadas globais, (k*ij)m, v0 ocupar a posicdo K*
da matriz de rigidez global de acordo com a seguinte transformacéo:

[K*Tm = [BI X [K 1 X [Blp =--- (7.23.a)

o = BITX [T X [Klm X [TIm[Blm (7.23.b)

Repetindo este processo de espalhamento por todas as barras da estrutura, concretiza-se a
montagem (ou a assemblagem) da matriz de rigidez global da estrutura livre. As rigidezes
elementares de cada barra vdo sendo sucessivamente acumuladas em elementos adequados da

matriz de rigidez global. A matriz de rigidez global vale:
|- skl =sBhx [ b x (Bl = IR XETT K x T B (7.28
m m m

sendo m 0 numero total de barras.

Passo 5: Montagem do Vector Global de Forcas de Fixacdo devido as cargas de vdo em

Coordenadas Globais, {Q™0}.
Por cada barra m determinam-se as forcas nodais de fixacdo das cargas de véo, no referencial

local, {Qg}n. De seguida faz-se uma mudanga de coordenadas explicitando estas for¢as em termos
de coordenadas globais, {Q™g}n:

{Q*O}m = [T1"m x {Qo}m (7.25)

E agora possivel realizar o espalhamento de {Q*o}m por {Q”o} recorrendo a [B]Tm. Considerando

a contribuico de todas as m barras procede-se a assemblagem no vector {Q*o}:

Q7o)= %[B]Tm x1Q0 =z B mx [T]h x {Qo }y (7.26)

Passo 6: Vector de Forcas Aplicadas e Construcdo do Vector de Termos Independentes, {F*}

As forcas nodais directamente aplicadas nos nds devem ser definidas em coordenadas globais,

compondo o vector {Q*}.

O vector de termos independentes é entdo definido por

{F31={Q"}-{Q;"} (7.27)
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Passo /: Escrita da Equagéo do Método dos Deslocamentos

Neste instante a equacdo do método dos deslocamentos é um sistema com G ; equacdes que se
escreve:

[KTx{d"}={F"} (7.28)

Cada uma das equacdes tem correspondéncia relativamente a cada grau de liberdade da estrutura
global livre, ou seja, da estrutura considerada sem apoios. E como se a estrutura estivesse livre no
espaco podendo deslocar-se como corpo rigido. Nestas circunstancias o sistema referido é um

sistema de equacdes dependentes.

Passo 8: Imposicdo das Condicdes de Fronteira

H& que impor ao sistema de equagfes 7.28 restricbes equivalentes aos impedimentos dos graus
de liberdade restringidos pelos apoios. Dos {d*} deslocamentos nodais, havera um certo nimero de

deslocamentos nodais restringidos nos nés de apoio, {d*g}={0}, sendo os restantes, {d*|}, os

deslocamentos nodais dos livres.

Em termos algébricos, impor as condi¢cdes de apoio ao sistema consiste em eliminar do sistema
as equacOes associadas ao equilibrio de forcas no sentido dos graus de liberdade restringidos.
Corresponde portanto, numa igualdade matricial, a retirar da matriz de rigidez as linhas e colunas
associadas aos graus de liberdade restringidos ficando o sistema reduzido apenas as equacdes
associadas aos graus de liberdade livres. Em alternativa poderemos reordenar do sistema de
equacOes deixando para ultimo lugar, por exemplo, as equacdes associadas aos graus de liberdade

restringidos. A equacdo 7.28 escreve-se entdo na seguinte forma :
KrRL Kgrr] (dr=0] [FR

Passo 9: Resolucédo da Equacéo do Método dos Deslocamentos. Calculo de {d,_*} e de {d*}.
Resolvendo o sub-sistema associado aos graus de liberdade livres:
[K*L x {d* . = {F".} (7.30)
obtemos o0s deslocamentos nodais {d,_*}. Na medida em que os vectores {d*.} e {d*r} sdo
di

conhecidos remontamos o vector de deslocamentos global {
dr

} e tornamos a reordenar 0S seus

elementos de acordo com a sequéncia inicial (aquela adoptada no passo 1) obtendo-se por fim o

vector {d*}.
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Passo 10: Calculo de Reacgdes de Apoio.

As reaccdes de apoio no referencial global obtém-se a partir da exploragdo da segunda equagéo
da igualdade 7.29 :

{F*r} = [K*rL] * {d" } (7.31)

O vector {F*r} é um subvector de {F} definido por (7.27) que se pode rescrever como:

{F31={Q"}-{Q;"} = (7.27-rep)

{FL}z Qi Qo (7.32)
FrR Qr Qor
sendo Q*| as forcas exteriores nodais directamente aplicadas aos nds livres, vulgarmente

designadas por cargas nodais aplicadas, e Q*g as forcas exteriores nodais directamente aplicadas

aos nos restringidos as quais se designam por reacgdes de apoio. Por outro lado as forgas Q™ e

Q*OR sdo as forcas de fixacdo das accbes de vao aplicadas respectivamente aos nos livres e

restringidos. O sentido positivo destas for¢as continua a ser o adoptado pelo referencial global.
Considerando a segunda linha da igualdade (7.32) e a expressdo (7.31) obteremos a seguinte

definicéo de reaccédo de apoio:

{Q*R} = [K*Rr] * {d* } + {Q"or} (7.33)

Passo 11: Calculo de Esforgos nas Barras.
Os esforcos na barra m determinam-se seguindo as seguintes etapas:

(i) Seleccionar do vector {d*} os deslocamentos nodais da barra m em coordenadas globais,

{9*}m:

{0*}m = [Bly * {d*} (7.22-rep)
(i) Escrever os deslocamentos nodais da barra m em coordenadas locais.
{@3m = [T * {8 Im=[Tlm *[Blm * {d*} (7.34)

A este processo se pode chamar re-alocacédo de deslocamentos.
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(iii) Esforgos finais no referencial local

) e
At NIY'/\@//‘Q) ’

Q.
Figura 7.7 - Forgas nodais independentes, {Q},, e esforcos independentes, {X},.

Na figura 7.7 e expressdo (7.35) relacionam-se as forgas nodais {Q}, no referencial local, com o
vector de esforgos {X} nas seccdes criticas (i € j):

Q] [-1 0 0 0 0 O7M;
Qy 0 -1 00 0 O0]/N;
Qs 0 0 100 0]V
= [Tg [x{X = = 7.35(a
Qim = [Te x{Xjm Q|0 0010 o0fm (7.35(2)
Qs 0 0 0 0 1 0]|N;
Qs) [0 0 0 0 0 -1V

sendo [Tg] designada por Matriz de Transformacdo de Esforcos. Como a matriz € matriz diagonal
com elementos unitarios verifica-se a seguinte propriedade

[Tel=[Te]" (7.35(b))

de onde se pode escrever:

X =[TeIx{Qln (7.35(c))

A equacdo de equilibrio da barra no referencial local é, como sabemos :

{Q}m = [Klm * {a}m * {Qo}m (7.36-a)
que colocada em 7.35(c) e resulta em:
Xm =[Tel x ({Qc}m +{Qotm) (7.35-b)
X} = [Tel X ([K]m x {a}m + {Qo}m) (7.35-c)
X = ([Tl X [K]lm ) x{a}m + [Tel X {Qo}m (7.35-€)
W—/
G = [Eln x {am + {xo‘;m\) (7.35-f)

Esta ultima expressdo ja nos € bastante familiar porque é correntemente usada na implementacéao

manual do método dos deslocamentos (ver disciplina de Analise de Estruturas I1).
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Finalmente é importante referir que os esfor¢os ao longo das barras sdo determinados recorrendo
as equacdes de equilibrio da estatica (XFx=0, XFy=0, XM,=0) e eventualmente ao principio da

sobreposicéao de efeitos.
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7.6.1- Exemplo:

Método dos Deslocamentos

Exemplo de aplicacdo do Método dos Deslocamentos

Célculos Preliminares

Barra Compr EA EA/L El EI/L  ElLZ EI/L3 angulo coseno seno
L
106 106 106 106 1076 1076
1 5.75 6.96 1.21 0.3712 64556 11227 1952 20 0.9400 0.3420
2 5 6.96 1.39 0.3712 74200 14848 2970 -45 -0.7071 0.7071
Sk

Passo 1

Passo 2

Barra 1. tipo E-E - 6 graus de liberdade elementares
Barra 2: tipo E-E - 6 graus de liberdade elementares
A matriz de rigidez para ambas as barras esté definida na equacéo 2.8

Passo 3 - Matrizes de transformacgéo de coordenadas

1 0 0 0 0 0

0 0.9397 0.342 0 0 0
T — 0 —0.342 0.9397 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0.9397 0.342

0 0 0 0 —0.342 0.9397

UAlg - ISE - C.Civil

T2:

1

0

0
0

0

0
0
0

0 0 0
00.7071 —0.7071 0 0 0
0 0.7071 0.7071 O 0 0

0
0
0

0

1 0 0

0 0.7071 —0.7071
0 0.7071 0.7071
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Matrizes de rigidez elementares em coordenadas LOCAIS

258226
0
67363
129113
0
— 67363

kel =

296960
0
89088
148480
0
—89088

keZ =

Matrizes de rigidez elementares em coordenadas GLOBAIS

Ty
N
3\ AR\ 17 kel .T1
e of
no 2 727 kez.T2
03\ Q a
no’
A
258226 —23040 63301
— 23040 1071582 381496
TlTl-kel-Iﬂ _ 63301 381496 162284
129113 —23040 63301
23040 —1071582 —38149¢
— 63301 —381496c —162284
296960 62995 62995
62995 713818 —678182
T _
50 kes .70 — 62995 678182 713818
148480 62995 62995
— 62995 —713818 ©78182
— 62995 678182 —713818

UAlg - ISE - C.Civil

0
1210435
0
0
—1210435
0

0
1392000
0
0
—1392000
0

67363
0
23431
67363
0

—23431 — 67363

89088
0
35635
89088
0

— 35635 — 89088

Método dos Deslocamentos

129113
0
67363
258226
0

148480
0
89088
296960
0

0
—1210435
0
0
1210435
0

0
—1392000
0
0
1392000
0

— 67363
0
—23431
—67363
0
23431

—89088
0
—35635
—89088
0
35635

L

129113 23040 —63301
—23040 —1071582 —381496
63301 —381496 —162284
258226 23040 —63301
23040 1071582 381496
— 63301 381496 162284
148480 —62995 —62995
62995 —713818 678182
62995 ¢78182 —713818
296960 —62995 —62995
— 62995 713818 —¢78182

— 62995 —678182 713818
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Passo 4 - Matrizes Booleanas

dL1

4 dL2

q2 dL3

q3 dL4

q=[Bl]-dL5

g4

5 dR6

q6 dR7

q dR8

dR9
(000000100 100000000
000000010 1010000000
B._|000000001 --.Bz.%34-9-9-}.-9-9.9-900
100000000 000100000
010000000 1006010000
001000000O 1000001000

Espalhamento da matriz [k*]; pela matriz global[k*]

KG1 ::BlT -TlT -kel -T1-BI

258226 23040 — 63301 EO 0 05129113 — 23040 63301
23040 1071582 381496 EO 0 Oi 23040 —1071582 —38149¢6
— 63301 381496 162284 EO 0 05—63301 — 381496 —162284
0 o 0o i'é'b"dJ;""E) """""" o 0o
KG1 = 0 0 0 EO 0 Oi 0 0 0
_____ 0 .0 .0 _4000i 0 0 0
129113 23040 — 63301 EO 0 05258226 — 23040 63301
—23040 —1071582 —38149650 0 05—23040 1071582 381496
63301 —38149¢6 —16228450 0 Oi 63301 381496 162284 |
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Método dos Deslocamentos

e Espalhamento da matriz [k*], pela matriz global[k*]

KGZ2 ::B2T -T2T -ke2.T2.B2

296960 62995 62995 | 148480 —62995 —629955 000
62995 713818 —678182' 62995 —713818 678182,0 0 0
62995 —678182 713818 i 62995 678182 —713818/00 0
148480 62995 62995 1296960 —62995 —6299510 0 0
KG2 =| — 62995 — 713818 678182 ' —62995 713818 —678182.0 0 0
62995 678182 713818 ~ 62995 ~ 678182 713818 0 00
0 0 0 1 0 0 0 1000
0 0 o | 0 0 0 1000
0 0 0 ' 0 0 0 1000
555186 86034 —306 5148480 -62995 —629951129113 —23040 63301
86034 1785399 —296687! 62995 —713818 678182 ! 23040 —1071582 —381496
—306 —296687 876101, 62995 678182 —713818!—63301 —381496 —162284
148480 62995 62995 1296960 —62995 —62995, O 0 0
KG=| —62995 —713818 678182 5—62995 713818 —6781825 0 0 0
-62995 678182 —713818!-62995 —678182 713818 1 0 0 0
129113 23040 —-63301' 0 0 0 1258226 —23040 63301
—23040 —1071582 —381496, 0 0 0 !—23040 1071582 381496
63301 —381496 —162284; 0 0 0 | 63301 381496 162284
Passo 5 -Vectores {Qy}1 € {Qp}, em coordenadas locais
Barra 1
2 Barra 2
18-5.5 5.5
MOl im — == — . Vo1 :— L = . .
B 45.375 18- —==149.5 02 ::%:15.625
MO1 45.4 02 15 6
0 0 0 0
01| V0L |_| 405 " vozn| 702 |_| 2.5
—MO1 —45.4 _MO2 —15.6
0 0 Vectores 0 0
g
Vo1 49.5 \ {Qoh e V02 12.5
{Qot, em
UAIg - ISE - C.Civil
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coordenadas globais

45.4

—16.9

Q01 = TIT -Q01 =
G —45.4
-16.9
46.5

Método dos Deslocamentos

Espalhamento de {Q*,}; e {Q*,}, em {Q*,} e assemblagem

—45.4
—16.9
46.5
T 0
QUIGG :— B1 -QOle 0

0
45.4
—16.9
46.5

Barra 2

T
Q02GG = B2 - QO2G =

15.6
—
T .
U2G:_T2 Q02 = 156
15.6
8.8
8.8
—15.6 ADICAO: Barra 1 + Barra 2
.8
.8 —29.8
0 —8.1
0 55.4
0 —15.6
Q0G = Q01G,, + 002G, =| 8.8
8.8
45.4
—16.9
46.5

Passo 6 - Vector de forgas nodais aplicadas {Q*} e vector de termos independentes {F*}={Q*}-{Q*,}

o o

—20

]

<

o O o

Vector de termos independentes {F*}={Q*}-{Q*}
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F:=0-00G=| —38.8

29.8
8.1
—75.4
15.6

—8.8
—45.4

16.9
—46.5
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Passo 7 - Equacao do Método dos deslocamentos : [k¥]x{d*}={F*}

555186 86034 —306 148480 —62995| —62995 129113 —23040 63301 dL1 29.8
86034 1785399 —296687 62995 —713818( 678182 23040 —1071582 —381496 dLz 8.1

—306 —296687 876101 62995 678182 |—713818 —63301 —381496 —162284 dL3 —175.4
148480 62995 62995 296960 —62995| —62995 0 0 0 drL4 15.6
—62995 —713818 678182 —62995 713818 [—678182 0 0 0 -| dL5 |=| —38.8
—62995 678182 —713818 —62995 —678182( 713818 0 0 0 dR6 —-8.8
129113 23040 —63301 0 0 0 258226 —23040 63301 dR7 —45.4
—23040 —1071582 —38143%6 0 0 0 —23040 1071582 381496 dR8 16.9
63301 —381496 —162284 0 0 0 63301 381496 162284 dRS —46.5

Passo 8 Reducéo da equacéo do método dos deslocamentos

Passo 8 Reducao da equacgdo do método dos deslocamentos

tps = dp; =dge = dpg =0

Kl =) o [ |-G = )

AL KRR dR R

Nota Importante: Na igualdade matricial as primeiras cinco equagdes dizem respeito ao equilibrio nodal segundo graus de liberdade
livres e as restantes aos restringidos do que resulta a arrumagéo dos coeficientes de rigidez nas submatrizes [KLL] [KLR] [KRL] [KRR].
Resultou assim porque houve no inicio a preocupagéo de numerar primeiro os GL livres. Caso contrario as equagdes respeitantes a GL
livres e restringidas surgiriam algo misturadas entre si. Para se colocarem arrumadas em bloco, como acima, haveria que implementar
uma operagdo adicional que seria a troca de ordem das equagfes, que causam na equagdo matricial a troca de linhas nas equagdes e
de linhas e colunas na matriz de rigidez. Para essa operagdo, consoante outros objectivos, também se podem usar técnicas de
transformacéo de base ou outras.

PASSO 9: Resolugéo do sistema [k*| | [x{d*| }={F*_}. Montagem de {d*c}

Podemos reduzir a equacdo do passo 8 a apresentada no titulo do passo 9 deduzindo antes a seguinte
matriz [RL]

Matriz booleana para graus de liberdade livres
dGLG = RL * dLivres

drLl
drnz
dL3
dL4
(a) dL5
dRé
dR7
dR8
dR9

555186 86034  —306 148480 —62995
86034 1785399 —296687 62995 —713818

KGR=| —306 -296687 876101 62995 678182

KGR :=RL -KG-RL 148480 62995 62995 296960 — 62995
— 62995 —713818 678182 —62995 713818

T
FL:=RL -F=|-77.5

UAlg - ISE - C.Civil 7-24



Elementos Finitoa Método dos Deslocamentos

0.00004
0.00025
logo:  {d*|}=[k* ] *x {F* } =4 —0.00072 ; .Da relac&o (a) obtemos o vector de deslocamentos globais,
0.00035
0.00098
¢ 0.00004
0.00025
—0.00079
0.00035
{d*c} =4 0.00098 .
0
0
0
L 0 J

PASSO 10: Calculo das reacgdes de apoio {Q*R}=[K*rI*{d* H+{Q*or}

Do passo 7 obtemos directamente a matriz [k*rL], que multiplicada pelo vector {d*.} do passo anterior e
somada ao subvector {Q*or} do vector final {Q*oc} do passo 5 se obtém as reac¢Bes de apoio:

321

110.0
{Q*%R} = 12.3

82.8

Em alternativa podemos deduzir a matriz de transformacédo [RR] que relaciona os GL globais com os GL

restringidos: {d*g}=[RR]*{d*R} (a semelhanca do que se faz na igualdade (a) do passo 9).
Sabendo que : [k*gr[] = [RR]™ [K*c] [RR], que {d* } =[RL]" * {d*G} e que {Q*gR} =[RR]" * {Q*p}s
substituindo em {Q*R}=[K*RI*{d* }H+{Q*yr} fica:

{Q*r} = [RR]" * [K*GIY{d*G} + [RRI" * {Q*gls

PASSO 11: Calculo de esforcos nas barras
Barra 1 — deslocamentos em coordenadas LOCAIS e Forc¢as de equilibrio Locais

0 110
0 39.9
gl:=T1-Bl-RL-dL = 0 Q1 ::kel~q1 + Q01 = 3.6
0.000038 15.7
—0.0000329 —-39.9
—0.000824 29.9

Barra 2 — deslocamentos em coordenadas LOCAIS e Forgas de equilibrio Locais

0.000038 —15.7
0.0007329 58.1
—0.0003781 9.4
g2:=T2-B2-RL-dL = 0.0003544 02:=ke2.q2 +002 = _13
2.9-10
0.0006911 _5g.1
0.0006911 15.6
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Matriz [TE] de transformacé&o de for¢as nodais locais em esforgos:

Esforgos Finais nas Barras

Barra 1

X1

Esforgo
Mi
Ni
Vi
M]
N
V]

==TE -J1

=[TE] *

[ —110]
—40
T4
16
—40

L _30 d

[TE]* Forca Nodal

Q1
Q2
Q3
Q4
Q5
Qe

Barra 2

-1 0

o o o O C
o O O O

0

-10

o o B O C O
o P O O C O
o O O o O

1a

—358

—13

—58
—1&

Diagramas
de
esforgos
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7.6.2- Exemplo:
Exemplifica-se uma lista de instrucGes possivel para resolver o problema anterior em SCILAB.

Lembra-se que o programa e as subrotinas Mke() e MTc() devem estar na mesma directoria que o
proprio programa, e actualizar "0:\2-DISCIPLINAS \ 7 —OUTRAS DISCIPLINAS
\INFORMATICA\Exercicios\")

Facilmente e rapidamente pode fazer alteragOes para resolver outras estruturas pequenas.

//Cdlculo de uma estrutura plana

// Inicializacdo das rotinas Mke () e MTc ()
Chdir("D:\Z*DLSCLPALNAS\7*OUQRA57DASCAPLANAS\lNhORNATLCA\EX@ICiCiOS\”)
clear

exec ("Mke.sci")

exec ("MTc.sci")

//dados da estrutura

NBAR=";nGLG=9; nGLGR=4;

nGLGL=nGLG- nGLGR, // numero de GL que ficam livres depois dos apoios
vGLGR=[6,7,8,9]1; // vector com os GLG que devem ficar restringidos
E:2 e 6

Ll1=5.75;alfal=20;A1=0.3 *O.%;Ilzu.%*”.8A3/l2
L2=5.00;alfa2=-45;A2=0.3%0.8;12=0.3*%0.8"3/12

// Forcas de fixacdo de cargas de vdo barra 1, Q01()
Q01 (1)=18*L1"2/12;Q01(2)=0;001(3)=18*L1/2;
Q01 (4)=-18*L1"2/12;001(5)=0;Q01(6)=18*L1/2;

// Forcas de fixacdo de cargas de vdo barra 2, Q02()
Q02 (1)=25*L2/8;Q002(2)=0;002 ( /2
Q02(4):—25*L2/8;Q02(5):U,QO2 5/2;

// Matrizes Booleanas Bl() e B2(), GLE = B()*GLG()
// Barra 1

Bl=zeros (6, nGLG) ; Bl(l 7)=1;B1(2,8)=1;B1(3,9)=1;B1(4,1)=1;
1(5,2)=1;B1l(6,3)=1;
// Barra 2
1;B2 (2 =1;

B2=zeros (6,nGLG) ;B2 (1, 1)
B2( ):
// INICIO do calculo
// Rigidez elementar em coordenadas blobais, kel() e ke2()
EI1=E*I1;EAl1=E*Al;kel=Mke (EI1,EAL1l,L1);
EI2=E*I2;EA2=E*A2;ke2=Mke (EI2,EA2,L2);

= (2,2)= 2(3,3)=1;B2(4,4)
l'BZ(E,E):

// Matrizes de Transformacdo de coordenadas, Tcl() e Tc2()
Cl=cos (alfal**pi/180);S1= sin(alfal*%pi/180);Tcl=MTc(C1l,S1);
C2=cos (alfa2*%pi/180);82= sin(alfa2*%pi/180);Tc2=MTc (C2,S82);

// Matrizes de rigidezes globais em coodenadas globais, KG1() e KG2()
// — Espalhamento
KG1=B1'*Tcl'*kel*Tcl*Bl;
KG2=B2'*Tc2'*ke2*Tc2*B2;
// Matriz global da estrutura, KG()
// — Adicdo
KG= KG1+KG2;

// Forcas de fixagcdo de cargas de vdo em coord. Globais, Q01G(),002G()
// - Espalhamento
Q01G=B1'*Tcl'*Q01;
Q02G=B2'*Tc2'*Q02;
// Forca de Fixacdo Global, Q0G()
// -Adicdo
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Q0G=001G+Q02G

// Vector de forcas externas aplicadas nos noés, Q)
Q=zeros (nGLG, 1) ;Q(3,1)==-20;0(5,1)==-30

// Vector de Forcas Independentes F()= Q() - Q0G()
F=0-Q0G
// Equacdo de equilibrio da estrutura livre (sem apoios) KG()*d()=F()

// RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES
/) ======= Processo 1 - via redugdo do sistema ==============
// Matriz de reducdo GLLivres para GLGlobais, TL()

TL=zeros (nGLG, nGLGL) ;
TL(1,1)=1;TL(2,2)=1;TL(3,3)=1;TL(4,4)=1;TL(5,5)=1;

// Equacdo de equilibrio reduzida
KGR=TL' *KG*TL;
FR=TL'*F;

// Deslocamentos nodais livres (resolucdo do sistema de equacdes)
dL=1inv (KGR) *FR;

// Vector de deslocamentos (livres + restringidos) global
d=TL*dL;

/ /===========================================================

/) ======= Processo 2 - Método da substituigdo ============

// vector de graus de liberdade restringidos (dado do problema)
for i=1:nGLGR
p=vGLGR (1) ;

for j= 1 : nGLG

KG(ij):O;KG(jlp):O;
end
KG (p,p)=1;F(p)=0;

end

// Resolucdo do sistema de equacdes
d=inv (KG) *F;

// CALCULO de DESLOCAMENTOS E DE ESFORCOS NAS BARRAS

// Vectores de deslocamentos nodalis das barras 1 e 2 em coord. locais
gl=Tcl*B1l*d;
g2=Tc2*B2*d;

// Forcas nodais de equlibrio nas barras 1 e 2
Ql= kel*gl+Q01;
Q2= ke2*g2+Q02;

// Esforcos nas barras
// matriz de transformacdo de forcas nodalis em esforcos nodais, TE
TE= eye (6,6);TE(1,1)=-1;TE(2,2)=-1;TE(6,6)=-1
// Esforcos nodais finalis nas barras 1 e 2
X1l = TE*Q1
X2 = TE*Q2

function ke=Mke (EI, EA, L) // Matriz de rigiez de barra encastrada encastrada
ke=zeros (6, 6)
ke(l,1)=4*EI/L;ke(4,4)=ke(1,1)
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ke(l,4)=2*EI/L;
ke (1,3)=6*EI/L"2;ke(1,6)=-ke(1,3);ke(3,4)=ke(1l,3);ke(4,6)=-ke(1,3);
ke(2,2)=EA/L;ke (2,5)=-ke(2,2) ;ke(5,5)=ke (2, 2)
ke (3,3)=12*EI/L"3;ke (6,60)=ke (3,3) ke (3,6)=-ke(3,3);
for i=

for j=1:1

ke(i,j)=ke(]j,1)

end

end
endfunction

function Te=MTc(C, S8) // Matriz de transformacdo de coordenadas

Tc= (6,0)

Tc(2,2)=C;Tc(2,3)=8;Tc(3,2)=-8;Tc(3,3)=C;

Tc(5,5)=C;Tc(5,6)=8S;Tc(6,5)=-8;Tc (6, 06)=C;
endfunction

7.7 — Alguns aspectos a considerar
7.7.1- Semibanda
Como resultado do espalhamento e assemblagem da matriz de rigidez global, traduzida pela

equagdo 7.24, os coeficientes de rigidez elementares irdo ‘“‘espalhar-se” pela matriz de rigidez
global, ocupando lugares nesta matriz que correspondem a coincidéncia entre os deslocamentos
elementares e deslocamentos globais. A forma deste “espalhamento” pode ser mais concentrada em
certas zonas ou mais dispersa (esparsa), dependendo isso da sequéncia como foram numerados 0s
deslocamentos nodais globais, ou melhor, os graus de liberdade globais. Em ultima analise
dependem da sequéncia de numeracdo dos nos da estrutura porque os deslocamentos nodais se
numeram primeiro num determinado nod (serdo 3 por cada né numa estrutura plana) e depois no né
seguinte (mais 3) e assim sucessivamente.

Apresentam-se dois exemplos (figuras 7.9 e 7.10) do espalhamento das matrizes elementares

pela matriz global, de uma mesma estrutura, na qual os nds, e por consequéncia os deslocamentos
nodais (d*i) foram numerados por ordem diferente.

Neste exemplo todas as barras sdo do tipo rotulado-rotulado as quais se associam quatro graus
de liberdade como mostra a figura 7.8. Consequentemente a matriz de rigidez elementar é uma

matriz de dimensao 4x4.

Figura 7.8 - Graus de liberdade da barra bi-rotulada de ordem m em coordenadas globais
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Para o0 caso 1 faz-se a representacdo grafica do espalhamento das rigidezes associadas aos graus de
liberdade dos nds da barra 7 pela matriz de rigidez global. Verificamos que os graus de liberdade
01.7.02.7, 037 € Qg7 da barra 7 (ver figura 7.9) se relacionam respectivamente com os graus de

liberdade globais d™5, d*g,d”™g, e d*1q. Assim as rigidezes elementares k™;;, com i e j a variar de 1 a

ijr
4, se espalham na matriz de rigidez global ocupando as posicdes k*rs , comr e s a terem
ordenadamente os valores 5, 6, 9 e 10. Repare que o0 angulo « da barra 7 é negativo.

Como se pode observar o espalhamento é disperso no primeiro caso sendo concentrado numa
faixa em redor da diagonal principal no segundo caso. A largura maxima desta faixa designa-se por
banda e pode ser definida como a méaxima distancia entre elementos ndo nulos medidos segundo
uma linha ou uma coluna. E garantido que valores situados fora da banda s&o nulos porque s&o
coeficientes que ndo tem qualquer correspondéncia com qualquer deslocamento. N&o ha por

conseguinte que guardar em memoria os valores (nulos) fora da banda.

Caso 1:
% ¥
Aé @ Ag * * * * * * * * * * * *
,L‘ dp dp dg dy dg dg dg dg dg dyy dyy dy
As dx ¢, [12]12] 2] 2 1] 1
&[22 2| 2 1] 1
2
¥ ¢ 2 | 2 |52 |52 6 | 6 55| 3 | 3
1 Ao 3 36 | 36
l . @, | 2] 2[52]52]6 %6 55| 3 | 3
o
as 5 36 |36 |- I R ‘
a 6 | 6197 ]97('9 | 9| 7 [ 7 [
5 1 \ ! |
A X |6 | 6 [ : !
] 12 d* 6 6,97 979 9| 7 7
6 1| 6 6 , ! I
X M- T e
A au ¢, o e Ty fes %8| 8| 8
pmmTTTES -~ < T I i I 9 [98 98| 8 8
. .- Sa<--T7g - e
d,(, ,/ Contribwicdo | _t-==" / . —------h
' de-rigidez_ _ - -- " 5 51 7 7 (18 8 ! 57 |57 |, 4 4
N A e lbaled taleel ' : || 84 | 84 |!
‘oo dabarnar - --v--- - -=- ---Ll , A4
) Siezzie—-lil g 5 [ 51 7 | 7 (18| 8157|5714 | 4
ar -0 VI .84 | 84 |
g . i1 [ 33 a1 713 | 1.3
. 11 RN -1 4 4
® _f‘q i, | T 1] TRl -7 4 | 4 1‘,13 1‘,13

Figura 7.9- Matriz de rigidez esparsa. Espalhamento da barra 7 na matriz de rigidez global.
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Deslocamentos
nodais
Caso 2: independentes

Semibanda
* * * * * * * * * * *
dq dp dg dy dg dg dg/ dg dg dyy dyy dyp

afref2f 11 ]2]2
@, [ 1212 11 ]2]2
a1 ] 1 |34fial s ¥y a4 ™2
s o B
* 711 [14] 14 4 | 4
x® T4 A AR
.l 2] 233525255676
A ° 36 | 3,6
2] 233 [s2]52[5 5] 6]6
4 6 36 |36
a" 4 | 4|5 | 55454 7 7|8 ]38
78 | 7,8
¢ 4 | 4|5 | 5 [54)54]| 7 |7 | 8] s
7,8 Lz8
¢ 6 | 6 | 7 | 709797 9|9
6 | 6
d* 6 | 6 | 7 |7 [97)97] 9|9
6 L6
a 8 | 8 9 9f)98]9s8
11
a 8 | 8 99 [98)9s
12

Figura 7.10 - Matriz de rigidez em banda

Por outro lado como a matriz de rigidez é simétrica apenas precisamos de conhecer os valores da
diagonal principal e os que Ihe ficam acima ou baixo até ao limite da banda. Esta largura chama-se
semibanda. O seu valor é dado por:

Semibanda = GLN x (dif + 1) (7.37)

sendo  GLN- o namero de graus de liberdade maximo por cada no

dif — maxima diferenca entre nés de um elemento

Nos exemplos temos:
- Caso 1: GLN=2, dif =6 - 1 =5, lido na barra 1. — Semibanda = 12. Curiosamente a semibanda é
igual a dimensdo da matriz de rigidez global. Ha& que guardar em memoria toda a matriz 144

nameros, a qual tem muitas zonas dispersas com zeros.

- Caso 2: GLN=2, dif =5 -3 =2, lido na barra 6.— Semibanda = 6. S6 ocuparemos 6 posi¢des na

matriz de rigidez global centradas na diagonal principal (72 nimeros).
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Matriz bandada correspondente ao caso 2

¢, [t2]t2[ 1 [ 1] 2] 2

¢, [12] 1T [ 1] 2] 2

.14 14] 3 [ 3| 4| 2

31 3| 3

& 143 [ 3| 4] a4

41 3

& 52525 | 5] 6|6

5|36 |36

& 525 |5 |66

6| 36

¢, 54|54 7 [ 7|88
78 | 7.8

.54 7 [ 78| 8

8178

& [97 97 ] 9 | 9

| 6 | 6

& 979 [ o

* [98 |98

dll

* [T98

dlZ

Figura 7.11 - Matriz de rigidez bandada

As matrizes quadradas que apresentem uma semibanda pequena contém no canto superior direito
e inferior esquerdo zonas de zeros. Sendo a matriz simétrica basta-nos guardar em memoria 0s
valores desde a diagonal principal até ao limite da semibanda. A matriz de rigidez que é

originalmente quadrada converte-se numa matriz rectangular designada por matriz bandada

(bandeada), cujo nimero de linhas é igual ao nimero de graus de liberdade da estrutura livre e o
namero de colunas igual a semibanda. Esta matriz terd no seu canto inferior direito um pegqueno
triangulo de zeros (cujo namero € nsb x (nsb-1) / 2 sendo nsb a semibanda). Este novo tipo de
armazenamento poupa em geral uma quantidade enorme de memdria.

Entretanto desenvolveram-se subrotinas para o calculo de sistemas de equagdes que contém
matrizes bandadas, as quais efectuam um ndmero menor de operac6es aritmeticas, reduzindo o erro

e 0 tempo de calculo.

Ha ainda outros processos de armazenamento da matriz de rigidez mais eficazes como o
armazenamento da matriz num super vector chamado "sky line". Os elementos guardados véo,
coluna a coluna, desde a diagonal principal até ao ultimo elemento ndo nulo da coluna. Ha
necessidade de criar outro vector, o vector "pointer’, para permitir a localizacdo do ultimo elemento
ndo nulo de cada coluna. E o processo melhor pois 0 nimero de zeros depende menos da forma
como se numeram 0s nés (ou identicamente, os deslocamentos nodais independentes) da estrutura.
As rotinas de célculo do sistema de equacBes, sdo mais complexas porgue necessitam de
actualizacdo dos indices, onde se perde um pouco mais de tempo. Por outro lado executam menos

operacdes algébricas sobre os elementos da matriz, 0 que é vantajoso sob o ponto de vista de erros
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numéricos. E o processo de armazenamento mais eficaz.

Em conclusdo podemos adiantar que uma grande parte do software de estruturas incorpora
subrotinas de resolucdo de sistemas de equacfes de matrizes bandadas. Por isso é conveniente
numerar adequadamente os nos da estrutura de forma a fazer reduzir ao méximo a dimensao da
semibanda. H& porém certo software que numera automaticamente os nés, o que obviamente
dispensa entdo esta preocupacao por parte do utilizador.

Acrescenta-se finalmente que a numeragdo dos elementos (barras) é arbitraria. Tem apenas a ver
com a saida dos resultados que é em geral por ordem sequencial dos elementos. Por exemplo, na
estrutura articulada apresentada seria preferivel numerar primeiro os pilares, depois as vigas e

finalmente as escoras (barras diagonais).

7.7.2 - Método da penalizacao.

Verificamos no Passo 6 que para estabelecer as condi¢des de fronteira era necessario subdividir
o sistema de equacdes em dois sub-sistemas, um associado aos graus de liberdade livres e os
restantes aos graus de liberdade restringidos. Podemos adoptar um método alternativo, 0 método da
penalizacao.

Este método consiste em aumentar artificialmente o elemento da diagonal principal da matriz de

rigidez (k,,) associado ao grau de liberdade restringido pelo apoio com um valor de rigidez muito

elevado, por exemplo 1010, "penalizando-0". Esse valor devera ser muito grande quando comparado
com o elemento de maior rigidez da matriz.

A equacdo de equilibrio do método dos deslocamentos associada aquele deslocamento nodal
impedido, d”/, escreve-se £ k™j x d*j = F”\. Explicitando a equagio em ordem a d*; obtemos:

* GLt . %
Fr— . Z ) erXd]
,rc: j=1,(mas j=r) . (7.38)

*
Krr

* * * * . * ~ Je .
Ora sendo k™ >>> k™ e k™ >>>F", verificamos que resultad”, ~ 0 que ndo € mais do que a

condicao de restricdo de apoio. O sistema de equacfes pode entdo ser resolvido directamente sem

ser necessario alterar a ordem das linhas e colunas como exigia antes o Passo 6. Os elementos do
vector de deslocamentos final {d*} associados a graus de liberdade impedidos serdo
aproximadamente zero, {d*R}: {0}, e os restantes elementos daquele vector {d™} representardo os
deslocamentos reais dos nos livres da estrutura {d*L}. Este método conduz a resultados

aproximados mas perfeitamente aceitaveis em problemas de pequena dimenséo.
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O método da penalizagdo engloba os seguintes passos:

(i) Colocar na diagonal principal associada ao grau de liberdade restringido um niimero muito
grande;

(ii) Resolver o sistema de equacdes completo (equivale ao Passo 8) do qual se obtém o vector

total {d*}, que engloba os elementos sub-vectores {d*| } e {d"r}.

Exemplo 7.2:
Pretende-se resolver a equacgdo de equilibrio do método dos deslocamentos do exemplo 7.1 pelo

método da penalizacéo.

A equacdo de equilibrio é a seguinte: [K™]x{d™}={F"}

@97 0 0089 0.148 0 -0.089 0 0 Rxlofd*l“ = ( -2
0 1.392 0 0 -1.392 0 0 0 0 )
0.089 0 0.036 0.089 0 -0.036 0 0 0 d*3 -3
0.148 0 0089 0.668 -0.07 0.032 0.186 0.0696 -0.121 d*4
0 -1.392 0 -0.07 27144 0723 -0.07 -1.322 -0.723 J a5 p < 10
-0.089 0 -0.036 0.032 0.7233 0523 0.121 -0.723 -0.487 d*6 -67.32
0 0 0 018 -0.07 0121 0.371 0.0696 -0.121 d*7 2
0 0 0 007 -1322 -0.723 0.07 1.3224 0.723 d*8 -2
\ 0 0 0 -0.121 -0.723 -0.487 -0.121 0.7233 0.487 | d*o | [ -17.3

Os graus de liberdade respeitantes a deslocamentos impedidos sdo o 1°, 2° 3° e 9°. Anulam-se as
colunas e linhas da matriz de rigidez associadas a estes graus de liberdade e multiplica-se o
elemento da diagonal principal por um niimero muito grande, por exemplo 1010, Os elementos do
vector de forcas associados a estes graus de liberdade serdo durante o processo de calculo divididos
por aquele nimero (produto) pelo que se tornardo praticamente nulos. Nesta fase podemos manté-
los com o seu valor mas sera melhor anula-los.

A igualdade anterior ficard com o seguinte aspecto:

ﬁolo 0 0 0 0 0 0 0 Rxlofs (a1 ) = (
0 1010 0 0 0 0 0 0 0 d*2
0 0 1010 0 0 0 0 0 0 d*3
0 0 0 0668 -0.07 0.032 0.186 0.0696 0 d*4
0 0 0 -0.07 27144 0.723 -0.07 -1.322 0 < d*5 ¢ 3 10,
0 0 0 0.032 07233 0.523 0.121 -0.723 0 d*6 -67.32
0 0 0 0.186 -0.07 0.121 0.371 0.0696 0 d*7 2
0 0 0 0.07 -1.322 -0.723 0.07 1.3224 0 d*8 -2
\ 0 0 0 0 0 0 0 0 1W | d*9 | L
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Resolvendo em ordem a {d*}:

d*1 | = / 1010 0 0 0
d*2 0 41010 0 0
d*3 0 0 1010 0
d*4 0 0 0 1.747
d*5 0 0 0 0.000
d*6 0 0 0 0.261
d*7 0 0 0 -0.980
d*8 0 0 0 0.102
d*9 ) \ 0 0 0 0
@1 )= 00) x106

d*2 0.0

d*3 0.0

d*4 -30.8

d*5s r 4 -6.9 [

d*6 | |-1492.0

d*7 718.7

d*8 -874.2

a9 ) L 0.0)

7.7.3 - Método da eliminacéo.

Como o método anterior envolve operagdes com numeros muito grandes e muito pequenos induz
um certo erro de origem numérica devido as truncaturas e ou arredondamentos do processador
matematico. O procedimento a seguir explicado permite minorar estes erros porque elimina
artificialmente do sistema global de equacGes aquelas associadas aos graus de liberdade

restringidos. Chamemos a este método o "método da eliminacdo” o qual engloba os seguintes

passos:

(1) Substituir por zeros as linhas e colunas da matriz de rigidez cujo namero de ordem € igual ao

0

0

0
0.000
0.718
-0.009
0.004
0.713
0

0

0

0
0.264
-0.003
17.062
-7.519
9.710
0

Método dos Deslocamentos

0

0

0
-0.982
0.001
-7.528
6.469
-4.405
0

0

0
0.104
0.716
9.702
-4.396
7.004

0 10-

namero de ordem do deslocamento nodal restringido pelo n6 de apoio;

(ii) Colocar na diagonal principal associada ao grau de liberdade restringido um valor unitério;

(iii) Substituir por zeros o elemento do vector de forcas (termo independente) associado ao

namero de ordem do grau de liberdade restringido pelo n6 de apoio;

(iv) Resolver o sistema de equacBes completo do qual se obtém o vector total {d™}, que

incorpora elementos dos vectores {d* } e {d*x}.
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Elementos Finitoa Método dos Deslocamentos

7.7.4 - Assentamentos de apoio.

7.7.4.1 — Assentamento de apoio. Abordagem a partir do sistema de equacdes completo

Defina-se um sub-vector {d.*} incluido no vector de deslocamentos global {d*}. No sub-vector
{da*} inscrevem-se os assentamentos de apoio impostas a estrutura segundo os graus de liberdade
globais da estrutura livre (sem apoios). Em coeréncia a matriz de rigidez seré subdividida como se

mostra na equacao de equilibrio global:

K K'ea K| [dL] [FL
K'AL (K pa i K'AR [*4d" AT =1F A (7.39)
K'RL | K'rRa i KRR | |d'R FR

Da primeira linha deste sistema de submatrizes podemos escrever:
[K'i] * {d"} = {F.}- [K'La] *{d"a} - [K'ir] * {d'r} (7.40)

em que no 2° termo da igualdade, a terceira parcela é nula e a segunda parcela, designada por {Fa},

vale:
Faj= [kralddal = K@) (7.41(2))
0
[K*LA]*{d*A} =f1 0 0}*[K*]* d'A (7.41(b))
0
sendo :

{i}= {1 0 O} - um vector cujos elementos sdo unitarios quando associados a graus de liberdade

livres, e nulos para os restantes elementos (graus de liberdade com assentamentos ou restringidos);
[K*J - amatriz de rigidez global da estrutura;

0
o 3 * . ~ ~ - -
{d A}z d At - um vector cujos elementos sdo ndo nulos nos graus de liberdade associados a
0
assentamentos de apoio, e cujo valor € o proprio assentamento.
Desenvolvendo (7.40) fica com o formato standard de (7.30) sendo possivel a resolucdo da

indeterminacdo cinematica da estrutura.
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7.7.4.2 — Assentamento de apoio. Abordagem a partir do sub-sistema de equacdes [KLL]

Imagine-se uma estrutura com n graus de liberdade “livres”, isto ¢, associados aos nds que nao sao
0s seus apoios. Para ela pode escrever-se a seguinte equacdo do método dos deslocamentos, em que

a matriz de rigidez é, afinal, a matriz [Ky.]:

ki1 Ko o kgp | [dp R R Q Q10
k k .. k d F F
21 K22 an )92 _JF2l o IRl Q2| JQ20 (7.42-7.43)
kg Kpp o K d F Fo Q] |0
N nl n2 nnj n n n n n0
Y
[KLL]

(Nota: Nesta seccédo abandonamos o “asterisco” (que simboliza coordenadas globais) porque simplifica a

representacdo sem criar confusgo ao leitor.)

Pretende-se impor uma deformagdo ou um assentamento de apoio, de valor da, segundo um dos
possiveis graus de liberdade restringidos (num dos nés de apoio). Como esta deformacéo imposta
surge segundo um grau de liberdade previamente restringido, é necessario acrescentar ao sistema de
equacdes (7.42) mais uma equagdo de equilibrio. Aparecera entdo mais uma coluna {Kj,} € uma

linha {k,j} na matriz rigidez associadas a este grau de liberdade, assim como mais um elemento nos

vectores {Q} e {Qo}, respectivamente os elementos Q4 e Q.

[kiy kip o kin o kg |(dy A F Q1 Q1o

Kop Koo .. Kop Koa [lds F Fo| [Q2] [Qa20
_r=9..¢t, com r=S o rme (7.44-45)

knl kn2 knn kna dn Fn Fn Qn QnO

| Kar Kaz Kan  Kaa |lda Fa Fa Qa Qao

Como o deslocamento segundo esse grau de liberdade ( d ) € conhecido, podemos, em cada linha i

do sistema, passar a parcela a ele respeitante {kjz*da}, para o segundo termo, de onde se obtera:

___________ ki kip e kinleg ) [Fy F1) [R] (ki *d
incomnas i ko1 Koz .. Kop d, F's F's F> Kogq *dj
:L“J’l"“hasf = e com . = . - Y (7.46-47)
_________ knl kn2 - knn n n n 3& a
d : . .
_kal ka2 kanJ n Fa I:a Fa kna da
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Trata-se de um sistema de n+1 incognitas, das quais n sdo os deslocamentos d; a d, e ainda a
reaccdo F’an. Para resolver a indeterminagdo cinematica do problema basta-nos resolver o sistema

das n primeiras equacfes com o vector de termos independentes alterado por (7.47), ou seja:

Kig Kipo oo kgp |fdg Fi F Q1| [Q1o Kia *dg
k k .. k d F F ko, *d
21 K22 an J92( _JF2( o IF2l Q2| JQ20| Jk2a™dg (7.48-49)
kn1 kn2 knn dn I:'n I:'n Qn Qno kna *da

O processo apresentado exige que se determinem os coeficientes da coluna a da matriz de rigidez,
{kia}, dispensando no entanto a determinagdo de F’; . Embora seja o processo adequado para

implementar em célculo automatico é trabalhoso.

7.7.4.3 — Assentamento de apoio. Abordagem a partir do método da penalizacdo ou eliminacdo.

Um algoritmo alternativo consiste em juntar ao processo 7.8.4.1. um dos métodos: o da
penalizagdo ou o da eliminagéo. Consiste no seguinte:
(1) construir um vector {a*A} correspondente a {d"} mas em que os elementos ndo nulos s&o os
assentamentos segundo cada G.L;
(ii) alterar o vector de termos independentes {F '} para {F "}, fazendo {F"} = {F'}- [K'] {a*A };
(iii) impor as condigGes de fronteira ao sistema de equagdes fazendo [K]x{d}={F"}, optando:
(iv.a) pelo método da penalizagdo- onde para além do especificado em 7.8.2 substituird o
termo F™; por d”5;*1020, ou;
(iv.b) pelo método da eliminacdo- onde para além do especificado em 7.8.3 substituira o
termo F™; por d’aj.

A ordem i corresponde ao assentamento associado ao G.L. i.

7.7.4.4 — Assentamento de apoio. Tratamento em algum tipo de software.

Um procedimento usado em certo tipo de software consiste em colocar uma mola de rigidez
elevada segundo o grau de liberdade onde ocorre o assentamento de apoio (ou deformacéo exterior
imposta), e aplicar segundo aquele grau de liberdade uma forca que é o produto da rigidez da mola
pelo valor do assentamento. H& que ter algum cuidado porque molas demasiado rigidas poderdo
causar erros numéricos (este assunto sera revisto na matéria a seguir). A precisdo do resultado é

controlada comparando o valor final de deslocamento obtido com aquele que queremos impor.
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7.7.5 - Calculo das reaccdes de apoio.

Apbs a determinacdo de {d*} por qualquer dos métodos descritos em 7.8.2 ou 7.8.3, se
multiplicarmos a matriz original [K™] por {d*}obtemos o vector de forcas nodais {F*}. Os
elementos deste Ultimo estdo associados quer a graus de liberdade livres, que compdem o sub-
vector {F*| }, quer a graus de liberdade restringidos, representados pelo sub-vector {F"r}. Mas
como {F*R}:{Q*R}-{Q*OR} (expressdo 7.32) a reaccdo de apoio associada ao grau de liberdade i,
pode ser determinada por Q*g; = F'r; + Q"rj Sendo Q”gr; a forca de fixagdo das acgdes de vao

associadas aquele grau de liberdade.
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7.9 - Viga Coluna
7.9.1 - Objectivo:

(1)- Deduzir a matriz de rigidez deste tipo de elemento

(ii)- Breve introducéo a andlise geométrica nao linear

(~ds-dx)=(ds-dx)

/ ..................... I/

Figura 1- Viga Coluna

7.9.2- Deslocamento axial devido a flexdo de uma barra esbelta

(ds-dx) = variacdo de comprimento segundo x por cada dx.

L
Para toda a barra A = Z(ds —dx) = I(ds —dx)
0

Mas:
dv 2
ds-dx = Vdx? —dv? —dx = dx 1—(—) —-1|=...
dx
1(dvj2 1(dvj4 1(dvj6 1(dvj2
=dX||1+=| —| —=|— | +—=|—| +..|-l|==|—
2\ dx 8\ dx 16\ dx 2\ dx
“ /
~"
desprezar
Logo:

5 1 dv)?
A:j —(—V} dx
2\ dx

0

UAlg - ISE - C.Civil VC-1



Elementos Finitos Viga Coluna

7.9.3- Energia Potencial Total de barra esbelta & compressdo

V=U+Ve
(1) Energia potencial das forgas internas
L L
2 2 2
U:E Iv'—dx+1 I\I—dx , mas EA=o, ecomo Mzd—VEleI*v”
2 ’ El 2 ’ EA dx 2

L
u :%jEI*(v”)Z dx
0

(i) Energia potencial das forgas externas

2
Ve=-Wext=-P*A :-P*I l(ﬂj dx , logo
2\ dx

L
V, :—_2Pj(v,)z dx
0

(iii) Energia potencial total

V= %.T [El*(v")2 - P*(v’)z] dx

0
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7.9.4- Matriz de Rigidez Aproximada

a1
P ( /Wq:g p
— B > | —
v 02 l Q4
K S X
g

Figura 2 - Graus de liberdade do elemento viga-coluna

- Utilizar-se-a 0 Método de Rayleigh Ritz para escrever a energia potencial total do sistema.

- Note que os graus de liberdade estdo ordenados por ordem distinta da que se adoptou para o
elemento viga. Resulta apenas facto de na fonte bibliografica ser assim [Dinar Camotim, A. J.
Reis; "Estabilidade de Estruturas™]. Contudo em relacdo a esta fonte trocamos a designacao
dos deslocamentos e forcas nodais para evitar confusdes ao leitor dos apontamentos desta
disciplina (E.F.)

(1)-_Funcéo de aproximacdo: € um polindmio do 3° grau:

v(X) = a*x3 + b*x2 + c*x + d*x (1)

(ii)-_Satisfacdo das Condic6es de Fronteira Cinematicas
vV x(x=0) = qy, v(x=0) =02 )
V’X(X:L) = q3, V(X:L) =04

(iv)-Célculo dos parametros de deslocamento. Func¢des de Forma

- usando (1) em (2), e resolvendo o sistema de equacdes resultante os parametros de

deslocamento ficardo:

1 *p) d4 1 P a4
a=— 2—% —-2—= , b=—(-0g -3-%— 3—= 3
I_2((11+ L+Q3 L) ] (=01 L qz + I_) (3)

c=0 . d=0qp

- Substituir as definicdes (3) na funcdo de aproximacdo (1), e simultaneamente fazer a

seguinte mudanca de coordenadas| § = x/ L| , de onde se obtém o aspecto final da funcéo de

aproximacao de deslocamentos verticais:
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4
VEEDIRAERIE ()
i=1
com .
Wy(g) = L* (g3 —2%¢% +¢), W, (g) = (2%E3 -3%E2 +1), )
Wa(e) = L* (g3 -¢?), W, () = (273 +3*¢2),

emque 0< § < 1, equendo sdo mais do que as fungdes de interpolacdo de Hermite em

coordenadas naturais (ver equagéo 5.39).

(v)- Energia Potencial do Sistema

Substituir (4) na definicdo da energia potencial do sistema para este problema tipo.

(vi)- Equacdo de Equilibrio.

Aplicando o Principio Estacionario da Energia Potencial (PEEP) ou seja, fazendo a derivada
oV(a;)

3 =0, para cada grau de liberdade g;, obtemos o seguinte sistema de equagdes:
Qi

[K]-N*[cIl* {aj={0} (6)

em que:

[Kt]=[[K]—-N*[G]] : matriz de Rigidez Total
[K]: matriz de Rigidez Linear

[G]: matriz de Rigidez Geométrica

P: Esforco axial na barra

ou:
L 2
2.0 .
Kij :IEI*—a _ *—\';‘ dx:J'EI*\yi,XX i OX 7
OX OX
0 0
La L
i L
Gij:J‘_XI a_J j Vi, x \V]x (8)
0 0
4 6“-2 2 ‘6“-2 2L/15 1/10 —L/30 —1/10
k]-E! 12/L% 6/L -12/L ol 6/(5L) 1/10 -6/(5L)
L 4 -6/L )= 2L/15 —1/10
Simétr. 12/12 Simetr. 6/(5L)
(9, 10)

- Arigidez total da barra decresce linearmente com o acréscimo do esfor¢o axial.
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7.9.5- Matriz de Rigidez Exacta

X

( a1
L. . ’q‘“_P
l 4z lC14

Figura 2 (rep.)- Graus de liberdade de elemento viga-coluna

- Utilizar-se-4 novamente o Método de Rayleigh Ritz para escrever a energia potencial total
do sistema.

(i) Funcdo de aproximacdo: € uma funcdo mista sinusoidal e polinomial com quatro parcelas:

V(X) = a1 * sen(kx) + ap* cos (kx) + a3 = X + o4 (11)
com: k= %
(i) Satisfagdo das CondicGes de Fronteira Cinematicas
v x(x=0) = qz, v(x=0) =02 (12)
v x(x=L) = a3, V(x=L) =a4

(iv)-Calculo dos pardmetros de deslocamento

- usando (11) em (12), obtemos o sistema:

[Al{a}={a} = {u}=[AI'*{q} ..

A-B  sen(kL) -B  —sen(kL) |
kKA A kKA A
o1 C B D -B G
@2 _| KA A KA A |«)92
- os[T| B —k*senkl) B k*sen(kL)| |gs (13)
A A A A
“) | c AB -B B 14
L A A kA A i
com:
A = 2*(cos(kL)-1) + kL*sen(kL), B = cos(kL) - 1,
C = kL*sen(kL)-sen(kL), D =sen(kL) - kL.

- Resolvendo o sistema (n) em ordem a a.j, a funcdo de aproximagéo de deslocamentos fica:

4
ve) = ) i) *a; (14)

i=1

com:
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A-B C B C

Y, (X) = sen(kx) + —cos(kx) + — X ——,
1(X) = == sen(kn) +: —-cos(kx) + X —
sen(kL) B ksen(kL) A-B
Y, (X) = ————=sen(kx) + —cos(kx) — X + 15
200 == sen(kn) +- ccos(kx) =1 A (15)
B D B D
Y3 (x) = ———sen(kx) + —cos(kx) + —x ——
3(x) = =~y sen(kx) + - ~-cos(kx) +-Ex - -
Wy () = - ML) o) - B cosony - KsenkLb), | B
A A A A
(v)- Energia Potencial do Sistema
Substituir (14) na definicdo da energia potencial do sistema para este problema tipo.
(vi)- Equacdo de Equilibrio.
Aplicando o Principio Estacionario da Energia Potencial (PEEP), obtemos o sistema de
equac0es de equilibrio:
oV (q;
Mg o [kt fa}= o) (16)
aq;
em que:
th(] - matriz de rigidez total exacta, e vale,
4%p3  6%¢p/L 2%y  -6%¢p/L
[Kt]— El 12%gy L% 6%y /L —12%¢; /L2 an
L 4*hg  —6%, /L
Simétrica 12% ¢y /L2

Que se distingue da matriz de rigidez (9) por incluir as fungdes ¢;, designadas por funcdes de
estabilidade, valem:

B’ - 3 1
= , = cot : =— —pB*cot ,
02 3% (L p*cotag(p)) b =PB> o *cotg(B) 03 4¢2+4B a(B)
3 1
bg = E¢2 —EB*Cotg(B) (18)
com:
kL L [N n | N
=— =—.= =— |— 19
b= = P=5va @ Poan, (19)
e Ng (ou Pg) aCarga Critica de Euler de uma barra biarticulada de comprimento L
2
Ng = n“El (20)
L2
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Figura 3- Funcdes de estabilidade e respectivas aproximacdes lineares
(adaptado de: Anténio Reis, Dinar Camotim, “Estabilidade Estrutural” , McGraw Hill, 2000)

Como se constata a matriz de rigidez total depende do nivel de esforgo axial da barra, N, de
uma forma altamente ndo linear devido as caracteristicas das funcdes de estabilidade. O efeito
de N em compressdo reduz a rigidez das barras. As funcGes de estabilidade sdo diferentes se N
for de traccdo, mas como esse caso € favoravel, porque aumenta a sua rigidez de flexdo,
adopta-se, para efeitos praticos, ¢;=1.

Se derivarmos as funcdes de estabilidade em relacdo ao esforco axial, e na origem, obtemos
rectas tangentes na origem (fungdes ¢'j ), cujo valor séo os coeficientes a matriz de rigidez
geométrica aproximada, como pode ser visto da figura 3.

De modo a se obterem resultados aceitaveis quando se trabalha com matrizes elementares
aproximadas, é conveniente que a relacdo N/Ng (ou P/Pg) seja pequena (< 0.4, ver figura 3),
bastando para tal subdividir em trés sub-barras cada barra fortemente comprimida.
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7.9.6- Comportamento Geometricamente ndo Linear

Numa estrutura sujeita a uma determinada combinagdo de acgdes cada das barras terd um

esforgo axial particular. De modo a fazer depender os esforcos axiais de todas as barras de
uma Unica variavel, parametriza-se o carregamento, ou seja, multiplicam-se as cargas daquela

combinacédo de ac¢Bes por um parametro de carga, A. Consequentemente, todos os esforcos,

nomeadamente os esforgcos axiais ficam dependentes deste parametro, porque como se sabe,
existe uma relacdo de proporcionalidade linear entre a combinacdo de accdes e os esfor¢os.

A vantagem da utilizacdo do parametro de carga é poder varia-lo gradualmente, simulando
desta forma acréscimo gradual do esforco axial, propriedade necessaria para a analise que a
seguir se explica. Como é previsivel quando A tomar o valor unitério significa que toda a
combinacédo de accOes esta aplicada a estrutura.

Do exposto nos paragrafos anteriores, podemos agora afirmar que matrizes de rigidez
elementares totais que dependiam de N se podem agora escrever como dependentes de A. Esta

dependéncia era, como se viu, (i) linear no caso da matriz de rigidez aproximada, e (ii)

altamente ndo linear, no caso da matriz de rigidez exacta. Este comportamento mantém-se
quando se procede, agora, a construcao por espalhamento e assemblagem da matriz de rigidez
global e vector de forcas global, ficando a equacdo de equilibrio global da estrutura com o

seguinte aspecto:

K00} lu}= e} (21)
Afinal, o parametro de carga A mede o nivel de esfor¢o axial na estrutura.
Ora, o sistema de equacbes (V) tem que ser resolvido iterativamente, isto é, fazendo variar

gradualmente A (em principio de zero a um), porque quer os coeficientes da matriz de rigidez

th (q)(x))] quer o termo independente do sistema de equacdes {F(k)}dependem do parametro

de carga A. Por este motivo os deslocamentos observados {u} tém uma variacdo ndo linear, ou
seja, ndo sdo directamente proporcionais as cargas aplicadas, dizendo-se que a estrutura tem

assim um comportamento ndo linear. Entretanto as estruturas esbeltas sdo muito deformaveis,

sendo que, os deslocamentos {u} ndo sdo desprezaveis visto o seu valor interferir nos
resultados dos esforcos finais. O comportamento diz-se define-se entdo como

geometricamente ndo linear, deixando de ser valida a hipotese dos "pequenos deslocamentos”

(ver figura 4).
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A lP

De uma forma aproximada podemos afirmar: ~~ pg====
Seja:M;=P*Db, e Acomo resultado da aplicacéo de P.

— Se P * A <10%* M| entdo, a analise pode ser realizada linearmente
— Se P*A>10%* M entdo, a analise & geometricamente néo linear

=
%
Figura 4
7.9.7- Carga Critica de Colapso por Instabilidade

Imagine que as cargas vao sendo aumentadas gradualmente e indefinidamente por intermédio

de A. A matriz de rigidez degradar-se-a progressivamente até que para um determinado valor
de A um ou mais dos coeficientes principais de rigidez total se anula e a estrutura (ou parte
dela) se transforma num mecanismo. Atinge-se assim o parametro de carga critico (teorico) da

estrutura, Aqr. Nesse instante estdo associados os esforgos axiais criticos em cada barra, Ney.
Como e previsivel, para haver seguranga estrutural Ao, devera ser superior a um.

O célculo do parametro de carga critico de uma estrutura € um problema de "valores e
vectores proprios”, em que o valor proprio mais baixo € o parametro de carga critico e 0
vector proprio representa 0 modo de deformacdo associado. Pode ser calculado a partir da

matriz de rigidez exacta ou aproximada.

Ll

Se partirmos da matriz de rigidez global exacta o parametro

de carga critica pode ser obtido pela anulacdo do determinante:

}‘CI'.l

t - her.2
| K] | =0 I (/L\ g

Figura 5- Carga critica

Partindo das matrizes de rigidez elementares aproximadas, a equacdo caracteristica obtém-

se de:
| [[KI-A*[Gllgiobat | =0
Neste tipo de problemas de estabilidade apenas nos interessa um so6 valor proprio, o primeiro,

gue € 0 menor.
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e Elemento Viga-Coluna Encastrado-Encastrado

, (Icu ; /q% ;

a2 l Q4

Matriz de Rigidez Exacta

4y B*Gy/L  2%9y  —6%¢y/L |

[Kt]zﬂ 12%¢, /L% 6%y /L —12%¢y /L2
L 4%hg  —6%¢y /L

 Simétrica 12% ¢y /12 |

Matriz de Rigidez Aproximada

4 6/L 2 -6/L 2L/15 1/10 -L/30 -1/10
[K.t.]:E 12/1% 6/L -12/L2 N 6/(5L) 1/10 —6/(5L)
U 4 —6/L 2L/15 -1/10
Simétr. 12/12 Simetr. 6/(5L)

e Elemento Viga-Coluna Encastrado-Rotulado

a1
~(; P
— | = > Of <
Lo ke

Por um processo de condensacao de graus de liberdade (ou mudanca de base) constroem-se as
matrizes de rigidez exacta e aproximada deste tipo de elemento finito.

Matriz de Rigidez Exacta

40, 44 3&(2_4;4] ﬂ(z_%j

o3 L 03 L o3
El 6 3¢5 -3 3

[K;[]:_ . v 2¢1_ ¢2 ¢2 2_ ¢4

Bl L2 205) L 23

342

Sim. . % 201 - 222

L 204

Matriz de Rigidez Aproximada
3 3/L -3/L L/5 1/5 -1/5
[K}j]z % . 3/L2 —3/12|-N*| . 6lBL) -6/6L)

Sim. : 3/L Sim. . 6/(5L)
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Viga Coluna

Funcdes de Estabilidade

N/ Ng b1 b b3 bg N/Ng b1 b b3 dg
0.00 1 1 1 1| 2.00 -1.0337 0.6113 0.0357 1.7624
0.05 0.9506 0.9917 0.9834 1.0084| 2.05 -1.0865 0.5996| -0.0034 1.8054
0.10 0.9012 0.9834 0.9667 1.0170| 2.10 -1.1395 0.5877| -0.0439 1.8510
0.15 0.8517 0.9751 0.9497 1.0259| 2.15 -1.1926 0.5757| -0.0860 1.8993
0.20 0.8021 0.9666 0.9324 1.0350| 2.20 -1.2458 0.5636| -0.1299 1.9506
0.25 0.7525 0.9581 0.9149 1.0445| 2.25 -1.2992 0.5514| -0.1755 2.0052
0.30 0.7028 0.9496 0.8972 1.0543| 2.30 -1.3527 0.5390| -0.2232 2.0633
0.35 0.6531 0.9409 0.8792 1.0644| 2.35 -1.4063 0.5265| -0.2730 2.1253
0.40 0.6033 0.9323 0.8610 1.0748| 2.40 -1.4601 0.5138| -0.3251 2.1916
0.45 0.5534 0.9235 0.8424 1.0856| 2.45 -1.5141 0.5010( -0.3799 2.2626
0.50 0.5035 0.9147 0.8236 1.0968| 2.50 -1.5682 0.4880| -0.4375 2.3388
0.55 0.4534 0.9058 0.8045 1.1084| 2.55 -1.6225 0.4748| -0.4981 2.4207
0.60 0.4034 0.8968 0.7851 1.1204| 2.60 -1.6769 0.4615| -0.5622 2.5090
0.65 0.3532 0.8878 0.7653 1.1328| 2.65 -1.7315 0.4480| -0.6301 2.6044
0.70 0.3030 0.8787 0.7452 1.1456| 2.70 -1.7863 0.4344| -0.7023 2.7077
0.75 0.2527 0.8695 0.7248 1.1590| 2.75 -1.8412 0.4206| -0.7791 2.8199
0.80 0.2023 0.8603 0.7040 1.1728| 2.80 -1.8964 0.4066| -0.8612 2.9421
0.85 0.1518 0.8509 0.6828 1.1872| 2.85 -1.9517 0.3924| -0.9493 3.0756
0.90 0.1013 0.8415 0.6612 1.2021| 2.90 -2.0072 0.3780| -1.0441 3.2222
0.95 0.0507 0.8320 0.6393 1.2176| 2.95 -2.0629 0.3634| -1.1466 3.3835
1.00 0.0000 0.8225 0.6169 1.2337| 3.00 -2.1188 0.3486| -1.2580 3.5618
1.05 -0.0508 0.8128 0.5940 1.2505| 3.05 -2.1749 0.3336| -1.3796 3.7600
1.10 -0.1016 0.8031 0.5707 1.2679| 3.10 -2.2312 0.3184| -1.5130 3.9812
1.15 -0.1526 0.7933 0.5469 1.2861| 3.15 -2.2878 0.3030| -1.6604 4.2297
1.20 -0.2036 0.7833 0.5225 1.3050| 3.20 -2.3445 0.2874| -1.8243 4.5106
1.25 -0.2547 0.7733 0.4977 1.3247| 3.25 -2.4015 0.2715| -2.0080 4.8304
1.30 -0.3060 0.7633 0.4722 1.3453| 3.30 -2.4588 0.2554| -2.2157 5.1975
1.35 -0.3573 0.7531 0.4462 1.3668| 3.35 -2.5163 0.2390| -2.4530 5.6229
1.40 -0.4087 0.7428 0.4196 1.3893| 3.40 -2.5740 0.2224| -2.7271 6.1212
1.45 -0.4602 0.7324 0.3922 1.4128| 3.45 -2.6320 0.2055| -3.0480 6.7124
1.50 -0.5118 0.7219 0.3642 1.4373| 3.50 -2.6903 0.1883| -3.4297 7.4245
1.55 -0.5635 0.7114 0.3355 1.4631| 3.55 -2.7488 0.1709| -3.8925 8.2978
1.60 -0.6153 0.7007 0.3060 1.4901| 3.60 -2.8077 0.1532| -4.4667 9.3930
1.65 -0.6672 0.6899 0.2757 1.5184| 3.65 -2.8668 0.1352| -5.1998| 10.8052
1.70 -0.7192 0.6790 0.2445 1.5481| 3.70 -2.9262 0.1169| -6.1713| 12.6932
1.75 -0.7713 0.6680 0.2124 1.5793| 3.75 -2.9860 0.0983| -7.5240| 15.3427
1.80 -0.8235 0.6569 0.1793 1.6122| 3.80 -3.0461 0.0793| -9.5436| 19.3251
1.85 -0.8759 0.6457 0.1451 1.6468| 3.85 -3.1065 0.0600| -12.8969| 25.9737
1.90 -0.9284 0.6343 0.1099 1.6833| 3.90 -3.1673 0.0404| -19.5837| 39.2885
1.95 -0.9810 0.6229 0.0734 1.7217| 3.95 -3.2284 0.0204| -39.6042| 79.2695

4.00 -3.28987| -4.3E-10|1.91E+09| -3.8E+09

g _ kL _L\/W [N N _ TEl
2 2VEl  2\{Ng ' ET 2
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ELEMENTQOS FINITOS de PLACA

8.1.Elementos Finitos em Estruturas Continuas

Numa estrutura continua temos que sub dividir artificialmente a estrutura em partes mais
pequenas de comportamento matematicamente bem conhecido, os elementos finitos, e liga-los
pelos nés. A continuidade da variavel primaria, que em problemas de mecénica dos solidos sao
em geral os deslocamentos, é garantida pelo menos nos nés. Escolhendo de um modo criterioso
as fungdes de aproximacao de deslocamentos consegue-se por vezes garantir a continuidade total
ou parcial das funcBGes deslocamento ao longo da fronteira. Um elemento finito estd bem
simulado se, mesmo que sO permita a continuidade nodal, consiga representar bem a estrutura
real como uma unidade com continuidade global.

As estruturas aporticadas diferem das continuas fundamentalmente no modo como se faz a
subdivisdo em elementos finitos, e no modo como se calcula a matriz de rigidez.

Uma subdivisdo da estrutura continua em elementos finitos mais pequenos, conduz a uma
maior precisdo, maior namero de elementos, mais tempo de célculo e de anéalise, e por isso mais
caro. A subdivisdo deve ser gradual concentrando mais elementos junto de cargas pontuais,
apoios pontuais, aberturas pequenas e cantos. As cargas actuantes nas estruturas continuas sdo
em geral substituidas por cargas nodais equivalentes. E sempre aconselhavel realizar um estudo

de convergéncia de resultados, alterando a forma da malha e/ou variando o nUmero de

lCarga Pontual

elementos.

Espago entre elementos

e

\ ////7///////////////
Estrutura deformada

Figura 8.1- Tipo de deformacdo onde se Figura 8.2 - Malha gradual[11]
assegura apenas continuidade de

deslocamentos nos nos [11].
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Carga uniforme 10kN/m.I.

\

2% 5§ E 5 5 S 5 5 5 5 2:5RN

Figura 8.3 - Forcas nodais representando uma carga distribuida [11]

8.2 - Elemento Trianqular de Placa

Nos problemas de elasticidade plana intervém estruturas continuas carregadas no seu plano. O
problema subdivide-se em duas classes: (i) problemas de tensdes planas e (ii) problemas de
deformacdes planas. Sdo problemas de tensdes planas as almas de vigas sujeitas a tensdes
normais devidas a flexdo e tangenciais devidas ao esforco de corte, uma chapa com um buraco
no seu seio sujeita a trac¢do pura, etc. Sdo problemas de deformacéo plana a sec¢édo transversal
de uma barragem longa sujeita ao seu peso préprio e impulso das guas, a seccdo transversal de
um tubo longo sob presséo, etc. As relacbes constitutivas (entre tensbes e deformacdes) destes

dois casos j& foram tratadas no capitulo de introducdo a teoria de elasticidade.

O | W

(@) " o)

Figura 8.4 - a) Estado plano de tenséo, b) Estado plano de deformacéo
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Vamos deduzir a matriz de rigidez de um elemento finito triangular de placa de trés nos. A
metodologia é valida quer para o estado plano de tensGes como para o estado plano de
deformacdes, diferindo apenas na etapa 5 onde se estabelecem as relac6es constitutivas.

No caso do estado plano de tensdes, este elemento de trés nds diz-se de deformagdo constante
(CST- constant strain triangle [1]). Relembra-se que as relagdes constitutivas para um elemento
no estado plano de tensoes é:

(e 3% £ 1 v 0 Ex
oy (= v 1 0 |*q¢ (1.38-rep.)
AL a-v| |7
Txy 0 0 5 ny
ou:
GX dyp dpp 0 €X
oy = d21 d22 0 |* ey (81)
TXY 0 0 d33 'YXy
E vE E
com: dyp=doy = ,  dyp=dy = e diz= (8.2a8.4)
1-v? 1-v? 2(1+v)
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8.3 - Célculo da Matriz de rigidez elementar de um elemento finito triangular de placa de

deformacdo constante.

PASSO 1: (i) Escolhe-se um sistema de coordenadas conveniente, que neste caso € 0 sistema

global XoY (por conveniéncia adoptam-se as letras minusculas xoy), (ii) numeram-se os n6s do

elemento, no sentido anti-horario, (iii) definem-se os elementos do vector de deslocamentos

nodais {6¢}, e, (iv) os elementos do vector de forcas nodais {F¢}.
- coordenadas dos nos 1, 2 e 3: (X1, Y1), (X2, ¥2) € (X3, Y3).

- vectores de deslocamentos nodais e de forgas nodais:

usg Fxa
Vi Fy1
bel- 1 Fel= e
V2 Fy2
us Fx3
V3 Fys

(X3, ¥3)

(X2, ¥2)

Vi, Fy1

u, F
(leyl) 1:"x1

[

Figura 8.5 - Elemento finito triangular de placa

(8.5 € 8.6)

espessura t =constante

Cada ponto da placa, incluindo cada nd, tém dois graus de liberdade, respectivamente as

translacdes segundo x e y. Por isso a placa apresenta seis graus de liberdade, os deslocamentos

nodais {6€}, os quais se relacionardo com as forcas nodais {F€} através da matriz de rigidez

elementar [K€].

UAlg - ISE - C.Civil
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PASSO 2: Geracgéo do Elemento Finito

PASSO 2.1 : Escolher a funcdo deslocamento, [f(X,y)]. Explicitar os deslocamentos no interior
do elemento em funcéo dos deslocamentos nodais {5¢}

A funcdo deslocamento define o deslocamento de qualquer ponto no interior do corpo de
coordenadas (X,y). No plano o vector deslocamento tem duas componentes, u(x,y) e V(X,y).
Como ha seis graus de liberdade a(s) funcdo(des) deslocamento(s) terd seis parcelas assim
distribuidas:

u(xy) =ag +ap x+agy (8.7)
V(xy) = a4+ o5 X+agy (8.8)
Como se verifica cada componente de deslocamento é linear em X e y, e surgem seis coeficientes

de deslocamento desconhecidos, a; (com i =1 a 6). As fungdes deslocamento devem garantir a

continuidade de deslocamentos no interior do elemento, e se possivel entre elementos por
intermédio do seu lado fronteira.

o
o2
u(x,y) 1 xy 00 O0f,|ag

3(X,y)s= = * = (X, y) =[f(X,y)|* 8.9
L%} {V(X,y)} {Ooouy o Boont=lfeuyliol  ©9)
Og

Og
Explicitam-se agora os deslocamentos no interior do elemento em fungdo dos deslocamentos

nodais {6¢}

Uy u(xq,yp) uq 1 xx yp1 0 0 O o
Vi V(X1,Y1) vi| |00 0 1 X3 Vy1| |
U | _Jubay2)| _ Juz|_|1 %o y2 00 0 Jos| e rateron (g.10)
Va| |V(X2,¥2) va| [0 0 0 1 Xz yp| |og
us| |u(xs,ys) ug| |1 x3 y3 0 0 0] |og
va|  |V(X3,y3) vz [0 0 0 1 x3 y3] (o6

Invertendo a matriz [A] podemos escrever:
{o} = [AI'1*{5} (8.11)
que substituido em (8.9) nos permite escrever os deslocamentos no interior da placa em funcéo

dos deslocamentos nodais:

(50,0} = {Fo6 y) Al e (5.12)

ou:

506y} = [N YT B2 (6.13)
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Elaborando os céalculos temos:

Elemento Triangular de Placa

[ X2Y3 —X3Y2 0 —X1Y3 +X3Y1 0 X1Y2 —X2Y1 0
Y2~ Y3 0 Y3 —Y1 0 y1-Y2 0
[A]*l_i* X3 —X»p 0 X1 — X3 0 Xo — X3 0
2A 0 X2Y3 = X3Y2 0 —X1Y3 +X3Y1 0 X1Y2 = X2Y¥1
0 Y2 = Y3 0 Y3 —VY1 0 y1—Y2
i 0 X3 — X 0 X1 — X3 0 Xp =X1 |
(8.14)
onde :
1 X3
2A=detll X, Yo|=(Xoy3—X3Y2)—(X1Y3 —X3Y1) +(X1Y2 — X2Yy1) =2 X Area do Triangulo
1 X3 Y3

(8.15)
De uma forma mais compacta, em notacdo indicial, teriamos:
_al 0 do 0 as 0 i
by 0 |b, 0 |bg O
cg 0 |c 0 |c 0
(A= 2| 2 2 3 (8.16)
2A 0 ai 0 ao 0 asg
0 by | 0 by| O bs
|0 2|0 ¢cp| 0 c3]
com:
aj = Xj Yk - Xk Yj sei=1,j=2ek=3,
bi =Y - Yk sei=2,j=3ek=1, (8.17)
Ci = X - ] sei=3,j=lek=2
A expressdo (8.12) pode finalmente escrever-se:
la; 0 |a2 0 ]a3 0] [ug
by 0 |b2 0 |b3 O ]
u(x, 1 x 0 0 cg 0|c2 0|c3 O u
B,y = Gyl _ Y e *1720 (3.18)
V(X,Y) 0 001 y| 2A |0 al| 0 a2| 0 a3| |vy
0O by| 0 b2]0 b3| |ug
|0 1|0 c2]0 c3] |v3
B9} =N,y e (8.19)
UAIg - ISE - C.Civil 8-6
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ag 0 la2 0]a3 0]
by 0 [b2 0[b3 0
y 00 O}* 1./¢ 0]c2 0 |c3 O

— * 8.20(a
2A |0 a1 0 a2| 0 a3 (8:20(@)

O by |0 b2] 0 b3
O c1{0 ¢c2|]0 3

1
com: [N(x,y)]:{0 001 xy

Nl(X’y):a1+b1*X+C1*y NZ(X,y):a2+b2*X+C2*y Ng(X,Y): :a3+b3*X+C3*y

\ -, RN
1l
T N
' NN
W(X’y) | \
3)
y
2 )
1)
Figura 8.6 - Fungdes de forma.
ou, sinteticamente:
N1(X,y) 0 N2(x,y) 0 N3 (X, y) 0
N(x,y)|= 8.20(b
INCey)] { 0 Ny 0 Np(xy) O N3(X,y)} (6:200)
com: N;(X,y)=aj +b; *x+c; *y (8.20(c))

PASSO 2.2 - Relac¢des Cinematicas ou Relagdes - Deformacéo deslocamento.
Explicitar as deformacgdes no interior do corpo em funcdo dos deslocamentos no interior e
posteriormente em funcdo dos deslocamentos nodais. Em problemas planos de tensbes e

deformacdes, as relacdes cinematicas séo:

ai 0
X
£X 5 u
ey =| 0 —|* (8.21)
oy \Y;
M) o|o o
[ Jy  OX ]

Para as func¢des de deslocamento adoptadas:
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U o
X OX 2 (0%}
ex 01 00O0O
gy:?=a6 = deyr=[0 0 00 0 1|*7® (8.22)
Y | 100101 0] %
ou ov A5
Yy = t—=03+0d
oy ox Og
{e(xy)} = [L] *{o} (8.23)
Substituindo (8.11) em (8.23) fica:
{e(xy)} = [L] * [A"1* {5} (8.24)
{e(xy)} = [B] * {5} (8.25)
A matriz [B] é:
L |Y2TYs 0 Y3—Y1 0 Y1-Y2 0
[B]:Z 0  X3—Xp 0  Xq-X3 0  Xp-Xg (8.26)
X3—=X2 Y2—Y3 X1=X3 Y3z—Y1 Xo—=X1 Y1—-Y2
gue em notacéo indicial se escreve:
by 0 b, 0 by O
[B] 1o g 0 ¢, 0 c3 (8.27)

N
¢cg by ¢ by c3 by

com:  bi=Vj-Yk &  Ci=Xg- X

Como se verifica os coeficientes da matriz [B] sdo constantes, e por via da expressdo (8.25) se
conclui que as deformacdes no interior do elemento sdo sempre constantes. Daqui surge a razéo

da designacdo de "deformacéo constante” para caracterizar este tipo de elemento finito.

PASSO 2.3 - Relagdes Constitutivas ou RelacGes Tensdo deformacao.
Explicitar as tensdes em qualquer ponto no interior do elemento {o(x,y)} em funcdo das
deformagdes {e(x.y)} e posteriormente em funcdo dos deslocamentos nodais {5¢}.
Como se sabe esta relagdo escreve-se:
{o(x.y)} = [D] * {e(x.y)} (8.28)
sendo [D] o operador das relagdes constitutivas o qual é distinto consoante se trate de um
problema de tenséo plana ou de deformacéo plana. Atendendo a (8.22) podemos escrever (8.25)

em termos dos deslocamentos nodais:

{o(x.y)} = [D] * [B] * {5°} (8.29)
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di1(y2 —y3) dip(Xg—x2) dig(ys—yr dip(Xg—x3) dig(yr—yz) dip(X2—Xq)
[PI[B]=—| darly2—y1) daa(xs=x2) dar(ys—y1) daa(x1-Xa) darly1-y2) daa(xz—x1)|(8.30)
daz(X3—Xp) daz(yp—-Yy3) daz(Xg—X3z) daz(yz—y1) daz(Xzp—-X1) daz(y1-Y2)

Em notacéo indicial:

dllbl d12C1 d11b2 d12C2 d11b3 d12C3
D]*[B]= 1| dphl dopcl dpgh2 doppc2 dph3 dppc3 (8.31)
d33C1 d33b1 d33C2 d33b2 d33C3 d33b3

Como se constata também as tensdes sdo constantes no elemento.

PASSO 2.4: Relag6es de Equilibrio.
Explicitar as forcas nodais {F€} em funcédo dos deslocamentos nodais {&¢}. Como se sabe esta
relacdo entre forcas e deslocamentos nodais € conseguida, de entre varios processos, pela

aplicacdo do Teorema dos Deslocamentos Virtuais, de onde se obtém:

e { J [B]" * [D]*[B]dv}* be| (8.32)

Como os elementos [D] e [B] sdo constantes o integral fica:

\I/[B]T *[D]*[BdV =[B]" *[D]*[B]*area A *espessurat

Logo:

lke J: [B]" *[D]*[B]*area A*espessura t (8.33)

A matriz [K®] apresenta-se desenvolvida na figura 8.7. Em alternativa em notacéo indicial é:

b12~d11+ c1%.d33 cl-bl-(d12+d33) bl-d11-b2+ cl-d33-c2 bl-d12-c2+ c1l-d33-b2 bl-d11-b3 + c1-d33-c3 bl-d12.c3+ c1-d33-b3
c1-b1-(d21 + d33) c1%.d22+ b1%d33  c1-d21:b2 + b1-d33-c2 c1.d22.c2+ b1.d33b2 c1.d21-b3 + b1-d33.c3 c1-d22:c3+ b1-d33b3

t bl-d11-b2 + c1.d33-c2 b2-d12-c14+ bl-d33-c2  b2?.d11+ c2*d33 c2:b2-(d12+d33)  b2-d11-b3 + ¢2-d33-c3 b2-d12-c3 + c2-d33-b3

ef__*~ %
[ ]_ 4A c2.d21:bl 4+ c1.d33-b2 c1.d22.c2+ b1-d33:-b2 c2:b2-(d21+ d33) 022'd22+ b2%.d33  c2.d21b3 + b2.d33-¢3 ¢2:d22:c3 + b2:d33:b3

(8.34)

UAlg - ISE - C.Civil 8-9
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O vector de forgas de massa é:

fx
fy
T fx At |fx
il = JINGyIT =1 " v === (8.35)
v y y
fx
fy

sendo A a area do triangulo e t a espessura.
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8-11

Figura 8.7 - Matriz de rigidez de um elemento triangular de placa (CST)
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Elementos Finitos Elemento Triangular de Placa

PASSO 3: Determinacdo da matriz de rigidez global e vector de forgas global da estrutura.
PASSO 4: Imposigéo das condicOes de fronteira.

PASSO 5: Resolucdo do sistema de equacGes, ou seja, determinacdo do valor da variavel de

campo (variavel primaria), deslocamentos:

BT ={ur vi uz vp . ooup V)

PASSO 6: Calculo de tensdes em cada elemento
Comeca-se por ler os deslocamentos do elemento em causa, 0 que é feito por um processo de re-

alocacdo de deslocamentos, isto &,

pol=lpoor sl = kel ohe v ug ve g g

Calcular as tensdes num dado elemento sendo conhecidos o0s seus deslocamentos nodais.
{o(x,y)} = [D] * [B] * {5°}= [H] * {&} (8.36)
Para efeito de tracado de linhas de igual tensdo e interpretacdo de resultados, as tensfes neste
elemento costumam ser referidas em relacéo ao seu centro de gravidade.
As tensdes na fronteira (lados do elemento) {T} sdo determinadas por:

Tj =Gjini (1.21-rep)

Ty Ox  Oxy |, |Nx
{TV}ZLVX Gy} {”y} (837

sendo ny e ny as componentes do versor normal a superficie.

gue no caso bidimensional é:

©)

) y

(1) lados
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Placa com elementos CST 1/10

Problema:

a) Monte a matriz de rigidez global da estrutura

b) Monte o vetor global de forcas equivalentes a cargas de superficie e de massa. Monte o vetor de forgas
global (total)

¢) determine os deslocamentos nodais

d) determine as deformagdes no elemento 1

e) determine as tensdes no elemento 1. Desenhe-as num elemento material.

f) calcule as tensdes na fronteira entre os elementos 1 e 2 a partir de 1

g) repitas as alineas d) a f) para o elemento 2.

A estrutura tem 1 metro de lado.

(1)

(2)

E :=210-10° kN/m2 v:=0.3 y =77 KN/m3 T:=1000 kN/m2 t:=0.1 m
R =265 kN
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2/10

O problema é um problema de placa no estado de tensao, cuja matriz constitutiva é:

_E
dll = 2> d22 :=d11 d12:=v-d1l  d21:=d12 d33:=
\1-v 2:(1+v)
dil di2 0 2.3077-10% 6.9231.10 0
D:=|d21 d22 0 D =|6.9231.10" 2.3077-10° 0
0 0 ds 0 0 8.0769-10

Relacionando os GLG com os GLE de cada elemento controi-se a tabela de incidéncias (ou de conectividade)

ul vl u2 V2 u3 v3
1 2 3 4 5 6
no Elem1 dl d2
GLG (1) (2)
no Elem 2 d3 dl d2
3) (1) (2)

k1’2=ke11,2+ ke25,6 k1,3=ke25,4

a) Matriz de Rigidez Global k1’1=ke11,1+ ke25,5

k2’2=ke12,2+ ke26,6 k2,3=ke26,4

k3,3=kez4,4

- vamos, de seguida, calcular os coeficientes de rigidez elementares que sao necessarios

Elemento 1
1 1 111
x:=0 y:=|1 Areal ::l‘ 101 Areal = 0.5
0 0 100 1]
bll::yz—y3 blz::ys—y1 b13::y1—y2 cl =x—X%,  CLi=x =X, Cli=x,—X bl=|-1
O -
kel ::[/bl>2‘dll+/cl>2‘d33]‘ t . [0
1,1 1 1 4-Areal ke11,1:1.1538‘10
cl=]1
t
kel, .:=[/c1 bl ) (d12+d33)] kel, . =0 -1
1,2 [\ 1 1> ]4‘Area1 1,2
t 6
kel ::[/cl 2422+ (b1 2‘d33]‘ kel . =4.0385.10
2.2 (o) o) 4-Areal 2.2
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Placa com elementos CST 3/10

Nota: Devido as caracteisticas da folha de
calculo levam a que representemos o

Elemento 2 vector {b} do elemento 1, ou seja, {b!"},
0 0 100 como sendo b1. A componente 3, por
_ _ Area2 =11 11 1 0 exempo, deste vector sera bi;.
x:=11 y:=|0 2 Area2 = 0.5
L L 111
-1 0
b2, i=y,-y, b2, =y, -y, b2, =y =y, €2 1=X;—X, C2,1=X =X, C€2:=X,—X b2=|1 |c2=|-1
0 1
= / 2‘ ( 2‘ ] t -
ke2, [\b23> dil + \023> d33 v ke2 , = 4038462
t
ke2_ .:=[/c2.-b2.)-(d12 + d33)]- ke2, .=0
5.6 [\ 8 3> ] 4.Area2 5.6
._ t _ 6
ke2, , = <b23‘022‘d12 + b22‘023‘d33> T ke2 , = 4.0385-10
— t _ 7
ke2g , 1= <022‘023‘d22 + b22‘b23‘d33> T ke2, , =-1.1538-10
ke2, 4::[/022>2‘d22+ <b22>2‘d33]‘ t ke2, , = 1.5577.10'
; \ 4.Area2 ;
ke2, ::[/023>2‘d22+ <b23>2‘d33]‘ t ke2, = 1.1538.10'
; \ 4.Area2 ;

- Matriz de Rigidez Global:

k1,1 = ke11’1+ ke25,5 k1,z ::ke11,2+ ke25,6 k1,3 ::ke25,4

kz,z::ke12’2+ ke26,6 kz,s::keze’4

k3,3 = ke24’4
kz 1 :kl 2 k3 1 ::k1,3 k3 2 :kz 3
15576923 0 4038462
k= 0 15576923 -11538462

4038462 -11538462 15576923
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2) Calculo do Vector de Forcas Nodais

2.1) Vector de Forcas de Massa Global

2.1.1) Vector de Forgas de Massa Elementares

Elemento 1 Elemento 2
[0 ] [0 ] 0] [0 ]
-Y -1.2833 -Y -1.2833
t]0 0
_Areal:t| 0 0 Frmep = Area2:t Fres -
rmet = ‘ -y Fmet = -1.2833 3 |- -1.2833
0 0 0 0
=1 -1.2833 | B2 -1.2833 |

2.2.2) Vector de Forgas de Massa Global
Fm, i=Fmel, + Fme2,

Fm2 = Fmel2 + Fme26 0

Fm = [-2.5667
-1.2833

Fm3 =0+ Fme24

2.2) Vector de Forcas de Superficie( face 1-2 do Elemento 2)

Fse2, i=-T-24 0
2

Fse26 ::_T‘l‘t Fse2 =
2 -50

0
__ 50_

O Fsel do elemento 1 ndo exste porque este elemento ndo tem cargas de superficie

Vector De for¢gas de Superficie em Coordenadas Globas

0
Fo imFse2g g i=Fse2g Fs, =Fse2, Fo=|-50
-50
Vector de For¢as Aplicadas Directamente nos nés: FN
0 0
FN:=[ 0 FN=( O
-R -265

Vector de Forcas Nodais (Global) : F=Fm + Fs +P

0
Fi=Fm+F +FN F =] -52.5667

-316.2833
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3) Calculo de Deslocamentos

-5
d :=k_1‘F 1539’10 ___________ ) 7I

d=|-473510"°
-5.937.10°°

CALCULO do CAMPO DE DEFORMAGCOES NO ELEMENTO 1
Vamos calcular:  {g} = [B]*{5®)}

Realocacéo de desloacmentos: Os deslocamentos nodais elementares {5(e)} sdo, com a ajuda da tabela de incidencias:

d [ 15393107 |

up=d, vqiEd, upi=0 vpyi=0 ugzi=0 vg:=0 d, 47354.10°
51:=| 0 1= O
0 0
0 0

_0 d L 0 d

Célculo de Extensoes:
Mas antes ja tinhamos calculado {b(1)} en {c(1)} do elemento (1).

bl1, O bl2 0 bl3 0

1 10-1 0 0 O
1

Bl := ] 0 cl1 0 012 0 013 B1={0 0 0 1 0 -1
2-Areal 01 1 -1-10
cl1 bl1 012 bl2 013 bl3 -1 -

Atendendo a que ha elementos nulos em 81 podemos simplificar (8.26).

£ x bl 81, + 0L, bl,-81,+ 031, .
= = ! : : 1.5393-10°
e=| Ey -2'Area1' 081, +¢1,-81, . 1 001, + c1,31,

€= 0
Txy c1,81, + b1 81, 2-Areal el 51+ bl 51
104 B0, -4.7354-10°°
CALCULO do CAMPO DE TENSOES NO ELEMENTO 1
— 3552 (Para o calculo directo de tensfes poderia em alternativa usar 8.29 e
c:=D=e . o
o= 1066 8.30 dispensando-se a determinagéo de {&} )
-3825

ou seja, de acordo com a homenclatura usual:
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0,.:=0 o, =3552
o X 1066 kN/m?
cy!=02 cy:1066
6 yy =0, 0 yy = - 3825 3552 kN/m?

e =

= (-)3825 kN/m?

CALCULO DE TENSOES NA FRONTEIRA DO ELEMENTO 1

Os versores da normal a superficie 1-2 séo:

Ny i=—0 nNyi=——
2 2
—_—
As tensfes normais a supetficie séo:
=g . +5216 kN/m?
Tx=ox Nyt oxy Ny T, - 5216 :
Ty =oxyNxtoyny T, =-3458 _—
—_—
—_—
(-)3458 kN/m?
CALCULO do CAMPO DE DEFORMACOES NO ELEMENTO 2
{e} = [B]*+{5®)}
Realocacéo de deslocamentos: Os deslocamentos nodais elementares séo:
uq:=0 vq:=0 u,:=0 Vo i=d, ug:=d,  vg:=d,
up=0 vi=0 Up=0  v,=-59373.10° ug=15393-10" vg=-4.7354.10"
0] _ 0 -
0 0
0 0
27, 2= 5937.10°°
d 1.539-10°°
4, | -4.73510°°
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Placa com elementos CST 7110

Os elementos ndo nulos do vetor de deslocamentos sao 0s 4°, 5° e 6° elementos.

Para estes deslocamentos NAO NULOS vector de deformacdes vale (equacdes 8.27 e 8.25):

b2, 0 b2, 0 b2, O

1 2 3 -1 0 1 0 00O
B2i=— 1 |0 c2 0 c2, 0 «c2 B2-|0 0 0 -1 01
2-Area2 0-1-11 10

021 b21 022 b22 023 b23 -1 -

Atendendo a que h& elementos nulos em 62 podemos simplificar (8.26), e obtemos:

€y b23'625 b23'825 0

1 1 -5

=l ¢y |= . c2,:02,+ c2,62 ¢ != . c2,:02,+ c2,:62 ¢=11.2018-10
y 2-Area2 2 300 2-Area2 24 36 5

T xy b22'824+ 023'6254- b23'826 b22'824+ 023'625+ b23'626 -4.398-10

2773 kN/m?
m—
832 kN/m?

e i

—  (-)3552 kN/m?

CALCULO do CAMPO DE TENSOES NO ELEMENTO 2

c:.=D-=¢ 832
c=| 2773
-3552
0y ::cl 0= 832
cy'=02 cy:2773
o Xy1203 9 Xy:—3552

CALCULO DE TENSOES NA FRONTEIRA DO ELEMENTO 2

Os versores da normal a superficie 1-2 séo:
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Placa com elementos CST 8/10

As tensdes normais & superficie séo:

TXI=GX~nX+GXy~ny T« =-3100
— +)4473 ka'mZ
Ty'_cxy'nX"'Gy'ny Ty:4473 [ ]
.‘—
-—

*—
(-)3100 k :lj’ml
.‘—

—
-~

A13-Probl CST2019




Elementos Finitos Elemento Rectangular de Placa

8.5 - Elemento de Placa Rectangular Linear

8.5.1 - Introducéo
O elemento finito rectangular de quatro nos, também designado por Q4, apresenta em cada

direccdo quatro graus de liberdade, os deslocamentos dos quatro nos segundo x ou segundo Y.
Consequentemente a funcéo de interpolacéo de deslocamentos em cada direcgéo, por exemplo na
direccdo x-X, sera um polinémio de quatro parcelas do tipo:

u(x,y)=oq + oy X+ agy+ oy Xy (8.38)
sendo x e y coordenadas de um ponto no interior do elemento no sistema global e a; parametros

de deslocamentos (desconhecidos). O polindmio é incompleto porque faltam os termos em x2 e
y2. Demonstra-se [20] que por este motivo, para elementos quadrilateros, ndo é possivel obter
uma funcéo de interpolacdo em coordenadas globais que seja invariante em relagdo a rotacoes. E
entdo necessario que as interpolacdes das diversas grandezas em jogo se facam em relagdo a um
sistema de coordenadas naturais.

Verificar-se-a que as funcdes de interpolacdo séo as func¢des de Lagrange bidimensionais (em
coordenadas naturais), as quais podem ser deduzidas a partir do produto de funcbes de Lagrange
lineares unidimensionais. Por este motivo este elemento finito rectangular também se designa

como elemento bilinear quadrilatero [1].

- Funcdes de Lagrange lineares unidimensionais:

Ni(©) =50-8),  Np@©=3+8) (4.9)-ep.

Nim =S @-n). Na( = (L+n) (4.9)-ep.

- Funcdes de Lagrange bidimensionais (bilineares):

NlLinear(Fo) Nl(&:ﬂ) NZ(EJ,TI)
N(& )= * N1t inear N2Linear = 8.39
[N, m)] {szear@} [Nitinear M) Napinear M)] {N4(§,n) Nsm)} (8.39)
Ny(&m) = (g Na ()= 0+8)-n)  (B40e841)
N3(&m) = (+ )L+ ) Na(em =5 (-E)ien) (8426849

Por conveniéncia de exposi¢cdo da matéria trataremos em primeiro lugar de elementos
rectangulares cujos lados sdo paralelos ao referencial global, e posteriormente os elementos cujos

lados sdo dispostos arbitrariamente.
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Elementos Finitos Elemento Rectangular de Placa

8.5.2 - Elemento Rectangular Linear paralelo ao sistema de coordenadas global.

PASSO 1:
AY ;’\7
v, Va o (-1,+1) (+1,+1)
AT‘ )U4 | > U3 (4) Pl _|_(3)
(4) (x4.y4) (3)|(x3.y3) >ﬁ(§, n)
b xy 2 / > £
51 K\ v —
2 2
y ) 2 — @ 2
—QXlllyl) Ug (x2,y|2) up __(-1,-1) (+1-1)
[ a [ l 2 |
X
a) b)

Figura 8.7 - a)Elemento rectangular real, b)elemento mestre

A figura 8.7.a) ilustra a numeracdo dos nos de um elemento rectangular, a qual ¢ realizada no
sentido anti-horario comecando pelo né inferior esquerdo. Enumeram-se também os
deslocamentos nodais (u; e v;) associados aos graus de liberdade de cada nd i do elemento. A
figura 8.7.b) representa o elemento mestre, que é uma imagem do elemento real. Todas as
operacdes a efectuar para deducdo da matriz de rigidez e dos vectores de forca nodais
equivalentes, serdo realizadas sobre o elemento mestre, cujas coordenadas & e n variam de -1 a
+1. A cada ponto do elemento mestre de coordenadas (&,m) correspondera um outro ponto no

elemento real de coordenadas (x,y). Qualquer fungdo no elemento mestre de valor z = F,(§,n)

terd 0 mesmo valor no elemento real z = F(X,y), e vice-versa. A relacdo € biunivoca.
Estabelece-se uma relacdo entre agueles elementos através de uma transformacdo de

coordenadas, representada pelas seguintes expressoes:

x=2E+) e y=2(+D (8.44)

Inversamente:

2X—a o n:2y—b (8.45)
a b

Cada elemento tem 8 graus de liberdade, os deslocamentos nodais agrupados no vector de

€=

deslocamentos nodais elementares:

{3537 = {uy, vy, U, Vp, Ug, V3, Ug, Vg} (8.46)
aos quais se associam as forcas nodais, no vector de forcas nodais elementares:
{Fe}T = {Fxln Fy]_n Fx2| Fy2| Fx3; Fy3, Fx4; Fy4} (847)
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Elementos Finitos Elemento Rectangular de Placa
PASSO 2: Geracéo do Elemento Finito
PASSO 2.1 : Fungéo deslocamento. Funcéo de interpolacdo ou fungdes de forma
Como em cada direccdo ha quatro graus de liberdade a funcdo de interpolagdo de
deslocamentos em cada direc¢do € um polindmio com quatro parcelas. A funcdo deslocamento

no elemento mestre é:

b e - {U(&,n)}:{aﬁaz&wsnw&n}{l Enén 000 0}*{(1} (8.48)

V(€ n)| [as+agE+arn+agin 0000 1&nén
B2 (&)= [F&,m]* o) (8.49)
com {0} ={oy, ay, a3, au, o5, oG, o7, g} (8.50)

Como se pode observar os deslocamentos sdo fun¢es quadraticas no interior do elemento (€ e 1
sdo arbitrérios) e sdo lineares ao longo dos bordos (quando & ou n tomam valores de +1). Por
este motivo as funcdes de forma (&) tem os lados rectilineos enquanto a sua superficie é

curvilinea (ver figura 8.8).

Concretizando (8.48) para cada um dos nos:

u@Em)| [ag+axg+agn+asgn| [1Ené&n 0000
5@mﬂ={ }={ : = o (8.51)
V(Em)] |astoagEt+am+ogtn| [0000 1&nén
u€,m))] 1 -1 -1 1]0 0 0 0] [og
V(él,ﬂl) 0 O 0 0|1 -1 -1 1 (0))
u(&Zan) 1 1 -1 -1|{0 O 0 0 a3
v(E,, O 0 0 01 1 -1 -1
(E2m2)( _ o RGN {ge}z[A]*{a} (8.52)
U(ag,ng) 1 1 1 1 (0 O 0 0 o5
V(E3,M3) 0O 0 0 01 1 1 1 Og
u(€4,ma) 1 -1 1 -1{0 0 O o7
VEgmg), |0 O 0 01 -1 1 -1} |ag
Fazendo:
fo) = [A "+ ¢ (6.53)
e substituindo em (8.48) fica:
1 0 1 0|1 0 1 O]
-1 0 1 01 0 -1 O
-1 0 -1 01 0 1 O
1 0000 1 0 -1 0|1 0 -1 O
{68(&3,1")}2 E.) n EJT] *l* *{69} (854)
0000 1&Enénl 410 1 0 1|01 0 1
O -1 0 1/01 0 -1
O -1 0 -1/01 0 1
|0 1 0 -1/0 1 0 -1j
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Elementos Finitos Elemento Rectangular de Placa

B2 ()= [N m]* e (8.55)

com:

| 0 N1(&m) 0 N2 (&n) 0 N3(&m) 0 Ny (& n)
(8.56)

a matriz das funcfes de forma. Os seus elementos sdo exactamente os polindmios de Lagrange

definidos nas expressoes (8.40) a (8.43), como pode verificar ao desenvolver a igualdade (8.54).

Figura 8.8 - Funcgdes de forma bilineares de Lagrange [21].

PASSO 2.2:. Estabelecer as relacdes cinematicas entre deformacdes e deslocamentos.

Como ja se viu para problemas de estados planos de deformacdo ou tenséo temos:

ex @ [oex 0]
2y (&) (=| 0 6My*£@}& (857)

Yxy (&m)] [0/dy o/ox

Derivaremos recorrendo a regra da derivada da funcdo composta:
ouem) _ouEm), 3  auEm),on_2

2
ex(&em =5 e ox' on ox at2taneat?
ey (&) = a"(aay’”) = avéi”)*%+%ém*%=%a7 +%ga8 +0 (8.58)
, @mzw@m+a¢mh:w@m*@+w@m*%4(W@mtg+W@m*@g:
Xy oy ox om oy o5 oy o ox  om  ox)
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Elementos Finitos Elemento Rectangular de Placa

2 2 2 2
wo=|—ag+—Eayg +0|+| —ag+—mag+0
[b3b§4 j[aaans j

Escrevendo estas igualdades matricialmente e atendendo a (8.53) obtemos os deslocamentos no

interior do elemento em funcdo dos deslocamentos nodais:

T N S B e e B
a a
_1 -1+8& -1-§ 1+& -1+8 |, e
k=3 FEo0 Lo R0 SRR @y
_14E —14m —1-& 1-n |1+& 14n 1-& —1-n
. b a b a b a b a |
(e} = [B]*5° (8.60)

PASSO 2.3: Relagdes Constitutivas. Escrever as tensdes em func¢do dos deslocamentos nodais

{o&,m)}=[D]*{ee )} (8.61)
oz} = [D]*[B]* ¢ (8.62)
-1 -1 1- 1- 1 1 -1- 1-
. dig il dip *5 dllTn dip bé dig ;n dip ;& dig u dlZT(:
11 -1 -1 1- —1- 1 1 —1- 1-
oy =5 Aoy —— 1 dyy +5 dlen doy : dog Zﬂ doo E&" dog : 1 OlzzTé *{5e}
o da3 —1;& ds3 _1;11 ds3 _1b_§ ds3 I ds3 % da3 1+TT1 ds3 % ds3 —1a—ﬂ

(8.63)
PASSO 2.4: Relacdes de Equilibrio. Calculo do vector de forgcas de massa e da matriz de rigidez

elementar. O vector de forcas de massa vale:

o= [0 iyt [ [INET e mideenbion (@o9
Entretan:; das equacdes diferenciais de eq_uli_ll'lbrio interno de um corpo sabemos que:
oxn), B0 B ot e -0 (867
acng’ W, acya(f’ W, fy(€mn) =0 (8.67.b)
Resolvendo em ordem a {f(£,1)} e atendendo a regra de derivacio composta:
fx(é,n)=—%§’m*%—aﬁ%—f’m*% (8.68.)
fy(é,n)z—%wa—fm*%—%ﬁ*% (8.68.b)
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Substituindo estas expressdes em (8.64) e integrando o vector de forgas de massa fica:

ol =2y F Fy F Fy o By | (8.69)
A matriz de rigidez elementar é:
bt - sl ook - [e]" ey - | (e [oJelaefce mzon (8.64)

Para o estado plano de tensdo a matriz de rigidez é:

[AE| C F|B -E|D -F]
A|l-F D|-E B|F ¢C
A -E|D F|B E
[Ke]: Et A|-F C|E B (8.65.9)
12(1-v?) A E|C F
Sim. A|-F D
A -E
L A |
B=bla
A=4B+M’ B= 2[3_(1 V), C=_4B+M, D=ZB—2(1_V)
B B T
E=avp 2, F=3vB—'3(12EsV) (8.65.h)

PASSO 3: Montar a matriz de rigidez global e vector de forgas global;

PASSO 4: Impor as condicdes de fronteira.

PASSO 5: Resolucdo do sistema de equacdes para determinacdo dos deslocamentos nodais

livres.

PASSO 6:
Para cada elemento determinar as tensdes no interior do elemento, na fronteira e forcas nodais.
Para o fazer é necessario antecipadamente transpor os deslocamentos nodais globais para

deslocamentos nodais elementares.

a) Tensdes Internas

{o(&m)} = [D] * {e(En)} (8.70)

ou
{o(&n)} = [D] * [B] * {5} (8.71)
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b) Tensdes na fronteira

Da expressao (8.37):

c) Forcas nodais totais

Obtém-se directamente de:

UAlg - ISE - C.Civil

Elemento Rectangular de Placa

Tx(Emn) _ ox (&) ny(&,n) « | Mx
Ty(i,n) - ny(i,n) Gy(im) Ny

{Fe} = [K9] * {6

(8.37-rep)

(8.72)



Elementos Finitos Elemento Rectangular de Placa

8.5 - Elemento de Placa Rectangular Linear

8.5.1 - Introducéo
O elemento finito rectangular de quatro nos, também designado por Q4, apresenta em cada

direccdo quatro graus de liberdade, os deslocamentos dos quatro nos segundo x ou segundo Y.
Consequentemente a funcéo de interpolacéo de deslocamentos em cada direcgéo, por exemplo na
direccdo x-X, sera um polinémio de quatro parcelas do tipo:

u(x,y)=oq + oy X+ agy+ oy Xy (8.38)
sendo x e y coordenadas de um ponto no interior do elemento no sistema global e a; parametros

de deslocamentos (desconhecidos). O polindmio é incompleto porque faltam os termos em x2 e
y2. Demonstra-se [20] que por este motivo, para elementos quadrilateros, ndo é possivel obter
uma funcéo de interpolacdo em coordenadas globais que seja invariante em relagdo a rotacoes. E
entdo necessario que as interpolacdes das diversas grandezas em jogo se facam em relagdo a um
sistema de coordenadas naturais.

Verificar-se-a que as funcdes de interpolacdo séo as func¢des de Lagrange bidimensionais (em
coordenadas naturais), as quais podem ser deduzidas a partir do produto de funcbes de Lagrange
lineares unidimensionais. Por este motivo este elemento finito rectangular também se designa

como elemento bilinear quadrilatero [1].

- Funcdes de Lagrange lineares unidimensionais:

Ni(©) =50-8),  Np@©=3+8) (4.9)-ep.

Nim =S @-n). Na( = (L+n) (4.9)-ep.

- Funcdes de Lagrange bidimensionais (bilineares):

NlLinear(Fo) Nl(&:ﬂ) NZ(EJ,TI)
N(& )= * N1t inear N2Linear = 8.39
[N, m)] {szear@} [Nitinear M) Napinear M)] {N4(§,n) Nsm)} (8.39)
Ny(&m) = (g Na ()= 0+8)-n)  (B40e841)
N3(&m) = (+ )L+ ) Na(em =5 (-E)ien) (8426849

Por conveniéncia de exposi¢cdo da matéria trataremos em primeiro lugar de elementos
rectangulares cujos lados sdo paralelos ao referencial global, e posteriormente os elementos cujos

lados sdo dispostos arbitrariamente.
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8.5.2 - Elemento Rectangular Linear paralelo ao sistema de coordenadas global.

PASSO 1:
AY ;’\7
v, Va o (-1,+1) (+1,+1)
AT‘ )U4 | > U3 (4) Pl _|_(3)
(4) (x4.y4) (3)|(x3.y3) >ﬁ(§, n)
b xy 2 / > £
51 K\ v —
2 2
y ) 2 — @ 2
—QXlllyl) Ug (x2,y|2) up __(-1,-1) (+1-1)
[ a [ l 2 |
X
a) b)

Figura 8.7 - a)Elemento rectangular real, b)elemento mestre

A figura 8.7.a) ilustra a numeracdo dos nos de um elemento rectangular, a qual ¢ realizada no
sentido anti-horario comecando pelo né inferior esquerdo. Enumeram-se também os
deslocamentos nodais (u; e v;) associados aos graus de liberdade de cada nd i do elemento. A
figura 8.7.b) representa o elemento mestre, que é uma imagem do elemento real. Todas as
operacdes a efectuar para deducdo da matriz de rigidez e dos vectores de forca nodais
equivalentes, serdo realizadas sobre o elemento mestre, cujas coordenadas & e n variam de -1 a
+1. A cada ponto do elemento mestre de coordenadas (&,m) correspondera um outro ponto no

elemento real de coordenadas (x,y). Qualquer fungdo no elemento mestre de valor z = F,(§,n)

terd 0 mesmo valor no elemento real z = F(X,y), e vice-versa. A relacdo € biunivoca.
Estabelece-se uma relacdo entre agueles elementos através de uma transformacdo de

coordenadas, representada pelas seguintes expressoes:

x=2E+) e y=2(+D (8.44)

Inversamente:

2X—a o n:2y—b (8.45)
a b

Cada elemento tem 8 graus de liberdade, os deslocamentos nodais agrupados no vector de

€=

deslocamentos nodais elementares:

{3537 = {uy, vy, U, Vp, Ug, V3, Ug, Vg} (8.46)
aos quais se associam as forcas nodais, no vector de forcas nodais elementares:
{Fe}T = {Fxln Fy]_n Fx2| Fy2| Fx3; Fy3, Fx4; Fy4} (847)
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PASSO 2: Geracéo do Elemento Finito
PASSO 2.1 : Fungéo deslocamento. Funcéo de interpolacdo ou fungdes de forma
Como em cada direccdo ha quatro graus de liberdade a funcdo de interpolagdo de
deslocamentos em cada direc¢do € um polindmio com quatro parcelas. A funcdo deslocamento

no elemento mestre é:

b e - {U(&,n)}:{aﬁaz&wsnw&n}{l Enén 000 0}*{(1} (8.48)

V(€ n)| [as+agE+arn+agin 0000 1&nén
B2 (&)= [F&,m]* o) (8.49)
com {0} ={oy, ay, a3, au, o5, oG, o7, g} (8.50)

Como se pode observar os deslocamentos sdo fun¢es quadraticas no interior do elemento (€ e 1
sdo arbitrérios) e sdo lineares ao longo dos bordos (quando & ou n tomam valores de +1). Por
este motivo as funcdes de forma (&) tem os lados rectilineos enquanto a sua superficie é

curvilinea (ver figura 8.8).

Concretizando (8.48) para cada um dos nos:

u@Em)| [ag+axg+agn+asgn| [1Ené&n 0000
5@mﬂ={ }={ : = o (8.51)
V(Em)] |astoagEt+am+ogtn| [0000 1&nén
u€,m))] 1 -1 -1 1]0 0 0 0] [og
V(él,ﬂl) 0 O 0 0|1 -1 -1 1 (0))
u(&Zan) 1 1 -1 -1|{0 O 0 0 a3
v(E,, O 0 0 01 1 -1 -1
(E2m2)( _ o RGN {ge}z[A]*{a} (8.52)
U(ag,ng) 1 1 1 1 (0 O 0 0 o5
V(E3,M3) 0O 0 0 01 1 1 1 Og
u(€4,ma) 1 -1 1 -1{0 0 O o7
VEgmg), |0 O 0 01 -1 1 -1} |ag
Fazendo:
fo) = [A "+ ¢ (6.53)
e substituindo em (8.48) fica:
1 0 1 0|1 0 1 O]
-1 0 1 01 0 -1 O
-1 0 -1 01 0 1 O
1 0000 1 0 -1 0|1 0 -1 O
{68(&3,1")}2 E.) n EJT] *l* *{69} (854)
0000 1&Enénl 410 1 0 1|01 0 1
O -1 0 1/01 0 -1
O -1 0 -1/01 0 1
|0 1 0 -1/0 1 0 -1j
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B2 ()= [N m]* e (8.55)

com:

| 0 N1(&m) 0 N2 (&n) 0 N3(&m) 0 Ny (& n)
(8.56)

a matriz das funcfes de forma. Os seus elementos sdo exactamente os polindmios de Lagrange

definidos nas expressoes (8.40) a (8.43), como pode verificar ao desenvolver a igualdade (8.54).

Figura 8.8 - Funcgdes de forma bilineares de Lagrange [21].

PASSO 2.2:. Estabelecer as relacdes cinematicas entre deformacdes e deslocamentos.

Como ja se viu para problemas de estados planos de deformacdo ou tenséo temos:

ex @ [oex 0]
2y (&) (=| 0 6My*£@}& (857)

Yxy (&m)] [0/dy o/ox

Derivaremos recorrendo a regra da derivada da funcdo composta:
ouem) _ouEm), 3  auEm),on_2

2
ex(&em =5 e ox' on ox at2taneat?
ey (&) = a"(aay’”) = avéi”)*%+%ém*%=%a7 +%ga8 +0 (8.58)
, @mzw@m+a¢mh:w@m*@+w@m*%4(W@mtg+W@m*@g:
Xy oy ox om oy o5 oy o ox  om  ox)
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2 2 2 2
wo=|—ag+—Eayg +0|+| —ag+—mag+0
[b3b§4 j[aaans j

Escrevendo estas igualdades matricialmente e atendendo a (8.53) obtemos os deslocamentos no

interior do elemento em funcdo dos deslocamentos nodais:

T N S B e e B
a a
_1 -1+8& -1-§ 1+& -1+8 |, e
k=3 FEo0 Lo R0 SRR @y
_14E —14m —1-& 1-n |1+& 14n 1-& —1-n
. b a b a b a b a |
(e} = [B]*5° (8.60)

PASSO 2.3: Relagdes Constitutivas. Escrever as tensdes em func¢do dos deslocamentos nodais

{o&,m)}=[D]*{ee )} (8.61)
oz} = [D]*[B]* ¢ (8.62)
-1 -1 1- 1- 1 1 -1- 1-
. dig il dip *5 dllTn dip bé dig ;n dip ;& dig u dlZT(:
11 -1 -1 1- —1- 1 1 —1- 1-
oy =5 Aoy —— 1 dyy +5 dlen doy : dog Zﬂ doo E&" dog : 1 OlzzTé *{5e}
o da3 —1;& ds3 _1;11 ds3 _1b_§ ds3 I ds3 % da3 1+TT1 ds3 % ds3 —1a—ﬂ

(8.63)
PASSO 2.4: Relacdes de Equilibrio. Calculo do vector de forgcas de massa e da matriz de rigidez

elementar. O vector de forcas de massa vale:

o= [0 iyt [ [INET e mideenbion (@o9
Entretan:; das equacdes diferenciais de eq_uli_ll'lbrio interno de um corpo sabemos que:
oxn), B0 B ot e -0 (867
acng’ W, acya(f’ W, fy(€mn) =0 (8.67.b)
Resolvendo em ordem a {f(£,1)} e atendendo a regra de derivacio composta:
fx(é,n)=—%§’m*%—aﬁ%—f’m*% (8.68.)
fy(é,n)z—%wa—fm*%—%ﬁ*% (8.68.b)
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Substituindo estas expressdes em (8.64) e integrando o vector de forgas de massa fica:

ol =2y F Fy F Fy o By | (8.69)
A matriz de rigidez elementar é:
bt - sl ook - [e]" ey - | (e [oJelaefce mzon (8.64)

Para o estado plano de tensdo a matriz de rigidez é:

[AE| C F|B -E|D -F]
A|l-F D|-E B|F ¢C
A -E|D F|B E
[Ke]: Et A|-F C|E B (8.65.9)
12(1-v?) A E|C F
Sim. A|-F D
A -E
L A |
B=bla
A=4B+M’ B= 2[3_(1 V), C=_4B+M, D=ZB—2(1_V)
B B T
E=avp 2, F=3vB—'3(12EsV) (8.65.h)

PASSO 3: Montar a matriz de rigidez global e vector de forgas global;

PASSO 4: Impor as condicdes de fronteira.

PASSO 5: Resolucdo do sistema de equacdes para determinacdo dos deslocamentos nodais

livres.

PASSO 6:
Para cada elemento determinar as tensdes no interior do elemento, na fronteira e forcas nodais.
Para o fazer é necessario antecipadamente transpor os deslocamentos nodais globais para

deslocamentos nodais elementares.

a) Tensdes Internas

{o(&m)} = [D] * {e(En)} (8.70)

ou
{o(&n)} = [D] * [B] * {5} (8.71)
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b) Tensdes na fronteira

Da expressao (8.37):

c) Forcas nodais totais

Obtém-se directamente de:

UAlg - ISE - C.Civil

Elemento Rectangular de Placa

Tx(Emn) _ ox (&) ny(&,n) « | Mx
Ty(i,n) - ny(i,n) Gy(im) Ny

{Fe} = [K9] * {6

(8.37-rep)

(8.72)
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Problema:

a) Monte a matriz de rigidez global da estrutura

b) Monte o vetor global de forcas equivalentes a cargas de superficie e de massa. Monte o vetor de for¢as
global (total)

c) determine os deslocamentos nodais

d) determine as deformagdes no elemento 1

e) determine as tensoes no elemento 1. Desenhe-as num elemento material.

f) calcule as tensdes na fronteira e desenhe-as

A estrutura tem 1 metro de lado.

II lll

7 (4)
7 u4
e

s U3
7 (3) (55
*'«ﬁf* (1)

7/ v\ 1]

e
' R I OlE 2) T
2

L)

0
d3 @

EL:=210-10kN/m2 v:=0.3 y =77 KN/m3 T:=1000 kN/m2 t:=0.1 m R:=265 kN
O problema é um problema de placa no estado de tensao, cuja matriz constitutiva é:
_ EL
dit:= ] d22:=d11  d12:=vdil  d21=d12 d33 = EL
1-v 2:(1+v)

2.3077.10° 6.9231.10' 0

=1d21 d22 O D ={6.9231.10" 2.3077-10° 0

dil di2 o0
D:=
0 0 d33

0 0 8.0769-10"

Relacionando os GLG com os GLE de cada elemento controi-se a tabela de incidéncias (ou de conectividade)

ul vl u2 V2 u3 v3 ud v4

GL Elementar 1 2 3 4 5 6 7 8
GLG no Elem 1 d3 dl d2
(3) (1) (2)

A15-Probl Q4 LST-17-10-2019-NEW.mcd
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Placa com-elementos QA

a) Matriz de Rigidez Global k1, 1=ke15’5 k1,2=ke15,6

k2,2=kej'6,6=k1,1

- vamos, de seguida, calcular os coeficientes de rigidez elementares que sdo necessarios

Elemento 1
a:=1 b:i=1 ::E A::4‘B+M E::3‘V‘B+M F':3‘V‘B
a B
p=1 A=54 E=1.9 F=-0.1
. ELt . ELt . ELt
ke15,5 .——Z‘A ke15,6 .—/—Z‘E ke15,4 .—/—2‘(— F)
12‘<l—v> 12‘\l—v> 12‘\l—v>
- Matriz de Rigidez Global:
k1,1 ::ke15’5 k1,2 ::ke15’6 k1,3 ::ke15’4
kz,z ::kl 1 k2,3 ::ke16,4
k3,3 ::kl 1

k2,1::k1,2 k3,1::k1,3 k3,2::k2,3

10384615.4 3750000 288461.5
k=| 3750000 10384615.4 -6346153.8
2884615 -6346153.8 10384615.4

2) Calculo do Vector de Forcas Nodais

2.1) Vector de Forcas de Massa Global 0
2.1.1) Vector de Forcas de Massa Elementares -y
Elemento 1 0
Areal :=a-b Fmel ::Areal‘t‘ -
0
-y
0
2.2.2) Vector de Forgas de Massa Global _y
Fm 1 Fmel5
Fm2 = Fmel6
Fm3 :=Fmel 4 0
Fm=|-1.925
-1.925
2.2) Vector de Forcas de Superficie( face 1-2 do Elemento 2)
R o
Fsel4.—-T?t Fsel ::-Ti‘t Fselg.—o
6 2
Fsel =
Vector De forcas de Superficie em Coordenadas Globas [ 0 -|

A15-Probl Q4 LST-17-10-2019-NEW.mcd

k3,3=k€14,4=k1,1
3(1-v)
2
C=-33
kel = FL‘I > (C)
12.1- 2
C o
-1.925
0
Fmel - -1.925
0
-1.925
0
-1.925 |
o T
0
0
-50
0
-50
0
[ 0 ]
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._ ._ F —FSEL _
'=Fsel, Fg :=Fsel; S, 4 Fg=]-50

2
-50

F
S1

Vector de Forcas Aplicadas Directamente nos nés: FN

0 0
FN:=| 0 FN = o\
-R -265

Vector de Forcas Nodais (Global) : F=Fm + Fs +P

Fi=Fm+F +FN F=[-51.9
-316.9

3) Calculo de Deslocamentos

-5
di=kLE 1.961.10 Q‘

d=|-4958.107°

-6.136-10°°

CALCULO do CAMPO DE DEFORMACOES NO ELEMENTO 1

Vamos calcular:  {g} = [B]*{5©)}
Realocagéo de desloacmentos: Os deslocamentos nodais elementares {5(e)} séo, com a ainda da tabela de incidencias:_
- 0 - 0 0
0 0 0
uq:=0 vq:=0 u,:=0 Voi=d, ugi=d  vg:i=d, 0 0
0
d -5
= = Vi 3 -6.1362-10
Ug=0  vy:=0 Sl 1= 21 gel:= del = B
5, d 1.9609-10
vy d, -4.958-10°
0
0 0
0
L 0 - - 0 - )

A) Determine o campo de deformacdes e de tensdes no elemento a partir da defenicdo do campo
de deslocamentos
Campo de deslocamentos para o elemento 1

4 4

u(e, )= Z [N (6m) ] wet, V(e )= Z [N, (6m) ] ver,
i=1 i=1

Neste caso particular s6 os deslocamentos 8¢1(4),6¢1(5),8e1(6), séo difetentes de zero pelo que nas igualdades anteriores s6
consideraremos as parcelas que envolvam atsu deslocamentos. As fungdes de aproxlineares de Lagrage séo:

1 1 1 1
N, (é,n)=z'(l— €)(1-n) N, (é,n)=z'(l+&)'(l— ) N (é,n)=z'(l+&)'(l+ n) N, (é,n)=z'(l— €)(1+n)

O campo de deslocamentos é:

U(EM)=N, (En)Ug ) = (14D (L) ug

1

g N 1 . v\ [ I f14 . v\ /1 . __\ ..
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Dlara caom plementne NA 4114

V\Cw'l)-'\'z \Qg'l)‘VZ'i"\'3 ICYRPA] V\Qz'l)-‘z‘\lf ) UL=T ‘szz‘\l'l'g)‘\l'i"l)‘VQ,

/1 1 1. 1 [ _5
U(E.n) 1= T S+ 2+ =eEn |-(1.9609-10°°)

\4 4 47 4

/1 1 1. 1 [ 5 (101 1. 1 [ _5
v )= 2ot p e ten] l6136210°%) + (14t lerten] la958.10°)

\4 4° 4 \4 4 47 4

u(&,n)=4.90225-10° + 4.90225-10°n + 4.90225-10°-¢ + 4.9022510° ¢
14 -5 -6 -5 -6
V(E,n)=- 2.77355.10°) + 2.9455.10°%. — 2.77355-10°¢ + 2.9455.10° ¢

Campo de deformacdes:

2:X—a 2y—-b
e n(xy=2Y

Atransformacao de coordenadas inversa é: E(x,y)=

e sabendo que: eaindaque: a:=1 b:=1

d 2 d d d 2
—E&(x,y)=— —E&(x,y)=0 —n(Xx,y)=0 —n(Xx,y)=—
dxé( y) " dyé( y) dxn( y) dyn( y) .

vem que, o campo de deformaces é, aplicando a regra da derivada da funcéo composta (ver eq. 8.58):

] o 5 . ]
Sue ue) =
ex(&:m) : 9.8045-10°+ 9.8045-10° ¢
d d 2 ] .
e(6,n)=| ey(E.n) |= d—yV(&,n) = d—V(&,n)‘B = 589110+ 5.891-10° ¢
n
Txy(&M | ; ; ) 4 ) - (2.2833.10°) + 4.9022.10°.¢ 4+ 2.9455.10°
—U(ézn)*‘—v(éfn) _u(&fn)_"__v(&:n)_
Ldy dx 1 [dn b d¢ a |

£ (&) 1=9.8045-10° + 9.8045-10°n
£ (£.n)1=5.89110°+ 5.891.10° ¢
( . = -
7 xyl&:1) 1=~ 2.2833-10 5) +4.9022.10° ¢ + 2.9455.10° ¢
Aevolugéo das deformagdes €linear, sendo que as extensdes ex ndo dependem da abcissa & e as gy ndo dependem da
ordenadan.

Deformagdes nos cantos e no centro:

Ponto (-1,-1) Ponto (1,-1) Ponto (1,1) Ponto (-1,1) Ponto (0,0)
ex(-1.-1)=0 6¢(1,-1)=0 £x(1,1) = 21077 £y(-1,1) =210 £,(0,0) = 9.8:10°
X\+»7 - 5 .

ey(-1,-1)=0 gv(l,_l)zl_g‘lo—s ey(1,1)=1.210 ey(-1,1)=0 £(0,0) =5.9-10

=5 -5 =5
5 5 1,1)=-15-10 -1,1) =-2.5-10 0,0) =-2.3:10
Vxy(-1,-1) =-31-10 Y xy(1-1) =-2.1-10 V1) Vxy(-1.1) 7 xy(0.0)

Campo de tensbes: o(&,m) :=D-(&,n)
o x(&m) | [2.3077-10° 6.9231-107 0 9.8045-10° + 9.8045-10° 1
oy(&.n) |=6.9231.10" 2.3077.10° 0 : 5.891-10°+ 5.891-10°¢
14 - " N
S yy(6:1) 0 0 8.0769-107 | |- (2.2833-10°) + 4.9022-10° ¢ + 2.9455.10°

0 y(E,1) 1=2670.42 + 2262.58 1 + 407.84-¢
0 (&) :=2038.24 + 678.78 1 + 1350.47 ¢

£ 0 9297 01 .

L -~ /7t .\:'= 1044 9N . 20C 0OC
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O Xy\L_” I|) — - 109F.ZU F O9JJ.IJI LJT LOT.JL I|

Tensdes nos cantos e no centro:

Ponto (-1,-1) Ponto (1.-1) Ponto (1,1) Ponto (-1,1) Ponto (0,0)
6y(-1,-1) = 1710 ox(1,-1) = 8157 6 (1,1) = 5340.8 0 y(-1,1) =4525.2 0 4(0,0) = 2670.4
oy(-1,-1)=-0 0y(1,-1)=27189 oy(1,1) = 4076.5 oy(-1,1) = 13575 5(0,0) = 2038.2

0 xy(-1,-1) =-24781 0, (1,-1) =-1686.2 0 xy(1,1) =-1210.3 0, (-1,1) =-2002.2 0 ,(0,0) =-1844.2

2039 kN/m?
_

2679 kN/m?

— Ponto (0,0) ‘

> (-)3700 kN/m?

B) Determine o campo de deformacdes e de tensdes no elemento de forma expedita.

O campo de deformagbes é dado pela expresséo 8.59:

-1+ 0 1-n 0 1+1 0 -1-1q 0
a a a a
sem=i] o Ere o lzf o LrE 5 126 5
2 b b b b
-1+¢ -14+n -1-¢ 1-n 1+¢ 1+n 1-¢ -1-17
| b a b a b a b a

Neste caso particular s6 os deslocamentos 8¢1(4),6¢1(5),8e1(6), séo difetentes de zero pelo que na igualdadeanterior
s6 consideraremos as colunas 4,5 e 6. Sabemos também que a=b=1.
L+n -Bel5
a

9.8045-10° + 9.8045.10°%

1 -1- 1+ y §
e(&, n)=? . &'8e14+ - &'Sele = 5.891-10°+ 5.891.10° ¢
( " N ~
- (2283310 + 4.9022.10° ¢ + 2.9455.10°

1-n Sel, + l+&'8e15+ 1+ del
a b a

£ (&) 1=9.8045-10° + 9.8045-10°n
£\(£,1) =5.891-10°+ 5.891-10°¢
( . - -
7 xy&:1) 1=~ 2.2833-10 5) + 4902210 ¢ + 2.9455.10° ¢

Deformagdes nos cantos e no centro:

Ponto (-1,-1) Ponto (1,-1) Ponto (1,1) Ponto (-1,1) Ponto (0,0)
£ (-1,-1)=0 e (1-1)=0 £y (1,1) = 2107 £y (-1,1) =210 £,(0,0) =9.8:10°
X I - _5 -6
o (-1-1) =0 o (L-1) - 1210° £y(1,1) = 1.2:10 ey(-1,1)=0 £,(0,0) =5.9:10
- ar 1 1\ - _1 l-'\"lﬁ_s ar f_1 1\_,’7|-'\A’|ﬁ_5 o mn ﬁ\_,OQA’Iﬁ_S
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Al14

rxy\ I, L) — .7 IU fxy\u,u}— U IU

= =2 |
Yy~ 1,-1) =-3.1°10 V(L1 =-21107 "X

O campo de tensdes é dado pela expressao (8.62.)

Neste caso particular s6 os deslocamentos 8¢1(4),6¢1(5),8e1(6), séo difetentes de zero pelo que na igualdadeanterior
s6 consideraremos as colunas 4,5 e 6.Logo

a:=1 b:=1 - -
d122175 gp. 10 gp 146
b a 6914 G X(&:n)
o(t,m) =2 d22 2175 ap1. 1N g0 1HE | fger o(&m)=| oyl&n)
2 b a b
Sele o Xy(&z T])
433171 g3z 1tS g3z it
L a b a |
Ponto (-1,-1) Ponto (1,-1) Ponto (1,1) Ponto (-1,1)
0 815.7 5340.7 4595
o(-1,-1) = 0 o(1,-1)=| 2719 0(1,1) =| 4076.5 o(-1.1) = | 13575
-4956.2 -33724 -2420.8 _4004.6
Ponto (0.0) Ponto (-0.5,0.5) Ponto (0.5,-0.5)
2670.4
5(0,0) = | 2038.2 3597.7 1743
-36885 6(-0.5,0.5) =| 1697.9 6(0.5,-0.5) =| 2378.6
-3846.5 -3530.5
3)Determine e desenhe as tensdes na face superior
As tensdes em qualquer face séo definidas por: Ty(&.n)=0 (&) Ny+o Xy(&, n)n y
Ty(é:n)=0 Xy(&fn)‘nx'f'cy(&:n)‘ny
mas de acordo com a representacao vectorial acima usada com o seguintes aspeto:
Tx(&zn)=c(&:n)1‘nx+ G(i,n)3‘ny
Ty(éfn)=0(&an)3‘nx+ G(&:n)z‘ny
Aface superior tem como versores normas a essaface 0s vetores nxe ny seguintes: Nx:=0 Ny'= !

Nessa face a odenada é n=1 e a abcissa esta entre os limites -1<= & <=+1, e por isso as expressdes anteriores reduzem-se a:

Tx(&:n) ::G(&, 1)3‘ny
Ty(&:n) ::G(&, l)z‘ny

As tensdes nos cantos desse lado serdo:  Ponto (1,-1)

T,(-1,1) =-4004.6
Ty(-1,1) = 13575

Ponto (1,1)
T,(1,1)=-2420.8

Ty(1,1) = 40765

Deveriam ser nulas... porque nao ha forcas de superficies aplicadas...
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Placa com-elementos QA 7114

-4004 kN/m -2420 kN/m
4077 kN/m
1358kN/mg. 5 »—» —»
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o Adaptado de forma manuscrita de Pedro Parreira, "Elementos Finitos", AE IST
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Tabela de incidéncias:

ull® | yale |ou2@ |2l g3 oy3e |yl | oygte

GL Elementar — 1 2 3 4 5 6 7 8

no Elem 1 o1 52 o5 06

G.L. noElem2 | &1 | 82 | 8 | &4 | &7 | 88 | &5 | &6
Global "o Flem 3 55 | o6 59 | 810
no Elem 4 35 06 o7 08 011 012 09 610

n 6
k"~ 43 86400

SiM.

"S54 {451 =33 9f5 Q2 185, 06

_ 9N 015 0p I 2y A

54 A pb 952+

SILI ‘ng -33 145

615]

33

a3

=2}

Sl(' fn‘)S "},3 ’qb

Sk gfs

51‘1 - {(?3

54

0,6

-
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Figura 4.6: Campo de tensoes da solugao por 4 elementos rectangulares.
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Elementos Finitos Elemento Quadrilatero Isoparamétrico

8.6 - Elemento de Placa Quadrilatero Linear Isoparamétrico

8.6.1- Introducdo.Transformagdo de Coordenadas de . dn=J-Tdx(En)-dy(En)

| dx.dy = Jdedn |

>33

X
P . . ' X:X(E.:! n)
@) GQ — y=y(&, 1)
| dedn
> &

1) (2)
Y e L]
(_11_1) (+1v—1)
—2—
9
Figura 8.9

A figura 8.9.a) representa o elemento real bilinear de placa no sistema de coordenadas global
(coordenadas cartesianas), enquanto a figura 8.9.b) representa 0 mesmo elemento no sistema de
coordenadas natural (§,m) (também designadas por coordenadas curvilineas [10] - porque
(E(x,y),n(xy)) sdo em geral polindmios de grau superior a 1 e portanto curvas). Como as
coordenadas & e m tem como dominio o intervalo de valores [-1,+1] é usual representar o
elemento mestre como na figura 8.9.c).

A geometria do elemento da figura 8.9.a) pode entdo ser representada por um quadrado de
dimensdo 2 x 2. A transformacéo entre o elemento mestre e o elemento real é acompanhada pela

transformacéo de coordenadas na forma:

K = W Emx? .73
y(€mn) = _%‘I’i En*y; (8.73.b)

UAlg - ISE - C.Civil 8- 19



Elementos Finitos Elemento Quadrilatero Isoparamétrico
sendo x&; , y&; as coordenadas dos nds no referencial global, e w;(& 77) as funcdes de interpolacéo

em coordenadas naturais (no elemento mestre) e n o nimero de nos. Estas fungdes sdo neste
exemplo particular as fungOes de forma bilineares de Lagrange. Noutros casos, que ndo o do
problema de estados planos de tensdo e de deformacdo, também se poderé recorrer a fungdes de
Hermite.

Atendendo as expressdes (8.73), e se forem lineares, uma linha recta no elemento mestre €

representada por outra linha recta no elemento real. No caso mais geral, para fungdes de forma
ndo lineares (portanto de ordem superior a 1) linhas rectas no elemento mestre sdo representadas
por curvas no elemento real.

As fungbes de transformacgédo (8.73) permitem escrever as coordenadas globais (X,y) em
funcdo das coordenadas naturais (&, 1), isto é, transformam um ponto de coordenadas naturais
(&,m) do elemento mestre noutro de coordenadas globais (x,y) no elemento real. A transformacéo
inversa também é verdadeira e univoca se o determinante do Jacobiano para todo o par ordenado
(&,m) for positivo definido, isto é, se det[J(&,m)] > O.

E importante realgar que a transformagdo de um elemento real num elemento mestre so é
justificavel pela necessidade de se recorrer a integracdo numérica de Gauss para resolver os
integrais que definem quer a matriz de rigidez quer o vector de forcas nodais equivalentes as
accOes de vdo. Nenhuma transformacdo ocorre no ambito de fendmenos fisicos ou nos

elementos, na analise por elementos finitos, tratando-se pois de apenas um artificio matematico.

- Matriz Jacobina e Jacobiano

Em problemas de mecénica de sélidos o campo de deformacdes resulta da derivada do campo
de deslocamentos (u(x,y) e v(x,y)) em relacdo as coordenadas globais x e y, que no caso de

estados planos de tensdo ou de deformacéo é:

2
£x OX o | qu
ey =| 0 5 {v} (8.21-rep.)
Txy o 0

oy o]

O campo de deformacdes representa a variacdo de deslocamentos a respeito do incremento da
coordenada global dx e/ou dy. E necessario traduzir esta variacdo em termos do incremento de
coordenada naturais d§ e dn. Assim tomando como exemplo a funcdo u(x,y) e atendendo a regra

de derivacdo por partes podemos escrever:

UAlg - ISE - C.Civil 8- 20



Elementos Finitos Elemento Quadrilatero Isoparamétrico

ou(x,y) _ au(x,y) ox  au(x,y) oy (8.74.a)
BE ox 0t oy o o
ou(x,y) _ au(x,y) ox , au(x.y) oy (8.74.b)
on ox o oy on o

ou:

aux,y)| [ox(@Emn) ayEm)| [du(xy)

og | _| ok 0 |.) o
ou(x,y) [ | ox(gm)  ayEm) | Jaux.y) (8.75)
on on on oy

Embora tenhamos usado a funcdo u(x,y) para deduzir esta Gltima igualdade, ela seria valida para
a derivacdo de qualquer outra fungdo f(x,y) definida no dominio do elemento real. A matriz
quadrada que estabelece esta relacdo € designada por matriz Jacobiana de transformacéo:

ox(Em) oy(En)

_| & 9
on on

— Introduzindo (8.73) em (8.76) a Matriz Jacobiana fica com o seguinte aspecto:

ox(&m) oy(En)

4 4 .
ZvinE*x} _zl\l’i"t:*yi
i=

o ot i Ji2 | |io
IE )= _ - 8.81
PE= oeen) oy Ty 0|l D L E (6.81)
Vin™xi ZWim™Y;

on on i=1 i=1

_x‘f yf_

4 1& 4 1& \ ’i \ 1E.> x5 ye
[J(a,n)]{ veme e e }* 2 (8.82)

Vi, VYa2.Mm VY3,Mm VYa.M X3 Y3

x& y&

| X4 Ya

(repare que nos elementos da matriz intervém a 12 derivada das fungdes de interpolacéo de Lagrange)

Podemos agora escrever a operacdo inversa, substituindo também x e y pelas transformacdes
definidas em (8.73) ( u(x,y) = u(x(&n),y(&n)) =u€m) ):

du(g,m) ou(g,n)
OX _ -1 % g

auEm [~ PEDT M s (8.77)
oy on

Como sabemos da Algebra Linear, dada uma Matriz [A] a sua inversa é [A]™* e define-se por:

AT = [Cofactod A" _ [Adjunta[A] ouseia,  [A

_[cof[A]" _ [AdjA]
det[A] det[A]

detfA]  det[A]
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Elementos Finitos Elemento Quadrilatero Isoparamétrico

Em relagdo a matriz Jacobiana [J(&,n)] pode-se escrever:

oyEn)  oy(En)

on o
_x(Em)  ox(Em)
) e & | Ju oa
: J | l: _ 11* 12* 878
com [ & T])] det[J(&,n)] Jog Joo ] ( )

A operagdo inversa s6 é possivel se a matriz Jacobiana for invertivel. E assim condigio
necessaria e suficiente para que a inversa da matriz Jacobiana exista que o determinante dessa

matriz, denominado por Jacobiano ( J ), seja positivo definido em qualquer ponto (&,n):

ox(&m) oy(Em) _ ox(&m) oy(Em) (8.79)
o o o i '

As funcbes x = x(€,m) e y = y(&,m) tém de ser continuas, diferenciaveis e invertiveis [3].

J(&m) = detl(Em)]=

No caso de elementos com quatro nos o det[J(&,n)] escreve-se da seguinte forma (substituir
(8.73 a) e b)) na expressao (8.79):

4 4 4 4
det[J(€,m)] = (_gl\l’i,g *x?j*(_gl\l/i,n *ij —(gl\lli,n *x?j*(_%\lfi,g *yie] (8.80)

= oy(Em) 1 3 e 1
J — * = \Pi * i*—
ST defEn)] Y deiE )]
x  oy(E,m) 1 4 e 1
J __ * =YW * i*—
2 570 deE )] i e Y dete )]
«  Ox(&M) 1 4 1
J - _ * - _ \PI *yex_ = 0000
2 = e S X e
*zax(ﬁiﬂ)* 1 & * e 1

=YY, x_ =
o¢  detf(g,m)] El SN deie )]

\]*:i \]*:i \]*:l 3o, = +J11
et )] TP detDem)] 7 detEe )] T detiEm)]
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- Integracdo Numérica

A resolucgéo das integrais respeitantes aos coeficientes da matriz de rigidez e dos elementos do
vector de forcas nodais equivalentes é, na maioria das vezes, trabalhosa e de dificil resolucéo
analitica. Em alternativa recorre-se a integracdo numérica aplicando as formulas de quadratura
bidimensionais de Gauss ao elemento mestre. Estas sd@o obtidas a partir das correspondentes
formulas de Gauss Legendre unidimensionais:

M M N
p> F(é,ﬂj)Wdef; =j§li§1F(§i,nj)Win (8.83)

+1(+1 +1
I F(Emn)dédn = | {J F(&m)dn]d&:I [,—1

mestre -1\-1 -1
N e M s&o o numero de pontos de Gauss na direccdo y e x e Wj e W; os pesos respectivos. Como

0 grau de aproximacdo nas duas direccOes é em geral da mesma ordem deve usar-se também o

mesmo numero de pontos em cada direccao.

a)

—

e
A

Figura 8.10- Elementos mestre lineares e quadratricos (a)) e suas transformacdes (b)) [3]
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TABLE 9.2

kelection of the integration order and location of the Gauss points for linear,
2patlmtic, and cubic quadrilateral elements (nodes not shown)

Eement polynomial of the Location of integration points”
fype degree integration residual in master element
(rxr)
' e =)
b f ey
T P
Liear 2 2x2  OHY ! —t>&
= I )
r=2) .,'=_\/ _____1_*____*___
N |
- 3__] ‘7] f —_ 3
s E V’ ! 1 \/5
LA Ha bt E bt SR
Quadratic 4 3x3 oH®) =n= _— ___.'_ é £
r=3) oo
Mt d o4
I I [
£€=-0861..0 . l£=0.861.
n = 0861 ... - & ¢ 4-9}-
(wbic 6 4x4  OF') =033 --|o-4}e--of- ¢
r=14) 7= —0339. ~{g-o-d-4—
n = —0.861 .-~ ¢ -0 - -

direction.

"See Table 7.2 for the integration points and weights for each coordinate

Figura 8.11- Localizacéo dos pontos de Gauss [3]

GAUSS POINTS AND WEIGHTS FOR GAUSSIAN QUADRATURE
1 n

J (&) dE =~ D, wif(g)
1 i=1

+0.6612093865
+0.2386191861

Number of points, n Location, & Weights, w;

1 0.0 2.0
2 +1/V3 = +0.5773502692 1.0

3 +0.7745966692 0.5555555556

0.0 0.8888888889

4 +0.8611363116 0.3478548451

+0.3399810436 0.6521451549

5 +0.9061798459 0.2369268851

+0.5384693101 0.4786286705

0.0 0.5688888889

6 +0.9324695142 0.1713244924

0.3607615730
0.4679139346

Figura 8.12 - Pesos e coordenadas de pontos de Gauss [2]
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8.6.2 - Elemento Rectangular Linear Isoparamétrico.

Pretende-se determinar a matriz de rigidez deste elemento e o vector de forgas nodais
equivalentes as forcas de massa. Assim sé interessa rever as etapasde 1 a 7.

PASSO 1:
O elemento esté representado na figura 8.9. Tem 8 graus de liberdade e os deslocamentos
nodais sdo agrupados no vector:

{38}7 = {uy, vy, Uy, Vyp, Uz, V3, Ug, Va} (8.46-rep)
aos quais se associam as forgas nodais:
{Fe}T = {FXll Fyl, FX2| Fy2| FX3| Fy3a FX4; Fy4} (847'rep)
A geometria do elemento € aproximada por:

{ X(m)=X ¥i(gm)*x® (8.73.a-rep)
Y(EM)=Z Vi€ m)*y;® (8.73.b-rep)

Sendo w;(&,n) as fungdes de forma bidimensionais de Lagrange:
yi(&m) = (1 ENL-n) ya(Em) = (1+ ENL-m) (8.40 e 8.41-rep)

1

vaEm) =, @+E)t+m) AEE (1 ENL+m) (8.42 e 8.43-rep)

PASSO 2: Geracao do Elemento Finito.
PASSO 2.1: Funcéo deslocamento e de interpolacéo (forma).
Neste elemento as funcdes de deslocamento {6€(&,m)} sdo aproximadas por polinGmios de
Lagrange do mesmo grau dos utilizados para a geometria:
B 5= {“2“’“’} [l b (8.55-rep)
V= (&)
com :

[‘P(an)]{‘“(‘t””) 0 wa(&m) vaEn) 0 waam) 0}

0 v1(&m) 0 \lfz(& )] | v3(Em) 0 v4(Em)
(8.56-rep)
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PASSO 2.2. Estabelecer as relagbes cinematicas entre deformagdes e deslocamentos.
Como ja se viu para problemas de estados planos de deformacéo ou tenséo temos:

ex(&n) | [o/ox 0

L+ UE™M)
ey(&m) =] 0 ooy {v(& n)} (8.57-rep)
Txy (&M)| [9/dy 0/ox ’
Atendendo a (8.77) e as defini¢bes (8.73.a e b) obtém-se:
* g 0L * g o
J Yisur+J Wi nou$
£ (Em) 11izl LE Y 12ijl Y
ey(Em) (= J;l_Zl\lli,gv?+J§2_Zl\|Ii,nVie (8.84)
1= 1=
Txy (€M) . 4 . 4 L4 . 4
I210 X Wig uf +3p & Wi ui+313 X Wig Vi 315 X Wi Vf
i=1 i=1 i=1 i=1
S
uf
vi
u3
Sx(a,n) a 0 ey 0 asg 0 ay 0 /8
ey(€m) ;=0 by 0 by |0 by O b4*u§ (8.85)
Ty (@&m)] [b1 a1 by ap bz ag by ay V§
3
ug
Vi
com :
aj =3 vi(Em) e +I,viEM) , (8.86.2)
bj = 35,wi (M) ¢ + 35 Wi (EM) (8.86.0)
A igualdade (8.84) pode finalmente escrever-se como:
fe(c )} = [B]* p° (8.87)

Repare-se que [B] é uma matriz cujos coeficientes sdo a combinacdo de derivadas das funcGes de

Lagrange, as quais sdo lineares. Por outro lado, os elementos da matriz [B] dependem dos

*
ij
determinados a partir da inversa do Jacobiano. Este valor € um nidmero muito pequeno quando a

elementos da matriz inversa da matriz Jacobiana, J (ver equacdo 8.78), os quais sdo
geometria do elemento for muito alongada. Consequentemente a sua inversa serd um numero
muito grande que ampliara artificialmente os resultados das deformacdes e posteriormente as
tensbes. E por isso de evitar a modelacdo de malhas com elementos alongados. Também é de

evitar elementos com nds colineares ou lados concavos, porque haverd um ou mais pontos (&,1)
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para 0s quais o Jacobiano é nulo. Os nés deverdo entretanto ser sempre numerados no sentido
anti-horério, para que o sistema de coordenadas natural seja directo como o € o sistema de

coordenadas global, caso contrério o Jacobiano sera negativo.

PASSO 2.3 : Escrever as tensées em fungdo dos deslocamentos nodais

{oe )} =[D]*{ecm} (8.61-rep)

{o&m)}= [D]*[B]*{Se} (8.62-rep)
sendo [D] a matriz das relagfes constitutivas para os estados planos de tensdo ou de deformagéo.

PASSO 2.4: Relag6es de Equilibrio.

Das relagdes de equilibrio resultam a Matriz de rigidez elementar e do vector de forgas de massa:

bt - sl ook -1 e]" ey - | (e [oJelsefce mizon (8 64-rep)
Considerando a matriz [B] da expressdo (8.84) a matriz de rigidez definida em (8.64) fica:
K K
KE|= | 1l } 388
[ ] {Km Kiv (8.88)
em que:
+1+
[Ki]=t] J][dll *aj*aj+dgz3*bj *bj]dEt[J(im)]didn (8.89.)
-1-1
+1+
[Kyl=t] f][dlz *aj*bj+ds3*b; *aj]det[J(ﬁ,n)]dédn (8.89.b)
-1-1
+1+
K ]=t jl jjl[dm*bi *aj +d33*a *bj]det[J(a,n)]dadn (8.89.c)
+1+
[Kiv]=t Il Ii[dzz *b; *bj +daz *a; *a; det[J(¢, ) edn (8.89.d)

em que a;j e g estdo definidas em (8.86 a) e b)) e os indices i e j variam de 1 a 4 em cada

submatriz.

O vector de forcas de massa vale:

fy (E:m)

N T. B 11 T &
el [ [Pen] +Feoyaxdy =t 1 [¥(E )] {fy(a,n)

}det[J(&,n)]d&dn (8.66-rep)
-1
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+1+1
Faiia =t ] [wi(&m)*fy (& n)detJ(En)jdédn (8.90.a)
-1-1
+1+1
Foi =t Il le (&.m)*fy (&,n)det[J(&,m)dedn (8.90.b)

A matriz de rigidez depende dos coeficientes a; e b; definidas para a matriz [B]. Estes

coeficientes sdo por outro lado determinados a partir dos elementos da inversa da matriz

*

Jacobina, Jjj~, (ver equacao 8.78). Sdo na verdade a razdo entre dois polindmios, o que em geral

ndo é um polinémio, e que para além disso, afectados pelos diversos factores das expressdes
(8.89) tornam dificil (ou impossivel) integracdo analitica. Por este motivo de deve recorrer a
integracdo numeérica, neste caso a de Gauss. As funcbes integrandas em (8.90) sdo também de
alguma complexidade e por isso se recorre novamente a integracdo de Gauss para a sua

resolucéo.

O vector de forcas de massa vale:

11 fy (&)
Fe |- e fe oo eylaxdy =t | 1 [ * < e ke @ssren
A o) fy(Em)
[y1(Em) 0
0 v1(&m)
v2(&m) 0
1110 y(&m) fx(i,n)}
Fei=t * det{J(&, dn=....
{ } —Il—fl v3(&mn) 0 {fy(g’n) eHE e
0 v2(&m)
y4(Em) 0
0 v4(E M)
Fey w1 (& M (& m) detI(& )]
Fe, y1(E My () detfI(E )]
Fes W2 (& My (6, m) det3(&,m)]
Pl 11 w2 G mfy (&) dedE )
BN A T G M LG e
Fee w3 (& fy (€ n)detIE )]
Fe; A MELENER)
Feq w4 Em)fy (& n)detIE )]
+1+1
Raica =t JwiEm)*fy (&,m)det[J(&,m) Jdedn (8.90.2)
+1+1
P =t] Twiem)*fy (& n) det[J(&, ) kédn (8.90.b)
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PASSOS 3 a5 - Tém tratamento igual ao dos restantes EF.

PASSO 6: Calculo de Tensoes:

(o)} = [D]*[B]* ¢ | @.62-1ep)
d]_]_ d12 0 a1 0 ao 0 as 0 ag 0

{G(é,n)}= dog dyg O [*I0 by O by | 0O bz 0O by *{Se}
0 0 dzz) [by a by ap|bg ag by a4

aj =3 vi(&m) e +IoviEm) q e bi =35,vi(EM) & +35vi(E M)y
oy(Em) _oX(&m) _oy(En) ox(&,m)
* 81] * 61’] * 8& * 6&
Ji1 2 Jo1 J22

=t 3=t - - %
deflie )] " detliEm)] det{d (&, n)] det[d (g, n)]
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8.6 - Elemento de Placa Quadrilatero Linear Isoparamétrico

8.6.1- Introducdo.Transformagdo de Coordenadas de . dn=J-Tdx(En)-dy(En)

| dx.dy = Jdedn |

>33

X
P . . ' X:X(E.:! n)
@) GQ — y=y(&, 1)
| dedn
> &

1) (2)
Y e L]
(_11_1) (+1v—1)
—2—
9
Figura 8.9

A figura 8.9.a) representa o elemento real bilinear de placa no sistema de coordenadas global
(coordenadas cartesianas), enquanto a figura 8.9.b) representa 0 mesmo elemento no sistema de
coordenadas natural (§,m) (também designadas por coordenadas curvilineas [10] - porque
(E(x,y),n(xy)) sdo em geral polindmios de grau superior a 1 e portanto curvas). Como as
coordenadas & e m tem como dominio o intervalo de valores [-1,+1] é usual representar o
elemento mestre como na figura 8.9.c).

A geometria do elemento da figura 8.9.a) pode entdo ser representada por um quadrado de
dimensdo 2 x 2. A transformacéo entre o elemento mestre e o elemento real é acompanhada pela

transformacéo de coordenadas na forma:

K = W Emx? .73
y(€mn) = _%‘I’i En*y; (8.73.b)
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sendo x&; , y&; as coordenadas dos nds no referencial global, e w;(& 77) as funcdes de interpolacéo

em coordenadas naturais (no elemento mestre) e n o nimero de nos. Estas fungdes sdo neste
exemplo particular as fungOes de forma bilineares de Lagrange. Noutros casos, que ndo o do
problema de estados planos de tensdo e de deformacdo, também se poderé recorrer a fungdes de
Hermite.

Atendendo as expressdes (8.73), e se forem lineares, uma linha recta no elemento mestre €

representada por outra linha recta no elemento real. No caso mais geral, para fungdes de forma
ndo lineares (portanto de ordem superior a 1) linhas rectas no elemento mestre sdo representadas
por curvas no elemento real.

As fungbes de transformacgédo (8.73) permitem escrever as coordenadas globais (X,y) em
funcdo das coordenadas naturais (&, 1), isto é, transformam um ponto de coordenadas naturais
(&,m) do elemento mestre noutro de coordenadas globais (x,y) no elemento real. A transformacéo
inversa também é verdadeira e univoca se o determinante do Jacobiano para todo o par ordenado
(&,m) for positivo definido, isto é, se det[J(&,m)] > O.

E importante realgar que a transformagdo de um elemento real num elemento mestre so é
justificavel pela necessidade de se recorrer a integracdo numérica de Gauss para resolver os
integrais que definem quer a matriz de rigidez quer o vector de forcas nodais equivalentes as
accOes de vdo. Nenhuma transformacdo ocorre no ambito de fendmenos fisicos ou nos

elementos, na analise por elementos finitos, tratando-se pois de apenas um artificio matematico.

- Matriz Jacobina e Jacobiano

Em problemas de mecénica de sélidos o campo de deformacdes resulta da derivada do campo
de deslocamentos (u(x,y) e v(x,y)) em relacdo as coordenadas globais x e y, que no caso de

estados planos de tensdo ou de deformacéo é:

2
£x OX o | qu
ey =| 0 5 {v} (8.21-rep.)
Txy o 0

oy o]

O campo de deformacdes representa a variacdo de deslocamentos a respeito do incremento da
coordenada global dx e/ou dy. E necessario traduzir esta variacdo em termos do incremento de
coordenada naturais d§ e dn. Assim tomando como exemplo a funcdo u(x,y) e atendendo a regra

de derivacdo por partes podemos escrever:
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ou(x,y) _ au(x,y) ox  au(x,y) oy (8.74.a)
BE ox 0t oy o o
ou(x,y) _ au(x,y) ox , au(x.y) oy (8.74.b)
on ox o oy on o

ou:

aux,y)| [ox(@Emn) ayEm)| [du(xy)

og | _| ok 0 |.) o
ou(x,y) [ | ox(gm)  ayEm) | Jaux.y) (8.75)
on on on oy

Embora tenhamos usado a funcdo u(x,y) para deduzir esta Gltima igualdade, ela seria valida para
a derivacdo de qualquer outra fungdo f(x,y) definida no dominio do elemento real. A matriz
quadrada que estabelece esta relacdo € designada por matriz Jacobiana de transformacéo:

ox(Em) oy(En)

_| & 9
on on

— Introduzindo (8.73) em (8.76) a Matriz Jacobiana fica com o seguinte aspecto:

ox(&m) oy(En)

4 4 .
ZvinE*x} _zl\l’i"t:*yi
i=

o ot i Ji2 | |io
IE )= _ - 8.81
PE= oeen) oy Ty 0|l D L E (6.81)
Vin™xi ZWim™Y;

on on i=1 i=1

_x‘f yf_

4 1& 4 1& \ ’i \ 1E.> x5 ye
[J(a,n)]{ veme e e }* 2 (8.82)

Vi, VYa2.Mm VY3,Mm VYa.M X3 Y3

x& y&

| X4 Ya

(repare que nos elementos da matriz intervém a 12 derivada das fungdes de interpolacéo de Lagrange)

Podemos agora escrever a operacdo inversa, substituindo também x e y pelas transformacdes
definidas em (8.73) ( u(x,y) = u(x(&n),y(&n)) =u€m) ):

du(g,m) ou(g,n)
OX _ -1 % g

auEm [~ PEDT M s (8.77)
oy on

Como sabemos da Algebra Linear, dada uma Matriz [A] a sua inversa é [A]™* e define-se por:

AT = [Cofactod A" _ [Adjunta[A] ouseia,  [A

_[cof[A]" _ [AdjA]
det[A] det[A]

detfA]  det[A]
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Em relagdo a matriz Jacobiana [J(&,n)] pode-se escrever:

oyEn)  oy(En)

on o
_x(Em)  ox(Em)
) e & | Ju oa
: J | l: _ 11* 12* 878
com [ & T])] det[J(&,n)] Jog Joo ] ( )

A operagdo inversa s6 é possivel se a matriz Jacobiana for invertivel. E assim condigio
necessaria e suficiente para que a inversa da matriz Jacobiana exista que o determinante dessa

matriz, denominado por Jacobiano ( J ), seja positivo definido em qualquer ponto (&,n):

ox(&m) oy(Em) _ ox(&m) oy(Em) (8.79)
o o o i '

As funcbes x = x(€,m) e y = y(&,m) tém de ser continuas, diferenciaveis e invertiveis [3].

J(&m) = detl(Em)]=

No caso de elementos com quatro nos o det[J(&,n)] escreve-se da seguinte forma (substituir
(8.73 a) e b)) na expressao (8.79):

4 4 4 4
det[J(€,m)] = (_gl\l’i,g *x?j*(_gl\l/i,n *ij —(gl\lli,n *x?j*(_%\lfi,g *yie] (8.80)

= oy(Em) 1 3 e 1
J — * = \Pi * i*—
ST defEn)] Y deiE )]
x  oy(E,m) 1 4 e 1
J __ * =YW * i*—
2 570 deE )] i e Y dete )]
«  Ox(&M) 1 4 1
J - _ * - _ \PI *yex_ = 0000
2 = e S X e
*zax(ﬁiﬂ)* 1 & * e 1

=YY, x_ =
o¢  detf(g,m)] El SN deie )]

\]*:i \]*:i \]*:l 3o, = +J11
et )] TP detDem)] 7 detEe )] T detiEm)]
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- Integracdo Numérica

A resolucgéo das integrais respeitantes aos coeficientes da matriz de rigidez e dos elementos do
vector de forcas nodais equivalentes é, na maioria das vezes, trabalhosa e de dificil resolucéo
analitica. Em alternativa recorre-se a integracdo numérica aplicando as formulas de quadratura
bidimensionais de Gauss ao elemento mestre. Estas sd@o obtidas a partir das correspondentes
formulas de Gauss Legendre unidimensionais:

M M N
p> F(é,ﬂj)Wdef; =j§li§1F(§i,nj)Win (8.83)

+1(+1 +1
I F(Emn)dédn = | {J F(&m)dn]d&:I [,—1

mestre -1\-1 -1
N e M s&o o numero de pontos de Gauss na direccdo y e x e Wj e W; os pesos respectivos. Como

0 grau de aproximacdo nas duas direccOes é em geral da mesma ordem deve usar-se também o

mesmo numero de pontos em cada direccao.

a)

—

e
A

Figura 8.10- Elementos mestre lineares e quadratricos (a)) e suas transformacdes (b)) [3]
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TABLE 9.2

kelection of the integration order and location of the Gauss points for linear,
2patlmtic, and cubic quadrilateral elements (nodes not shown)

Eement polynomial of the Location of integration points”
fype degree integration residual in master element
(rxr)
' e =)
b f ey
T P
Liear 2 2x2  OHY ! —t>&
= I )
r=2) .,'=_\/ _____1_*____*___
N |
- 3__] ‘7] f —_ 3
s E V’ ! 1 \/5
LA Ha bt E bt SR
Quadratic 4 3x3 oH®) =n= _— ___.'_ é £
r=3) oo
Mt d o4
I I [
£€=-0861..0 . l£=0.861.
n = 0861 ... - & ¢ 4-9}-
(wbic 6 4x4  OF') =033 --|o-4}e--of- ¢
r=14) 7= —0339. ~{g-o-d-4—
n = —0.861 .-~ ¢ -0 - -

direction.

"See Table 7.2 for the integration points and weights for each coordinate

Figura 8.11- Localizacéo dos pontos de Gauss [3]

GAUSS POINTS AND WEIGHTS FOR GAUSSIAN QUADRATURE
1 n

J (&) dE =~ D, wif(g)
1 i=1

+0.6612093865
+0.2386191861

Number of points, n Location, & Weights, w;

1 0.0 2.0
2 +1/V3 = +0.5773502692 1.0

3 +0.7745966692 0.5555555556

0.0 0.8888888889

4 +0.8611363116 0.3478548451

+0.3399810436 0.6521451549

5 +0.9061798459 0.2369268851

+0.5384693101 0.4786286705

0.0 0.5688888889

6 +0.9324695142 0.1713244924

0.3607615730
0.4679139346

Figura 8.12 - Pesos e coordenadas de pontos de Gauss [2]
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8.6.2 - Elemento Rectangular Linear Isoparamétrico.

Pretende-se determinar a matriz de rigidez deste elemento e o vector de forgas nodais
equivalentes as forcas de massa. Assim sé interessa rever as etapasde 1 a 7.

PASSO 1:
O elemento esté representado na figura 8.9. Tem 8 graus de liberdade e os deslocamentos
nodais sdo agrupados no vector:

{38}7 = {uy, vy, Uy, Vyp, Uz, V3, Ug, Va} (8.46-rep)
aos quais se associam as forgas nodais:
{Fe}T = {FXll Fyl, FX2| Fy2| FX3| Fy3a FX4; Fy4} (847'rep)
A geometria do elemento € aproximada por:

{ X(m)=X ¥i(gm)*x® (8.73.a-rep)
Y(EM)=Z Vi€ m)*y;® (8.73.b-rep)

Sendo w;(&,n) as fungdes de forma bidimensionais de Lagrange:
yi(&m) = (1 ENL-n) ya(Em) = (1+ ENL-m) (8.40 e 8.41-rep)

1

vaEm) =, @+E)t+m) AEE (1 ENL+m) (8.42 e 8.43-rep)

PASSO 2: Geracao do Elemento Finito.
PASSO 2.1: Funcéo deslocamento e de interpolacéo (forma).
Neste elemento as funcdes de deslocamento {6€(&,m)} sdo aproximadas por polinGmios de
Lagrange do mesmo grau dos utilizados para a geometria:
B 5= {“2“’“’} [l b (8.55-rep)
V= (&)
com :

[‘P(an)]{‘“(‘t””) 0 wa(&m) vaEn) 0 waam) 0}

0 v1(&m) 0 \lfz(& )] | v3(Em) 0 v4(Em)
(8.56-rep)
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PASSO 2.2. Estabelecer as relagbes cinematicas entre deformagdes e deslocamentos.
Como ja se viu para problemas de estados planos de deformacéo ou tenséo temos:

ex(&n) | [o/ox 0

L+ UE™M)
ey(&m) =] 0 ooy {v(& n)} (8.57-rep)
Txy (&M)| [9/dy 0/ox ’
Atendendo a (8.77) e as defini¢bes (8.73.a e b) obtém-se:
* g 0L * g o
J Yisur+J Wi nou$
£ (Em) 11izl LE Y 12ijl Y
ey(Em) (= J;l_Zl\lli,gv?+J§2_Zl\|Ii,nVie (8.84)
1= 1=
Txy (€M) . 4 . 4 L4 . 4
I210 X Wig uf +3p & Wi ui+313 X Wig Vi 315 X Wi Vf
i=1 i=1 i=1 i=1
S
uf
vi
u3
Sx(a,n) a 0 ey 0 asg 0 ay 0 /8
ey(€m) ;=0 by 0 by |0 by O b4*u§ (8.85)
Ty (@&m)] [b1 a1 by ap bz ag by ay V§
3
ug
Vi
com :
aj =3 vi(Em) e +I,viEM) , (8.86.2)
bj = 35,wi (M) ¢ + 35 Wi (EM) (8.86.0)
A igualdade (8.84) pode finalmente escrever-se como:
fe(c )} = [B]* p° (8.87)

Repare-se que [B] é uma matriz cujos coeficientes sdo a combinacdo de derivadas das funcGes de

Lagrange, as quais sdo lineares. Por outro lado, os elementos da matriz [B] dependem dos

*
ij
determinados a partir da inversa do Jacobiano. Este valor € um nidmero muito pequeno quando a

elementos da matriz inversa da matriz Jacobiana, J (ver equacdo 8.78), os quais sdo
geometria do elemento for muito alongada. Consequentemente a sua inversa serd um numero
muito grande que ampliara artificialmente os resultados das deformacdes e posteriormente as
tensbes. E por isso de evitar a modelacdo de malhas com elementos alongados. Também é de

evitar elementos com nds colineares ou lados concavos, porque haverd um ou mais pontos (&,1)
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para 0s quais o Jacobiano é nulo. Os nés deverdo entretanto ser sempre numerados no sentido
anti-horério, para que o sistema de coordenadas natural seja directo como o € o sistema de

coordenadas global, caso contrério o Jacobiano sera negativo.

PASSO 2.3 : Escrever as tensées em fungdo dos deslocamentos nodais

{oe )} =[D]*{ecm} (8.61-rep)

{o&m)}= [D]*[B]*{Se} (8.62-rep)
sendo [D] a matriz das relagfes constitutivas para os estados planos de tensdo ou de deformagéo.

PASSO 2.4: Relag6es de Equilibrio.

Das relagdes de equilibrio resultam a Matriz de rigidez elementar e do vector de forgas de massa:

bt - sl ook -1 e]" ey - | (e [oJelsefce mizon (8 64-rep)
Considerando a matriz [B] da expressdo (8.84) a matriz de rigidez definida em (8.64) fica:
K K
KE|= | 1l } 388
[ ] {Km Kiv (8.88)
em que:
+1+
[Ki]=t] J][dll *aj*aj+dgz3*bj *bj]dEt[J(im)]didn (8.89.)
-1-1
+1+
[Kyl=t] f][dlz *aj*bj+ds3*b; *aj]det[J(ﬁ,n)]dédn (8.89.b)
-1-1
+1+
K ]=t jl jjl[dm*bi *aj +d33*a *bj]det[J(a,n)]dadn (8.89.c)
+1+
[Kiv]=t Il Ii[dzz *b; *bj +daz *a; *a; det[J(¢, ) edn (8.89.d)

em que a;j e g estdo definidas em (8.86 a) e b)) e os indices i e j variam de 1 a 4 em cada

submatriz.

O vector de forcas de massa vale:

fy (E:m)

N T. B 11 T &
el [ [Pen] +Feoyaxdy =t 1 [¥(E )] {fy(a,n)

}det[J(&,n)]d&dn (8.66-rep)
-1
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+1+1
Faiia =t ] [wi(&m)*fy (& n)detJ(En)jdédn (8.90.a)
-1-1
+1+1
Foi =t Il le (&.m)*fy (&,n)det[J(&,m)dedn (8.90.b)

A matriz de rigidez depende dos coeficientes a; e b; definidas para a matriz [B]. Estes

coeficientes sdo por outro lado determinados a partir dos elementos da inversa da matriz

*

Jacobina, Jjj~, (ver equacao 8.78). Sdo na verdade a razdo entre dois polindmios, o que em geral

ndo é um polinémio, e que para além disso, afectados pelos diversos factores das expressdes
(8.89) tornam dificil (ou impossivel) integracdo analitica. Por este motivo de deve recorrer a
integracdo numeérica, neste caso a de Gauss. As funcbes integrandas em (8.90) sdo também de
alguma complexidade e por isso se recorre novamente a integracdo de Gauss para a sua

resolucéo.

O vector de forcas de massa vale:

11 fy (&)
Fe |- e fe oo eylaxdy =t | 1 [ * < e ke @ssren
A o) fy(Em)
[y1(Em) 0
0 v1(&m)
v2(&m) 0
1110 y(&m) fx(i,n)}
Fei=t * det{J(&, dn=....
{ } —Il—fl v3(&mn) 0 {fy(g’n) eHE e
0 v2(&m)
y4(Em) 0
0 v4(E M)
Fey w1 (& M (& m) detI(& )]
Fe, y1(E My () detfI(E )]
Fes W2 (& My (6, m) det3(&,m)]
Pl 11 w2 G mfy (&) dedE )
BN A T G M LG e
Fee w3 (& fy (€ n)detIE )]
Fe; A MELENER)
Feq w4 Em)fy (& n)detIE )]
+1+1
Raica =t JwiEm)*fy (&,m)det[J(&,m) Jdedn (8.90.2)
+1+1
P =t] Twiem)*fy (& n) det[J(&, ) kédn (8.90.b)
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PASSOS 3 a5 - Tém tratamento igual ao dos restantes EF.

PASSO 6: Calculo de Tensoes:

(o)} = [D]*[B]* ¢ | @.62-1ep)
d]_]_ d12 0 a1 0 ao 0 as 0 ag 0

{G(é,n)}= dog dyg O [*I0 by O by | 0O bz 0O by *{Se}
0 0 dzz) [by a by ap|bg ag by a4

aj =3 vi(&m) e +IoviEm) q e bi =35,vi(EM) & +35vi(E M)y
oy(Em) _oX(&m) _oy(En) ox(&,m)
* 81] * 61’] * 8& * 6&
Ji1 2 Jo1 J22

=t 3=t - - %
deflie )] " detliEm)] det{d (&, n)] det[d (g, n)]
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9. FuncOes de Deslocamento, de Interpolacéo e de Forma e Elementos de Ordem Superior.

9.1.- Critérios de Escolha da Funcdo Deslocamento Bidimensionais

A funcdo deslocamento [f(X,y)] reduz um problema com infinitos graus de liberdade, os
graus de liberdade de cada ponto no interior do elemento finito, a um problema com finitos
graus de liberdade, os graus de liberdade dos seus nés. Este procedimento pode comprometer
a determinacdo da solucdo exacta.

De modo a garantir que o modelo se deforme tanto quanto possivel préximo do elemento
real, melhorando assim a solucao primaria (aquela em termos de deslocamentos), as funcGes
de deslocamento devem obedecer aos seguintes critérios:

(i) assegurar continuidade no interior do elemento,

(ii) assegurar compatibilidade entre elementos adjacentes;

(iii) incluir um modo de deformacdo equivalente ao deslocamento de corpo rigido, o qual
devera ndo introduzir deformacdes ou tensdes no elemento;

(iv) o estado de deformacdo ndo depende da dimens&o e orientacdo do elemento.

No caso de se adoptar como funcédo deslocamento um polindmio o critério (i) € cumprido.
A continuidade inter-elementar num determinado bordo do elemento (critério ii) € satisfeita se
os deslocamentos ao longo desse bordo forem funcéo apenas dos deslocamentos dos nds
existentes nesse bordo. Garante-se sempre continuidade de deslocamentos entre os elementos

nos seus nos. Para garantir o critério (iii) os polindbmios devem ter um termo constante.

Em principio o nimero de termos do polindmio da funcdo deslocamento devera ser igual
ao namero de graus de liberdade do elemento. Por exemplo, no estado plano de tensdo as
componentes do campo de deslocamentos u(x,y) e v(X,y) respectivamente nas direccdes X e y
do referencial cartesiano sdo independentes. Sendo o elemento triangular de trés nos, cada
uma das funcdes de deslocamento tera trés termos, por serem trés os deslocamentos nodais
independentes em cada direccao:

U(XY) = oy + opX + algy
V(X,y) = ay + osX + agy

Os termos daqueles polindmios deverdo ser escolhidos de acordo com o triangulo de
Pascal quer em elementos triangulares, figura 9.1, quer em elementos rectangulares, figura
9.9. Deverdo constituir polindmios completos ficando assim assegurada a invariancia

geométrica referida no requisito (iv) ou condicdo de isotropia do elemento
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Pascals triangle Degree of the Number of Element with nodes
complete terms in the
polynomial polynomial
1 0 1 —- A A
/\
x—y 1
xz———xy —yz 2 6 —
Py —xy~ y’ 10 ———m8—
X iy oxy —y 4 15
x’—x by— Xy x2y? -xy )'5\——5 21
AR — x4y xS yS
/ y \—6 28

Figura 9.1 - Triangulo de Pascal para Elementos Triangulares [3]

9.2 - Funcdes de Interpolacdo e de Forma

As fungdes de forma wi(x,y), devidamente agrupadas na matriz das funcbes de forma

[w(x,y)], relacionam os deslocamentos no interior do elemento com os deslocamentos nodais

atraveés de:

(50,9} = [Fo6 Y FTAT L B8 =[x v+ b |

Os deslocamentos no interior do elemento finito sdo obtidos por interpolacdo dos
deslocamentos nodais com suporte das funcdes [w(x,y)] as quais por este motivo também se
podem ser designadas por fungdes de interpolacdo. Por outro lado o termo "forma™ advém do

facto de wj(x,y) associada ao grau de liberdade i do elemento ter uma forma bem definida,

isto €, ser unitaria nesse grau de liberdade e nula nos restantes, e ser continua no dominio.
Entretanto os critérios de escolha das funcGes deslocamento (seccdo 9.1) sdo aplicaveis
também as fungdes de forma, na medida em que estas resultam daquelas pela multiplicacéo de
uma matriz de coeficientes ([A]-1). Contudo, as funcdes de forma podem ser as familias de
funcbes de Lagrange e de Hermite. Alids estas funcbes de forma sdo as mais usuais em
problemas de mecanica de sélidos. Recorrem-se as funcdes de interpolacdo de Lagrange
(unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais) quando se pretende a interpolacdo da
variavel dependente do problema a partir dos seus valores nos nds, ou seja, a interpolacédo de
funcoes de continuidade CO. A familia de funcdes de interpolacdo de Hermite sdo usadas
quando se pretende a interpolacdo em termos da variavel dependente e também a sua primeira
derivada nos nos do elemento, ou seja, para fungdes com continuidade C1. Por razdes de
natureza numérica é muito vantajoso gerar as fungbes de forma acima mencionadas em

coordenadas naturais.
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9.3 - Familia de Elementos Triangulares

Os elementos triangulares sdo frequentemente evitados devido as suas pobres
performances, mas como sdo muito simples tornam-se Uteis para quem se inicia no estudo de
elementos finitos. Por outro lado, tém a vantagem de representar melhor formas geométricas
curvas quando comparados com elementos rectangulares, sendo também os algoritmos
automaticos de geracdo de malha mais simples que os relativos a elementos rectangulares [4].

Os elementos triangulares também podem ser obtidos a partir de elementos rectangulares
fazendo nestes coincidir dois nés de canto, elementos quadrilateros degenerados [2]. Esta
técnica € valida também para elementos isoparamétricos. A integragdo numérica permite o
uso de tais elementos, mas o nivel de precisdo é menor do que nos elementos genuinamente

triangulares.

(3)=(4) @)

M

Figura 9.2 - Elemento quadrilatero degenerado num elemento triangular

9.3.1 - Elemento triangular de deformacdo constante (CST)

V3

V2
Vl uZ

— Ul

Figura 9.3

E o elemento plano mais simples constituido por trés nos. O campo de deformacdes é

constante no seu interior e por isso se designa de elemento triangular de deformacdo constante

(constant strain triangle - CST). Também é chamado de elemento triangular linear porque o

campo de deslocamentos no interior do elemento € linear em x e y.
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Os lados do elemento mantém-se rectos durante a deformacdo. O campo de tensdes é
constante visto ser proporcional ao de deformagdes. Por consenso léem-se as tensbes no
baricentro deste elemento, ou seja no ponto de coordenadas (Xqg = ZXi/3 ; Ycg = ZYi/3).

Este elemento é relativamente pouco eficaz mas, por ter poucos graus de liberdade, € Util

como introducdo ao estudo de matérias relativas a anélise estrutural por elementos finitos.

9.3.1.1 - Coordenadas de area

Como vimos no capitulo 8 deduzimos as funcbes de interpolacdo para o elemento

triangular CST representadas pela expresséo (8.20). Cada uma das fungdes de forma y;(X,y)
entdo determinadas ndo sdo mais do que as coordenadas de area lineares L; do elemento

triangular. Qualquer ponto P de coordenadas globais (X, y) no interior do elemento pode ser
definido em pelo terno ordenado (L1, Lo, L3) cujos elementos sdo as coordenadas de area

desse ponto. Lj é a razéo entre a area A; e a area total do triangulo A. A area Aj é formada

pelo triangulo cuja base é o lado oposto ao né i e cujo vértice é o ponto P (ver figura 9.4)

(x3,y3)

3)
1 x vy %
1 Xi Vi

L AR Xli yli P(x.y)=P(Ly,Lo.L3)
A L1 xg ¥ (2) (x2.¥2)

L X2 Y2 Xi\
1 X3 Y3 y O /

Figura 9.4 - Coordenadas de area

L; ainda pode ser definido pela razéo entre as alturas hy e h;. O contador i (em L;) varia

sempre de 1 a 3 e representa 0s nos dos Vértices do triangulo.
Qualquer grandeza, por exemplo u(x,y), no interior do elemento com n nds pode ser obtida

por uma combinacao linear dos valores que ela assume nos seus nos:

n
u(x,y) = 2yi(Ly, Lo, Lg)*u;®

=1
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sendo (L, Ly, L3) as coordenadas de area do ponto (X, y) e y; fungdes de forma definidas em

termos das coordenadas de area [3, 5]. Estas funcdes de forma pertencem a familia de fungdes
de forma de Lagrange em coordenadas de area para elementos triangulares [3] mas ndo sdo
aqui desenvolvidas. Apresentam-se de seguida as funcbes de forma para alguns tipos de
elementos, incluindo os de ordem superior. E oportuno dizer que as integracdes numéricas
necessarias efectuar para calcular as matrizes de rigidez e vectores de forca sdo também

escritas em termos destas coordenadas.

Elemento Linear (ver figura 9.5.a))

vi=Ly, wy=Ly, w3=Lj

Elemento Quadratico (ver figura 9.5.b))
v1=L(2L-1), wyo=4L4L,, y3=L2(2L2 -1
Vg =4Lsls, 5 =L3(2L3-1), wg=4L1l3

Elemento Cubico (ver figura 9.5.b))

L 9 9

Y1 =" Bl -l ~2) vz = (Lik)BLy-1) w3 = (L1L2)@EL2 -1)
L, 9 9

va=—2 (L -1)(BLy —2) ys :E(L2L3)(3L2 -1) yg =§(|—2|—3)(3|—3 -1

L 9 9
vy = 73(3L3 ~DELs~2) wg = (L1ks)Bla ~1) wo =2 (LiLs)BLs -1

Y10 =27(L1LoL3)

Figura 9.5 -
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9.3.2 - Elementos Triangulares de Ordem Superior

Os polinémios de interpolacdo de grau superior a 1 sdo gerados com recurso ao triangulo de
Pascal (ver figura 9.1), o qual define os termos necessarios para se obter um polinémio
completo até certo grau. Um elemento triangular com k nés por lado e igualmente espacados
tem no total n n6s. As funcdes de interpolagdo serdo definidas por polinémios de grau p.

n:%*k*(k+l) p=k-1
- (5) )

4 (6)

(6) ®) 5)
3
@) © ) (@)

1 @ 2 ©

(1) n=3 k=2 . nfG’k:3 » 1 n=10k=4
p=1- Linear p =2~ Quadratico p=3 -,Cl'lbiCO
a) b) c)
Figura 9.6

Por exemplo para o elemento de 10 nos a funcdo de interpolacdo de deslocamentos na
direccédo x é:

U(X,Y) = oy + 0ip X+ ag Y + 0og XY + a5 X2+ o Y2 + 017 X2y + ag Xy2 + og X3 + auyg X3
Verificamos que nos elementos com nos interiores, como o elemento de 10 nds, apenas 0s NOS
que estdo na fronteira contribuem para a imposicao de continuidade dos deslocamentos inter-
elementar. SO estes nos contribuem de forma explicita para a obtencdo da equacdo de
equilibrio global [5]. Assim, recorrendo a técnica de condensacao estatica, podemos escrever
quer a matriz de rigidez do elemento quer o vector de forcas nodais em funcdo de apenas dos
graus de liberdade dos nos da fronteira. Estas novas matrizes e vector de forcas apresentam de

forma implicita as rigidezes e forcas nodais associadas ao(s) no(s) interior(es).

9.3.2.1 - Elemento Triangular de Deformacdo Linear (LST)

Este elemento esta apresentado na figura (9.6.b), € constituido por 6 nds, trés nos cantos e trés
a meio dos lados. Em cada direccdo o campo de deslocamentos € interpolado por um
polinbmio quadratico, e a sua derivada, o campo de deformacdes, é linear em x e y. Por este

altimo motivo o elemento é designado por elemento triangular de deformacéo linear (linear
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strain triangle - LST). Também pode ser denominado por elemento triangular quadratico em
virtude do o campo de deslocamentos o ser. Os lados do elemento deformam-se como curvas
do segundo grau. A matriz de rigidez é mais facilmente deduzida se se adoptarem
"coordenadas de &rea", sendo também necessaria integracdo numerica. Os lados do elemento
real podem ser curvos. A figura 9.7 mostra duas func¢des de forma do elemento LST.

Figura 9.7 - Funcgdes de Forma para o LST (adaptado de [1])

9.3.3 - Elemento Trianqular Isoparamétrico

Uma vantagem dos elementos isoparamétricos é que mantém a continuidade CO
independentemente da orientacdo, forma da fronteira (recta ou curva), devido ao facto da
funcédo de deslocamento adoptada ter todos os termos do polindmio (“completeness™) [4].

Os elementos isoparamétricos, sobretudo os quadraticos ou de ordem superior adaptam
bem a geometria do elemento. Estes elementos mestre, triangulares ou quadrilateros, tém
sempre as mesmas caracteristicas: lados rectos, e nds nos lados colocados equidistantemente.
Para interpolar correctamente os deslocamentos quadréaticos, é recomendavel que o elemento
real, tenha as mesmas caracteristicas que o elemento mestre, de tal modo que ele apareca
como simples escala do elemento mestre. Em geral, quanto mais o elemento real se desviar
do elemento mestre menor exactiddo existira. Este desvio de caracteristicas chama-se
"distorcdo”. Embora haja elementos mais sensiveis do que outros a distorcao, esta pode
traduzir-se por vezes no "locking", que ¢ a rigidificacdo do elemento comportando-se como
corpo rigido. .

0.1)

(0,0 3
(1.0)

Figura 9.8 - Elemento mestre CST isoparamétrico [4]
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Apresenta-se na figura 9.8 o elemento triangular isoparamétrico de deformagdo constante

sendo as fungdes de forma deste elemento as seguintes:

y1(Em) = L1=1-Em, wo(Em) =Lp=¢&, w3(Em)=Lz=n

O elemento triangular isoparamétrico de deformacao linear pode ser visto na figura 8-10. Para
elementos triangulares isoparamétricos de ordem superior é conveniente que os nos dos lados
no elemento real se situem na zona central (entre 1/4 a 3/4 do lado) de modo a que o

Jacobiano ndo se anule [2].

9.4- Familia de Elementos Quadrilateros

Analogamente a familia de elementos triangulares de Lagrange, os elementos rectangulares
de Lagrange também podem ser desenvolvidos a partir do triangulo de Pascal, como se
mostra na figura 9.9. Os elementos rectangulares sdo mais "robustos™ que os triangulares do
mesmo tipo (linear, quadréatico, etc) pois incluem mais um termo na funcdo de aproximacao
de deslocamentos. Estes elementos apresentam um bom compromisso entre exactiddo e custo

de calculo [4].

Pascal’s triangle Rectangular array . Lagrange family Serendipity
of elements
rectangufar eiements

o constante

linear

A 4 : - / . o ¢ quadraticos
/ \x’y A ’04 \y’ / : g ctibico %
/I._ \\ ‘ — 00 '

' / / Terms under this cone are not included in the
/ serendipity elements

X8 Syl By By P 3
/ A\ /

\/ \

Figura 9.9 - Triangulo de Pascal para elementos quadrilateros [adaptado de 3].

Para elementos de Lagrange rectangulares os polinémios das funcdes de interpolacdo nédo
sdo completos, e por isso ndo sdo geometricamente invariantes. Os lados dos elementos
devem ser paralelos ao referencial cartesiano. Para superar esta limitagcdo é conveniente fazer
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uma transformacdo de coordenadas para o referencial natural (§ O 7)), a qual é também atil
para a formulacdo isoparametrica.

Como ja vimos em secgdes anteriores a familia de fungBes bidimensionais de Lagrange
resultam do produto vectorial de familias de fun¢Bes polinomiais unidimensionais de

Lagrange (ver seccdo 8.5.1).

9.4.1 - Elemento Quadrilatero Bilinear ou Elemento de Quatro Nés (Q4)

E o elemento rectangular mais simples caracterizado por ter quatro nos, 8 graus de
liberdade. O elemento € bilinear porque as funcdes de aproximacdo de deslocamento resultam

do produto de fungOes lineares em cada direccdo, (aq+oapX)(agtoyy). O campo de
deslocamentos é:

u(X,y) = ag + apX + agy + agXy

V(X,y) = ag + agX + azy +ogXy

O campo de deformacoes é:

ou
Exy =— =09 +0oyy

OX
e _Q_OL + agX
Y™ ox [t

_ou  ov
’ny—5+a—x—()c3+0t6+0t4x+0t8y

Considere-se uma fibra na direccdo x. Verifica-se que as deformagdes &, sdo constantes em x
mas lineares em y (e vice-versa). O campo de deformagdes &, € entdo independente de x 0 que

significa que este tipo de elemento ndo modela bem paredes em consola sujeitas a flexdo. De
facto aquelas deformac6es reais variam segundo x 0 que ndo acontece no modelo no interior
de cada elemento, embora o elemento apresente a variacdo daquelas deformacgdes segundo v,
0 gue acontece na realidade. Este tipo de elemento ao deformar-se apresenta os lados rectos, e
por isso ndo garante a perpendicularidade de lados adjacentes, o que deveria acontecer nas
pecas a flexdo pura. Os elementos apresentam distor¢cdes de corte segundo x e y. Devido a
estas particularidades o elemento Q4 apresenta-se artificialmente mais rigido quando usado
para modelar painéis de parede longos (segundo x) em flexdo.

Entretanto o campo de deslocamentos (u(&,m), v(&,m)) pode ser interpolado pelas fungdes de

Lagrange bidimensionais: u(§,n) = %\ui(é,n)*uie v(Em) = %\yi(i,n)*vf
i=1 i=1
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sendo as fungdes se interpolacdo as fungdes de Lagrange seguintes:

wiEm) == (1 EXt—n), va(Em) == (1+a)(1 n)

wa(Em) == (1+&)(1+n) vaEm) == (1 EXL+n)

4 3

('111) T (l!l)
> &

(-1-1) l (1,-1)

L 2
Figura 9.10 - Elemento Q4.

Avaliando as funcbGes de aproximacdo de deslocamentos verificamos que estes variam

linearmente em & e m, chegando-se as mesmas conclusdes quando estas eram definidas em
coordenadas locais (x,y).

Na pratica as tensdes nestes elementos sdo determinadas nos pontos de Gauss, 0s quais
também sdo usados para efectuar a integracdo numérica [2]. Os valores das tensbes nestes

pontos podem depois ser extrapolados para se determinarem os valores nodais.

9.4.2 - Elemento Quadrilatero Quadratico ou Elemento de Nove NGés (Q9)

Multiplicando vectorialmente as funcGes de interpolacdo unidimensionais cubicas

definidas pelas expressdes 4.12 obtemos as fungdes de interpolacdo bidimensionais:

y1(8) viEm) waEm) v7EM
v (&) *lyim) wa(m) waMi=|v2(EM) wsEm) wg(Em)
v3(&) y3Em) weEm) wo(Em)

wEm=1a-2-nkn.  waem=-Z-e2Ji-nn
vaem=-30+el-nkn,  wan=-1-2f-n?k
s =f-e2Ji-n?) ve&n =3+ eh-n’k

v7 (&) =—%(1—&)(1+n)&n, wg(€m) zé(l—&zklm)n
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wo(Em) = %(1+ E)NL+m)En

~

('111)

('11'1)
1

Figura 9.11- Elemento Q9.

Este tipo de elemento é muito eficaz na pratica de elementos finitos. Elementos de ordem
superior conduzem a uma interpolacdo de ordem superior, de melhor precisdo. Permitem
também detectar melhor as varia¢fes de tensdo junto de zonas pontuais da estrutura como
cantos, furos, corddes de soldadura, etc.

Os elementos de ordem superior também podem ser usados para definir a geometria,
recorrendo-se entdo a formulacdo isoparametrica. Podem ter lados curvos se assim se desejar.
Contudo em estruturas regulares, € possivel definir elementos subparameétricos usando
funcbes de nove nos para interpolar os deslocamentos e apenas de quatro nds para definir a

geometria.

9.4.3 - Elemento Quadrilatero Quadratico (Q8)

Pode ser obtido do elemento anterior por condensacdo estatica dos graus de liberdade do

no 5. Estes graus de liberdade passam a ser dependentes dos restantes.

9.4.4 - Elemento Serendipity de oito nds, ou Serendipiano quadratico.

Este elemento pertence a familia de elementos serendipianos. Todos os nos estdo
localizados na fronteira. As funcdes de interpolacdo de deslocamentos ndo contém os termos
do polindmio identificados para além da linha a tracejado da figura 9.9. As funcbes de forma

em coordenadas naturais sdo as seguintes:

nEm=Fl-a-ni-e-n, waEm=3i-e2fn)

waem =y A+ -nleg-n),  waen = (-gl-n)
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vs&n =20+ efi-n?) ve(Em) =5 0-8)Len)-1-E-m),
y7(Em) = %(l— £2J14m)

yg(Em) = %(1+ ENL+n)(-1+E+m)

a) b)
Figura 9.12 - Elemento no espa¢o xXOy e no espago {On

A funcdo de forma , tem a particularidade de se anular ao longo das linhas a tracejado que
passam pelos n6és 2 e 4, 6 e 8, e, 3 e 8. A funcdo de forma y, do nd 2, anula-se ao longo dos

lados 3 e 8, 6 e 8, e 1e 6. Para os restantes nds podem deduzir-se regras semelhantes. A
figura 9.13 mostra a funcbes de forma para um elemento quadratico de nove nos (de
Lagrange) e um elemento serendipiano de oito nos.
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a) b)
Figura 9.13 - FuncGes de forma para familias: a) "serendipianas” e b) "lagrangeanas™ [10]

9.4.5 - Elemento Serendipity de doze e dezassete nds, ou Serendipiano clbico e guartico.

n
n
A
9 10 11 1 ° °
© @
.
1 8
> &
5 I 6
@ @
1 2 3 4 @ ® @
a) b)

Figura 9.14 - Elementos serendipianos a) cubico e b) quartico

As funcdes de forma do elemento cubico podem ser vistas na publicacdo [3].
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9.4.6 - Familia de funcdes de Hermite

A familia de funcbes de interpolacdo de Hermite interpolam a funcdo e sua derivada e séo
uteis em elementos finitos de laje, assunto a ser tratado mais tarde. O elemento de laje
apresenta-se na figura 9.15. As fungdes de interpolacdo apresentam-se na figura 9.16 e

referem-se a dois casos baseados respectivamente na interpolacdo de cada n6 sobre

respectivamente as entidades u,aulax,aulay,auzlaxay e sobre as entidades u,

ou/ox,ouloy. n

Figura 9.15
Bemsite cubic element:
Interpolation functions for | |
varisble u w(E+ 8V G5 - +n)’(m,—2) )
drivative Gu/OF  —E(E+EYEE -1+ n)nm~2)|  For node
derivative du/an —76(& + E)(EE — i (n + ,)%(m, - 1) (i=1...,9)

derivative 9u/083n  KE(E + EV(EE ~ Dn(n + 1,0, - 1)
Isterpolation functions for  * o
variable u oo+ D)o+ D2+ 5+ my~E2- )

derivative Ju/0F  1B(E,+1P(8-1)(no+1) For pode |
derivative u/3n  dn(Eo+ 1m0+ (- 1)} ¢=1....9
- E=(x-x)a, n=(y-y.)/b (2a and 2b are the
Eo=85 No=mm; : sides of the
. rectangular
) element)

{£,» 1) denote the natural coordinates of the ith node of the clement;

my,)hummdﬂwmdmm‘

Figura 9.16 - Funces de interpolacdo cubicas de Hermite [3]
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9. FuncOes de Deslocamento, de Interpolacéo e de Forma e Elementos de Ordem Superior.

9.1.- Critérios de Escolha da Funcdo Deslocamento Bidimensionais

A funcdo deslocamento [f(X,y)] reduz um problema com infinitos graus de liberdade, os
graus de liberdade de cada ponto no interior do elemento finito, a um problema com finitos
graus de liberdade, os graus de liberdade dos seus nés. Este procedimento pode comprometer
a determinacdo da solucdo exacta.

De modo a garantir que o modelo se deforme tanto quanto possivel préximo do elemento
real, melhorando assim a solucao primaria (aquela em termos de deslocamentos), as funcGes
de deslocamento devem obedecer aos seguintes critérios:

(i) assegurar continuidade no interior do elemento,

(ii) assegurar compatibilidade entre elementos adjacentes;

(iii) incluir um modo de deformacdo equivalente ao deslocamento de corpo rigido, o qual
devera ndo introduzir deformacdes ou tensdes no elemento;

(iv) o estado de deformacdo ndo depende da dimens&o e orientacdo do elemento.

No caso de se adoptar como funcédo deslocamento um polindmio o critério (i) € cumprido.
A continuidade inter-elementar num determinado bordo do elemento (critério ii) € satisfeita se
os deslocamentos ao longo desse bordo forem funcéo apenas dos deslocamentos dos nds
existentes nesse bordo. Garante-se sempre continuidade de deslocamentos entre os elementos

nos seus nos. Para garantir o critério (iii) os polindbmios devem ter um termo constante.

Em principio o nimero de termos do polindmio da funcdo deslocamento devera ser igual
ao namero de graus de liberdade do elemento. Por exemplo, no estado plano de tensdo as
componentes do campo de deslocamentos u(x,y) e v(X,y) respectivamente nas direccdes X e y
do referencial cartesiano sdo independentes. Sendo o elemento triangular de trés nos, cada
uma das funcdes de deslocamento tera trés termos, por serem trés os deslocamentos nodais
independentes em cada direccao:

U(XY) = oy + opX + algy
V(X,y) = ay + osX + agy

Os termos daqueles polindmios deverdo ser escolhidos de acordo com o triangulo de
Pascal quer em elementos triangulares, figura 9.1, quer em elementos rectangulares, figura
9.9. Deverdo constituir polindmios completos ficando assim assegurada a invariancia

geométrica referida no requisito (iv) ou condicdo de isotropia do elemento
UAIg - EST - C.Civil 9 -1
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Pascals triangle Degree of the Number of Element with nodes
complete terms in the
polynomial polynomial
1 0 1 —- A A
/\
x—y 1
xz———xy —yz 2 6 —
Py —xy~ y’ 10 ———m8—
X iy oxy —y 4 15
x’—x by— Xy x2y? -xy )'5\——5 21
AR — x4y xS yS
/ y \—6 28

Figura 9.1 - Triangulo de Pascal para Elementos Triangulares [3]

9.2 - Funcdes de Interpolacdo e de Forma

As fungdes de forma wi(x,y), devidamente agrupadas na matriz das funcbes de forma

[w(x,y)], relacionam os deslocamentos no interior do elemento com os deslocamentos nodais

atraveés de:

(50,9} = [Fo6 Y FTAT L B8 =[x v+ b |

Os deslocamentos no interior do elemento finito sdo obtidos por interpolacdo dos
deslocamentos nodais com suporte das funcdes [w(x,y)] as quais por este motivo também se
podem ser designadas por fungdes de interpolacdo. Por outro lado o termo "forma™ advém do

facto de wj(x,y) associada ao grau de liberdade i do elemento ter uma forma bem definida,

isto €, ser unitaria nesse grau de liberdade e nula nos restantes, e ser continua no dominio.
Entretanto os critérios de escolha das funcGes deslocamento (seccdo 9.1) sdo aplicaveis
também as fungdes de forma, na medida em que estas resultam daquelas pela multiplicacéo de
uma matriz de coeficientes ([A]-1). Contudo, as funcdes de forma podem ser as familias de
funcbes de Lagrange e de Hermite. Alids estas funcbes de forma sdo as mais usuais em
problemas de mecanica de sélidos. Recorrem-se as funcdes de interpolacdo de Lagrange
(unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais) quando se pretende a interpolacdo da
variavel dependente do problema a partir dos seus valores nos nds, ou seja, a interpolacédo de
funcoes de continuidade CO. A familia de funcdes de interpolacdo de Hermite sdo usadas
quando se pretende a interpolacdo em termos da variavel dependente e também a sua primeira
derivada nos nos do elemento, ou seja, para fungdes com continuidade C1. Por razdes de
natureza numérica é muito vantajoso gerar as fungbes de forma acima mencionadas em

coordenadas naturais.
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9.3 - Familia de Elementos Triangulares

Os elementos triangulares sdo frequentemente evitados devido as suas pobres
performances, mas como sdo muito simples tornam-se Uteis para quem se inicia no estudo de
elementos finitos. Por outro lado, tém a vantagem de representar melhor formas geométricas
curvas quando comparados com elementos rectangulares, sendo também os algoritmos
automaticos de geracdo de malha mais simples que os relativos a elementos rectangulares [4].

Os elementos triangulares também podem ser obtidos a partir de elementos rectangulares
fazendo nestes coincidir dois nés de canto, elementos quadrilateros degenerados [2]. Esta
técnica € valida também para elementos isoparamétricos. A integragdo numérica permite o
uso de tais elementos, mas o nivel de precisdo é menor do que nos elementos genuinamente

triangulares.

(3)=(4) @)

M

Figura 9.2 - Elemento quadrilatero degenerado num elemento triangular

9.3.1 - Elemento triangular de deformacdo constante (CST)

V3

V2
Vl uZ

— Ul

Figura 9.3

E o elemento plano mais simples constituido por trés nos. O campo de deformacdes é

constante no seu interior e por isso se designa de elemento triangular de deformacdo constante

(constant strain triangle - CST). Também é chamado de elemento triangular linear porque o

campo de deslocamentos no interior do elemento € linear em x e y.
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Os lados do elemento mantém-se rectos durante a deformacdo. O campo de tensdes é
constante visto ser proporcional ao de deformagdes. Por consenso léem-se as tensbes no
baricentro deste elemento, ou seja no ponto de coordenadas (Xqg = ZXi/3 ; Ycg = ZYi/3).

Este elemento é relativamente pouco eficaz mas, por ter poucos graus de liberdade, € Util

como introducdo ao estudo de matérias relativas a anélise estrutural por elementos finitos.

9.3.1.1 - Coordenadas de area

Como vimos no capitulo 8 deduzimos as funcbes de interpolacdo para o elemento

triangular CST representadas pela expresséo (8.20). Cada uma das fungdes de forma y;(X,y)
entdo determinadas ndo sdo mais do que as coordenadas de area lineares L; do elemento

triangular. Qualquer ponto P de coordenadas globais (X, y) no interior do elemento pode ser
definido em pelo terno ordenado (L1, Lo, L3) cujos elementos sdo as coordenadas de area

desse ponto. Lj é a razéo entre a area A; e a area total do triangulo A. A area Aj é formada

pelo triangulo cuja base é o lado oposto ao né i e cujo vértice é o ponto P (ver figura 9.4)

(x3,y3)

3)
1 x vy %
1 Xi Vi

L AR Xli yli P(x.y)=P(Ly,Lo.L3)
A L1 xg ¥ (2) (x2.¥2)

L X2 Y2 Xi\
1 X3 Y3 y O /

Figura 9.4 - Coordenadas de area

L; ainda pode ser definido pela razéo entre as alturas hy e h;. O contador i (em L;) varia

sempre de 1 a 3 e representa 0s nos dos Vértices do triangulo.
Qualquer grandeza, por exemplo u(x,y), no interior do elemento com n nds pode ser obtida

por uma combinacao linear dos valores que ela assume nos seus nos:

n
u(x,y) = 2yi(Ly, Lo, Lg)*u;®

=1
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sendo (L, Ly, L3) as coordenadas de area do ponto (X, y) e y; fungdes de forma definidas em

termos das coordenadas de area [3, 5]. Estas funcdes de forma pertencem a familia de fungdes
de forma de Lagrange em coordenadas de area para elementos triangulares [3] mas ndo sdo
aqui desenvolvidas. Apresentam-se de seguida as funcbes de forma para alguns tipos de
elementos, incluindo os de ordem superior. E oportuno dizer que as integracdes numéricas
necessarias efectuar para calcular as matrizes de rigidez e vectores de forca sdo também

escritas em termos destas coordenadas.

Elemento Linear (ver figura 9.5.a))

vi=Ly, wy=Ly, w3=Lj

Elemento Quadratico (ver figura 9.5.b))
v1=L(2L-1), wyo=4L4L,, y3=L2(2L2 -1
Vg =4Lsls, 5 =L3(2L3-1), wg=4L1l3

Elemento Cubico (ver figura 9.5.b))

L 9 9

Y1 =" Bl -l ~2) vz = (Lik)BLy-1) w3 = (L1L2)@EL2 -1)
L, 9 9

va=—2 (L -1)(BLy —2) ys :E(L2L3)(3L2 -1) yg =§(|—2|—3)(3|—3 -1

L 9 9
vy = 73(3L3 ~DELs~2) wg = (L1ks)Bla ~1) wo =2 (LiLs)BLs -1

Y10 =27(L1LoL3)

Figura 9.5 -
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9.3.2 - Elementos Triangulares de Ordem Superior

Os polinémios de interpolacdo de grau superior a 1 sdo gerados com recurso ao triangulo de
Pascal (ver figura 9.1), o qual define os termos necessarios para se obter um polinémio
completo até certo grau. Um elemento triangular com k nés por lado e igualmente espacados
tem no total n n6s. As funcdes de interpolagdo serdo definidas por polinémios de grau p.

n:%*k*(k+l) p=k-1
- (5) )

4 (6)

(6) ®) 5)
3
@) © ) (@)

1 @ 2 ©

(1) n=3 k=2 . nfG’k:3 » 1 n=10k=4
p=1- Linear p =2~ Quadratico p=3 -,Cl'lbiCO
a) b) c)
Figura 9.6

Por exemplo para o elemento de 10 nos a funcdo de interpolacdo de deslocamentos na
direccédo x é:

U(X,Y) = oy + 0ip X+ ag Y + 0og XY + a5 X2+ o Y2 + 017 X2y + ag Xy2 + og X3 + auyg X3
Verificamos que nos elementos com nos interiores, como o elemento de 10 nds, apenas 0s NOS
que estdo na fronteira contribuem para a imposicao de continuidade dos deslocamentos inter-
elementar. SO estes nos contribuem de forma explicita para a obtencdo da equacdo de
equilibrio global [5]. Assim, recorrendo a técnica de condensacao estatica, podemos escrever
quer a matriz de rigidez do elemento quer o vector de forcas nodais em funcdo de apenas dos
graus de liberdade dos nos da fronteira. Estas novas matrizes e vector de forcas apresentam de

forma implicita as rigidezes e forcas nodais associadas ao(s) no(s) interior(es).

9.3.2.1 - Elemento Triangular de Deformacdo Linear (LST)

Este elemento esta apresentado na figura (9.6.b), € constituido por 6 nds, trés nos cantos e trés
a meio dos lados. Em cada direccdo o campo de deslocamentos € interpolado por um
polinbmio quadratico, e a sua derivada, o campo de deformacdes, é linear em x e y. Por este

altimo motivo o elemento é designado por elemento triangular de deformacéo linear (linear
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strain triangle - LST). Também pode ser denominado por elemento triangular quadratico em
virtude do o campo de deslocamentos o ser. Os lados do elemento deformam-se como curvas
do segundo grau. A matriz de rigidez é mais facilmente deduzida se se adoptarem
"coordenadas de &rea", sendo também necessaria integracdo numerica. Os lados do elemento
real podem ser curvos. A figura 9.7 mostra duas func¢des de forma do elemento LST.

Figura 9.7 - Funcgdes de Forma para o LST (adaptado de [1])

9.3.3 - Elemento Trianqular Isoparamétrico

Uma vantagem dos elementos isoparamétricos é que mantém a continuidade CO
independentemente da orientacdo, forma da fronteira (recta ou curva), devido ao facto da
funcédo de deslocamento adoptada ter todos os termos do polindmio (“completeness™) [4].

Os elementos isoparamétricos, sobretudo os quadraticos ou de ordem superior adaptam
bem a geometria do elemento. Estes elementos mestre, triangulares ou quadrilateros, tém
sempre as mesmas caracteristicas: lados rectos, e nds nos lados colocados equidistantemente.
Para interpolar correctamente os deslocamentos quadréaticos, é recomendavel que o elemento
real, tenha as mesmas caracteristicas que o elemento mestre, de tal modo que ele apareca
como simples escala do elemento mestre. Em geral, quanto mais o elemento real se desviar
do elemento mestre menor exactiddo existira. Este desvio de caracteristicas chama-se
"distorcdo”. Embora haja elementos mais sensiveis do que outros a distorcao, esta pode
traduzir-se por vezes no "locking", que ¢ a rigidificacdo do elemento comportando-se como
corpo rigido. .

0.1)

(0,0 3
(1.0)

Figura 9.8 - Elemento mestre CST isoparamétrico [4]
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Apresenta-se na figura 9.8 o elemento triangular isoparamétrico de deformagdo constante

sendo as fungdes de forma deste elemento as seguintes:

y1(Em) = L1=1-Em, wo(Em) =Lp=¢&, w3(Em)=Lz=n

O elemento triangular isoparamétrico de deformacao linear pode ser visto na figura 8-10. Para
elementos triangulares isoparamétricos de ordem superior é conveniente que os nos dos lados
no elemento real se situem na zona central (entre 1/4 a 3/4 do lado) de modo a que o

Jacobiano ndo se anule [2].

9.4- Familia de Elementos Quadrilateros

Analogamente a familia de elementos triangulares de Lagrange, os elementos rectangulares
de Lagrange também podem ser desenvolvidos a partir do triangulo de Pascal, como se
mostra na figura 9.9. Os elementos rectangulares sdo mais "robustos™ que os triangulares do
mesmo tipo (linear, quadréatico, etc) pois incluem mais um termo na funcdo de aproximacao
de deslocamentos. Estes elementos apresentam um bom compromisso entre exactiddo e custo

de calculo [4].

Pascal’s triangle Rectangular array . Lagrange family Serendipity
of elements
rectangufar eiements

o constante

linear

A 4 : - / . o ¢ quadraticos
/ \x’y A ’04 \y’ / : g ctibico %
/I._ \\ ‘ — 00 '

' / / Terms under this cone are not included in the
/ serendipity elements

X8 Syl By By P 3
/ A\ /

\/ \

Figura 9.9 - Triangulo de Pascal para elementos quadrilateros [adaptado de 3].

Para elementos de Lagrange rectangulares os polinémios das funcdes de interpolacdo nédo
sdo completos, e por isso ndo sdo geometricamente invariantes. Os lados dos elementos
devem ser paralelos ao referencial cartesiano. Para superar esta limitagcdo é conveniente fazer
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uma transformacdo de coordenadas para o referencial natural (§ O 7)), a qual é também atil
para a formulacdo isoparametrica.

Como ja vimos em secgdes anteriores a familia de fungBes bidimensionais de Lagrange
resultam do produto vectorial de familias de fun¢Bes polinomiais unidimensionais de

Lagrange (ver seccdo 8.5.1).

9.4.1 - Elemento Quadrilatero Bilinear ou Elemento de Quatro Nés (Q4)

E o elemento rectangular mais simples caracterizado por ter quatro nos, 8 graus de
liberdade. O elemento € bilinear porque as funcdes de aproximacdo de deslocamento resultam

do produto de fungOes lineares em cada direccdo, (aq+oapX)(agtoyy). O campo de
deslocamentos é:

u(X,y) = ag + apX + agy + agXy

V(X,y) = ag + agX + azy +ogXy

O campo de deformacoes é:

ou
Exy =— =09 +0oyy

OX
e _Q_OL + agX
Y™ ox [t

_ou  ov
’ny—5+a—x—()c3+0t6+0t4x+0t8y

Considere-se uma fibra na direccdo x. Verifica-se que as deformagdes &, sdo constantes em x
mas lineares em y (e vice-versa). O campo de deformagdes &, € entdo independente de x 0 que

significa que este tipo de elemento ndo modela bem paredes em consola sujeitas a flexdo. De
facto aquelas deformac6es reais variam segundo x 0 que ndo acontece no modelo no interior
de cada elemento, embora o elemento apresente a variacdo daquelas deformacgdes segundo v,
0 gue acontece na realidade. Este tipo de elemento ao deformar-se apresenta os lados rectos, e
por isso ndo garante a perpendicularidade de lados adjacentes, o que deveria acontecer nas
pecas a flexdo pura. Os elementos apresentam distor¢cdes de corte segundo x e y. Devido a
estas particularidades o elemento Q4 apresenta-se artificialmente mais rigido quando usado
para modelar painéis de parede longos (segundo x) em flexdo.

Entretanto o campo de deslocamentos (u(&,m), v(&,m)) pode ser interpolado pelas fungdes de

Lagrange bidimensionais: u(§,n) = %\ui(é,n)*uie v(Em) = %\yi(i,n)*vf
i=1 i=1
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sendo as fungdes se interpolacdo as fungdes de Lagrange seguintes:

wiEm) == (1 EXt—n), va(Em) == (1+a)(1 n)

wa(Em) == (1+&)(1+n) vaEm) == (1 EXL+n)

4 3

('111) T (l!l)
> &

(-1-1) l (1,-1)

L 2
Figura 9.10 - Elemento Q4.

Avaliando as funcbGes de aproximacdo de deslocamentos verificamos que estes variam

linearmente em & e m, chegando-se as mesmas conclusdes quando estas eram definidas em
coordenadas locais (x,y).

Na pratica as tensdes nestes elementos sdo determinadas nos pontos de Gauss, 0s quais
também sdo usados para efectuar a integracdo numérica [2]. Os valores das tensbes nestes

pontos podem depois ser extrapolados para se determinarem os valores nodais.

9.4.2 - Elemento Quadrilatero Quadratico ou Elemento de Nove NGés (Q9)

Multiplicando vectorialmente as funcGes de interpolacdo unidimensionais cubicas

definidas pelas expressdes 4.12 obtemos as fungdes de interpolacdo bidimensionais:

y1(8) viEm) waEm) v7EM
v (&) *lyim) wa(m) waMi=|v2(EM) wsEm) wg(Em)
v3(&) y3Em) weEm) wo(Em)

wEm=1a-2-nkn.  waem=-Z-e2Ji-nn
vaem=-30+el-nkn,  wan=-1-2f-n?k
s =f-e2Ji-n?) ve&n =3+ eh-n’k

v7 (&) =—%(1—&)(1+n)&n, wg(€m) zé(l—&zklm)n
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wo(Em) = %(1+ E)NL+m)En

~

('111)

('11'1)
1

Figura 9.11- Elemento Q9.

Este tipo de elemento é muito eficaz na pratica de elementos finitos. Elementos de ordem
superior conduzem a uma interpolacdo de ordem superior, de melhor precisdo. Permitem
também detectar melhor as varia¢fes de tensdo junto de zonas pontuais da estrutura como
cantos, furos, corddes de soldadura, etc.

Os elementos de ordem superior também podem ser usados para definir a geometria,
recorrendo-se entdo a formulacdo isoparametrica. Podem ter lados curvos se assim se desejar.
Contudo em estruturas regulares, € possivel definir elementos subparameétricos usando
funcbes de nove nos para interpolar os deslocamentos e apenas de quatro nds para definir a

geometria.

9.4.3 - Elemento Quadrilatero Quadratico (Q8)

Pode ser obtido do elemento anterior por condensacdo estatica dos graus de liberdade do

no 5. Estes graus de liberdade passam a ser dependentes dos restantes.

9.4.4 - Elemento Serendipity de oito nds, ou Serendipiano quadratico.

Este elemento pertence a familia de elementos serendipianos. Todos os nos estdo
localizados na fronteira. As funcdes de interpolacdo de deslocamentos ndo contém os termos
do polindmio identificados para além da linha a tracejado da figura 9.9. As funcbes de forma

em coordenadas naturais sdo as seguintes:

nEm=Fl-a-ni-e-n, waEm=3i-e2fn)

waem =y A+ -nleg-n),  waen = (-gl-n)
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vs&n =20+ efi-n?) ve(Em) =5 0-8)Len)-1-E-m),
y7(Em) = %(l— £2J14m)

yg(Em) = %(1+ ENL+n)(-1+E+m)

a) b)
Figura 9.12 - Elemento no espa¢o xXOy e no espago {On

A funcdo de forma , tem a particularidade de se anular ao longo das linhas a tracejado que
passam pelos n6és 2 e 4, 6 e 8, e, 3 e 8. A funcdo de forma y, do nd 2, anula-se ao longo dos

lados 3 e 8, 6 e 8, e 1e 6. Para os restantes nds podem deduzir-se regras semelhantes. A
figura 9.13 mostra a funcbes de forma para um elemento quadratico de nove nos (de
Lagrange) e um elemento serendipiano de oito nos.
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a) b)
Figura 9.13 - FuncGes de forma para familias: a) "serendipianas” e b) "lagrangeanas™ [10]

9.4.5 - Elemento Serendipity de doze e dezassete nds, ou Serendipiano clbico e guartico.

n
n
A
9 10 11 1 ° °
© @
.
1 8
> &
5 I 6
@ @
1 2 3 4 @ ® @
a) b)

Figura 9.14 - Elementos serendipianos a) cubico e b) quartico

As funcdes de forma do elemento cubico podem ser vistas na publicacdo [3].
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9.4.6 - Familia de funcdes de Hermite

A familia de funcbes de interpolacdo de Hermite interpolam a funcdo e sua derivada e séo
uteis em elementos finitos de laje, assunto a ser tratado mais tarde. O elemento de laje
apresenta-se na figura 9.15. As fungdes de interpolacdo apresentam-se na figura 9.16 e

referem-se a dois casos baseados respectivamente na interpolacdo de cada n6 sobre

respectivamente as entidades u,aulax,aulay,auzlaxay e sobre as entidades u,

ou/ox,ouloy. n

Figura 9.15
Bemsite cubic element:
Interpolation functions for | |
varisble u w(E+ 8V G5 - +n)’(m,—2) )
drivative Gu/OF  —E(E+EYEE -1+ n)nm~2)|  For node
derivative du/an —76(& + E)(EE — i (n + ,)%(m, - 1) (i=1...,9)

derivative 9u/083n  KE(E + EV(EE ~ Dn(n + 1,0, - 1)
Isterpolation functions for  * o
variable u oo+ D)o+ D2+ 5+ my~E2- )

derivative Ju/0F  1B(E,+1P(8-1)(no+1) For pode |
derivative u/3n  dn(Eo+ 1m0+ (- 1)} ¢=1....9
- E=(x-x)a, n=(y-y.)/b (2a and 2b are the
Eo=85 No=mm; : sides of the
. rectangular
) element)

{£,» 1) denote the natural coordinates of the ith node of the clement;

my,)hummdﬂwmdmm‘

Figura 9.16 - Funces de interpolacdo cubicas de Hermite [3]
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Elementos Finitos Dimensionamento de Placas

10. - DIMENSIONAMENTO de ELEMENTOS LAMINARES de PLACA

10.1- CEB-FIP Model Code 1990

Ngqy - forca actuante por metro linear de placa normal a face perpendicular ao eixo x (face x)

Nsgy - forca actuante por metro linear de placa normal a face perpendicular ao eixo y (face y)
Vgq - forca actuante por metro linear de placa nas faces x e y

Ay - armadura resistente por metro linear segundo a direccéo x

Asy - armadura resistente por metro linear segundo a direcgao y

b - dimenséo da fractura

el - extensd@o na direccdo principal | (neste caso de encurtamento)

ell - extensdo na direccédo principal 11 (neste caso de alongamento)

Hipoteses:

e Neste problema as relacGes de compatibilidade s&o dificeis de concretizar

e Considerar-se-ao apenas as relacdes de equilibrio, sacrificando-se um pouco o rigor, 0 que
pode ser valido em pecas de betdo armado.

e As direccdes x e y coincidem com a armadura que sera ortogonal.

e O angulo & é entre a direccao x e a biela de compressao.

Biela de Compressao

n i
< sdx |
by 1 o
0., B
vsd T[T TN AT
€«—— '\ Fractura
prvsd LN,
Nsdy
< ™ >
Figura 10.1

UAlg - ISE - C.Civil 10-1



Elementos Finitos Dimensionamento de Placas

COMPRESSAO TRACGAO

Figura 10.2

CASO | - Armaduras gue participam nas duas direcces

NRyx - forca resistente por metro linear conferida pelas armaduras na direcgdo X :

NRdx = Asx * Tsyd

NRgy - forca resistente por metro linear conferida pelas armaduras na direccao X :

NRdy = Asy ™ Tsyd
F. - forca resistente do betdo a compressdo por metro linear.
F=ocxt [KN/m.lL]
t - espessura da parede

CRITERIOS DE ROTURA : (i) Controle da Cedéncia das Armaduras
(i) Controle das Tensdes de Compressao no Betdo

(i) Controle da Cedéncia das Armaduras

Figura 10.3 X

UAIg - ISE - C.Civil
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Elementos Finitos Dimensionamento de Placas
Equilibrio segundo x-x:
NRx * Py - Nggx * Py - Vsg * by =0

NRdx = Nsdx + Vsg ™ cotg 6 (10.4)(H

Equilibrio segundo y-y:
NRdy * Px = Nsy * B - Vsg * by, =0

NRdy = Nsdy + Vsg * 19 0 (10.5)()

Ha trés incognitas (Ngqy, Nsdy: Vsg) € duas equagdes. A equagdo em falta tem a ver com as
relacbes de compatibilidade. Através das funcGes tgo e cotgb € possivel relacionar NRdy ©

NRdx COMO se mostra na figura seguinte.

NRdy

A

15°<9 <75°

NRdy

PPN L CR N S P S—— d

vsd cotgo

I
|
NSdx NRdx

Figura 10.4
Entretanto o CEB-FIP Model Code 1990 (MC 90) s6 considera a armadura eficaz se o angulo
da fractura em relacéo a esta for superior a 15 °.

A solucdo optima € aquela onde se gasta menos armadura, ou seja onde (Nrgy +NRqy) for
minimo, ou seja, quando a %(nsdx +nsdy)=0 = %(cotg@ +190) =0 = 0=45°,

Nesse caso teremos:
NRdx = Nsdx * Vsd (10.6)

NRdy = Nsdy + Vsd (10.7)

! Nota: Nestas expressdes o vsd podera ser substituido pelo seu maédulo (|vsd|) para se ter em conta que na
realidade 6 possa pertencer a um dos intervalos 6 <([15;75] ou [-15;-75]).
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(i) Controle da Tensdes de Compressdo no Betéo

FC any /,// S
0 v
/ vsd
/\)
NRdx > d 0 Nsdx = by
/ >
/
/ L 4
7 (
7 vsd
Nsdy
=y
Figura 10.5

Equilibrio x-x:
Fe * cosO * b + nggy * by - NRgy * by - Vsg * by =0

Fe*b*Ccos0=-ngg *b*CcoSO+nNrgy *b*cosO+vey*b*senod

oc * t = vgq (cotg O + tg0) = vy / (Send cos 0)

Verificacdo de Seguranga:

- Tensdo resistente do betéo ndo confinado transversalmente: f 4o

fodo = [1 - fei /250 ] * feg foxs feat [MPa]
sendo: o = 0.6 para betdo ndo confinado (zona muito fendilhada), e

o = 0.85 para betéo confinado.

o1 o1

£9=0, betdo confinado, zona muito

0=0.60

> €]

0=0.85 de_ fendilhada
£9>0, betdo ndo confinado, \
> 60 % | :

Figura 10.6

UAlg - ISE - C.Civil
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€1 €1

€y= 82> 0

Betdo confinado Betdo ndo
confinado

Figura 10.7

CASO 11 - Armaduras que participam apenas na direccdo y-y

(i) Controle da Cedéncia das Armaduras

Equilibrio segundo x-x:

NRdx = 0
x . _ DNsdx
Da equacéo (10.4) vem: cotgh = ———= (10.11)
Vsd
Vo2
Da equacéo (10.5) vem: NRdy = Nsdy — sd (10.12)
Nsdx
(i) Controle da Tensdes de Compressao no Betéo
Como o t = vgq (cotg 0 + tg6) substituindo cotgd e tgd vem:
_ i .
1+ (de] 2
v
G *t=vgg| L oy 1+( Vsd ] (10.13)
(nsdx J Nsdx
Vsd
Verificacdo de Seguranca:
oC*t<fyp*t (10.9-rep)

Deixa de ter sentido pratico se ngy,=0 ou se Vgg*cotgd=0
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CASO I1I - Armaduras que participam apenas na direccdo X-x

(1) Controle da Cedéncia das Armaduras

Equilibrio segundo x-x:

any =0
x . Nsdy
Da equacéo (10.4) vem: tgo = —
Vsd
Vo2
Da equaco (10.5) vem: NRdx= Nsdx — —3
Nsdy

(i) Controle da Tensdes de Compresséo no Betdo

_ .
Y
_ Vs ) Ny *|1+ Vsd
(nsdyJ Nsdy
Vsd

Oc *t=—Vy

Verificacdo de Seguranga:

(10.14)

(10.15)

(10.16)

(10.9-rep)

CASO IV - Armaduras NAO participam em ambas as direccées - (SEM Armadura)

Recorremos a equacao de equilibrio do critério de rotura (ii), o controle de tensfes no betéo.

Da figura 10.5 deduz-se:
Equilibrio x-x:

Fo *€0SO * b+ nggy * b *cosO - vgq* b *send =0
Equilibrio y-y:

-F¢ * send * b - nggy * b * send + vgg * b * cosd = 0

Gc ™ 1= -Nggy + Vsq * 190

-G¢ * 1= +Nnggy - Vgq * COLYH

*t Nsdx + Nsdy N Vgq
(e} =
¢ 2 sen©*coso

(10.16)

(10.17)

j (10.18)

Sabendo que senb*cos 6 = sen(2*0) e recorrendo & circunferéncia de Mohr pode-se

demonstrar que :

UAlg - ISE - C.Civil
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sen(2*0) Vsd _ (10.19)
Nsdx —Nsdy 2
2] TV
que substituido em (10.18) fica:
Nggy + N Nggy + N 2
Go*t=— sdx sdy 4 sdx sdy 4 Vsd2 (10.20)
2 2
(Nota: ngg>0 e nggy>0 quando sdo de traccao)
2
tg(20,) = — (10.21)
Nsdx — Nsdy
e Critério de seguranca:
oc*t < fogp ™ k*t (10.22)

sendo foyp * k a resisténcia do betdo para o estado multiaxial (tridimensional) de tensoes.
f . N .
- feq1 = 0.85*{1—2#5'6}*&(1 (betdo n&o fissurado e ndo confinado) (10.23)

f nsao resistenten iaxial
ko Tetm _ te s~ao e§ stente oestadobg g (10.24)
fom  tensdoresistente no estado uniaxial

- fom =fck + Af - com: (10.25)
Af =8 Mpa, e f = resisténcia caracteristica em provetes cilindricos.

Na auséncia de dados para determinado betdo podem adoptar-se 0s seguintes valores:

: 2/3 ; 2/3
k . k
fctk,min = fctkO,min (%) , fctk,méx = 1EctkO,mélx [f £ J (10.26 e 27)
ck0 ck0
f 2/3
fetm = fctkO,m(]c ck J (10.28)
ck0

com fck0=10 Mpa, fctk0,min=0.95 MPa, fctk0,max=1.85 MPa, fctk0,m=1.4 MPa.
Para as diferentes classes de betdo temos:

Betdo Cl2 | C20 | C30 | C40 | C50 | C60 | C70 | C80
fex 12 20 30 40 50 60 70 80
fetm 1.6 2.2 2.9 35 | 4.1 4.6 5.1 5.6

fetk min 1.1 15 2.0 2.4 2.8 3.1 35 3.8
fetk max 2.1 2.9 3.8 4.7 5.4 6.1 6.8 7.4
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e Condicdo Limite de Extensfes

- quer para f.qq quer para fego

Emax betdo = & m =0.004— 0.002fLk

(10.29)
[fck : MPa]

CASO 11 CASO |

| . i Nsdy |

< | Tyl
| & | Vsl

E L

- l

1 i

Nsdx
% Vsl -
\ﬁ L [ (traccéo) i
ﬁ 0=15° |
(_11_1) N \
_VLb‘
==
CASO IV CASO IlI
0=75° -
n
('COtgel 'tge) == TSd)(| ; | de|)
Vsd| [Vsd .
° ° W -betdo comprimido
— = _armadura
Figura 10.8
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10.2 - EUROCODIGO 2

ftgx - valores de calculo ficticios das tensdes de trac¢éo no ago das armadura segundo X.
ftdy - valores de célculo ficticios das tensGes de tracgdo no ago das armadura segundo .

f
Py = ﬂ: percentagem de armaduras segundo x e y.

yd fyd

_ Frax .
Xf

-valores negativos de ftgy ou ftqy s@o considerados nulos.

Calculo de Armaduras

T

N&o Sl‘m Sim N&o
figx =0 fidx =Ox +"ny‘ — rxyz
12 tdx =Ox T 7
figy = Oy +—2 fiay =oy +‘Txy‘ ‘Gy‘
|GX| G~ = 2‘1 ‘ ftdy = O
2 ¢ Xy
| | 14 Txy Ty 2
Cc =|0 —
c X oy Cc = ‘Gy‘ 1+ —
Oy
(Caso i) (Caso 1, 0=45) (Caso I11)
Figura 10.9
Em paredes armadas nas duas faces a tensdo no betdo deve ser limitada a :
oc < feq (10.30)
e ainda: [exyl <172 v feq (10.31)
sendo v o factor de eficécia :
v=0.7 - ) / 200 mas néo inferior a 0.5 N/mm2, (10.32)
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Método Alternativo

ftdx = ox + v [txyl (10.33)
ftdy = oy + 1/y * [txyl (10.34)
oc = gyl * (v + 1hy) (10.35)

sendo y escolhido de modo a que os resultados fiquem entre metade e o dobro dos obtidos
pelo método anterior. Admite-se deste modo uma certa redistribuicdo de tensBes, e

consequentemente um acerto nas armaduras.
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EXEMPLO 1:
47
Em que direc¢des sera necessario colocar armaduras 158 l
- <_
e qual o valor resistente das mesmas. 158 260
269 T l
Resolucio: 1 158
158
Nggx = -269 47
nde =-47
— Material: C20
Vsg = -158 Espessura: 0.17m

logo : Nggy / [Vsgl = -1.71, Nggy / [Vsgl = -0.30
Identificando este ponto na figura 10.8 verificamos que esta
incluido no caso I, e por isso sé ha necessidade de
armaduras segundo y-y.

Recorrendo a expressdo (10.11) podemos identificar a
direccéo da fractura :

cotgy = — six _ =209
Vg | —158

=-171 — 6=-30.31°

O valor resistente das armaduras devera ser:

2 2
n =Nedgy — =47 ————— =+45.7 kN/m.I.
Rdy sdy n 269

sdx -

Ha que verificar se as tensdes de compressdo ndo ultrapassam o valor resistente do betdo. De

(10.13) vem:

O¢ *t=—Vgy

(1.72)

[ Nsdx J
Vsd

Para o betdo C25 temos:

[kN/m.1]

2
1+£”st] )
_\Vsd ) _(—158){ﬂ} =363 kN/ml.

fogp = o [1 - fy/ 250 ] * foq =g g+ [1 - 20/ 250 ] *13.3 = 7.34 MPa = 7340 kN/m2

Verificacdo de seguranca do betdo:

363 kN/m.l. < 7340*0.17=1248

KN/m.1

E satisfeita a verificagcdo de seguranca do betfo a compressio.

UAlg - ISE - C.Civil
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EXEMPLO 2:
15

Em que direc¢des sera necessario colocar armaduras 119 T

- <_
e qual o valor resistente das mesmas. 119 28

—] =
Resolucéo: 1" 119
l 119
Nggy = -78
Sdx 15 [kN/m.[]
nde =15
— Material: C20

Vsg = -119 Espessura: 0.17m

Iogo : nSdX/ |VSd| =-0.65, nde/ |VSd| =0.12
Identificando este ponto na figura 10.8 verificamos que esta

incluido no caso I, e por isso s6 ha necessidade de armaduras

em ambos 0s sentidos.

Recorrendo as expressoes (10.4) e (10.5) temos o valor
resistente das armaduras:
NRdx = Nsgx * Vsg * COtg 6 =-78 - 119 cotg 6

NRdy = Nsdy + Vsg * 19 6 =15-1191g 6

As solucdo é indeterminada porque depende do angulo 6. Consoante a armadura escolhida

assim se desenvolvera uma fractura segundo aquele angulo. Podemos raciocinar de modo

inverso, isto é, para que ambos os valores de Ngqy € NRqy sejam de tracgdo, € necessario que o

angulo a atribuir esteja dentro de um dos intervalos [15°;75°] ou [-15°;-75°]. Se tal ndo for

possivel uma das armaduras esta a compressdo considerando-se inactiva, cujo dominio € um

dos restantes casos.

Escolhendo 6 = - 45° obtemos nggy = 41 kN/m.l. e nggy =

134 kN/m.l

., as quais

corresponderao respectivamente as armaduras Agy = Npgy / fsyg € Agy = NRay / fsyg-

Tensdo de compressdo no betéo:
oc * t = Vgq (cotg O + tg6) = 119*(cotg(-45)+tg(-45)) = 238 KN/m.|
Verificacdo de seguranca do betdo ao esmagamento:
o ¥t < fogp ™t
238 KN/m.l. < 7340*0.17 = 1248 kN/m.|

E satisfeita a verificacdo de seguranca do betdo a compressao.
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Elementos Finitos Interpretacéo de Resultados. Erros

11.1 - Estrutura Geral de Um programa de elementos Finitos

Uma anélise pelo método dos elementos finitos é uma interacgdo logica entre trés estagios
de actividade seguintes: (i) pré-processamento, (ii) processamento e (iii) pos-processamento.

O pré-processamento envolve a preparacdo de dados. Trata da definicdo, leitura e ou
geracdo de dados como sejam: (i) o tipo de problema (mecénica de solidos, transmissdo de
calor, etc); (ii) a definicdo ou geracdo de elementos de malha, isto é, as coordenadas de nds,
tipos e numero de elementos, topologia, etc.; (iii) a escolha das propriedades dos materiais;
(iv) a demarcacédo das condicdes de fronteira; (v) a aplicagdo de cargas e (vi) a tradugéo de
informacdo diversa como sejam impressdo/ndo impressao, analise estatica/dindmica, analise
linear/ndo linear (geometricamente ou materialmente), n° de modos, n° pontos de Gauss, etc.

No processamento efectua-se: (i) a geragdo das matrizes elementares e integracédo
numeérica; (ii) a assemblagem de matrizes e vectores; (iii) a imposicdo das condicdes de
fronteira e (iv) a resolucdo do(s) sistema(s) de equacdes no sentido da determinacdo dos
valores nodais da solucéo, que se denomina de solucdo primaria (0os deslocamentos no caso
de problemas de mecénica de sélidos).

O pos-processamento quantifica e apresenta os resultados finais. Assim neste estagio
obtém-se: (i) os deslocamentos noutros pontos que ndo 0s nos, por processos de interpolagéo;
(ii) as variaveis secundarias como sejam as deformacdes, tensdes, esfor¢os, reac¢cdes, modos
de deformacéo e vibragdo, etc.; (iii) os gradientes das variaveis primarias e secundarias e (iv)
a impressdo e/ou a apresentacdo escrita e/ou grafica dos resultados.

O pré-processamento e 0 poOs-processamento requerem um esforco consideravel se
efectuado manualmente. Neste caso, em virtude do nimero elevado de dados, 0s erros séo
frequentes, o que ndo é encorajador para 0 analista. Por este motivo se elaboram a rotinas
apropriadas que em alguns casos tem a capacidade de deteccéo de erros de dados e analise de
resultados. Assim as rotinas de Pré-processamento e de pds-processamento podem ser simples
ou muito sofisticadas, traduzindo-se respectivamente numa menor e maior comodidade de
utilizacdo pelo analista. A sua sofisticacdo depende sobretudo do numero de tipos de
problemas fisicos que ele pode resolver, das ferramentas numéricas que incorpora e dos
objectivos finais pretendidos. Num programa sofisticado o trabalho de programacdo das
rotinas de pré- e pds-processamento podem corresponder a uma grande fatia do trabalho de
total de programacdo. Existe software especifico de pré e pds processamento compativel com
software de processamento de outras origens (marcas).

As rotinas de processamento sdo evidentemente a parte principal de um programa de
elementos finitos. Estdo mais tipificadas porgue resolvem o problema matematico em questéo

0 qual ndo tem muitas variantes. O processamento envolve muito calculo numérico e por
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IS0, para estruturas grandes de certo tipo de problemas, pode consumir muito tempo, o que

tera o seu custo.

11.2 - Modelacdo
A Modelacdo por elementos finitos € uma simulacdo do comportamento fisico por

processos numéricos baseados na interpolacdo polinomial. No sentido de obter uma solucdo
fidvel o analista deve ter de compreender o problema fisico em anélise, seja ele de tensdo, de
conducdo de calor, de percolagdo em solos, de escoamento hidraulico, etc.. A modelacéo por
elementos finitos é muito mais do que preparar uma malha e efectuar o pré processamento.

A pericia na modelacdo por elementos finitos é baseada na capacidade de visualizar o
problema fisico e relaciona-lo com o comportamento de um tipo de elemento finito. Esta
aptiddo é desenvolvida com a préatica e pela analise critica e sistematica dos resultados obtidos
em problemas anteriores. Sdo necessarios conhecimentos de base como estatica, Teoria
Estrutural, Resisténcia de Materiais, etc., e claro de Métodos Numeéricos, em que 0 metodo
dos Elementos Finitos € um deles. Devemos conhecer as limitacGes e as hipdteses em que se
baseia qualquer das teorias mencionadas de modo a ndo as aplicar inadequadamente. Um bom
conhecimento dos principios basicos e hipOteses que governam 0 processo e a teoria de
elementos finitos possibilitam o desenvolvimento de um bom modelo numérico representativo
do processo. Resumindo, a modelacdo requer que a acgdo fisica do problema seja bem
compreendida, de modo a poder ser possivel a escolha do tipo de elementos e sua quantidade.
Por outro lado a aproximacdo polinomial do campo de variaveis priméarias que a teoria de
elementos finitos requer exige que o analista saiba prever como varios tipos de elemento

responderdo a varios tipos de solicitacoes.

11.3 - Como Modelar ?

Queremos evitar elementos de geometria irregular, elementos muito grandes para

representar importantes variacdes de campo. Por outro lado queremos evitar o gasto de tempo
em analise e recursos de computacdo associados ao refinamento excessivo, ou seja, evitar o
uso de excessivos elementos para representacdo do campo. Mais tarde, depois de efectuados
os célculos pelo computador, ha que verificar se os resultados sdo razoaveis. A verificacao é
muito importante porque é facil efectuar erros ao transcrever o problema para dados do
programa.

Um problema dificil ou de grande dimens&o ndo deve ser tratado de imediato. E preferivel

comecar com casos mais simples e malhas mais grosseiras, e depois rever o modelo
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sucessivamente. Procedendo assim perde-se menos tempo e ganha-se em confianga de
resultados.

Se o problema for ndo linear ou envolver anisotropia devera antes ser resolvido
linearmente ou com isotropia. Se houver efeitos dindmicos é preferivel resolver primeiro o
problema estatico usando cargas préximas da maxima carga dinamica. As analises lineares

sdo mais simples e podem despertar o analista para defeitos grosseiros do modelo.

11.4 - Geracdo de Malha e Discretizacdo

A geracgédo de malha deve seguir as seguintes regras [3]:
(i) Deve apresentar a geometria do dominio computacional e as cargas com precisao;
(i) Os grandes gradientes da solucdo devem ser representados adequadamente;
(iii) Nao devera conter elementos de geometria inapropriada especialmente em zonas de
grandes gradientes.

Deve-se comegar com uma malha grosseira mas respeitando os trés requisitos acima
indicados, explorar as simetrias possiveis, interpretar os resultados a luz do entendimento
fisico do problema e usar informacdo aproximada analitica e/ou experimental. Estes
resultados podem ser usados como guia para futuros refinamentos de malha ou anélises.

De molde a cumprir estes requisitos apresenta-se nas sec¢des seguintes matéria que nos

alerta como actuar de maneira a que a solucéo final seja melhorada.

11.4.1 - Refinamento de Malha

As malhas com um Unico tipo de elemento sdo simples de gerar devido a compatibilidade

entre 0s mesmos. Como vimos na sec¢édo 4.7 o refinamento de malha pode ser do tipo h, p, re
misto. Em geral, os refinamentos locais ndo devem ser tais que elementos muito pequenos

sejam adjacentes de elementos grandes (ver figura 11.1).

(a) )
Figura 11.1- Refinamento de malhas. a) Malha aceitavel e b) e ndo aceitavel.
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11.4.2 - Distorcdo de Elementos

Na verdade ndo se pode modelar uma estrutura de forma arbitraria s6 por exemplo com
elementos rectangulares. Os elementos LST, Q4, e Q8, entre muitos outros, podem ter uma
representacdo isoparamétrica permitindo deste modo que a sua geometria real possa ter os
lados curvos e ou ndo perpendiculares entre si. E de facto uma vantagem pois facilita a
adaptacdo da malha ao corpo real, mas estas distorcGes geométricas sdo usualmente
desvantajosas no que respeita a exactiddo dos resultados. Vejamos porqué.

Na verdade a resolu¢do numérica de integrais no dominio do elemento envolve a mudanca
de coordenadas do elemento real para o elemento mestre, e vice versa. A transformacgédo sé é
aceitavel se e s se cada ponto do elemento real se projectar univocamente no elemento
mestre e vice versa como foi visto em capitulos anteriores. Este requisito é cumprido se o
Jacobiano da matriz de transformacdo (que representa a razdo entre a area do elemento e a
correspondente area no elemento mestre, dx dy = det[J] d§ dn) for ndo nulo em qualquer
ponto do elemento real. Se o Jacobiano for zero entdo a area real € projectada no elemento
real como area nula, e se for negativo um sistema de coordenadas directo é projectado como
um sistema de coordenadas inverso, o que em qualquer dos casos € inaceitavel.

Na pratica e em geral o Jacobiano realiza uma transformacdo ndo uniforme no elemento
real, o que corresponde a uma "distor¢cdo” do elemento real. Para garantir que o Jacobiano
seja positivo e que tenha valores afastados de zero, evitando casos extremos de distorgéo,
certas formas geométricas ndo devem ser usadas (ver figura 11.2). Por exemplo o angulo
interior num canto ndo deve ser proximo de zero nem de 180° pois pode conduzir a0 mau

condicionamento da matriz de rigidez. Aconselham-se angulos entre 15 e 165°.

Figura 11.2 - Elementos finitos com angulos ndo aceitaveis [3].
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Para elementos de Lagrange de ordem superior, a localizagdo dos nds ao longo dos lados e
no centro dos elementos também contribuem para a distor¢do pelo que devem situar-se longe
dos nds de canto, isto €, para além de 1/4 da distancia entre os nds de canto como se mostra na
figura 11.3.

o
t 71 3
{ | | ﬁ\Node 5 can be
- \ i \ Placed anywhere
6 in this range
Lhy ‘e hy d
8 .
../ ;lhl — el
.5 k-.
= S
4 O
f— A —""I I‘\hl \42

Figura 11.3 - Localizagcdo adequada dos nos ao longo dos lados [3]

Devemos reger-nos pelas seguintes regras basicas: os elementos se comportam-se melhor
se a sua forma for compacta (isto €, ndo alongada) e se os angulos entre os lados forem de
ordem de grandeza semelhante. Assim um triangulo ideal serd equilatero e um quadrilatero
ideal um quadrado. Contudo os elementos que confinam com a fronteira do corpo poderao ter
os lados curvos e ndo respeitar aquelas regras, mas os elementos no interior do corpo ja
devem apresentar os seus lados rectos e forma compacta.

Evitaremos usar elementos do tipo apresentado na figura 11.4. Estes elementos apresentam
distorcOes que reduzem a exactiddo dos resultados e tornam os elementos mais rigidos, onde

consequentemente se concentram, artificialmente, tensdes.

I ] D | |

muito alongado quase triangular o
nos ndo centrados

s~ AN X

muito obliquo rectangulo degenerado

lado muito curvo

Figura 11.4 - Distor¢des que reduzem a precisdo dos resultados
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Acrescenta-se ainda que um elemento que tenha termos quadraticos no campo de
deslocamentos pode, em virtude da distor¢cdo, comportar-se como um elemento linear. A
distorcdo degrada as tens6es mais do que os deslocamentos, as frequéncias naturais, os modos
de deformacdo, e campo de temperatura. Estes elementos concentram tensdes.

Quer seja bem ou mal desenhada a malha, se os elementos representarem exactamente o
estado de deformacdo constante, entdo a convergéncia de resultados é garantida a medida que
se refina a malha.

A escolha criteriosa da forma do elemento (triangular ou quadrilatero) e sua ordem (linear,
quadrético, cubico, etc) pode conduzir a poupan¢a em termos de custos computacionais.

11.4.3.- Elementos de Diferente Ordem

Podemos combinar elementos de diferente ordem, ou seja um elemento linear a um
elemento quadratico. Ha dois processos. O primeiro consiste em usar um elemento de
transicdo adequado com um numero de nés diferentes em cada lado (figura 11.6.(a)). O outro
processo consiste em impor uma restricdo ou coacgao (constraint) ao né no centro do lado,
de modo a que tenha 0 mesmo valor esperado dos nds de menor ordem. Contudo este tipo de
resolucdes ndo garantem continuidade inter-elementar como pode ser observado na figura

11.7.b) onde néo existe continuidade ao longo dos lados.

/ %
Elemento Linear Eleme.nto de Elemem‘o
Transi¢do Quadrdtico
()
Elementos Lineares Codeciio Elemen'ro
nodal Quadrdtico

(b)
Figura 11.6- Combinacao de elementos de diferente ordem. (a) Uso de elementos de transicéo

(b) Uso de um constrangimento linear para ligar um lado linear a um quadratico [3].
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U(x)

Figura 11.7 -LigagOes incompativeis. Falta de continuidade inter-elementar [3]

11.4.4 - Elementos de Natureza Diferente

Podemos combinar elementos de natureza diferente (barra, parede, etc.), desde que 0s nos
comuns tenham os mesmos graus de liberdade, isto €, que sejam compativeis. Um caso de ndo
compatibilidade. Trata-se de ligar uma viga de Euler Bernoulli, cujos graus de liberdade
nodais sdo a rotacdo e deslocamento vertical,
liberdade nodais sdo deslocamentos de translagdo. Os graus de liberdade séo "incompativeis".
Para solucionar este problema podera prolongar-se a viga de modo a intersectar varios nés no

interior da parede ou entdo usar um elemento finito apropriado a este tipo ligacdo designado

por elemento finito de transicao.

]
_/
Lé’c B A
N B
parede viga
| —
a)

a um elemento de parede, cujos graus de

parede

P

viga

Figura 11.8 - Ligacéo viga-parede a)Momento ndo transmitido e b) transmitido [1].
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11.5 - Sub-modelacdo

Consiste em estudar a parte e em detalhe uma zona particular de uma estrutura e a partir de

resultados provenientes da estrutura global. Veja-se o exemplo da figura 11.8.

Restante
malha ndo €
mostrada

a) b)
Figura 11.8 - a) Malha grosseira b) Submodelagéo [1]

Pretende-se estudar a distribuicdo de tensbes junto ao furo. Comeca-se por modelar a
estrutura total sujeita ao carregamento prescrito com uma malha geral que no entanto sera
mais refinada junto ao furo. A seguir elabora-se outra malha independente, ainda mais fina,
que contenha alguns dos nos da primeira. O estudo desta malha, no sentido de se obter melhor
distribuicdo de tensdes, € realizado adoptando como solicitacdo, deslocamentos impostos
iguais aos obtidos da resolugcdo da primeira malha. Como na segunda malha ha nés que nao
existem na primeira, os deslocamentos prescritos para estes nds podem ser obtidos por

interpolacéo.

11.6 - Meios Semi-infinitos

Ocasionalmente uma regido de interesse pode estar embebida num meio continuo téo
grande que pode ser considerado sem fronteiras. E o caso de um solo sujeito a uma carga
transmitida por uma placa rigida (ver figura 11.9-a)). N&o se sabe a partida como e que por¢édo
do solo se deve considerar na analise. A que distancia sera colocada a linha limite CD? Muito
proximo conduz a erros e muito longe conduz a um problema muito pesado. Uma forma de
resolver o problema é introduzir elementos "infinitos". Estes sdo definidos por fungdes de
forma especiais, na formulacdo isoparamétrica, de modo que 0s nés de um lado do elemento
s&o concebidos para se mover até ao infinito. E o que acontece abaixo da linha CD cujos n6s
n3o se mostram. A medida que se afasta de CD os deslocamentos decaem para zero.

Outra forma de tratar o problema, e que estd actualmente a ser objecto investigacao

intensa, é recorrer a elementos finitos de fronteira (Boundary Finite Elements, BFE). Estes

elementos sdo adequados para modelar o solo. Para além disso é possivel associar no mesmo
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problema elementos finitos e elementos de fronteira. Assim um elemento finito de fronteira
contacta directamente a placa, ndo apresenta nos no interior da zona ABCD mas apenas ao
longo da linha perimetral da mesma (ver figura 11.9b)). Nos n6s ao longo desta linha s&o
definidas as condicfes de fronteira estaticas e cinematicas. Este método, por ter menos nos,
reduz o tempo de preparacdo de dados, reduz o nimero de graus de liberdade do problema,
mas o0 tempo de calculo aumenta (comparavelmente ao nimero de nds) visto as matrizes

globais serem cheias e ndo simétricas.

BFE
o—l —e

Figura 11.9-a)Malha de E.F. com elementos "infinitos" b)Malha de elementos de fronteira

11.7 -Representacdo de Forcas

Uma forca concentrada actuante num corpo deve ser aplicada num no preferencialmente
partilhado por diversos elementos, e ndo num s6 no lateral de um elemento finito. Como o n6
tem dimensdo nula, a forca traduz-se fisicamente por uma tensao infinita, o que obrigaria a
cedéncia do material naquele ponto. Trata-se portanto de uma idealizacdo. Uma idealizacao
mais aproximada seria adoptar uma distribuicdo sinusoidal da carga aplicada numa zona
restrita do corpo (ver figura 11.10) abrangendo por isso varios nés.

Um momento ndo pode ser aplicado em elementos que sé tenham graus de liberdade de
translacdo. Nestes casos pode ser simulado por um binario ou entdo distribuido por um grupo
de nos usando técnicas de coacgdo dos nos.

As accOes de superficie e de massa devem ser convertidas pelo método dos elementos
finitos em forcas nodais equivalentes. A figura 11.11 apresenta forcas nodais equivalentes a
massa para diversos tipos de elementos. No caso de elementos finitos de barra e viga, e para
certas formas de carga incluindo a pontual, é facil o seu célculo manual: Contudo para outro

tipo de elementos é trabalhoso devendo entdo ser desenvolvidas rotinas apropriadas. De uma
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forma aproximada e em alternativa podem determinar-se forcas nodais equivalentes a forgas
de superficie e de massa proporcionais as de influéncia.

Em problemas lineares as for¢cas mantém a sua orientagdo no espaco independentemente
dos deslocamentos sofridos. O problema torna-se néo linear quando as direccGes das forgas se
tornam dependentes da deformacdo da estrutura (forcas subordinadas). A analise ndo linear

(geométrica ou de 22 ordem) é obrigatéria se os deslocamentos ndo forem desprezaveis.

Figura 11.10 - Carga pontual [3]

wi3
wi3
wi3
wi3
wi3
wi3 W/12
Wi4 W3
W/12
wi3
Wi4

Wi4

Wi W/12
wi3

Wi4

W/12

Figura 11.11- Forcas equivalentes a massa para diversos tipos de elementos de placa.

UAlg - ISE - C.Civil 11-10



Elementos Finitos Interpretacéo de Resultados. Erros

11.8 - Apresentacdo e Interpretacdo de Resultados

11.8.1 "Adocamento" ou "Ajustamento"

Os resultados podem ser apresentados de forma tabelar ou gréafica. A forma gréfica, como
sejam diagramas, bandas coloridas linhas de nivel, etc, sdo de mais facil interpretagdo, e por
iSso obrigatéria para se ter um bom rendimento na analise. Na opcdo gréfica, os utilizadores
poderdo eleger como opgdo do programa 0 "adogamento” ou “ajustamento” dos resultados.
Este consiste em determinar os resultados finais com base (i) ou nas médias obtidas dos seus
valores nodais inter-elementares ou (ii) por processos de interpolacdo geral (como o método
dos minimos quadrados), antes de se realizar a apresentacdo grafica. Desta forma ndo havera
descontinuidades nos tracados graficos nas zonas inter-elementares. E uma préatica "pobre"
porque remove informacdo util ao analista. Como se vera, as tensdes sdo em geral
descontinuas entre os lados de elementos adjacentes como mostra a figura 11.12. Se na
realidade se verificarem grandes descontinuidades tal querera dizer que é necessario uma
malha mais refinada, mais perfeita. Ao optar-se pelo "ajustamento” perde-se esta informacao.
Apo6s o0 "ajustamento” as linhas de nivel tragadas a partir de médias de tensfes séo continuas
entre elementos, o que nos priva acerca da informacdo do erro. Como se viu, as

descontinuidades inter-elementares sdo uma medida qualitativa do refinamento da malha.

\ 50 %0

N N [
NVaN2ieP;

20
(a) (b) (c)

\

Figura 11.12 - Continuidade adequada (a) e ndo adequada (b). Depois de realizada a média (c)

sendo dificil afirmar se os resultados séo adequados ou ndo. [1]

Uma opcao corrente na maioria dos programas € calcular a média das tensdes nos nos.
Assim se n elementos convergirem num ng, determina-se 0 somatorio de n tensdes e divide-se
por n. Por vezes a média pode ser ponderada pelo volume do elemento ou pela proximidade
do n6 em relacdo ao centro do elemento ou outro factor.

Aparentemente existe boa continuidade de tensbes (ver figura 11.14-b)) quando as linhas
de nivel se suportam em valores médios. Na verdade, ndo realizando a média de tensdes as

descontinuidades sdo evidentes. A malha é inaceitavel.

UAlg - ISE - C.Civil 11-11



Elementos Finitos Interpretacéo de Resultados. Erros

B F
y
1.3
0.7
A 2.7 0.6
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1.5
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g 4 2 2.3
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Figura 11.14 - a) Malha grosseira b) Contorno de tensdes b) "ajustado™ e ¢) ndo "ajustado™.

Refinando a malha verifica-se que a descontinuidade parece ser aceitavel (ver figura 11.15-b))
mesmo tendo-se optado por uma malha propositadamente ndo simétrica.

B 29 26 F B F
il 2.9
2.6

0.6

0.7

1.0
1.4

1.8
33 22 3.3

2.9 2.6 2.9 2.6
2.6 2.9 26 2.9

Rmnminni
2.6 2.6

(a) (b)

Figura 11.15- Contorno de tensdes em malha fina. a) valores "ajustados” e b) ndo "ajustados”

Existe um método alternativo que quantifica as forcas nodais elemento a elemento, e que,
posteriormente, pela minimizacdo do erro pelo método dos minimos quadrados permite a
quantificacdo aproximada do campo de tensbes (ver paragrafo 11.8.4). Este método
alternativo é mais trabalhoso mas apresenta as seguintes vantagens:

(i) confere melhor precisdo para o caso de carga associado a deslocamentos impostos;

(ii) as tensbes sdo pelo menos tdo precisas quanto os deslocamentos obtidos (0 que ndo
acontece nos métodos tradicionais);

(iii) o método evita dificuldades associadas com a harmonizacdo do campo de deformacdes e
campo de temperaturas;

(iv) o método é relativamente insensivel a distor¢cdo dos elementos.
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H& casos em que ndo se devem determinar a média das tensbes como sejam (i) quando
elementos adjacentes tem espessura diferente ou materiais diferentes (ii) quando as tensbes

estdo escritas em termos de sistemas de coordenadas com orientagdes diferentes.

11.8.2 - Célculo de tensoes

Nos programas convencionais ap0s a determinacdo de deslocamentos nodais determinam-

se as tensdes, {c} = [E]*[B]{d} + {op}, elemento a elemento. Em geral [B] e fungdo das

coordenadas e por isso o utilizador (desde que o programa permita) pode decidir em que
pontos do elemento as tensdes sdo calculadas. As tensdes tendem a ser mais exactas no seio
do elemento, como por exemplo nos pontos de Gauss, do que na sua fronteira. (figura 2.5.4)

Para além disso ao longo da fronteira da estrutura com o exterior as tensfes tendem a ser
maiores, a qual também é a fronteira de varios elementos. Como é comum na pratica usar 2x2
pontos de Gauss para integrar a matriz de rigidez [K] em elementos planos de quatro e oito
nos, também se usam os mesmos pontos para a quantificacdo de deformacdes e de tensdes. As
tensbes nos nos e noutros pontos dos elementos sdo obtidas depois por extrapolagdo ou

interpolagéo dos valores dos pontos de Gauss.

11.8.3 - Invariante de Tensdes

Em mecénica dos sélidos certas tensfes sdo grandezas invariantes, ou seja, apresentam o
mesmo valor numerico independentemente da orientacdo do sistema de coordenadas. Trata-se

por exemplo da tensdo de von Mises (ou tenséo efectiva ou tensao equivalente):

O L Y

onde as tensdes o1, oy € o3 sdo tensdes principais e 61>62>c3. Como o, representa o estado

de tensdo total desenham-se as linhas de nivel correspondentes de modo a averiguar a sua
continuidade inter-elementar e assim aferir a qualidade dos resultados obtidos. Numa

estrutura simétrica com carregamento simetrico obtém-se sempre o, simétrico. No que
respeita as suas componentes por exemplo o1, ou 6, ndo ha que garantir simetria nem ser tdo

exigente quanto a continuidade inter-elementar.
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11.8.4 - Valores nodais a partir de valores constantes elementares

Apresenta-se um procedimento para a determinacdo de valores nodais com base no método

dos minimos quadrados (least square fit). O processo serve para 0 "adocamento™ de

diagramas de resultados, isto é, obter um diagrama de resultados continuo, aproximado ao
valor real mas de erro minimo. Esta desenvolvido para o caso em que a variavel de interesse é
constante no dominio (como por exemplo as tensbes em elementos CST). Se a variavel de
interesse for varidvel ha apenas que a representar por uma aproximacdo polinomial e aplicar o
procedimento no qual certos integrais ficardo mais complexos.

Considere um elemento triangular e em cujo dominio determinada funcdo tem valor

constante de valor f,. Pretende-se determinar os valores nodais f;, f, e f3 (desconhecidos)

através da minimizacdo do erro quadratico englobando todos os elementos da estrrutura. O

valor da funcéo f é dado por:
f={u3T = {vrvows} * {fi.fofs}T 1)
sendo y;j as fungdes de forma lineares.

O Erro quadratico em toda a estrutura é representado por

E=2(F-)2dA @

€ “e

0 qual se pretende minimizar. Expandindo (2) e substituindo (1) em (2) fica

1 1
E= z&{f}T[J{w}T{w}dA}f}—{f}T (fe v}’ dAJ + EfezA} (3)
e e e
Verificamos que o Ultimo termo € constante e definimos
A 2 11
we = e o= 22l 2 1 @
€ 11 2
f.A -
R =ty aa=Tele ©)
[ 3 1
pelo que se pode escrever:
E=Y E{f}T [We kf}—{f}T {Re }+ constante} (6)
e
Fazendo a assemblagem para toda a estrutura obtemos:
E= %{F}T [WHF}-{F}" {R}+ constante (7)

em que {F} € o vector de valores nodais global:
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{F}={FL1, F2, F3, ..., Fug n}T (8)

e [W] a matriz de "rigidez" global, que é bandeada e simétrica.

Para minimizar o erro definido em (7) € necessario derivar (7) em ordem a F; e igualar a zero,

de onde resulta:

[WI*{F}={R} (9)

que é um sistema de equacdes lineares de cuja resolugdo se obtém os valores nodais {F}.

11.8.5- Desenho de linhas de nivel em elementos triangulares de trés nés.

Exemplifica-se o célculo das linhas de nivel num elemento triangular conhecidos os
valores nodais da varidvel de interesse.

Considere a variavel f sobre o elemento triangular. Ela € interpolada linearmente usando
as fungdes de interpolacao lineares para tridngulos. Os valores que a fungéo f tem nos nés 1,2
e 3 sdo respectivamente fy, f, e f3. Imagine que f* € um valor tipico de uma curva de nivel. Se
f* estiver no intervalo f,-f3 entéo estara num dos intervalos f;-f, ou f;-f3. Suponhamos que
esta no intervalo fi-f3. Entdo f tem o valor f* ao longo da linha AB. As coordenadas do ponto
A séo obtidas de:

c=(F-f)/(fz-f) , xa=cxz+(1-c)X; , ya=cy3+(l-0)Yy;

As coordenadas de B séo obtidas substituindo os indices 2, 3 por 1, e 3 respectivamente.

Figura 11.16- Linha de nivel de valor f*.
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11.8.6 -Exemplos de aplicacdo

A figura apresenta a flecha no ponto C e a tenséo o, g da barra em consola discretizada por

diversos tipos de elementos e geometria de malhas. Realce-se o modo como estdo

discretizados os apoios e como se simula a aplicacao da carga.

Apoios e Acgdes

E=104% v=03
L=10 T A S csT. fm
Q4
CefP=20 &1 / _ _ _ __ _ o __ |
Q6 1r 10
Da teoria de vigas: )
s _ LST
ve= ey 8 PL 0000 +0.031
3EI 5 AG rlG
Mc
og=—=300 @ O ————— e 3
(a) (b)
Elemento de viga de 2 nds
One 2-node beam element : LST c
¢ B
0, = 300 ve=1.031 0= 254 ve=0.987
Q4 c LST c
B B g -
GO, = 200 ve=0.693 o,p = 250 ve=0.924
04 // / \ ¢ - ‘
B B
g =190 ve=0.502 oz =300 ve=1.028
CST C Q8 / .
B B
op=71 ve=0.264 0.0=278 vr=1.035

Figura 11.13 - Viga em consola. Resultados de modelos com varios tipos de elementos. [1]

11.9 - Extrapolacdo de Resultados

Por vezes os resultados de duas analises podem ser extrapolados de modo a se obter uma
solucdo melhorada. Este argumento obedece a convergéncia do tipo h. Assume-se desde ja
gue a convergéncia € monotonica e que a taxa de convergéncia € conhecida: por exemplo se
um certo erro se reduz quatro vezes quando a dimensdo dos elementos se reduz a metade,
entdo o erro é proporcional a h2. A figura 11.17-a) ilustra o caso geral de erro proporcional a
hd, a qual é representada por uma linha recta quando a abcissa é hd. A quantidade ¢ é a
varidvel de interesse, tal como deslocamentos ou tensées em certos pontos. Por uma simples

interpolacao linear de ¢ versus hd, obtemos:
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_ 91h§—dphf
ng—hg

oo

sendo o valor de ¢ esperado para uma malha com refinamento infinito, h = 0.

0 H
D
¢OO S \‘L/
oo T \ C
by Erro do
0 1 E
\\ F
> > h2
hd  hyd hd hp?  hy?
a) b)

Figura 11.17 - Extrapolacdo: a) com erro proporcional a hd; b) com erro ndo monotdnico.

Como mostra a figura 11.17-b) para uma convergéncia ndo monotdnica (curva ABCD) e
proporcional a h2, a extrapolacdo baseada nos valores de ¢ nos pontos C e D pode produzir
piores resultados. Entretanto a curva AF seria uma recta se a abcissa fosse h. Note-se que pelo
menos trés analises sdo necessarias para se determinar o coeficiente q e todas elas devem ser
baseadas em pelo menos refinamentos de malha moderados se se quiser obter g com
exactiddo. Se os sucessivos refinamentos de malha ndo forem uniformes ndo é claro onde
determinar hy, h, etc., sugerindo-se que talvez se deva determinar h; em pontos proximos do
ponto da variavel de interesse.

Por vezes analisamos duas malhas as quais estdo substancialmente concordantes, e se
conclui que a convergéncia é completa. A conclusao € plausivel mas pode ser incorrecta. Por

exemplo os pontos B e C na figura anterior apresentam 0 mesmo erro.

11.10 - Medidas de Erro

Pretende-se determinar o erro de discretizacdo de uma s6 malha. Para facilitar a exposicédo

aplica-se esta metodologia a barra mostrada na figura 11.18.

Imagine-se entdo o campo de tensdes calculado numa determinada malha. De elemento
para elemento as tensdes ndo sdo continuas nos pontos inter-elementares. Pretende-se obter
um campo de tensdes continuo e aproximado ao longo da estrutura, e por isso também entre

0s elementos, mas cujo erro seja minimo. O erro é aqui a diferenga entre o valor da fungéo
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aproximada (c™) e o valor da tensdo obtida (c) como resultado da anélise por elementos

finitos, em todo o dominio ponto a ponto.

q (upiforme)

——a-——e»——e»é——e»-lé;-——e—i——e»-—+>-——e>§-—e—-——a—-—e>¢~—e>-——e>-—e>1

} 5@L = 5L >|

Exacto R
tensdo

Dos valores elementar
nodais médios(o*)

Erro (op)

Figura 11.18- Barra modelada por elementos de 2 n6s. Tensdes associadas a carga axial

uniforme.

Identificam-se as seguintes tensoes:

o: campo de tensdo, descontinuo de elemento para elemento (resultado da anélise por E.F.)
o*: campo de tensdes medio, interpolado ou adogado

oE = o - o* : "erro™ do campo de tensdes (zona sombreada na figura 11.18).

A energia de deformacdo, por exemplo de uma barra, pode ser associada ao campo de

tensoes:
nlL 2 - nL *2 nlL 2
U=Y[2Adx, U'=Y[2_Adx, Ug=>[2E Adx
i—10 2E i—10 2E i=10 2E

onde A € a area da seccdo transversal, L o comprimento de cada elemento barra, e 0s
somatorios representam as contribuicGes em energia de deformacao de cada elemento.

Para elementos de tipo arbitrario as tensdes sdo vectores, a constante E € uma matriz de
coeficientes e os integrais estendem-se ao longo do volume do corpo. Por exemplo um dos
integrais passa a escrever-se:

n
U=3 [[o]' [Elokv
i=1v
A quantidade global n, erro relativo em energia, é usada para se realizar o teste de

convergéncia:
U 1/2
n:(—Ej onde 0 <m <1

Note que n é uma medida de erro global e ndo deve ser usada para medir 0 erro em zonas
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pontuais ou a elementos individualmente pois poderd conduzir conclusbes erradas. Por outro
lado nem n (global) nem Ug; podem ser usados como medidor de percentagem de erro em
zonas de concentracao de tensdes.

Para as figuras 11.14 e 11.15 obtemos valores de erro relativo em energia respectivamente
de 0.373 e 0.183, 0 que ainda é considerado ndo satisfatorio. Sugere-se como erro aceitavel o
de 0.05.

Ha programas que utilizam a convergéncia auto-adaptativa, procurando que Ug; seja
semelhante em todos os elementos i (modificando a dimensdo dos elementos e/ou

introduzindo mais nds), e estabelecem um limite de erro relativo em energia mjjmite COMO

critério paragem.

11.11 - Erros - Alguns erros de_modelacdo e formais

11.11.1 - Mau Condicionamento

Um conjunto de equacfes estd mal condicionada quando pequenas alteracbes nos
coeficientes matriz produzem grandes alteracdes no vector solucdo. Trata-se de um erro
numérico associado a deficiente modelacéo.

Considere o seguinte sistema de equac6es de equilibrio da estrutura apresentada na figura

11.19:
I S
ﬁ U1 7‘;) u2
=N

1 2 Z
k1 ko

U uz

.. A ..
Mal condicionado Bem condicionado

K1 >>ky Ko >> kg

> Uq » Uq

NN

a)
Figura 11.19- a) Apoio flexivel b) Apoio rigido
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Cada equagdo é representada por linhas rectas no sistema de coordenadas u;Ous. Estas linhas

sdo representadas por um traco nitido e uma banda envolvente sombreada que pretende
sugerir a pouca precisdo devido ao facto de cada nimero ser representado por um ndmero
finito de digitos (ou bits) na memoria do computador. A solucdo exacta é representada pela
interseccdo das duas linhas. Como se constata graficamente quando k,>>k, essa intersecgao

corresponde a uma regido grande enquanto para k,>>k; é muito mais pequena. A incerteza

da solucdo é grande no primeiro caso, dizendo-se que o sistema estd mal condicionado,
traduzindo-se em solugdes com falta de precisdo. Adicionando as duas equacdes do sistema
(a) obtemos:

[(ky + kp) - kq]*up, =P (b)
que sera exactamente igual a kou, = P se o computador usar um ndmero infinito de digitos

para representar k; e ko. Mas se k; = 1.000000 e k, = 4.123456x106 e o computador

arredondar na sexta casa decimal a subtrac¢do da equacgéo (b) sera 1.000004 - 1.000000 =
0.4x1076 | isto é, sobrando s6 um digito significativo. Se o computador arredondar na quinta
casa decimal teremos 1.00000 - 1.00000 = 0.00000 e portanto a matriz de rigidez sera

singular. Este problema néo surgira se ky>>k;.

Erros numericos deste tipo sdo mais provaveis quando elementos ou regides no seio da
estrutura tém muita diferenca de rigidez, quando a parte mais rigida € suportada por uma outra
muito flexivel. No caso de haver regibes muito rigidas é entdo preferivel adopta-las como
perfeitamente rigidas impondo aos seus graus de liberdade coacgdes (constrangimentos). O
maior perigo do mau condicionamento reside ndo no facto do sistema se tornar singular e por
isso ndo resolivel, mas sim, no facto inverso em que ndo se chega a singularidade da matriz
de rigidez, produzindo-se uma solu¢cdo muito pouco precisa, com erros Sérios mas nao

suficientemente grandes para que seja Obvio detectar que alguma coisa esta mal.

11.11.2 - Modelo linear inapropriado

E necessario relembrar que uma solucdo linear é baseada em equacbes de equilibrio
escritas em relacdo a estrutura com geometria indeformada. No caso da estrutura apresentada
na figura 11.20 a analise linear determinara a reaccao de apoio na mola embora apresente
deslocamentos muito grandes. Estes ndo sdo compativeis com uma analise linear pelo que os

resultados obtidos ndo correspondem a realidade fisica do problema.
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P_> _T_ —
_ Phib
1 A /} b<— % (ndo linear)

i

Figura 11.20 - 1 pag 134

11.11.3 - Escolha do NUmero de Pontos de Integracéo. Instabilidades

Um modelo de elementos finitos é usualmente inexacto por ser usualmente mais rigido que
a realidade, como ja se constatou em capitulos anteriores. A sobre-rigidificacdo é usualmente
agravada pelo uso de mais pontos de Gauss para integrar a matriz de rigidez, porque pontos
adicionais capturam termos de ordem superior em [K]. Estes termos resistem a certos modos
de deformacdo, o que ndo ocorre em termos de ordem inferior, e por conseguinte actuam
rigidificando o elemento. Consequentemente melhor exactiddo da integracdo de [K] produz
pior exactiddo na solucédo e elementos finitos para aléem de requerer mais célculo.

Por outro lado o uso de poucos pontos de Gauss produz uma situacdo pior, aqui ndo
tratada, conhecida por varios nomes: instabilidade, falso (spurious) modo singular,
mecanismo, modo cinematico, modo de energia-zero e modo de ampulheta (hourglass mode).
Ocorrem instabilidades se um ou mais modos aparecem com deformac@es nulas nos pontos de
Gauss, o que quer dizer que [K] ndo tem resisténcia para aqueles modos.

Na pratica para elementos quadrilateros de placa e de laje usam-se 2x2, 3x3 pontos de
Gauss ou oito pontos de integracdo para calcular as matrizes de rigidez. A determinacdo de

tensdes pode ser gerada com menos pontos, 2x2 pontos de Gauss.

11.11.4 - Equilibrio Global

Uma forma corrente de averiguar a qualidade dos resultados é verificar se as reaccdes de

apoio estdo em equilibrio com as cargas aplicadas, o que é sempre verdade quando as
estruturas sdo isostaticas. Contudo no caso de estruturas hiperestaticas reaccdes incorrectas
podem ainda garantir o equilibrio global, dando um falso sentido de seguranca, quando na
verdade a malha pode ndo ser ainda adequada. Portanto para estruturas hiperestaticas a
condicdo de equilibrio reaccdes-cargas é necessaria mas nao é suficiente.

Pode-se aferir o equilibrio interno num determinado no, e assim a qualidade dos resultados,
comparando os valores nodais (elementares) dos diversos elementos que partilham esse no.

Para tensdes um erro aceitavel é de 5% em relacdo a média.
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11.12 - Definicdo, classificacdo e descricdo dos erros

Qualquer que seja 0 método de andlise adoptado para estudo de um problema nos nao
analisamos o problema fisico em si, mas apenas o seu modelo matematico [1]. Por isso h& que
admitir a existéncia de diferengas ou erros entre aqueles modelos e no proprio método
matematico. As fontes de erro que contribuem para a falta de exactiddo da solucdo por
elementos finitos [1, 3] sdo os erros de discretizagdo, erros computacionais, erros de
aproximacao e erros de modelacdo. Podem finalmente existir outro tipos de erros, 0s erros
formais, onde se incluem "bugs" de programacdo, fornecimento de dados errados,
esquecimento de cargas, de apoios, etc..

O erro de discretizacdo (ou erro de aproximacdo do dominio) é inerente ao facto de
traduzirmos a realidade continua por elementos discretos, assim como as condi¢Ges de
fronteira, e as forcas distribuidas por forcas pontuais. Por exemplo num pilar de seccdo
variavel, discretizamo-lo como um conjunto de elementos de dimensGes transversais
diferentes mas em que cada elemento tem seccéo constante. O erro de discretizacdo surge na
medida em que quer o problema fisico quer o modelo matematico tém infinitos graus de
liberdade independentes (nomeadamente os deslocamentos de uma infinidade de pontos)
enquanto o modelo de elementos finitos tem apenas alguns graus de liberdade independentes
(os deslocamentos nodais). O modelo matematico é implementado em dominios bem
definidos, os elementos finitos, os quais se interligam de forma discreta formando um todo, o
modelo da estrutura em anélise.

Os erros computacionais ou numeéricos séo devidos a inexactiddo na determinacdo de [K] e
{F} quando se efectua a integracdo numérica (quadratura), a determinacdo da solucdo {d}
durante a resolucdo do sistema de equacbes e a erros de arredondamentos ou truncaturas
resultantes do facto de haver uma quantidade limitada de "bits" para representar um ndmero.
Estes erros sdao em geral muito pequenos mas certas praticas de modelacdo podem aumenta-
los consideravelmente.

Os erros de aproximacdo sdo devidos a adopcdo de uma funcdo de aproximacao
(polinomial ou outra) para representar campo de deslocamentos, a qual é tipicamente escrita

na forma:
~ — . ,©
U= Ugprox = 2 Vi Uj
|
Finalmente, os erros de modelacdo surgem da dificuldade em classificar e interpretar
adequadamente as estruturas reais e 0 seu comportamento. Por exemplo na teoria elementar

de vigas representamos uma viga por uma simples linha e ignoramos a sua deformacéo por

esforgo transverso. Sabemos que se trata de uma boa aproximagao para vigas esbeltas, mas ja
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ndo o € para vigas parede ou consolas curtas onde seria mais adequado a sua modelacdo por
elementos de placa no estado plano de tensdo. Casos hd em que ndo se tém tantas certezas
como sejam 0s nos de poérticos, reforgos em "gousset™, ligacdes, etc..

H& ainda que admitir que o "software" poderd apresentar erros, denominados
correntemente por "bugs”. Os programas comerciais sdo vastos, versateis, complexos e por
isso € natural que surjam erros de programacdo. Quando estes sdo fatais é imediata a sua
deteccdo. Quando o n&o sdo, passam despercebidos, fornecendo mesmo a resultados finais, o
que € perigoso. E por isso importante que o analista tenha em mente qual ordem de grandeza
ou tipo de resultados que vai obter, se possivel baseado em modelos mais simples. Um
utilizador responsavel deve compreender a natureza fisica do problema assim como o
comportamento dos elementos finitos que vai adoptar de modo a conceber um modelo que Ihe
dé resultados com qualidade. A responsabilidade dos resultados produzidos é do analista que
usa o software e ndo da empresa que o vendeu ou que o concebeu. Por este motivo, o analista
ao comprar programas profissionais deverd munir-se de manuais devidamente explicitos
quanto as caracteristicas do bem que adquire, como sejam, as hipdteses em que se
fundamentam as rotinas do programa, o dominio de aplicacdo e os métodos ou processos de
calculo usados.

Descrevem-se nas secc¢des seguintes tipos de erro mais comuns.

Erros mais comuns

Realca-se uma vez mais que o maior erro na modelacdo de estruturas reside no mau
conhecimento ou interpretacdo do fendmeno fisico presente, da falta de conhecimento das
limitacGes das analises e o ignorar as mensagens de erro produzidas pelos programas.

Quando houver duvidas quanto ao modelo de elementos finitos a adoptar o analista devera
obter resultados experimentais ou analiticos com outros modelos mesmo que mais simples.
Para certos problemas podem ser obtidas solucdes aproximadas de tabelas. Estes resultados
sdo depois comparados com os dos elementos finitos. Temos que saber justificar estes ultimos
quando comparados com os dos modelos experimentais e analiticos mais simples. Ha contudo
uma tendéncia, errada, que consiste actuar precisamente ao contrario, ou seja, tentando
justificar os modelos simples com base nos resultados de elementos finitos.

Expdem-se alguns tipos de erro, como a divisdo por zero, singularidade da matriz de
rigidez, etc.

A divisao por zero pode ocorrer quando:

(1) o coeficiente de Poisson for 0.5 em problemas planos de tensdo ou deformacao;

(i) a espessura de placa for nula;
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A singularidade da matriz de rigidez pode ser causada por um dos seguintes factos:
(i) se 0 modulo de elasticidade for nulo;
(ii) se um ou mais nds ndo estiverem ligados a nenhum elemento;
(iii) se ndo h& suportes ou havendo se eles permitirem deslocamentos ou rotagdes de corpo
rigido;
(iv) se um mecanismo é criado devido ao nimero exagerado de libertagcGes prescritas no
mesmo no;
(v) se um mecanismo € criado quando parte da estrutura estd inadequadamente restringida ou
ligado a outro tipo de elemento finito;
(vi) quando h& uma grande diferenca de rigidez entre elementos ou apoios;
(vii) no caso da analise ndo linear quando ligagdes ou suportes atingem rigidez nula.

Hé& ainda outros erros que conduzem a resultados plausiveis mas inexactos. Erros deste
tipo, muito perigosos, residem no seguinte:
(i) 0 uso de elementos do tipo errado, elementos de parede em vez de elementos solidos;
(ii) a existéncia de apoios errados quanto a localizacéo, tipo e orientacéo;
(iii) a existéncia de cargas erradas quanto a localizacdo, tipo e orientacdo, e ainda na
deficiente exploracdo de casos de simetria e anti-simetria;
(iv) na definicdo de grandezas com unidades incompativeis ou com erros na reducdo de
unidades (conversdao em maltiplos ou sub-multiplos)
(v) na definigéo repetida do mesmo um elemento, ou na falta de elementos (vazios);
(vi) na ligacdes sem significado fisico entre elementos de tipo diferente.
(vii) realizacdo de analises lineares em casos ndo admissiveis (ver exemplo no paragrafo
11.11.5)
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Lajes
12.1-Modelo Estrutural. Introducéo.

O comportamento estrutural de pecas laminares depende grandemente da sua espessura
quando comparada com as outras dimensdes do painel, e do tipo de ac¢des a que esta sujeito.
Podem distinguir-se 0s seguintes casos:

a) lajes finas com pequenas flechas

b) lajes finas com grandes flechas

c) lajes espessas

d) placas

As placas contém esforcos apenas no seu plano médio (normais e de corte no plano da
peca) enquanto as lajes estdo sujeitas principalmente a esforcos ndo existentes no seu plano
médio (momentos flectores e torgores e esforgos transversos).

Quanto ao modo de carregamento as placas séo solicitadas segundo o seu plano médio

enquanto nas lajes as solicitaces séo perpendiculares a esse plano.

a) Lajes finas com pequenas flechas

-h/a< 1/5 e w<h/5 (sendo: h- espessura, a- menor dimensao, w- flecha)

Neste tipo de lajes as flechas w de uma laje sdo pequenas quando comparadas com a sua
espessura h. A teoria de flexdo pura (isto €, sem esforco transverso) satisfaz 0 comportamento
da laje podendo assumir-se como vélidas as seguintes hipoteses classicas da teoria de lajes
finas:

1°) as fibras normais ao plano médio da peca mantém-se rectas, ortogonais a superficie
média e sdo inextensiveis;

2°) ndo ha deformacdo no plano médio da laje (plano neutro), sendo nulas as tensdes
normais nesse plano;

3°) as tensdes na direccao transversal a laje sdo desprezaveis (o, = oy, = oy, ~ 0).

As duas primeiras hipoteses sdo as do modelo de lajes de Kirchhoff.

A primeira hipotese permite desprezar o efeito do esforco transverso durante a flexao da laje
(se assim ndo fosse o plano da seccdo transversal ficaria ondulado). Esta simplificacdo é
usualmente valida excepto em zonas préximas de aberturas com médias dimensoes.

A segunda hipotese sé é satisfeita em lajes cujo plano médio deformado tenha a forma de uma
superficie de revolugdo, como seja uma forma cilindrica ou conica. No caso geral tal ndo
ocorre. Contudo, em lajes com pequenas flechas, a rigidez de flexdo é elevada e as
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deformacdes segundo o plano médio e as tensGes de membrana tornam-se desprezaveis. Neste
tipo de lajes as tensdes de membrana (normais) sdo inferiores a 5% das tensdes normais de
flex&o.

Outros autores usam o parametro de rigidez de laje, 6, para classificar o tipo de laje [R.
Barés]. Assim se o parametro de rigidez 6 for superior a 6* o painel de laje considera-se fino

de pequena flecha.

o3[z
Elh

Apoio a/b 0*
encastrado 1:1 55
1:1.5 33
deslizante horizontal 1:1 26
1:1.5 13
fixo 1:1 12
1:1.5 5

b) Lajes finas com grandes flechas
-w/h>1/5

Nestes casos a flexdo € acompanhada por deformacdo do seu plano médio de onde resultam
tensbes normais nao desprezaveis tendo o tipo de apoio tem muita influéncia no
comportamento da laje. Estes painéis por terem pouca resisténcia a flexdo, e estando fixos ou
encastrados no seu contorno comportam-se como membranas. Estas sdo elementos estruturais
com elevadas tensdes normais no plano médio. Estas tensdes tém papel rigidificador, isto é, se
forem de traccdo aumentam a rigidez de flexdo do painel , e se forem de compressdo reduzem
essa rigidez. Por outro lado compressdes elevadas podem conduzir o a painel a fendmenos de

encurvadura.

c) Lajes espessas
-h/a>1/5

E necessario recorrer a teoria de Mindlin, a qual considera a deformabilidade por esforco

transverso dos painéis de laje, para resolver este tipo de pavimento.

d) Placas

Séo carregadas no seu plano. Tratam-se de elementos no estado plano de tensao.
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12.2- Classificacdo das lajes [17]

¢ Lajes quanto ao comportamento estrutural

Laje Isotrépica (ou isotropa) - € constituida por material homogéneo com propriedades
mecanicas iguais em todas as direccOes (ex.: chapa de aco)
Laje Anisotropica (ou anisétropa) - A anisotropia pode ter varias origens:

(1) no material: as propriedades mecanicas variam com a direcgéo (ex.: betdo armado)

(i) na forma : laje com geometria varidvel consoante a direcgdo (ex.: lajes nervuradas)

(iii) na ortotropia: as propriedades mecanicas e/ou geométricas sdo diferentes em direc¢cdes
perpendiculares. (ex.: lajes com nervuras ortogonais, laje de betdo armado com armaduras nas

duas direcgdes, etc.)

e Lajes quanto a geometria e constituicdo:

- lajes macigas

- lajes aligeiradas - estas podem ser de vigotas, com cofragem perdida ou néo.

e Lajes quanto a forma de apoio:

- lajes vigadas - se 0s painéis se apoiam em vigas

- lajes fungiformes - se 0 apoio € conferido directamente por pilares

e Lajes quanto a forma como se armam:

- laje armada numa so direc¢do (uma direcgéo principal)

- laje armada em duas direcc@es (duas direccdes principais)
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12.3- Flexdo de Lajes Finas

Hipoteses:

1°- material homogéneo, isotrépico, comportamento elastico linear;

2°- espessura constante e pequena comparada com o0 Vao;

3°- sdo validas as hipdteses de Kirschhoff

4°- as tensdes na direcgdo transversal a laje séo desprezaveis (6, = 6y, = oy, ~ 0).

5°- as flechas s@o pequenas comparadas com a espessura da laje (w<h/5) e as inclinagfes séo
pequenas comparadas com a unidade (ow/ox <<1,0w/dy <<1);

6°- 0 peso proprio e as cargas exteriores actuam no plano médio;

7°- 0s apoios ndo permitem o levantamento dos bordos.

m

Figura 12.1- deslocamentos de um ponto a cota z

12.3.1- Campo de Deslocamentos

O campo de deslocamentos (u,v,w) num ponto de coordenadas (x,y,z), por exemplo o

ponto D da figura 12.1, é:

u(x,y,z):—z*ex(x,y):—z*M (12.1)
oX

v(x,y,z)=—z*ey(x,y):—z*M (12.2)
oy

w(X,Y,z) =w(X,Y) (12.3)
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12.3.2- Campo de Deformacdes. Relacdo entre Deformacdes e Deslocamentos

Um folheto paralelo ao plano medio e a cota z, fica sujeito a um estado plano de tenséo
quando a laje flecte. Para o estado plano de tenséo, as deformacgdes (extensdes e distorgdes)
relacionam-se com o campo de deslocamentos pelas definicbes (1.22) do capitulo 1.
Atendendo (12.1) e (12.2) aquelas as relagdes de compatibilidade entre deslocamentos e

deformacdes valem:

_au(xy.2) __,0Pw(x,y)

12.4
X OX aXZ ( )
2

ey = N(X,Y,2) _ 40 W(>2<,y) (12.5)

%y oy

2
Yy =265y = ou(x,y,z) N NV, Y,2) _ _22*8 w(X,y) (12.6)
oy OX Oxoy
e sdo agrupadas no vector de deformacgdes independentes a cota z,

{e} = {ex. ey, vxy} T (12.6(a))

Definindo-se como curvaturas de flexao , yy e xy, e de torgao , y,y, de uma laje como:

__Pw(xy) _ oPw(x,y) _*w(x.y)

podemos afirmar que o estado de deformacao num ponto (x,y,z) do folheto paralelo ao plano

(12.7) ,(12.8) e (12.9)

médio da laje a cota z, é proporcional a curvatura da laje nesse ponto, ou seja,
{e}=z"{x} (12.6(b))

_*w(x.y)
ox2

sendo: =1 xy =

_*w(x,y)
8y2

(12.6(c))

2%y
a4 B 2*82W(x,y)

oxoy

O vector {y} designa-se por vector de curvaturas de uma laje, o qual é constituido pelas

curvaturas de flexdo yx e xy, € pela dupla curvatura de torgdo (2yxy) que representa

fisicamente a curvatura da laje num estado de "torcdo™" pura. Este estado corresponde a
estados de corte puro em cada folheto da laje e é o resultado da aplicacdo conjunta de dois

pares de momentos auto equilibrados, 0 par myy e o par myx. Cada um deles induz na laje as
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curvaturas de yxy € xyx (que sao iguais porque myy = Myyx), € POr isso a curvatura total em

torgdo pura € dupla.

A 1% hip6tese de Kirschhoff determina que "as fibras perpendiculares ao plano neutro da laje
séo rectas”. Consequentemente todos os pontos da fibra naquela perpendicular tém as mesmas
curvaturas. O estado de deformacdo de uma laje pode ser definido pelo vector de curvaturas
{x} em vez do deformacBes {€} e com vantagens na medida em que o0 primeiro é
independente da cota z. Assim, define-se frequentemente como campo de deformacdes da laje
0 campo de curvaturas.

Estudemos agora sinal das relagdes (12.7) a (12.9). Em matematica define-se curvatura
como a segunda derivada de uma funcdo e é positiva quando a convexidade é para baixo.
Aqui, como o eixo z (perpendicular ao plano das variaveis independentes X e y) esté orientado

de cima para baixo, a convexidade é positiva quando estiver para cima.

(a) (b)

Figura 12.2- Curvaturas de flexao (a) e de torgéo (b)
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A figura 12.2 pretende ilustrar estes conceitos. A deformacdo w(x,y) do plano médio da
laje em flexdo pura cilindrica em torno de y, da figura 12.2a), quando sujeita a momentos
positivos my, apresenta uma curvatura y, € negativa porque a convexidade é para baixo. De
facto, a tangente a (curva) deformada w(x,y), isto € a inclinagdo dw(x,y)/dx, reduz-se a
medida que ocorrem incrementos dx, (inclinagcdo positiva mede-se do eixo x para o0 z). Por
w(x,y)) . o*w(x,y)
OX j@ ox?

que é a segunda derivada da funcdo deslocamento vertical w(x,y), € decrescente e 0 por isso

outras palavras, a taxa de variacdo da inclinacdo da deformada ai(
X

negativa. Conclusdes idénticas se podem obter para as curvaturas yy € yxy (Para esta Gltima

consulte-se a figura 12.2.b).

12.3.3- Campo de Tensdes. Relacdo entre Tenses Deslocamentos (ou Curvaturas)

As tensdes no folheto a cota z sdo dadas por:

Oy . 1 v O Ex
c = v 1 0 [|*qe (1.38-rep)
Ty (1—v2) 0 0 1-v Y
Xy cotaz 2 yxy cotaz
que desenvolvida é:
B 2 2
oy (X,Y,2) = Ez*z* 0 W(’;’y)w*a W()Z"y) (12.10)
1-v OX oy
-E azw(x y) azw(x y)
cy(x,y,z)z 2*2* 2’ +v* 2’ (12.11)
1-v oy X
Ty (X,,2) = EQ \;)*z* 270" W(x,y) (12.12)
2%{1-v?) oxay
ou em termos das curvaturas:
E * 2% *
ox(X,¥.2) =52 (x +veay) (12.13)
-V
(.2) =% 2%y + v ) (12.14)
Gy Y, 1 2 Xy‘l‘V AX :
-V
EQA-V) 4 .(rx
Ty (Y.2)= S5 (2% ) (12.15)
-V
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y dx=1
A vl
V
My /I
4. -> X S Myy

Figura 12.3- Distribuicdo de tensdes normais e tangenciais

12.3.4- Momentos. Relacdo entre Momentos e Deslocamentos (ou Curvaturas)

Atendendo a definicdo dos momentos numa seccdo, ou seja, a resultante da distribuicao
das tensdes (normais ou tangenciais) multiplicadas pela coordenada de posicdo em relagéo ao

eixo de flexdo, o obtemos 0s momentos:

h/2 2 2
mX = .[ GX(leyz)*Z dZ:_D a W()Z(,y)+v*a W()Z(’y) (12.16)
—-h/2 OX oy
hi2 O°W(X,y) . 0°W(X,y)
my= [ oy(Xy,2)*zdz=-D 5 +v* 5 (12.17)
~h/2 oy OX
h/2 . * A2
My = | th(X,y,Z)*ZdZ:—D(l V)| 2%07W(X.Y) (12.18)
—h/2 2 axay
ou matricialmente:
—0%w(x,y)
2
m 1 v 0 OX
X —azw(x Y)
My ¢= Dlv 1 0 [* —2 (12.18a))
1-v oy
Myy 0 0 — 5
2 —2*0°W(X,Y)
oxoy
ou
My 1 v O Ax
My = Dlv 1 0 |* Ay (12.18b))
1-v *
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sendo o parametro D a rigidez de flexdo da laje (por metro de largura):

Exh3

D=
12*(1-v?)

12.3.5- Equacdes de Equilibrio

¥ dx
! Vydx * f (mvyxdx) L

mydx

i
h
— =X
- :
sm s 7
/
/ -~ ®—— (mxy+dmxy)dy

/ (Vx+dVx)dy

/ (m +dmy dx

{mx+dmx)dy

Vy-IZdVy)dx q = accdo uniforme em dx*dy

(myx+dmyx)dx

Figural2.4- Elemento de laje em equilibrio estatico

(12.19)

O equilibrio de um elemento infinitesimal de laje, mostrado na figura 12.4, sujeito a uma

carga uniforme q é:

m
ZmX:O:ag(X+ Y vy, =0
om,, om
ym,=0=>—+—Y _v, =0
y y  ox Y
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Resolvendo (12.20) e (12.21) em ordem a vy e vy e substituindo em (12.22) obtemos a

seguinte equacao diferencial de equilibrio de lajes isdtropas (em termos de esfor¢os):

2 2
07My +2*a

+
x> Xy oy?

m azm
Xy Y - g (12.23)

Substituindo as equacgdes (12.16), (12.17) e (12.18) na equacdo de equilibrio (12.23) obtemos

a Equacdo Diferencial de Lagrange para Lajes:

*wixy) ,.otwxy) o*wxy) _ g (12.24.3))

vAw(x, ) :% (12.24.b))

A teoria de lajes resume-se ao calculo desta equacédo diferencial satisfazendo as condicOes de
fronteira adequadas. Em casos de lajes com condigdes de fronteira simples é possivel a sua
resolucdo analitica. Noutros mais complicados recorre-se a analise de Fourier, aos métodos
das diferencas finitas, ao método dos elementos finitos, ou outros.

Conhecida a solucdo da equacao diferencial, ou seja 0 campo de deslocamentos w(X,y), é
possivel calcular os momentos flectores e torcores a partir das expressoes (12.16) a (12.18).
Os esforcos transversos (no interior de um elemento de laje) obtém-se do desenvolvimento

das expressoes de equilibrio interno (12.20) e (12.21) em ordem a vy e vy, e substituindo m,,

my e myy pelas definicdes (12.16) a (12.18). Obtém-se:

o [ 62w(x,y) N v*0%W(X,Y)

vy =-D— 12.25
X OX 8)(2 6y2 ( )
2 * A2
vy =-p 2| WOLY) | ¥IOTWIX.Y) (12.26)
oy oy ox
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12.3.6- Condicdes de Fronteira

As condigdes de fronteira a seguir discutidas referem-se a lajes rectangulares.

12.3.6.1- Apoio simplesmente apoiado

Se o lado x=a for simplesmente apoiado a flecha e flexdo ao longo do bordo néo nulas, ou
seja:
- condicdo de fronteira cinematica:
(W)x=a =0 (a)
- condicdo de fronteira estatica:

2 2
(My)x=a =—D(a g<§y>+v*a Va";;(’y)]w (b)
X

. ) . 02w
Sobre o0 apoio, a curvatura é nula, ou seja, para x=a e quando se percorre y, — = 0.
oy
- . ] . 02w
Consequentemente a condicdo de fronteira (b) é equivalente a: — =0 (c)
OX
X=a

Em resumo as condicdes de fronteira de um apoio simples séo:

2
(W)y_g =0 {Z—‘;VJ -0 (12.27.3) e b))
X" Jx=a

12.3.6.2- Apoio encastrado

Se o lado x=a for encastrado quer a flecha do plano médio quer a sua inclinacdo sdo nulas,

ou seja:

(W)x=a =0 (%)X_a =0 (12.28.3) e b))

12.3.6.3- Bordo Livre

Se o bordo x=a for livre entdo os momentos flectores, momentos torcores e esforco

transverso sao nulos, ou seja:
(My)x=a =0 , (mxy)xza =0 e (Vx)x=a =0 (abec)

designadas por condi¢Oes de fronteira de Poisson [15].
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Foi mostrado por Kirchoff que as condi¢Bes (b) e (c) eram equivalentes a uma so. Tal

demonstracdo é a seguir apresentada.

(b)
Distribuicdo de
tensdes Ty,
respons@veis
por M,
(a)
Ad)

Figura 12.5 - Equivaléncia estatica entre o momento torcor, m,y, e o esforco transverso, V¥
(adaptado de [23])

Ao longo do lado x=a e para um elemento de comprimento dy, 0 momento torgor € Myydy
0 qual pode ser substituido por duas forcas de magnitude myy a distancia dy uma da outra.

Para o elemento imediatamente proximo de dimensdo dy, o momento tor¢cor tem a magnitude

amxy

om
(Myy + dy)dy o qual pode ser substituido pelas forcas de valor(my, + ayxy dy)

aplicadas a distancia dy, mostradas na figura 12.5. Entre elementos adjacentes, no ponto H,

resulta uma forca vertical de cima para baixo de valor dmxy/dy. O momento positivo Myy, é
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estaticamente equivalente a um esforgo transverso vertical, v*, , actuando de cima para baixo,

e adjacente as linhas de separacdo entre elementos, distanciadas entre si dy :
x Om
V x = R .

oy

Este esforco, v*,, deve ser somado ao esforgo transverso resultante do equilibrio interno de

(12.29)

um elemento de laje, obtendo-se o0 que se designa por esforco transverso efectivo (reacgoes) ,

ry a0 longo do bordo x=a.

Os esforgos transversos efectivos ao longo dos bordos x=a e y=b sdo:

om om 3 3
r, :(52“_XX+WXY +( ayxy -D Mﬂz—v)w (12.30)
x_a wea OX 0y oX
ry :[arn_y+arn—xy +(amxy =-D M+(2_V)M (]_23]_)
oy o )y Lo ) oy> ox2oy

As condigdes de fronteira para o bordo livre x=a séo:

PWY) WO | (12.32.8))
ox3 ay’ox ) .
e
azw(x,y) 82W(X,y)
(MYy=2=0 < >tV * > =0 (12.32.b))
OX oy

12.3.6.4- Apoio Elastico Vertical

As condicdes de fronteira de um bordo elasticamente apoiado verticalmente e ao longo de x=a

Sao:
_ D(wxy), ., W(xY)
(W), _, = K_s[ax—3+(2 V) oy2on Jxa (12.33.3))
2 2
(My)x=a :[a w(>2<,y)+v*a W(’Z(’V)J -0 (12.33.0))
OX oy —a

sendo K a rigidez de translagdo vertical da mola.
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No caso particular da laje ser suportada por uma viga, de inércia de flexdo Iy, a condigdo

(12.33.9)) fica:

(12.34)

3 3 3
{o2s] o o Suten
X=a

12.3.6.5- Apoio Elastico de Rotacdo

X=a

As condicdes de fronteira de um bordo elasticamente apoiado a rotacdo e ao longo de x=a sdo,

(W)X_—a—o (12353.))
(_j
OX

12.4- Leitura adicional

(12.35.a))

2 2
:+R a W()z('y)+\/*a W()z(fy)
Kel  ox oy

X=a x=a

(1) Acerca de:

-"O caracter tensorial das curvaturas"

-"Sobre a rigidez de torcdo em lajes qguando comparada com a das vigas™

-"O caracter tensorial dos momentos"

-"Comparacdo de comportamento estrutural de viga e laje"

a ver em [19]:
Leitdo, Vitor M.A.; Castro, Luis M.S.S.; Freitas, Jodo A. de; Pereira,
Orlando J.B.A.; "Apontamentos sobre andlise elastica linear de lajes™,
Analise de Estruturas I, Seccao de Folhas da AEIST, IST DECivil.

(i) Acerca de:

- Lajes Ortotropas (capitulo 7.3)

a ver em [23]:
Martins, Jodo A.C.; ""Teoria Elastica Linear de Placas e Lajes", IST, 1995
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Lajes
12.4- Leitura adicional

Solucdes Analiticas para alguns tipos de lajes
[15]-Timoshenko, S.P.; Woinowsky-Kriegar, S. "Theory of Plates and Shells”, McGraw-hill
Book Company, London, 1981.

A)_Laje Rectangular Simplesmente Apoiada e Carga Sinusoidal

Hipoteses:
- forma: laje rectangular de dimenséo a segundo x e b segundo y
- condigdes de apoio: simplesmente apoiada

- carga: sinusoidal do tipo g com amplitude qo.

3]

Equacao de equilibrio de Lagrange:

owixy) , 5u0twixy)  otwixy) _ag s,n( js'“(ny) )
ox* ox2oy? ay* D"\ a b

Condigdes e fronteira:
- bordo paralelo a xx : w=0 e w,xx=0 para x=0 e x=a
- bordo paralelo a yy : w=0 e w,yy=0 para y=0e y=b

Todas as condigdes de fronteira sdo satisfeitas se adoptarmos como solugéo:

w(Xx,y) = Csm( jsm( yj
a b

2
que colocado em (a) permite calcular C: n"{% + izj «c=%0
b D
logo, a solucéo é:
w(X,y) = % 5 sin(n—x}sin(n—yj (b)
4 ( 1 1 a b
n Dl &5+~
a’ b2

B)_Laje Rectangular Simplesmente Apoiada e Carga Qualguer - Solucdo de Navier

Qualquer tipo de carga dada por g = f(x,y) se desenvolve em série de Fourier:

f(x,y) = Zzamn Sln( jsm(ngyj

m=In=1

e € possivel demonstrar que:
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Amn = ”f(x y)sm( jsm(ngyjdxdy (©

A cada caso particular de m e n corresponde uma solucdo semelhante a expressao (b) que é a

seguinte:

w(X,y,m,n) = 4mn 5 sin[mnxjsin(nnyj (d)
2 .2 a b
4 m n

Logo a flecha total é a produzida pelo somatorio de cargas elementares amn OU Seja:

el I
m=In=1{ m“ n

7_1’_7
a2 b2

C)_Laje Rectangular Simplesmente Apoiada e Carga Uniforme - Solucéo de Navier

Neste caso particular da solucdo de Navier a carga superficial de valor constante, go, pode

1649

nzmn

escrever-se: f(x,y) = q0. Resolvendo o integral (c) obtém-se: a, =

commen

impares, e por isso a solucéo fica:

T

m2 n22
35w135w1n*n* 5+

ab2

D)_Laje Rectangular Simplesmente Apoiada e Carga Pontual - Solucdo de Navier

X

|
a I

v y
Desde que seja possivel o calculo do integral (c) a analise de Fourier permite desenvolver a

solucdo de Navier para o caso presente. Uma carga pontual P pode ser reduzida a uma carga

distribuida de valor (P /(uv)) sendo u e v as dimens@es da zona por onde a carga se reparte.
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Designando por (&,m) as coordenadas do ponto de aplicagdo da carga o integral (c) fica:

g+ n+f

2
Amn = I j sm(mnxjsm(nny]dxdy_ 16P sin(mné)sin(nm)sin(mnu}in(nm’j
abuv a b TEZmI"IUV a b a b
S5
quando u—0 e v— 0, vem:
B mmné nmm
amn _absm( " jsm( » j
e a solucdo fica:
o)
a . TC . T
w(X,y) = sin sin
t¥)= 4bDZZ m2 02\ [a)(b) ©
7+7
a2 b2

E)_Laje Triangular Equilatera Simplesmente Apoiada e Carga Uniforme

al3 | 2a/ 3
'y

C.G.

v

Qll\)
wl| @

L7

v

y

Solucéo para carga uniforme:

4 4
w(X,Y) =62%|:X3 —3y2x—a(x2 +y2)+533}*(§a2 _x2 _yzj

F)_Laje Rectanqular Simplesmente Apoiada e Carga Uniforme - Solugdo de Levy
[19]-Leitdo, Vitor M.A.; Castro, Luis M.S.S.; Freitas, Jodo A.Teixeira de; Pereira, Orlando
J.B.A.; "Apontamentos Sobre Analise Elastica Linear de Lajes (Anaslise de Estruturas 1)",
AEIST, 1998.(*)
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Esta solucdo admite que dois bordos opostos séo simplesmente apoiados, pelo que a solugdo
se torna mais simples com uma expansdo em série simples em vez de série dupla da solucao
de Navier.

Admitindo dois bordos simplesmente apoiados segundo y a solugéo é:

> _((mmx
w(X,y) = nzlYm sm(Tj

onde Ym depende s6 de y, Ym = f(y).
A solucdo de Lévy é:

(e 0]
W(X,y)=i(x4—2ax3+a3x)+£4z Amcoshw+8mwsinhM *sin@
24D D g a a a a
com
2(ouy tanhoy +2) 2 ) mnb
Am==— 5 Bmn =53 ’ m =
n°m> cosho n°m® cosho, a

com m inteiro impar, e xe[0,a], ye[-b/2; b/2].

G) Conclusdo Geral

Mesmo para casos simples as solu¢des analiticas sdo de dificil utilizacdo, pese embora, a sua
rapida convergéncia, bastando por vezes um ou dois termos para se obterem resultados de boa

qualidade.

(i) Acerca de:

-"O caracter tensorial das curvaturas"

-"Sobre a rigidez de torcdo em lajes quando comparada com a das vigas"

-"O caracter tensorial dos momentos"

-"Comparacdo de comportamento estrutural de viga e laje"

a ver em [19]:
Leitdo, Vitor M.A.; Castro, Luis M.S.S.; Freitas, Jodo A. de; Pereira,
Orlando J.B.A.; "Apontamentos sobre andlise elastica linear de lajes™,
Analise de Estruturas I, Seccdo de Folhas da AEIST, IST DECivil.

(i) Acerca de:

- Lajes Ortotropas (capitulo 7.3)

a verem [23]:
Martins, Jodo A.C.; ""Teoria Elastica Linear de Placas e Lajes", IST, 1995
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12.4.1-Influéncia do Modulo de Poisson em Lajes.

[“Tablas para el calculo de placas y vigas pared”; Richard Barés; Ed. Gustavo Gili, S.A.]

Se a determinacdo de flechas e esforcos em lajes ndo for por intermédio de um software
adequado, é sempre possivel recorrer a tabelas de célculo, que apresentam aquela informagéo
para tipos de carregamento mais comuns, em funcéo da relacéo entre véaos e do coeficiente de
Poisson.

Para betdo armado o coeficiente de Poisson vale 0.15 enquanto para chapas em aco 0.25 a
0.30.

. hj_z Ux(x,y,z)*deZ—D(M—kv*%J (12.16)

" -h/2 axz
h/2 2 2
m, = J. o,(X,y,2)*zdz=-D Mﬂ/*w (12.17)
—h/2 ay 8X
ne . D—v)( 2*d%w(X, y)
m,, = J. T, (XY, 2)*zdz=- (12.18)
o 2 OXoy
4 4 4
OWY) | 5w O WX Y)  TWOY) _ G (12.24.2))
OX ox“oy oy D
E*h®
=m (12.19)

Estudando as expressfes 12.16, 12.17, 12.18, 12.24a) e 12.19 podemos deduzir o seguinte:
- quando a rigidez D aumenta, diminuem as flechas e aumentam os momentos.
- se para uma laje cujo material tem, por exemplo, v=0.15, se se utilizar uma tabela construida
para um v=0 verifica-se que:

(i) obtém-se uma flechas maiores que a real em 2%, e que é desprezavel,;

(ii) os momentos flectores sdo obtidos com um erro por defeito de 15%, e por isso contra a
seguranca, 0 que é importante no centro e bordos onde estas grandezas sdo condicionantes.

Ao adoptar uma tabela com coeficiente de Poisson superior ao real acontecera o inverso.

O problema que agora se pde é o seguinte: se forem conhecidos os esforcos Mx.1 e Mx.2
associados respectivamente a duas tabelas de coeficiente de Poisou vl e v2, qual sera o

esforco Mx.3 correspondente para o coeficiente de Poisson real de valor v3 ?.
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Conhecendo:

Mx.1= -D( W,xx + v1*W,yy),

Mx.2=-D( W,yy + v2*W,xx)
Pretendemos:

Mx.3= -D( W,xx + v3*W,yy)
Combinando as trés equacdes, e repetindo o raciocinio também para My.3, obtemos,
respectivamente:

Mx 3 (v2-v3)Mx.1- (v1-v3)Mx.2
(v2-11)

My.3 = (v2-v3)My.1- (v1-v3)My.2
(v2-11)

No que respeita a reac¢des de apoio (esforco transverso efectivo) obtém-se:

Rx.3 = (v2-v3)Rx.1-(v1-v3)Rx.2 Ry3= (v2—-v3)My.1- (v1-v3)My.2
(v2—vl) (v2-v1)

Conhecendo a flecha w1l de uma laje de coef. de Poisson v/, as flechas, momentos
torcores e reaccOes de canto da laje com v2 serdo:

C1-v2%

W2 = 5
1-v1

_ 1-v2
wl Mxy.2 = L Vi * Mxy.1 RO.2 =

*R0.1

1-v1

Os esforc¢os transversos (internos) ndo dependem da variagédo do coeficiente de Poisson.
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12.5 - Elemento Finito de Laje

PASSO 1: Escolha do sistema de coordenadas. Identificacdo dos graus de liberdade e

vectores de deslocamento e forgas nodais.

(3)

4.______________.__ ————
N
D
<
'»w\

Fintira 126 - Flemento finito de laie de auatro nos

Vectores de deslocamento e de forcas nodais elementares.

W1 F1
6xl Ilel
0 My,
W2 Fz2
B1}]  |Ox2 F}  [Mxe
{Se}: ®2)| _ |02 {Fe}: il _ [My2 (12.36 € 12.37)
B3} |ws R}l | s
84} |Ox3 Fa}]  |[Myx3
0 My
Wy Fz4 OxisMxi
E'x4 Mx4
Oys Myq

Figura 12.7
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PASSO 2: Geragédo do Elemento Finito
PASSO 2.1: Defini¢do do campo de deslocamentos. Exprimir os deslocamentos no interior do
elemento {5(x,y)}em funcéo dos deslocamentos nodais elementares {5€}.
O campo de deslocamentos {3(x,y)} em cada ponto no interior do elemento é caracterizado

pelo deslocamento vertical w(x,y) e pelas rotacoes 6,(x,y) e 8y(x,y):
w(X,y)

B0, Y) =105 (x,Y) (12.38)
Oy (X,y)

Estes deslocamentos consideram-se positivos quando lidos segundo o referencial global
indicado na figura 12.7. Como a laje tem 12 graus de liberdade o campo de deslocamentos
verticais sera aproximado a um polinémio de doze parcelas:
W(X,Y) = aq + ap X+ agy + ag X2+ ag Xy + og Y2 + oy X3 + ag X2y + g Xy? + g Y3 +

+ o1 X3y + oo Xy3 (1239)

As rotacdes num ponto de coordenadas (X,y) sao:

0y (x,y) = +dw(x,y) / dy =... (12.40.a))
=03+ o5 X + 20 Y + og X2 + 209 XY + 3aigg Y2 + agq X3+ 301 Xy? (12.40.b))
By(xy) = -dw(x,y) / dx =... (12.41.a))

= -(ap + 204 X + a5 Y + 3017 X2 + 20,8 XY + 0lg Y2 + 3ay1 X2y + 0o Y3) (12.41.b))
O sinal negativo do grau de liberdade &, indica que se num ponto de coordenadas (X,y) se

impuser um deslocamento dw a distancia dx do eixo y-y, a rotacdo dw/dx em torno do eixo y-y
sera contraria ao grau de liberdade estipulado na figura (12.7) [24].
Os deslocamentos no interior do elemento {6(x,y)} sdo agora expressos em funcdo dos

deslocamentos nodais elementares {6}, ou seja:

{3x.y)}= [Y(xy)] *{5} (12.42)
O campo de deslocamentos € definido pelas expressdes (12.39), (12.40) e (12.41) pode ser

apresentado da seguinte forma:
{3(x.y)} = [F(x.y)I*{a} (12.43.2))

a1
wixy) ] (1 x y x2 xy y2 X Xy w2y Cy xR e,
0,(x,y);,=|0 0 1 O X 2y 0 X2 2Xy 3y2 x3 3xy2 *

By (X, y) 0 -1 0 -2x -y O ~3x? —2xy —y2 0 —3x2y —y3

Q12
(12.43.h))
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Concretizando [F(x,y)] para valores das coordenadas dos nos do elemento obtemos a matriz
[Al:

1 00 0 O O O 0 0 o0 0 0
001 0 0 0 O 0 0 o 0 0
0-10 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 a 0 a2 o o a° 0 0 0 0 0
o 01 0 a 0 0 a o o ad 0
AR 0 -1 0 -2a 0 0 -3° O 0 0 0 0 (1242
1 a b a®? ab b2 ad ah ab? bl a3b ab®
0 01 0 a 2b 0 a? 2ab 3b% a® 3ab?
0 -1 0 -2a -b 0 -3a° -2ab -b®> 0 -3a% -b°
1 0 b 0 0 b2 0 0 0o bl 0 0
001 0 0 2b O 0 0 32 0 0
0 -10 0 -b 0 0 0 -b> 0o 0 -bd
que relaciona {6¢} com {a.}, ou seja:
{68} = [A] * {o} (12.45)
A relacdo inversa é:
{a}= [A] 1* {5} (12.46)

Substituindo (12.46) em (12.43) obtemos a relacdo (12.42) e a definicdo da matriz de fungdes
de forma [yw(X,y)]:

L)1 = [Fxy)] * [A] -2 (12.47)
(3x12) (3x12) (12x12)

PASSO 2.2: Rela¢bes Cinematicas.Exprimir as deformacbes em funcdo dos deslocamentos
em cada ponto e posteriormente em funcdo dos deslocamentos nodais.
Como ja foi referido em 12.3.2 o campo de deformacdes de uma laje, quando representada

apenas pelo seu plano medio, sdo as curvaturas de flexéo y, Xy € de torgao yyy:

_azw(x,y)
ox? - (2004 + 607 X+ 2018 Y + 6011 XY)
Ax azw(x ) 4 7 gy 11 XYy
euy)i=q xy = ———5 =) (206 + 209 X+6019 y+6015 Xy) (12.48.3))
2Xxy Zay -2(0(5 +20(.8X+2(19y+3(111X2 +30L]_2y2)
_28 w(X,Y)
8xy2
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Yx 000[-2 0 O0|-6x -2y 0 | 0 =—6xy O
e y)f=4 xy =40 0 0| 0 0 -2| 0 0 —-2x|-6y 0 —6xy:*

2%y| (00 0[]0 -2 0| 0 -4x —4y| 0 -6x* -6y?
(12.48.b))
fex v} =[L]* {o} (12.48.0))

Substituindo (12.46) em (12.48.c)) obtemos:

(e(x, )} = [B]* B¢ (12.49)
com: [B] = [L] * [A]L (12.50)

PASSO 2.3: Relacdes Constitutivas. Relacionam-se as tensdes internas {o(X,y)} com as
deformacdes internas {e(x,y)}e posteriormente com os deslocamentos nodais, {5¢}.
No caso deste problema de flexao de lajes, por ser mais pratico, substituimos as tensdes ao

longo da espessura da laje pelas suas resultantes, isto € pelos esforcos my, my e my,. Como ja
foi referido as deformacdes ao nivel do plano medio da laje sdo equivalentes as curvaturas de

flexdo e torcao desse plano.

Estas relacdes sao dadas pelas expressdes (12.16) a (12.18), e que para uma laje ortotropica

valem:
mX 1 A% O XX
my ¢=Dlv 1 0 "¢ xy (12.18b)-rep)
m 0 o 1=V 2%y
Xy \ 2 Xy
Y,
{o(x,y)} = [D]*{e(x, )} (12.51.b))
*h3
D= E—hz (12.19-rep)
12*(1—-v©)

Nota: Para lajes ortrotopicas tem-se:

My (X, Y) Dy Dy 0 xx (X, Y)
fotxyle my(xy) =] D1 Dy 0 [*1 xy(xy) (12.51.2))
Myy (X, Y) 0 0 Dy 2 xy (X, Y)

com:
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* E*| 1-jvyv
o, = EDx o _ EDy Dy = vyDy =vxDy, Dy =— XY« 5.5

(1—vxvy)’ y d=vxvy) o 2
(Ix - inércia da faixa na direccdo Xx-x) (12.52.a) a 12.52.d))
3
* —
Em lajes isotropicas: Dy =D, =D = i D; =vD, D :1—V*D
X y 2 1 Xy 2
12*(1-v?)

(12.53.a) a12.53.c))
A relacdo entre tensdes (esfor¢os) e deslocamentos nodais é obtida substituindo (12.49) em
(12.51.b)):

{o(x,y)} = [D]*[B]* b° (12.54)

PASSO 2.4: Relagdes de Equilibrio. Célculo da matriz de rigidez do elemento e vectores
equivalentes a ac¢des de vao.
Como ja se viu em capitulos anteriores, da imposi¢do de um deslocamento virtual a um

elemento em equilibrio, e atendendo ao P.T.V., pode obter-se a matriz de rigidez elementar:
e - JleT Pl - Tl Jekay (3.25-1ep)

que se encontra desenvolvida na pagina seguinte.

Vectores Equivalentes a Accdes de Vio

Apresentam-se vectores de forcas nodais equivalentes respectivamente a: (i) uma accao
uniformemente distribuida pz; (ii) a um carregamento transversal VV uniforme ao longo do
lado x-x.; (iii) e a uma variacdo de temperatura linear na espessura h da laje e independente
de x e y [23], obtidos do desenvolvimento das expressdes (3.26) e (3.41).

Accéo (i):

T 1 b -al|l b al|l -b +a|l -b —a}
F if = *a*b* - - - - — - — — 1255
s} unif =p; {4 24 2414 24 2ala 24 2ala 24 22 &

Accdo (ii) ao longo do lado 1-2:

T 1 -a ‘ 1 a ‘ ‘

F - 2=V*a*i— 0 — | = — |0 0 0|0 O O 12.56
{Fs}' faca—lado1-2 {2 TR > ( )
Accao (iii) [15]:

* *
{Fs}Ttemp:aAT [.)Zh(1+V)*{O -a|0 +b +a|0 -b -a|0 -b -a}
* ATl - S ET T
com: AT = (a laje € livre de alongamentos e encurtamentos no seu plano médio) (12.57)
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

[ke]_ 1 [ SF SE -sD| SM SJ SH| SY SU -sQ] SX SS sO| !
= 15ab sc -sB| s3SI o -SU ST 0 -SS SR 0 2
SA| -SH 0 SG| sO 0 sSPl sO 0 SN| 3

SF_SE SD| SX SS -S0| SY SU sQ| *

sc sB| -Ss SR 0 -SU ST 0 5

SA| SO 0 SN|-sQ 0 sPp| ©

SF -SE SD| SM -SJ -SH| 7

sc -sB| -s3 sl ol ®

Simétrica SA| SH 0 SG| °

SF _-SE -SD| 10

sc sB| 1

SA 12
(12.58)

com:.

p=b/a SM =30p~2D,, —60pD, —30D; —84D
SA=20b2D, +8a%D,, , Ty

2 2

SC =20a°Dy +80°Dyy
SD =30bpDy +15aD; + 68Dy
SE =30ap 'D,, +15bD; +6bDyy
SF = 60p “Dy +60p”Dy +30D; +84Dyy
SG =10b°Dy —2a°Dy,
SH = -30bpDy —6aDy

_ 2 2
SI =10a°Dy —8b°Dyy
SJ =15ap "Dy ~15bD; — 60D,y

SO =-15bpDy +15aD; +6aDyy

SP =5b?Dy +2a°Dy

SQ =15bpDy —6aDyy

SR =10a°Dy, —2b2D,

SS =30ap Dy +6bD,,

ST =5a’D, +2b°D,,

SU =15ap Dy, —6bD,,

SX =60p°Dy, +30p°Dy —30D; —84D,,
SY =-30p °Dy —30p°Dy +30D; +84Dyy

PASSO 3:

Nestes apontamentos esta etapa corresponde a montagem da matriz de rigidez global e vector

de forcas global.

PASSO_4: Imposicdo de condicdes de fronteira.

PASSO 5: Resolucdo do sistema de equacbes, ou seja, determinacdo da solucdo, o0s

deslocamentos nodais da estrutura.
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PASSO 6: Célculo de Tensdes (“esforcos momento flector e torgor" ). Por um processo de

retro-alocacdo obtemos os deslocamentos nodais elemento a elemento.

Substituindo as coordenadas (x,y) de cada no6 e aplicando a expressdo (12.54) obtemos 0s

momentos flectores nodais my e my e 0 momento torcor myy, (consultar figura 12.4):

{o} =1 [B]* b* =[]~ p° (12.59)
O produto [D][B] , também muitas vezes representado por [H], é:
1 2 3 4 5
1, [6pD+6piD; 4aD;  -4bDy -6pDy 0 -2bDy 1
ab | epDy+6pDy  4aDy -4bDq -6pDq 0 -2bD4 2
+2Dyy +2bDyy  -2aDyy -2Dyy -2bDyy, 3
-6pDX 0 ZbDX 6pDX+6p'1D1 4aD1 4bDX 4
-6pD1 0 ZbDl 6p'1Dy+6pD1 4aDy 4bD1 5
+2Dyy +2bDyy 0 -2Dxy -2bDyy  -2aDyy
0 0 0 _6p—lD1 —2aD1 0 7
0 0 0 6p°1D, -2aDy, 0 8
+2Dyy 0 0 -2Dyy 0 -2aDyy 9
6p-1D; -2aDq 0 0 0 0 10
6p-LDy -2aDy 0 0 0 0 1
7 8 9 10 11 12
0 0 0 6plD; 2aD; 0 1
0 0 0 6p-LDy 2aDy, 0 2
-6p_1D1 ZaDl 0 0 0 0 4
6p-LDy 2aDy, 0 0 0 0 5
6pDy+6p"lD;  -4aD1 4bDy -6pDy 0 2Dy | 7
6p'1Dy+6pD1 —4aDy 4bD1 —6pD1 0 ZbDl 8
-6pDy 0 -2bDy [epD,+6p-lD; -4aDy  -4bDy | 10
(12.60)
12-21
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12.6 - Comentarios

12.6.1 - Laje ndo conforme

Pretende-se, agora, averiguar a continuidade de deslocamentos e rotagdes entre fronteira de
elementos.

Os deslocamentos ao longo do lado x=0 s&o:
w(0y) =ar+ogy+ogy2+apyd ()
0x(0y) =+ (a3 + 206 y + 3010 y?) (b)

0y(0,y)= -(ap + a5y + agy?+agy3) (c)

>x

Figura 12.8

Estas funcbes para serem continuas entre elementos deverdo ser:
(i) dependentes apenas dos graus de liberdade existentes nos nds que pertencem a esse lado,
(ii) determinadas, isto é, devemos saber se é possivel o calculo independente dos coeficientes

a; a elas associados.

O seu calculo é efectuado concretizando as fungdes nos nés:

NO 1: NO 4:

w(0,0) = oy (d) w(0,b) = g + oz b+ g b2 +ayg b3 (g)
05(0,0) =+ a3 (e) 0x(0,0) = + (03 + 206 b + 39 b?)  (h)
0,(0,0)= -0 ® 0,(0,b)= ~(ap + o5 b+ ag b2 + gy b3 (i)

Como se Vvé ha seis equacdes ((d) a (i)) e oito coeficientes, por isso hd coeficientes nao

determinaveis. Porém, as quatro equagdes w(0,0), 0,(0,0), w(0,b) e 0,(0,b) partilham os
mesmos coeficientes (aq, o3, og, o4p) ficando determinaveis e independentes.
Contrariamente 0,(x,y) pode ser obtido por valores diferentes de ap, o5, ag € agp.
Concluimos que w(x,y) e 6,(x,y) séo continuos ao longo da fronteira e 6,(x,y) é descontinuo.

Repetindo esta analise verificamos que a rotacdo em torno dos lados (representada por dw/dn
sendo n a normal ao lado) é descontinua entre elementos. Esta caracteristica de
comportamento deste elemento de laje resultou da escolha da funcdo deslocamento w(x,y) (da

qual 0,(x,y) e ey(x,y) s80 as suas primeiras derivadas) a qual ndo tem todos os termos de um

polinémio completo do 4° grau. O elemento finito de laje em estudo com estas caracteristicas

diz-se ndo conforme porque viola as condigdes de continuidade ao longo da fronteira.
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Verifica-se que este elemento em estudo, embora seja ndo conforme, converge (porque
satisfaz as condicOes de parede [26]) e por isso pode ser usado e da bons resultados [3].
Verifica-se que € mais flexivel que o elemento real e por isso converge, em termos de
deslocamentos, por valores superiores.

O elemento em causa é conhecido como CTP(N) - Classical Plate Teory (Non-conforming
element), ou elemento quadrilatero MZC (Melosh, Zienkiewiecz e Cheung).
nos.

Para elementos rectangulares é possivel estabelecer para cada né quatro graus de liberdade
associados a (w, dw/dx, dw/dy, d2w/dxdy). Neste caso o polindmio de interpolacdo de
deslocamentos é completo, o elemento torna-se conforme, fica mais rigido que a placa real,

sendo conhecido por CPT(C) ou por elemento BFS (Bogner, Fox, Smidt []).

Figura 12.9 - Deformada de painéis de laje ndo conformes

Também se podem desenvolver um elementos triangulares com 3 graus de liberdade por
n6. Uma vez que o polindmio interpolador de deslocamentos ndo é completo e por isso o
elemento se torna ndo conforme.

Para superar esta dificuldade, um dos artificios a que se recorre € colocar nds nos lados em
que de tomam como graus de liberdade as rotacdes destes em relacdo a normal ao lado
(dw/dn). Outra técnica consiste em dividir o elemento em sub-elementos e montar a matriz de
rigidez global condensando depois os graus de liberdade comuns entre sub-elementos, e
escolhendo criteriosamente os graus de liberdade de modo a que das derivadas dw/dn sejam
dependentes apenas dos nos desse lado.

A convergéncia depende do nimero de graus de liberdade e sua natureza, havendo
elementos com comportamentos singulares.

Apresenta-se um quadro resumo apenas ilustrativo da variedade de elementos de laje de
kirchhoff, elaborado a partir de [ 26].
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Quadro 12.1- Elementos de laje ndo conformes

Designagéo

MzC Né&o Conforme

Melosh Satisfaz o critério de parede

Zienkiewicz 3G.L./n6- {w; W, W, ¥

Cheung polindmio com 12 termos, aproximacao ctbica com alguns termos
quarticos
W(X,Y) =04 + 0oX +0gy + a4x2 + Xy + a6y2 + a7x3 + ochzy +
+ ochy2 + a10y3 + a11x3y + alzxy3(omite x4, x2y2, e y4)

BFS Conforme

Bogner 4G.LIn6-{w;w,;wy ;w3

Fox polinémio com 16 termos

Schmidt Produto de fung@es clibicas de Hermite de vigas com dois nds

Adini N&o conforme
10 termos - u(x,y) = (coordenadas globais)
polinémio cdbico incompleto
falta de o;xy = néo reproduz estados de curvatura de torgéo
3G.L./nd- {w;w,;w, 3T

Tocher N&o conforme

10 termos - u(x,y) = (coordenadas globais)
3G.L./n6- {w;w, ;w37

agrupa og(x2y + xy?)

ndo respeita dw/dn em lados comuns

Harvey + Kilsey

VAN
VAN
/N

o={w;w,;w,}T
no central = ={w}

N&o conforme

10 termos - u(x,y) = (coordenadas globais)

nédo converge

O Harvey+Hilsey Modificado c/multiplicadores de Lagrange -
Converge

6 G.L. Totais
Polindmio completo do 2° grau

CKz N&o Conforme
Cheung Polinémio cubico incompleto em coordenadas de area (L4, L,, L)
?’mgk' . Popular
ienkiewiecz < . .
3G.L./n6-{w;w,;w,}T
Morley j i N&o Conforme

o = {w }= ={dw/dn}

Estado de curvatura constante = Momentos const. {My, M,, M, }
no elemento
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12.8- Esforcos de Calculo para o Dimensionamento de Lajes

12.8.1- Circulo de Mohr (Reviséo)

| ) Estado Plano de Tenséo em Placas

1.1- Equacdes de Equilibrio

v

O
—_— - - - ->x
e, Faceta n
Area A da
facetan
V¥ Oy

Num elemento no estado plano de tenséo e sujeito as tensdes positivas de acordo com a
Figura 1, é possivel quantificar as tens6es normal o, e tangencial z, na faceta n com orientagédo
a em relagdo ao eixo x. Para tal procede-se ao estabelecimento das equagfes de equilibrio
estatico das forcas (tensdes x areas) representadas na Figura 12.13, deduzindo-se as expressoes

seguintes:

2 2

Gy =Ox ¥C0S” o+ 0y *Sen” a+2* oy, *sena*cosa @)

Ty =—(0x —csy)*senoc*cow—csxy*(senzoc—cos2 o) (b)

Numa faceta 3 orientada a um angulo (o + 90) graus a tensdo normal é:
2 2
Gp =0x *Sen” a+ oy *C0s” a—2% oy *sena *cosa (©
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Derivando dop / doo = 0 obtém-se uma das direc¢des principais op, sendo que a outra dista
desta um angulo recto. Segundo as direc¢Bes principais as tensdes normais séo maximas ou
minimas, sendo nulas as tensGes tangenciais A direccdo principal ap é dada pela equagéo (d) e
e medida a partir do eixo x. A outra direccdo principal fica a 90+ ap (em graus) do mesmo eixo.

2*c
tg(2*ap) =| —— - (d)
X Py

Para se saber a que tensdo principal (maxima ou minima) esta associada a direcgdo o ha
que desenvolver as expressdes (a) efou (c) para o = ap. Por convencdo atribui-se oy a
tensdo principal maxima e oy a tensdo principal minima. Note que a expressdo (a) passa a
fornecer o valor da tenséo da faceta ap e (c) a da faceta 90+ ayp.

Relativamente a qualquer sistema de coordenadas cartesiano e ortogonal, a soma das
direc¢bes normais segundo 0s eixos do sistema € um invariante (ou seja, € constante). Assim,
conhecidos dois sistemas XoY e aof, verifica-se sempre a igualdade :

Ox + Oy = G, + G = constante (e)

As direccbes segundo as quais as tensfes tangenciais sdo maximas distam 45 graus das
direccOes principais. As tensdes normais sdo iguais, e no caso particular de serem nulas, esta-
se presente a um estado de tensdo de corte puro. Inversamente, um estado de corte puro, pode
ser representado por tensdes normais de traccdo iguais as de compressdo mas orientadas
segundo as direc¢des principais.

|.2- Circulo de Mohr

O estudo do estado de tensdo num ponto segundo direccdes arbitrarias, a determinacdo das
tensOes e direcgdes principais, entre outras possibilidades, pode ser efectuada graficamente
recorrendo-se ao Circulo de Mobhr.

e Construcdo do circulo:

Faceta X = ponto (ox ; +Txy) (f

Faceta Y = ponto (oy ; -(txy)) (9)
Oy +O

Centro: C = % o C= w (h,i)
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2
- Ox ~Oy 2 o1 —oq :
Raio: R= || —2 | + & R=—"1—4 K
23 <o) 2 6
e TensOes numa faceta o em relagdo a direccéo X:
o(a) =C+Rcos2*a) ()
(o) =R*sen(2*a.) (m)
e Tensdes Principais:
c;=C+R (n)
o= C-R (O)
GaB
A
< Ox >

/ direccédo X-X

X E(O')(;Txy)

Figura 12.14 - Circulo de Mohr representando o Estado Plano de Tensdo de um ponto
material

e Direcc¢oes Principais:
De acordo com o circulo de Mohr :

2*c
arctg ——2||.

Comparando as figuras 12.12 e 12.14 constatamos que quando no elemento material, a partir
da direccdo X se roda num sentido, no circulo de Mohr, e também a partir da direccdo X neste
representada, se roda em sentido contrario.

(2*ap) = (p)

I1) Estado de Flex&o em Lajes
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11.1- Equacdes de Equilibrio

Os esfor¢os numa laje séo positivos de acordo com o seguinte referencial:

ﬂ A

Figura 12.16 - Elemento de laje com orientacdo o em relagdo a X-X

Pode-se demonstrar que os esforgos em facetas orientadas em direcgGes arbitrarias o e B

podem ser quantificados utilizando as mesmas expressoes (de (a) a (c)) dos elementos de placa
no estado plano de tenséo, bastando apenas substituir ox, oy € oxy respectivamente por my, my

e Myy , € ainda, oy, op€ 74 POr My, Mz e Myp Também as direcgdes principais e a soma dos
momentos flectores em direccdes ortogonais sao invariantes, como se expressa nas igualdades
(d) e (e) (fazendo as devidas substituicGes aqui indicadas).

11.2 - Circulo de Mohr
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A utilizacdo do circulo de Mohr em substituicdo das expressGes anteriores € também
possivel. H&A no entanto uma alteracdo importante. O elemento de placa no estado plano de
tensdo tem o eixo Y orientado de baixo para cima (ver figura 12.12), que é contréria a
orientacdo do elemento de laje como mostra a figura 12.16. Assim, as ordenadas dos pares
ordenados que representam as facetas X e Y das lajes deverdo ser alterados para as seguintes
definicoes:

Faceta X = ponto (my ; -(mMxy)) (a)
Faceta Y = ponto (my ; +(mMxy)) (N

A parte desta alteracéo a utilizacéo do circulo de Mohr é semelhante & descrita na secgéo 1.2,
nomeadamente quando num elemento de laje se roda num determinado sentido a partir de X-
X, no circulo de Mohr roda-se em sentido contrario a partir da direccdo X nele representada.

I11. Exemplo llustrativo

E conhecido o "estado de flex&o" de uma laje num determinado ponto, cujos esforcos séo
my=-75 KNm, my =-30 KNm e myy=-30 kNm.
a) Determine 0s momentos no referencial aof3 no qual o eixo o esté orientado a 35° em
relacdo a X.
b) Determine, recorrendo ao circulo de Mohr, as direcgfes e momentos principais.

Resolucéo:
a) Utilizando as expressdes (a), (c) e (b) obtemos respectivamente:

Mg, = -88.4 KNm, mp=-16.6 kNm e mgyp=-10.9 KNm.

b) As facetas X e Y correspondem, de acordo com (q) e (r) aos pontos:

Faceta X = ponto (my ; -(Mxy)) = (-75 ; -(-30))
Faceta Y = ponto (my ; +(mxy)) = (-30 ; -30)

Posicionam-se estes pontos no plano mq, -mgg € traga-se o circulo de Mohr. Em alternativa
pode determinar-se a abcissa do centro e o valor do raio, respectivamente pelas expressdes (h)
e (j):

C=-525kNm, R=37.5kNm

Os momentos principais sdo dados pelas igualdades (n) e (0),
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m=C+R=-15kNm
mjp=C-R=-90 KNm

Estes valores podem ser confirmados sobre o circulo de Mohr.

maB
A
XE(-73;30)
30 ol mB
m;1=-90
0;-30)
Figura 12.17- Circulo de Mohr para Momentos (flectores e torgores)
O angulo 2ap pode ser obtido da figura acima notando que € igual a:
2ap = tg (mxy / Raio) = tg (30/37.5) (equivalente a expresséo (p)).

N&o devera considerar o sinal algébrico do resultado mas interpreta-lo graficamente. No circulo
de Mohr a faceta X devera rodar 2o,y no sentido horario para se chegar a direcgao principal 11

(a de menor momento principal), ou entdo 2(ap+90) para se atingir a direccdo principal I.

Em alternativa poderia recorrer-se a expressao (d) cujo resultado seria:
20pp = +53° = op = +26.5°

O resultado é positivo o que quer dizer que no elemento de laje devera rodar ap no sentido
positivo que encontrard uma direc¢do principal, embora a partida ndo se saiba se € a direc¢édo
principal | ou Il.. No circulo de Mohr rodara no sentido contrério o valor 2ap, e devido a
natureza grafica do mesmo fica logo a saber a que momento principal corresponde aquela
direccdo. Analiticamente € necessario substituir ap nas expressdes (a) e (c) de modo a saber-se
a que direcc¢do principal (I ou 1) correspondem 0s momentos.

- para a=op =26.5° = equagdo (a) = mgy =-90
- para a=op =26.5° = equagdo () = mg=-15 (note que B = a + 90)

Logo,como mg<mg = Mg my e mg < m
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12.8.2 - Esforcos de Célculo para o Dimensionamento Armaduras de Lajes de Acordo com
Eurocddigo 2.

Txy | Gy
. Tyx (rz_ FACE
g ¥ SUPERION
B
—1T5» Txy ~
v Tyx gJ’f T
y "Gy G-t}
(a) (b)
Figura 12.19

A Figura 12.18 mostra um elemento de laje sujeito a um conjunto de momentos positivos (por
unidade de comprimento) e que podem ser agrupados no vector {m}={my, my, myy}. Estes
momentos sdo estaticamente equivalentes a binarios de forcas que actuam nas faces superiores
e inferiores da laje nas direc¢des e sentidos mostrados na Figura 12.19 (b) e (c).

Os binérios sdo constituidos por forcas por unidade de largura, as quais, em cada uma das
faces da laje, constituem estados planos de tensdo. Por este motivo se designardo aquelas forcas
por "tensdes" que se podem a grupar no vector {c}={ox, oy, cxy}T. As tensdes sdo positivas
conforme a Figura 2(a).

O bracgo do binério vale z, € a distancia entre os centros de gravidade das resultantes das
"tensdes"”, 0s quais concretizam o centro de gravidade das armaduras da laje e o0 da zona de
betdo (camada) comprimida. De acordo com o M.C. 90 o calculo dos bragos é complexo e pode
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requerer iteracdes pois dependem do nivel de armadura e da espessura das camadas de bet&o.
Como ponto partida é razoavel adoptar para todos os bragos (zx, zy € zxy) 0 valor de 2*h/3.

Outra alternativa consiste em determinar a distancia da linha neutra x a face mais comprimida
(em geral em funcdo do parametro a=x/d) a partir dos momentos reduzidos, e, adoptar como
diagrama de compresséo no betdo o diagrama rectangular, cuja base de contacto de tensdes é
de (0.8*x). Nestas circunstancias o braco é dado pela expressdo z = d -0.4*x.

De qualquer modo, no que se explica a seguir, o braco do binario ndo tem qualquer influéncia
excepto no controle das tensdes de compressao no betdo.

Como se referiu antes, ao conjunto de momentos (positivos) da Figura 12.18 correspondem,
em cada uma das faces, estados planos de tensdo que de acordo com a Figuras 12.19 a) a c),

permite estabelecerem-se as seguintes igualdades:

a) Face Inferior

Para my>0 = ox >0 mX:|Z|*GX Ox = m)(/Z
my>0 = Oy >0 (a) my:|2|*6y (b) Oy = my/Z
mxy>0 = Txyzo mxy=+z *’ny 'ny=+mxy/z

O estado plano de tensdo instalado nesta face, caracterizado por oy, oy € oxy, requerera ou
ndo armadura de acordo com fluxograma da Figura 10.9 (pagina 10.9). O fluxograma, tendo
sido deduzido para o estado plano de tensédo em paredes, pode agora ser readaptado para flexdo
em lajes, se as tensfes resultantes destes momentos forem substituidas pelas igualdades (b)
acima indicadas. Este procedimento efectuar-se-a4 quer nas inequagdes como nas formulas,
fazendo-se realcar que o braco do binario z desaparece por coexistir em ambos termos daquelas
expressdes. As inequacdes do fluxograma da figura 10.9 correspondem as seguintes
equivaléncias:

oy < Oy & My <my
ox 2 -ltxy| © Mx2-|-Myy| & My >-[myy|
Oy > ‘|Txy | < My > ‘|‘mxy | = My > '|mxy |

Ao valor de calculo das tensdes de traccao da armadura segundo x (figx) corresponde agora
0 momento de calculo de armadura positivas na direccao x, designado por mygy. Igualmente a
tensdo figy se associa o momento de calculo mygy. Caso algum destes momentos resulte
negativo ndo se considera porque ndo tem significado fisico.

Caso se pretenda comprovar o nivel de tensdes no betdoé necessario determinar F¢, sendo
preciso determinar quer o bra¢o z como a zona de betdo comprimida. Na verificacdo aos Estados
Limites Ultimos de Resisténcia pode adoptar-se um diagrama rectangular de altura igual a 0.8
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X, sendo x a distancia da linha neutra a face mais comprimida (definida em geral nas tabelas de
betdo armado em funcdo de a=x/d).

Na parte superior da Figura 12.20 apresenta-se o fluxograma para dimensionamento de
armaduras inferiores adaptado para lajes.

b) Face Superior

Para my>0 = ox <0 My =-Z * oy Ox = 'm)(/Z
my> 0 = Oy <0 (C) my: 'Z*Gy (d) Oy = 'my/Z
mxy>O:> Txy<0 meZ-Z*'ch ’ny:-mxy/Z

Altera-se agora o fluxograma original confrontando a Figura 2(c) com a Figura 1. As
inequacdes do fluxograma original ficam com as seguintes equivaléncias:

ox < oy &S -mMy<-my < my> my < {my< mye permutando Sim <>
Néo}

oxZ-ltxyl & -Mx2-|Myy| < mMy<H-myy| < my <+ myy|

Oy > '|T Xy | = 'my > '|'mxy | = my < +|' mxy | = my < +| mxy |

Aos valores de calculo das tensdes de traccdo das armaduras segundo X e y (fiax € fiqy)
correspondem agora 0os momentos de calculo de armadura negativas (na face superior)
respectivamente nas direccdes X e y, designados por mygx. € My’dy.

Para se comprovar o nivel de tensfes no betdo é necessario determinar F¢'.

Uma vez mais se alerta que os momentos de calculo my gx € my gy resultam em grandezas
positivas, embora estejam associadas a armaduras "negativas™ (para a face superior da laje).
Quando estes momentos (my'dx & My'dy) forem negativos ndo se considera o seu resultado
porque ndo tem significado fisico.
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Dimensionamento de Lajes

FACE INFERIOR
(Armaduras positivas)

o

(se my-gx < 0 ou my’gy < 0 ndo considerar)

mX2-|me| | my>'|mxy|
N‘é\o Si‘m Sl‘m N‘éo
mygx =0 M4 = My +|mxy| mxy2
m 2 My =My + ‘ ‘
- m
mygy =My + l Mydy =My +‘me‘ y
jm | 2 mygy =0
[, (mg ] | | 7™ >
m m
F. = DY I ‘my‘ Myy
z my F, 1+
z m
y
(se Mygx < 0 ou mygy < 0 ndo considerar)
FACE SUPERIOR
(Armaduras negativas) — Nao Sim —
My <+ [ Myy] <+ | myyl
N&o Sim Sim N‘éo
my gy =0 my gy =My +|mxy| mxy2
m..2 Myggx =My + ‘ ‘
e = m
Mgy =My + |n:y| My gy =My *‘mxy y
X F— 2 mygy =0
2 ¢ T My
. |mx‘ Myy z m ‘ 2
=y ~|my My
. m, Fo=21+
z m,

Figura 12.20 - Calculo de Armaduras em Lajes (adaptado do Eurocodigo 2)

Nota: Se trocar o sinal aos momentos o fluxograma respeitante & face inferior permite o célculo das armaduras

negativas (superiores).
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Método Alternativo 1:

e Face Inferior - Armaduras positivas:
Mudx = Mx + 7 [Mxy]|
Mudy = My + v [Mxy|

e Face Superior - Armaduras negativas:
My“dx = Mx + (1/y") [mxy]|
My dy = My + (1/y) [mxy]|

Os parametros y e y” sdo tais que os resultados se situem entre metade e o dobro dos obtidos
pelo método anterior. Trata-se de um dimensionamento plastico.

Método Alternativo 2:

Podera considerar-se que a capacidade de uma secc¢do para suportar uma dada combinacdo de
momentos é satisfatoria se forem cumpridas as seguintes condicdes:

19 -(Mudx - Mx)*(Mudy - My) + Mxy? <0
29) -(my'dx - Mx)*(My'dy - My) + Mxy? <0
3% my < mydx

4°)  my < mydy

5% myx > -mygx

6% my>-myqy
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8. Lajes
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F9ura 822 Dircies dos momentos principais de lajes retangulares com cargs uniformements distribuida, desenhadas
nes diregOes das tenabes de flexlo por eles produridas: a) spoios livres & rotaglio em todo o contorno;

b) engasts em todo o contormo

Momentos (tragho na face inferior da Iaje)
————— (tragiio na face mperior da Ieje)
— Mudanga de sinal dos momantos principals

- Leonhardt, Estruturas de Concreto, Vol 3
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Aplicativo EXCEL na Inversao e Multiplicacdo de Matrizes

P

A * F

10 0.6 0.8 a F1
30 0.8 0.6 a F2
1 1 0.s 1 F3

AT *

o
n

F

0.6 0.8 o 10 30
0.8 0.6 o 30 10
Oh4 | 048 1 1 -8

Algebra Matricial Basica usando Microsoft Excel:

Colocar os valores de cada elemento das matrizes necessessérias.
2 Para inverter a matriz, selecione thighlight) a zona desejada onde pretende colocar
matriz invertida. Depois faga =MINVERSE( e seleccione a matriz original.

Feche o parenteses e carrgue CTRL+SHIFT+EMTER.

Motz - 5e ndo caregar CTRLASHIFTHENTER, nio definird o conjunto de nimeras
como matnz {arrayl e a fungdo ndo funcionara como desela. Gomo verificacio,
guando seleccionar qualguer célula dentro da matriz invertida, 2 fungdo devera
aparecer-lhe dentro de parnteses cunos {1

3) FPara multiplicar duas matrizes, selecione a zona onde se localizara o produto delas.
Depois escreva =MMULT{ |, seleccione a primeira matriz, virgula, seleccione a
segunda matriz. Feche o parenteses e carregue em CTRL+SHIFT+ENTER.

=
—

Operacdes similares incluem:

Determinante =MDETERM(original matrix)
Transposta =TRANSPOSE{original matrix)
Yersdo Inglesa “ersdo
Potuguesa

Matriz inversa mMINYERSE
MATRIZ INYERSA,
Multiplicar RARALILT PMATRIZ MLILT
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040809.exe

Este aplicativo contempla elementos finitos de Placa (paredes). Apresentam-se o0s ecrans do
programa que sugerem o modo de funcionamento do mesmo, um exemplo numérico e 0s

ficheiros de dados e de resultados correspondentes.

1-Ficha Técnica

{ B3 Ficha Técnica et

ANALISE de TENSOES
ESTADO PLANO de TENSAO on de DEFORMACAO
ELEMENTOS QUADRILATEROS ISOPARAMETRICOS
DE 4, 8 ou 9 NOS
Q40Q80Q9 exe

- Baseado na estrutura original de um programa escrito por:
TE.Chandmipatla e A D Belegundu

do bivra:
Introduction to Finite Elements in Engineening
Editora Prentice Hall, 1991

- Programa original : Elementos de 4 nos, integragio de Gauss de (2x2), calculo de tensdes no centro
- Programa expandido: Elementos de 4, § e @ nos, pontos de integracio de Gauss e de Lobatto (de 222
a 3x3), calculo de tensdes no centro dos elementos, nos nos de canto ounos pontos de integracdo
e adaptagdo a inguagem Visual Basic, realizado por:

Vitor Barreto, Prof. Adj.

ESCOLA SUPERIOR. de TECNOLOGLA da UNIVERSIDADE do ALGAFVE

FAROQ, Janeiro de 2001

2-Péagina Principal

B3 Estado Planc de Tensdo ou de Deformacdo — O >

Elementos Quadrilateros Isoparamétricos de 4. 8 ou 9
Versao 3-2012

Momear Ficheiro de Dados & de . Ficha Técnica

Reszultados

Montagem da b atriz de Rigidez

Dezenho da Geometria
L]

B
AMALISE Besolucdo do Sistema de Equaciies
: B
Determinagdo de Tensdes
o
Sair

<l
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3-Usar o WordPad para escrever ficheiro de dados

mj DADOS Consola.bet - Bloco de notas — O

Ficheire Editar Formatar  VYer Ajuda
835314

1221

.16 3BE6 8.2

O LA
[EOREE

1
8
8
B
8
1
1
1
1.25
2
3
4
8
8
B
8

8
-288
-288

16 -288

EE&D#MI—‘WMI—‘G\#MEG\#MEE

=
P

'Folha de dados

‘n.Nos, n.Elem.,n.GLRestr.,n.Compon.Carga,n.Materiais, nos por elemento
" T.Quadratura(*1), n. p.integraifo(*2), P.de tensdes(*3), EPT/EPD(*4)
‘espessura do material 1 , Mfdulo de Elasticidade 1, Coef. Poisson 1
‘espessura do material 2 , Mddulo de Elasticidade 2, Coef. Poisson 2

‘espessura n do material 3, Mfdulo de Elasticidade n, Coef. Poisson n
'¥1,Y1
'X2,Y2

¥
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Mj Formato de DADOS em texto.tut - Bloco de notas —

Ficheirc Editar Formatar Ver Ajuda

|

'Folha de dados

‘n.Nos, n.Elem.,n.GLRestr.,n.Compon.Carga,n.Materiais, nos por elemento
" T.Quadratura(®*1), n. p.integratfo(*2), P.de tensdes(*3), EPT/EPD(*4)
‘espessura do material 1 , Mfdulo de Elasticidade 1, Coef. Poisson 1
‘espessura do material 2 , Mfdulo de Elasticidade 2, Coef. Poisson 2
‘espessura n do material 3, M¢dulo de Elasticidade n, Coef. Poisson n
'¥1,Y1

"X2,Y2

! = om 3 = om

*Xn,¥n

'noll, no2l, no3l, nodl , material 1

'nol?, no22, no32, nod2 , material 2

'nol3, no23, no33, nod3d , material

'noli, no2i, no3i, nodi , material n.mat

cee e g ey e e
‘noln,no2n,no3n, nodn  , material m
‘GLrestringido 1, valor do deslocamento restringido

¥

- s aes
‘GLrestringido n, wvalor do deslocamento n

'GL com carga 1, valor da carga 1

- s e
'GL com carga n, valor da carga n

"NOTAS:

"(*1): Tipo de Quadratura: l=Gauss, 2=Lobatto

"(*2): n. pontos de integratfo em cada direcgdo : 2 , 3 , 4 ou 5
*(*3): Pontos onde se calculam tensdes:

) 1=centro, 2=nis decanto,3= pontos de integraifo
"(*4): Estado plano de : 1= Tensfo, 2= Deformaifo

B3 Estado Plano de Tensdo ou de Deformagdo

Elementos Quadrilateros Isopa

Homear Ficheiro de Dados e de /IJ—‘
Resultados \1I

b ontagen

Dezenho da Geometna
i 1 2 |
ANALISE HLW< |

1

Determing

1
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Elementos Finitos Anexo

4-Indicar os nomes e localizac¢éo dos ficheiros de dados e resultados

B Ficheiros — O ot
Ficheiro de Dados: Ficheiro de Resultados:
=0 d -

ErnD | | & DaTe) =~ Sair

S DAY 00

S 2-DISCIPLINAS £ 2-DISCIPLINAS

£33 1-ELEM_FIMITOS-MEC-COMP-Mestrada E £393.1-ELEM_FINITOS-MEC-COMP-Mestrada Ev

3 Programa-240809 5 Programa-G 40809

& DADOS e RESULTADDS MALHAZ & DADOS e RESULTADOS MALHAZ

DADODS Consola, ket DADOS Congola, bt

Formato de DADOS em testo, bt Formato de DADDS em testo. bt
b 1R esuilk bt k1R egult. bt

b alhaz. bt b alha. bt

Rezult Conzola, bt ‘Fesult Conzola. bzt

DADOS Consola, ket Rezult Congola, bt

D:A2-DISCIPLIMASYS-ELEM_FIMITOS-MEC-COMP-Mestrado Evara\Programa-G 4030 A80A00S5 e RESULTADOS

5- Observar sumariamente se a geometria esta bem

B9 Geometria da Malha — O >




Elementos Finitos Anexo

B3 Estado Plano de Tensdo ou de Deformacdo — O >

Elementos Quadrilateros Isoparamétricos de 4. 8 ou 9

Werzao 3-2012
Nomear Ficheiro de Dados e de . Ficha Técnica

Rezultados

Montagem da M atiz de Rigidez

Deszenho da Geometria J
4 3

AMALISE Bezolucdo do Sistema de Equacdes

i I

Determinacin de Tenstes

4 :

6-O botdo Analise faz correr o programa gerando o ficheiro de resultados

7-0 ficheiro de resultados pode ser lido pelo Wordpad (ou outro aplicativo *. TXT)

M:I Result Conscla.td - Bloce de notas - O X

Ficheiro Editar Formatar Ver Ajuda
== ANALISE DE TENSOES *=* "
wEE DADOS B

- ESTADO PLANO DE TENSAD -

Directdério do ficheiro de dados.....:

D:\2-DISCIPLINASY3.1-ELEM FINITOS-MEC-COMP-Mestrado Evora\Programa-Q4Q8Q9\DADOS ¢
Directério do ficheiro de resultados:

D:\2-DISCIPLINASY3.1-ELEM FINITOS-MEC-COMP-Mestrado Evora\Programa-Q4Q8Q9\DADOS ¢
Nome do ficheiro de dados .....:DADOS Consola.txt
Nome do ficheiro de resultados :Result Consola.txt

Ne NE  GL Comp. N2 Nends por
Nés Elem Restr. Carga Mater. Elemento
8 3 5 3 1 4

Quadratura de GAUSS com 2 pontos de integracdo em cada direcgdo
As tensdes sdo calculadas nos nos de canto

Material Espessura Mdd.Elast. Coef.Poisson
1 8.16 30000000 8.2

COORD.-X  COORD.-Y

.25
.25

ar

oo B s Oy
Ak @O BN
Rl =~ B o B o~ v

UAIg - EST - C.Civil 7



Elementos Finitos Anexo

EXEMPLO

Parede com 0.16 m de espessura , 6 metros de comprimento e 1.25 de altura. Discretizar a
estrutura com 3 elementos rectangulares. (E=30 GPa, v=0.20)

HZOO kN ﬂ 200 ﬂ 200

A

200 kN 200 200
GL11 —> -ﬁ‘ (5) ﬂ(6) ﬂ(?) ﬂ(8)
GL16T
TN ? (1) () ©)] (4)
G2t oLt

Ficheiro de Dados

1 4 <----- Esta é a primeira linha do ficheiro

(&)
N O
O~ W

3

O Jo NN
[C2BNC NG BN

O
™3
=

SN WODNDEPEOBRNOORDNO OB
QOO OO+ WNRHRPRPPPODODOOREDNW

NeJ

i
(@}
(@}

12 -200

14 -200 °
16 -200 @
5
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Elementos Finitos Anexo

Ficheiro de Dados - significado dos Dados

'n.Nos, n.Elem.,n.GLRestr.,n.Compon.Carga,n.Materiais, nSn¢s por elemento
' T.Quadratura(*1), n. p.integratFo(*2), P.de tensdes(*3), EPT/EPD(*4)
'espessura do material 1 , M¢dulo de Elasticidade 1, Coef. Poisson 1
'espessura do material 2 , M¢dulo de Elasticidade 2, Coef. Poisson 2

A}

'espessura n do material 3, Mc¢dulo de Elasticidade n, Coef. Poisson n
'X1,Y1
'X2,Y2

L
14

'Xn, Yn
'noll, no2l, no3l, no4l, n° do material deste elemento
'nol2, no22, no32, nod42, n°® do material deste elemento
'nol3, no23, no33, nod43, n° do material deste elemento
'noli, no2i, no3i, nod4i, n° do material deste elemento

A}
7 e g « .oy

'noln, no2n,no3n, no4dn
'GLrestringido 1, valor do deslocamento 1

L}
14

'GLrestringido n, valor do deslocamento n

'GL com carga 1, valor da carga 1

A}
4

'GL com carga n, valor da carga n

'NOTAS:

'(*1): Tipo de Quadratura: l=Gauss, 2=Lobatto

'(*2): n. pontos de integrafFo em cada direcgéo : 2 , 3 , 4 ou 5
'(*3): Pontos onde se calculam tensédes:

' l=centro, 2=n¢s decanto,3= pontos de
integrafkEo

'(*4): Estado plano de : 1= Tensko, 2= DeformafXZo

Ficheiro de Resultados

**x%* ANALISE DE TENSOES ***
* kK DADOS * kK

- ESTADO PLANO DE TENSAO -
Directdério do ficheiro de dados.....:

C:\DISCIPLINAS LECTIVAS\Elementos Finitos\Software\Software para alunos\Q4Q
8Q9\EXEMPLO

Directdério do ficheiro de resultados:

C:\DISCIPLINAS LECTIVAS\Elementos Finitos\Software\Software para alunos\Q4Q

8Q9\EXEMPLO
Nome do ficheiro de dados .....:DADOSPr.txt
Nome do ficheiro de resultados :r2l
N° N° GL Comp. N° N°ndés por
Nés Elem Restr. Carga Mater. Elemento
8 3 5 3 1 4

Quadratura de Gauss com 2 pontos de integracdo em cada direccéo
As tensdes sdo calculadas nos ndés de canto
Material Espessura Mdd.Elast. Coef.Poisson

1 0.16 3E+07 0.2

UAIg - EST - C.Civil 9



Elementos Finitos

J\[e) COORD. -X
1 0
2 2
3 4
4 6
5 0
6 2
7 4
8 6
Elem. - N6l N62
1 - 1 2
2 - 2 3
3 - 3 4
G.L.Restringido,
1
2
4
9
10

Accdes Nodais
Comp= 12

Anexo

N63 N64 - Material

1
1
1

Deslocamento Especificado

COORD. -Y
0
0
0
0
1.25
1.25
1.25
1.25
6 5 -
7 6 -
8 7 -
0
0
0
0
0

*** RESULTADOS ***

No
1
2
3
4
5
6
7
8
G.L.
1
2
4
9
10

O J U WwkFE O

1
1

Lo

3
5

Valor=-200 Comp=

Desloc-X
6.671573E-10

.657576E-04
.535084E-04
.101345E-03
.671608E-10

4.114874E-04
1.037972E-03
1.193693E-03

-140.659

-179.7364
1287.92
140.6597

-508.1798

Reaccao

14

Valor=-200 Comp= 16

.L.- Desloc-Y
8.525045E-10
-6.108712E-09
-2.617376E-03
-6.172408E-03
2.410339E-09
-1.429147E-04
-2.595512E-03
-6.218909E-03

As tensdes sdo calculadas nos ndés de canto

El. P.
1 1
2

3

4

2 1
2

3

4

3 1
2

3

4

SX

-5714.

-6429.
5714.
6429.

-9898.
.287
9898.
.283

-9074

9074

-2200.
-2542.
2200.
2542.

965

516
959
51

147

145

631

455

628
454

UAIg - EST - C.Civil

SY
-1142.956

-4715.709
-2286.814
1285.939

-5409.436
-1290.127

2504.357
-1614.949

84.60716
-1624.513
-675.8956

1033.217

TXY

S1

-5.685078E-02

7772.407
6879.219
-893.2451

-8586.109
3556.247
4586.074

-7556.283

-2304.147
731.4261
304.148

-2731.427

-1142.
2246.
9672.

.217

6580

1220.

956
889
134

802

89.90625
12091.84
12985.06

1513.
-1219.
2232.
4621.

889
98

436
586

Valor=-200

S2 ANG (°) SX->S1

-5714.965 -89.99929
-13392.11 48.14571
-6243.989 29.90907

1135.232 -9.576694

-16528.38 -52.3245
-10454.32 68.79082

310.6572 25.56363
-5525.729 -27.36397

-3629.913 -58.18833
-2946.987 61.05415
-707.7028 5.970188
-1045.916 -37.27799

10



Elementos Finitos Anexo

Alguns Elementos Finitos do Programa de Célculo SAP

(Computers and Structures INC, Berkeley)

Esté disponivel na internet uma versdo free ware para estudantes e que tem algumas
restricdes nomeadamente quanto ao nimero de nés.

—_—
| About SAP2000

E SAP2000 Studentersion 7.40

Structural Analysiz Program
Copyright 1384-2000 Computers and Structurez, [nc.

A product of:
Computers and Structures, Inc.
1995 University Ave.
Berkeley. CA 94704

tel 510-845-2177F fax: 510-845-4096
email: inforgcsiberkeley. com

Thiz product iz licenzed to:

KNOT FOR COMMERCIAL USE

zh Educational uze anly

Phyzical Memory
Total: 261 328 KB
Available: 25 944 KB

Windows Yerzion:
Windowsz95 4.10 Build 2222

Apresenta-se na pagina seguinte alguns tipos de elementos usuados neste software.

UAlg - EST - C.Civil 11



Elementos Finitos Anexo

A g

PLANE ELEMENT

*3a9mnos

 modela sdlidos bidimensionais com espessura constante
« formulacio isoparamétrica

* Trata de ESTADOS PLANOS de TENSAQ ou de EST. PL: de DEFORMACAQ
 as tensdes e deformagdes sdo constantes ao longo da espessura

® Acgles: Gravidade, Temperatura, Pressdo em Faces Laterais S

|

* Integracio Numérica de 8 nds (ndo indica qual o tipo de integracio (7))
« Calcula as tensdes nos pontos de Gauss ¢ extrapola para 0s nés( £+ L %‘*“M
* Recomenda usar elementos de NOVE NOS

ELEMENTO SOLIDO (SOLID)

= modcela elementos tridimensionais

* 8 nds

» Formulagio isoparamétrica

» Acgles: Gravidade , Temperatura, Pressdo em Faces Laterais .
 Integra¢io Numérica de 2x2x2 Gauss

» Calcula as tensdes nos pontos de Gauss e extrapola para os nos

ELEMENTO CASCA (SHELL) Qemmmi} (Prace)
* combina separadamente comportamento de PLACA ¢ de LAJE

* 0s nos podem ser NAO complanares

* PLACA : - indicar graus de liberdade u , v , D normal

* LAJE : - indicar graus de liberdade w , 6x 0y

* CASCA (tanques, abobodas, lajes planas inclinadas, etc)
* PLACA : (paredes) A/ub‘mimw—g
* LAJE : (lajes de piso) Ppame

* Matriz de rigidez ¢ obtida com 8 pontos de integracio

* As tensdes (esforcos=integral de tensBes) € calculada em coordenadas locais nos 2x2 pontos de Gauss
¢ extrapoladas para os nos do elemento

* uma forma de medir o erro ¢ comparar os valores nodais (esforgos) num nd comun a varios clementos
* Acgoes: gravidade | cargas uniformes , pressdo de topo ¢ lateral, variagdo de temperatura.

PO 4 17

UAIg - EST - C.Civil
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AJUDA para elaborac¢ao de malha a partir do SAP
- acertar unidades
-New Model > Wall
-construir a malha com as ferramentas do SAP
-"ver nome dos nos e elementos”:
- Botao friso Set Display option
- Joints > labels OK
- Areas > labels OK
- "ver tabelas com coordenadas de nés e incidéncias"
- Botao friso Display > Show Tables >
- Connectivity Data OK
- "Guardar as tabelas em Excel"

- friso "File" > export all tables > to Excel

Agora certifica se esta bem e apaga o que esta a mais.
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