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PREFACIO

Estes apontamentos de apoio as aulas Praticas sao constituidos por trés
partes: 2.1 - Problemas Resolvidos, 2.2 - Problemas Propostos e 2.3 -
Enunciados de alguns exercicios saidos em provas escritas com as respectivas
solugdes.

Os problemas 2.1.4 a 2.1.7 sé@o elaborados sobre uma mesma geometria
estrutural. Desta forma diferenciam-se melhor alguns dos pormenores de
aplicacéo do Método dos Deslocamentos. Este conjunto torna-se mondétono e é
mais indicado para um estudo do tipo autodidacta e permite, no caso de
revisdes, a aprensdo imediata dos conceitos mais importantes. Por isso, como
alternativa, se apresentam nas aulas outros problemas alguns dos quais se
encontram neste capitulo. O problema padrdo que trata da aplicacdo do PTV
como ferramenta de ajuda ao Método dos Deslocamentos, é o exercicio 2.1.9.
Cabe ao docente das aulas praticas escolher quais dos problemas e exercicios
ird resolver nas suas aulas.

Os restantes capitulos apresentam propostas de exercicios e questdes
saidas em provas. Sugere-se a resolucdo das do ultimo capitulo.

Sempre que for conveniente poderdo ser acrescentados a este
documento mais exercicios, mantendo-se o critério de numeragdo das paginas.
Este documento é na verdade uma actualizacdo e melhoramento do que existia
nos anos lectivos anteriores. Nesta actualizacdo teve papel importante na
elaboracao dos desenhos, esquemas e tratamento grafico o docente Rui Costa.
Para além disso concebeu alguns dos novos problemas colmatando falhas
antes existentes. Pensamos ter conseguido assim um texto mais apelativo ao
estudo.

Agradecemos aos leitores vivas criticas e igualmente construtivas de
modo a que se possam fazer os devidos aperfeicoamentos.

Obrigado.

Os docentes
Vitor Barreto

Rui Costa
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ANALISE DE ESTRUTURAS I

Parte 2 — Método dos Deslocamentos

Capitulo 2.1 — Exercicios Resolvidos
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ANALISE DE ESTRUTURAS I

Parte 2.1 — Método dos Deslocamentos
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PROBLEMA 2.1.1

Esboce os diagramas de esfor¢os finais (momentos e esfor¢cos transversos) a partir dos

diagramas hiperestaticos e isostaticos, indicando sempre os valores notaveis.

a) b)
30 kN/m T0KN
EEEEERE |

T )70kNm
25kw
100kNm 4.0 m ZoKNm

/.0 m—

©) 10,4kN /m

VAR AN A A
7

S

Resolucao do Problema 2.1.1

a)
30 KN/m
J00kNm TERRRREEEEEE 0k
(O 0 )
Sl 7.00 | 7

Parcela hiperestatica

100 kN.m 100 kN.m @ @

kN.m 100 ) 70 kN Vh=4.28
<1 TSI M OS]
> o v o .
yh = METME 2702 (100) _ ey

L

Nota: i — extremidade inicial / j — extremidade final
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Parcela isostéatica

Esforcos finais

M

10

versdo provisoria

)

kN.m 105 N
H h’ﬂ T -
s 2 1B
30x7%/ 8 = 183.75 105

V' =30x7/2=105kN

V) 10928

kN.m 75 W H’l? e
é\ - /ﬂ® ] l ] 1 HTH\ —
SUHEITE 4
9875 354 1100.72
b)
10 kN
25kN.m _ L ~ 25 kN.m
| ————0O )
Parcela hiperestatica
25 kN.m 25kN.m k@n /ﬁ@ﬂ% C\;,?
/ \})
25 1250
vh = My ME_25-(=25) ~12.50kN
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Parcela isostéatica

L10 kN @ @

kN.m kN 500
@

A - A LB X a7k

10x4/4=10 5.00

Esforcos finais

M 25 v

kKN.m ﬁ kN
pd
® 2 5 R
I E AE
25 1750
o)
10.40 KN/m

(,HHHH

10.4x5%/2 = 130 kKN.m

Parcela hiperestatica

@ 130 @

kN.m H kN 26

( BT +
5 2 5 2 2

M -MT 0 -(-130)
L

130 kN.m

A =26.00kN
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Parcela isostéatica

10.40 kN/m @

TRy kN.m N 2600

5 R s e
z R T

10.40x5%/ 8 = 32.50 26.00

@ 130

Esforcos finais
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PROBLEMA 2.1.2

As estruturas sdo deformaveis axialmente e por flexdo. Para cada delas responda as alineas
seguintes.

a) Indique quais os deslocamentos nodais independentes e determine o grau de
indeterminacg&o cinematico, f3.

b) Esboce a estrutura fundamental, e identifique os elementos base (E-E, E-R, E-M e R-R)
¢) Desenhe os modos de deformacédo (ou pelo menos trés a sua escolha, envolvendo dois

deles translacéo nodal) contabilizando o valor dos deslocamentos dependentes que existirem.

“ ?

\m

@;,

= =
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Resolucao do Problema 2.1.2

Apresentam-se apenas trés exemplos:

Estrutura 1

a)
ds
T‘\m
N 4»‘d2
3 - A
/4
p=3 sendofr=1 e Br=2
b)
estrutura estrutura
fundamental ou fundamental
\ N \
\ )
apoios ficticios . -
impedem os desloc. indep. E-E
c)
1° Modo
d1:1,d2:d3:O
1dy=1
= — R R
— /e Vs
d,=1
3° Modo
d3:1,d1:d2:O
- I \ d3=1
- '
ﬁ LT
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Estrutura 4

a)
d;
- \\d1
\d, §
/4
p=3 sendoPr=1 e Pr=2
b)
E-M
[ {
estrutura
fundamental s E
[]
R-R E-E
|
i
c)
1° Modo
VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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No 2° modo, a deformada implica alteragbes na geometria em mais do que uma barra. A forma
de elaborar o desenho da deformada sera apresentada com uma explicacao detalhada:

i — Identificar o deslocamento nodal d, = 1m (BB'=1);

il — Prolongar AB;
d,=1 y
2° Modo j
d2=1 ,d1=d3=0 s B | EC
|

iii - Tracar uma perpendicular ao prolongamento de AB de modo a que intersecte o
ponto B’;
iv — Surge o triangulo BEB’ onde se denotam as seguintes grandezas:

- O éangulo entre (BB’) e (BE) = q;

- Tracando uma paralela a EB’ que passa por B obtemos 6 = BE = deformacéo

axial da barra AB;
- Tragando uma paralela a AB que passa por B’ obtemos u = EB’ = deformacéo

transversal da barra AB;

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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v — Desenhar as barras na posicao deformada. O esforgo axial de tracgdo N é paralelo a

barra AB (na hipétese dos pequenos deslocamentos). N = EA/L *

2° Modo 5 r
1 deden Lo~ AN
d2—1 ,d1—d3—0 R

0 = alongamento do tirante

77

Estrutura 8

a)
ds
b= d,
\
Y/
dg
& —
T
f=8 sendofr=3 e Pfr=5
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b)
R-E E-E
o 2
T
estrutura
fundamental g-g ./ ER —_1ER
D—\—O
¢ E
2
c)
1° Modo 3° Modo
dy=1,d,=dy=d,=ds=dg=d,=dls=0 d;=1,ds=d,=d,;=ds=dg=d;=dg=0
o a
d =1jp—7/f*ﬂjé>:\
s S AN
7777777 \?t:
Yz
’777777E
a = deslocamento transversal na barra DB
b = deslocamento longitudinal na barra DB
8° Modo
d8:1,d1:d2:d3:d4:d5:d6:d7:()
] 7
Yz
TITII77 7777
dg=1
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PROBLEMA 2.1.3

As estruturas sao constituidas por barras axialmente indeformaveis, excepto os tirantes
assinalados por t. Para cada delas responda as alineas seguintes.

a) Indigue quais os deslocamentos nodais independentes e determine o grau de
indeterminacédo cinematico, 3

b) Esboce a estrutura fundamental, e identifique os elementos base (E-E, E-R, E-M e R-R)

¢) Desenhe os modos de deformacao (ou pelo menos trés a sua escolha, envolvendo dois

deles translacéo nodal) contabilizando o valor dos deslocamentos dependentes que existirem.

\
NO
A\

>

I 14
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Resolucao do Problema 2.1.3

Apresentam-se apenas dois exemplos:

Estrutura 1

a)
L
d,
T‘\\oh
R o
N = A
T
f=2 sendo fr=1 e fr=1
b)
L L
estrutura :
fundamental — |RR
\ oy R
——-7o0 ——-oO0
E-E E-R
c)
L L
2° Modo
d2:1,d1:O
=g
=1 N e}
ﬁ [
.
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Estrutura 6

a)

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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PROBLEMA 2.1.4

a) Atendendo as accbes presentes (e a matéria de Andlise de Estruturas |) adopte
simplificacdes de simetria.
b) Para a estrutura simplificada desenhe os digramas finais de momentos flectores.
¢) Qual o valor final da rotacdo em A e flecha no centro do tramo central.
E=30x10° kN/m?
Pilar: seccéo (bxh)=0.30m x 0.30m
Viga :secc¢do (bxh)=030m x 1.20m

b x h: 0 "h" esta contido no plano da estrutura

(Sugestao para a resolucao da alinea b):

Proceda de acordo com a seguinte ordem:

(i) identifique os deslocamentos nodais independentes;
(ii) Desenhe a estrutura fundamental;

(iif) Descretize a estrutura fundamental e adopte um vector de esfor¢cos independentes {X}adopt.?

(iv) Desenhe os modos de deformacéo e monte a matriz de rigidez [K] e a matriz de esforcos [E];

(v) Para a fase "zero" -estrutura fundamental +cargas de véo- determine o vector de forgas de fixagdo {Qgp} e de
esforgos de fixagéo {Xg};

(vi) Determine o vector de forcas aplicadas {Q};

(vii) Estabelega a equacao de equilibrio do método e calcule {d};

(viii) Proceda finalmente ao calculo de esfor¢os finais (independentes) recorrendo a equacao de sobreposicdo de
efeitos;

(ix) Desenhe os momentos flectores hiperestaticos na estrutura dada e sobreponha a parcela isostatica tendo em

consideracao a acgéo de vao.

50 kN/rm 20 KN/ 50 kN/m
P
B C

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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Resolucao do Problema 2.1.4

a) SimplificacBes de simetria: vamos considerar metade da estrutura, pois esta é simétrica e o

seu carregamento também o é.

50 kN/m

T o
o A B

3.50
0
Ve

4.00 6.00

Calculos auxiliares:
Pilar: 0.30x0.30 — A,=0.09m’ — EA, = 2.7 x 10° kN
—1,=6.75x 10" m* — El, = 20250 kN.m?
Viga: 0.30x1.20 — A,=0.36m? — EA, =10.8 x 10° kN
—1,=4.32x10?m* — EI, = 1.296x10° kN.m?

Deslocamentos nodais independentes:

= »

7
Estrutura fundamental
R-E Lsss E-M §
L
(NN
VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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Discretizacdo, escolha dos esforcos independentes (seccdes criticas):

7;;; 2Fj63 ; 4§E

N\

Nota: os esforcos independentes barra a barra s&o:

—_

[SS]

[SS]

%)

{X}=

w &~

(=)}

ZZZZJ;ZZZZZ

(=)}

Héa toda a vantagem em reduzir o vector {X}, porque conduz a um menor esforco de calculo
manual. O problema s6 pede momentos finais, por isso, pode-se retirar todos os esfocos axiais

do vector, isto €, N», N4 e Ng.

Em virtude do apoio “A” ser rotulado, 0 momento M; € nulo e por isso também se retira M; do

vector, o qual ficar4 entéo:

[\

5%}

X 1=

w

<S=£x£<

(=)}

Note-se ainda que Mg poderia ser anulado pois resulta do equilibrio entre M, e M3, ho entanto,

mantém-se para controlo de contas (detectar possiveis erros).

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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Modos de deformacéo, calculo de [K] e [E]:

A

Ky

—

d;

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc
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1° MODO

K, _3(EDy , AED, | (EDy _
4 3.5 6
=12.10x10°kN.m/rad

6(El)
3.5°
3(El)

42

P =0.10x10°kN /rad

k21 =

ky, =—2—2* =-2.43x10°kN /rad

2° MODO

6(E|)p _

k, = =0.10x10°kN /m

(EA)V + (EA)V + 12(EI)P -
4 6 3.5°
=45.06x10°kN /m

ky, =0

kzz =

3° MODO

3(El),

k,=- =—-2.43x10°kN.m/m

ky; =0

_(EA), 3(E|)V
"~ 35

8.32x10°kN /m

33
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A matriz de rigidez sera:

1210 010 -243
[K]=| 010 4506 0 [x10°
-243 0 832

A matriz de esforcos independentes associados a cada modo serd (referencial da resisténcia

do materiais):

3(ET),
4
E,) | _(ED, 972000
E, 6 ~216000
_ ) _&ED, | _
By =1E, =1 =5 =1-216000
E _2ED), — 11571
E, 35 23143
M(EI),
35
0
E,, 0 0
E, 0 0
B, ={E,(={ 6(ED,={ 0
E,, 3.52 -9918
E, 6(£1), 9918
3.57
Ey) |-2EDs | (-243000
4
E, 0 0
E,={Est=1 o (=1 O
E, 0 0
E, 0 0

A matriz final resulta do agrupamento das 3 colunas — [E] = [ {E1} {E2} {Es} ]:

[ 972000 0  —243000]
-216000 0 0
[E]=]-216000 0 0
-11571  -9918 0
23143 9918 0

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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Forcas de fixacdo devidas as cargas de vao Qg e esforcos na fase inicial (fase zero) X,

50 kN/m 30 kN/m
IENREEERN
Q30 A 10
100
360 §>
M‘/T T\—> 180
T 125 150 Q20
75
7777
-100
Q0 360 -100 260kN.m -360
{Qo}=1Qy = 0 = O0kN {X,}=1 180
Q) [(125+180 305kN 0
0

Vector das forcas nodais aplicadas:

Q| |0
{Q}=1Q, =10
Qi) 0

O carregamento ndo é constituido por cargas nodais que actuem na direccdo dos
deslocamentos independentes, pelo que {Q} = 0.

Equacéo de equilibrio de forgas:

[KT{d} + {Qo}= {Q} =

1210 010 -2.43 d,| (260] (0 d, =-30.65x10rad
- [ 010 4506 0 |x10°x3d,r+< 0 r=20re< d,=0.07x10"m
-243 0 832 d,| (305 0O d, =-45.61x107° m

~30.65
{dy=1 0.07 ‘x10°*
~45.61

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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versdo provisoria

b) Calculo dos esforgos (principio da sobreposicdo de efeitos):

X} =[El*{d} +{X,} <

M,| [ 972000 0 -243000 | -100 -287
M, -216000 0 0 -30.65 -360 -293.8
M, t =|-216000 0 0 x4 0.07 X107 +{ 180 =1 246.2
M -11571 -9918 0 -45.61 0 3.5
Mg | 23143 9918 0 | 0 -7.1
Diagrama de momentos flectores:
293.8
/%
kN.m Dap— T
SIS, ] | \ l l \ \ \ q
R 246.2
T 3.5

Usualmente recorre-se a outra via que consis

dos momentos flectores finais, como se fez

te em calcular os esforcos transversos a partir

nos exercicios iniciais deste capitulo, e por

equilibrio dos nés, determinar os esforcos normais.

Uma terceira via, consiste em determinar as reaccdes de apoio e posteriormente determinar os

esfor¢os normais em cada barra.

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc
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c¢) calculo da rotacao em “A” e da flecha em “C”

Fase zero — vector {d’}:

50 kN/m
30 kN/m
y Y 9 Y Y 9 Y Yy 9 Yy 9 vy ¥

[ 1

d

%ﬁx{d L dS

d10

7777

Nota: os sentidos na figura séo arbitrados e passam a ser o referencial para estas

deformacoes.

das tabelas:
d% = 8g= PL®/ 48El, = 50 x 4 / (48 x 1.296x10°) = 5.14 x 10° rad
d%o = 8= PL*/ 24El, =30 x 6* / (24 x 1.296x10°%) = 1.25 x 10° m

14x107°
vector {d{'} = {f 25:18_3}

Deslocamentos devidos aos modos de deformacdo — matriz [D]:

X1
0.5
1° modo D, = 2 :{ }

6
2
0
2° modo D, ={ }

_ 3 sl [-0.375
3° modo D, =7 2x4 =
-1

-1
_ , 0.5 0 -0.375
assim resulta a matriz [D] =
-3 0 -1
VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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Deslocamentos totais:

{d?} =[DIx{d} +{d§} -

| ~3.065 . .
d*] [0.5 0 -0375 . [5.14x107) _ [6.92x107°| rad
" 1-3 0 -1 [° 0.07 X107+ 1.25x107 [ ] 0.00263 [ m
2 —45.61 ' '

Como ambos os valores resultaram positivos, conclui-se que os deslocamentos sdo nos

sentidos adoptados.

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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PROBLEMA 2.1.5

Dada a semi-estrutura do Problema 2.1.4, determine os momentos flectores para:

a) Caso em que haja um assentamento de apoio de 3mm, vertical de cima para baixo na base
do pilar, né D;

b) Caso em que ocorra o assentamento descrito na alinea a) em simultdneo com as accdes de
vao.

(Nota: Este assentamento corresponde, na estrutura completa, ao assentamento simultdneo dos apoios dos pilares

nos nos D e D’, em virtude das simplificagcdes de simetria. Se na verdade pretendéssemos s6 0 assentamento de D,

na estrutura completa, ndo seria legitimo fazer simplificaces de simetria, visto tratar-se de uma acc¢do assimética.

50 kN,/m

30 kN/m

WHHWMMM
B C

iZ
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Resolucao do Problema 2.1.5

7

a) Esforgos para o caso de ocorréncia de um assentamento de apoio no n6 “D” de 3mm(1{).

O assentamento é entendido como sendo uma accao exterior, logo, relativamente ao problema
2.1.4, apenas temos de determinar os vectores {Qq} e {Xq}, recalculando-se posteriormente as

equacdes de equilibrio para a obtencdo dos novos deslocamentos e esfor¢os independentes.

A nova accdo consiste nos efeitos da translagdo do pilar 3mm na vertical da qual resultam

novas forgas de fixacéo.

Q10=0

Quo= [EAp/L]A TA\

— Q=0
Fot 4

estrutura
fundamental

T T
0.003m
—

T

[EAp/L]A ‘

Como as barras tem deformabilidade axial, fixando-se o né, o pilar ira “esticar”, resultando

apenas numa for¢a de fixagdo segundo ds:

Q1o =0
on =0
EA 6
Qu = 2o p = 2707 6 603 = 2314.20kN
L 3.50

Os esforcos na fase 0, sdo apenas esfor¢os axiais, os quais nédo fazem parte de {Xo}, logo:

0

0

{X,}=10

0

0
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A equacdo do método seré:

[KT*{d} + {Qo}= {Q} =

1210 010 -243 d, 0 0 d, =-59.34x10rad
- | 010 4506 0 |x10°Xxqd,p+< 0 $=10re< d, =0.132x107°m
-243 0 832 d,| [2314.29] |0 d, =-295.49x107 m

E os esforgos seréo:
{X;}=[E]*{d} +{X,} =

M,| [ 972000 0  —243000] 0 142
M| |-216000 0 0 -59.34 o |128
M, +=[-216000 0 0 [x{ 0.132 (X107 +<0r=1<128
M -11571 -9918 0 —295.49 0 7
My] | 23143 9918 0 | 0] |-14
HHHHH@HHHH@
+142 128
@®
+7

T

b) Esfor¢os para o caso de ocorréncia de um assentamento de apoio no n6 “D” de 3mm(l) em

simultdneo com o carregamento.

Neste caso podemos somar os vectores {Qq} e {X,} dos dois casos de carga:

260 0 260
{Qo}=4 0 ++ 0 = 0
305 2314.29 2619.29
-100 0 -100
=360 0 =360
{X,}=4 180 +<0; =1 180
0 0 0
0 0 0
VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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Equacéo do método:

[KT*{d} + {Qo}= {Q} =

1210 010 -243 d, 260 0 d, =-90.0x10rad
o | 010 4506 0 |x10°x4d,+ 0 =0p =4 d, =20.0x107°m
-243 0 832 d, 2619.29 0 d, =-341.1x10° m
Esforgos:
X y=[E]l*{d} +{X,} =
M,| [ 972000 0 -243000 | -100 -145.9
M, -216000 0 0 -90.0 -360 -165.6
M, =| —216000 0 0 X4 20.0 1077 +{ 180 t =< 374.4
M -11571 -9918 0 -341.1 0 8.43
M¢] | 23143 9918 0 | 0 -2.1
165.6
@ 145.9 m
kN.m U%/(@ .
SE
e )
=N 374.4
s
77777:8.4
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PROBLEMA 2.1.6

Trace o diagrama de momentos finais da estrutura seguinte.

E=30x10° kN/m? 50 kN/m 20 KN/
Pilar: (0.30m x 0.30m) vy v vy vy
Viga : (030m x 1.20m)
Kmola= 2.0x10° kN.m/rad. : W : &
3.00 m
D

Z

~—40 m—=—=—"-060 m—
Resolucao do Problema 2.1.6

Verificamos que a estrutura é quase igual a da estrutura do Problema 2.1.3, diferindo apenas
pelo facto de haver uma mola aplicada no n6 B, que aumentara restricdo deste a rotacao (sem
contudo o bloquear completamente). Vamos, no que possivel, aproveitar os calculos do
referido problema identificando as diferencas. (Obviamente que, se o problema 1.3 néo
existisse, teriamos de fazer o calculo completo desta estrutura com a mola incluida.) O papel
da mola € o de restringir a rotacdo do né. Quanto maior for a rotacdo do né “B”, maior sera o

momento que a mola faz actuar neste, sendo o seu valor Myga = Kmoia X 6z.

Adoptando os deslocamentos nodais do problema 2.1.3, verificamos que a rotacdo 6z coincide

0 deslocamento nodal independente d;.

Deslocamento nodais:

ez
VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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Estrutura fundamental:

A mola apenas “afecta” o 1° modo:

A K, = 3(El), | 4(El)y _ (El), vk =
4 3.5 6

Kis -t =12.10x10° +2x10°kN.m/rad
d; =1 6(El)
% k, = ® =0.10x10°kN /rad
Ko 3.5
(a mola nao interfere neste valor)
Ky =-— 3(E!)V =—2.43x10°kN /rad
4

(a mola néo interfere neste valor)

Mantém-se portanto os restantes termos da matriz de rigidez.

A matriz dos esfor¢os [E], resulta de cada modo de deformacao, cujas configuracdes

dependem apenas das barras, a mola nao interfere no valor dos eloementos da matriz [E].

Assim, a eq. de equilibrio ser&:

[KT{d} + {Qo}= {Q} =

(1210+2.00) 010 -243 d,] [260] (0] ([d,=-26.09x10"rad
- 0.10 4506 0 [x10°x{d,t+{ 0 +={0} =4 d,=0.06x10"m
~243 0 832 d,| |305] |0 d, =-44.39x107 m

Como se pode observar, a rotacdo do n6 “B” (valor de d;), é naturalmente menor do que no

problema 2.1.3, visto que existe uma restricao adicional a este movimento por parte da mola.

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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Célculo dos esforcos:

X} =[El{d} +{X,} <

M,| [ 972000 0  —243000] -100 - 246

M, -216000 0 0 -26.09 -360| |-304

M, t=|-216000 0 0 [x{ 0.06 tx107°+{ 180 =1 236

M -11571 -9918 0 - 44.39 0 3

My] | 23143 9918 0 0 -6
304

O

kN.m Blcigte

peutll m@
A
=

N
L
[\
\
m

—.3

A reaccéo na mola é Mmga = -Kmoia X 8g = -Kmoa X d1 = -2x10° x -26.09x10° = +52.18 kN.m.
(O momento reactivo aplicado ao né é sempre contrario a rotacao deste, pelo que tem de se

afectar a expresséo pelo sinal “-*)
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PROBLEMA 2.1.7

Determine os diagramas finais da seguinte estrutura. O apoio D € eldstico vertical, simulando a

reaccao vertical do solo & estrutura, kmola=180x10° kN/m. Os restantes dados correspondem

aos do Problema 2.1.3.

50 kN/m 20 kN /m
ARV A
B c

i

()

~—40 m—=—=—-"00 m—=

Resolucao do Problema 2.1.7

Neste caso hd um deslocamento independente adicional:

- . |
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Estrutura fundamental:

_—

versdo provisoria

ANNNN\Y

1° MODO
Kk, = 3(El), | 4(El)e  (El), _
4 3.5 6
=12.10x10°kN.m/rad
6(El
k,, = ( Zp =0.10x10°kN /rad
3.5
ky, = —3(52”“ =-2.43x10°kN /rad

k, =k,, - determinar no 4° modo

2° MODO
K, = 6(E'2P =0.10x10°kN /m
3.5
12(El
k22 - (EA)V + (EA)V + ( )P -
4 6 3.5°
=45.06x10°kN /m
K, =0kN/m

k,, =k,, - determinar no 4° modo

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc
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versdo provisoria

3° MODO

k, = —3(EL)V = -2.43x10°kN.m/m
4

k,, =0kN/m

_(EA), , 3(ED), _

I Ve 8.32x10°kN /m

33

k,; =k,, - determinar no 4° modo

4° MODO
K, =0kN.m/m
K,, =0kN/m

.. T K
24 (EA), X
kK,, =————=-7.71XxX10° kN /m
3.5
Kys
EA 6
Id4=1 k= EMe Ly Z2TXI0° 06
%%E L 3.5
jm =9.51x10°kN/m
A matriz de rigidez sera:
12.10 0.10 -2.43 0
0.10 45.06 0 0 s
[K] = x10
-2.43 0 832 -=7.71
0 0 -7.71 9.51

A matriz [E] vai ter mais uma coluna associada ao 4° modo. Como os esfor¢os independentes

sdo apenas momentos, esta sera nula, visto que o 4° modo n&o introduz momentos na

estrutura (apenas esforcos normais).

O vector {Xo} ndo tem qualquer alteracdo. Os vectores {Q} e {Qo} ficam com mais um elemento,

associado ao 4° grau de liberdade. Porém o seu valor é nulo porque ndo ha cargas de vao que

mobilizem Q4, Nnem cargas nodais no sentido de dj.

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc
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Pode-se entdo obter os novos deslocamentos independentes:

[KT*{d} + {Qo}= {Q} =

L4

12.10 0.10 -2.43 0 d, 260 0 d, = -67.44x10rad
0.10 45.06 0 0 s d, 0 0 d, =0.15x107°m
X10° X + = =
—-2.43 0 832 -7.71 d, 305 0 d, = -288.80x107° m
0 0 -7.71 9.51 d, 0 0 d4=—185.49X10‘5m
Célculo dos esforcos:
M, 972000 0 -243000 O] 6744 -100 -199.50
M, -216000 0 0 0 0 1'5 =360 -214.3
M, r =| —216000 0 0 0 (X ' X107 +4 180 + =4 325.7
—288.80
M -11571 -9918 0 0 0 7.8
-185.49
M, | 23143 9918 0 0] 0 -15.6

Obtidos os momentos nas sec¢les extremas, momentos hiperestaticos, € facil, barra a barra,
determinar os esforcos transversos hiperestaticos. Atendendo ao carregamento e vao
calculam-se também os esforgos isoestaticos, cuja adicdo aos hiperestaticos conduz aos

esfogos finais (ver problema 2.1.1).

Por equilibrio n6 a né, convertendo os esforgos transversos em cargas nodais, calculam-se os

esfor¢os axiais totais.

Com base em toda esta informacao, desenham-se os diagramas de esforcos finais.
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PROBLEMA 2.1.8

Vai resolver a estrutura pelo método dos deslocamentos admitindo que as barras sdo
axialmente indeformaveis. S&o conhecidos os deslocamentos nodais independentes, a
localizacao das secc¢des criticas, a matriz de rigidez [K] e a de esfor¢os [E].
a) Desenhe a estrutura fundamental.
b) Ocorre um assentamento de apoio vertical de 3 mm em A em simultdneo com as cargas
aplicadas.

b.1) Calcule os esforcos e desenhe o diagrama de momentos final

b.2) Qual o valor do deslocamento vertical em F ?

25 kN/m
ey F &
30 m (E)
90 kN 30 kN/m
B l o 25KN
T >
(381, ¢ (3E1)
% ° 7€.kNm %
3.9m (Elg)
(o)
50 m L 50 m
E =30GPa , lp=2x103m4
2@ 29/15  2/3  -2/3
I
[K]=| 2/3 89/15 -1/3|EI
-2/3 -1/3 5/9
d3 3 6 -3/5] 0 0 |
* I 1
& B ~3/50 0 | o0
2 0 | 9/5 | 0
[E]= EI
. 0 |-9/5| 0
0 1 [1/3
-2/3|-4/3|2/3]
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Resolucao do problema

a) Estrutura fundamental:

R-E %4

2.1.8

E-M

versdo provisoria

E

E-

E-R

R-E

b.1) Discretizac&o da Estrutura e vector dos esfor¢os independentes:

! 2@ M,
Tro M,
0 Xy
9 f M5
K upgth > d M
R Tha R 8
s/ 777777 M9
17
777
Célculo de {Qg} e {Xq}
25 kNlm
2
PL 1'3'208 33 PL 16=104.17

%kNl

———

.

30 kN/m

i

777 3PLI6=84.375

g
’/L

i

PL*/8=93.75

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc
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[ORGKS

=64.80

[3E(31N5%1"0.00

T
Deslocamentos independentes
{Q0}= {QO cargas} + {QO assentamento} And
ol
, 3
pl”~ 3pl 3EI
= - +
{Qu} s 16
0
{XO}: {XO, cargas} + {XO, assentamento} And
_pl
3 0
pl’ 0
+ —
38 S5 0,003
= =T 3
5 > 0.003
_pl s
8 0
0 0
0
{Q}: {Q cargas} + {Q assentamento} And
0 0 0
{QF=<=75;+40=<=75
25 0 25

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc

39

o 0003

[BE(31)/5° ]*0.003=
=64.80

-
j 0.003m

0 208.3

3E2] 0.003} =49.375
0 . 0
-208.33 0
104.17 0
-84.375| |64.80
-93.75 [ |64.80

0 0

0 0

versdo provisoria

d
j d,ass, =0.003m

—208.33
104.17
—19.575
-28.95
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[KT{d} + {Qo}= {Q} =

116000 40000 —40000 d, 208.3 0 d, = -2.603x107 rad
= | 40000 356000 -—20000 |x<d, +39375;=-75; < d2=—0.081x10‘3 rad
—-40000 -20000 33333 d, 0 25 d, = —2.422x107 m
Esforcos
Myl [-3/5| 0 0 | -208.33] ([-114.60
M - 104.17 197.
|v|2 i)/ i 9(/)5 8 72603 fg 575 928 2%
|v|4 =l o |-e/s| o [EXTO08 X107 + 28.95 [~ ] -20.20
6 ~2.422 ' '
Mg 0 1 1/3 0 -53.30
Mg |-2/3|-4/3|2/3] 0 13.70
Diagrama de momentos flectores:
114.6

197.9
20.2
Al 1) N Ul [TER
7T 137 T

b.2) Dos Modos de deformacédo (arbitrando-se como positivo, o deslocamento de cima para

baixo):

[D] {—% 0 0}

Do carregamento + assentamento:

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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dé=di .  +dl. =

0,carga 0,ass.

Resulta:

0

{d}} =[DIx{d} +{d{}  {d}) :[_é

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc
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4
Pl 0.003 = 0.01385m
EI

—2.603

O}C —0.081x10™ +0.01385 = 0.02035m
-2.422
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PROBLEMA 2.1.9

Despreze a deformabilidade axial das barras.

a) Desenhe os diagramas de momentos, esfor¢os transversos e esfor¢os axiais. Recorra ao
Principio dos Trabalhos Virtuais para determinar as forcas de fixacdo necessérias, ou seja, 0s
Qio, e Kij.

b) Qual o valor da flecha em B?

El=1.253x10° kNm?

35 kN
30 kN/m ‘SOkNm
e e O O I A

NI
‘M |
250 m
j @
C

40 m—=—00 m—

Resolucao do problema 2.1.9

Célculos prévios: o = 26.565
cos a = 0.894
sen a = 0.447
tg a =0.50
VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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Deslocamentos independentes:

d

1=

2
d;
E—BD\
| E-E
3
f\
T

Discretizacdo, escolha dos esforcos independentes (seccoes criticas):

Estrutura fundamental:

Modos de deformacao:

Modo 1

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc
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Modo 2

12El
FE
12El T _GEl
l?/—m #
SEl
+ L]

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc
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versdo provisoria

3El

/4 5,59
1 1S

5.59 3E|

/5.592

T
. 1 3El . 1
559" cosq 55¢" cosg

3El
559

2.1-

1

cosg



UAlg-EST-C.Civil-AEII

versdo provisoria

Diagramas de deslocamentos virtuais:
DDV1

Coeficientes da matriz de rigidez:

Ki = 4%3[ +% =1.537EI =1.925x10°, é obtido directamente.

- para obter K,; € necessario multiplicar as forcas e os esforcos do modo 1, pelos
deslocamentos virtuais do DDV2 e igualar o trabalho externo we, ao trabalho interno
Wint.

— *1 —
wext - Wint < k21 1 =W <

mnt

S )

ek, = 42x

X COS axi(T )+

359[2 xsena'xTana'(H) =—0.268EI =—-0.336x10°

92

- para obter K,, é necesséario multiplicar as forcas e esforcos do modo 2, pelos
deslocamentos virtuais do DDV2:

— %1 —
Wext - Wint < k21 1_ Wint <

=k, = u#xi(T )+ 3EI3 X X COS a’xi(T )+ 3EI3 X xsenO’xTanO’(«—) =
4 5.59° cosa 5.59° cosa
=0.209E1 =0.262x10°
Kiz == 6b;[ + 3E[2 X L —0.268E1 = —0.336x10°
4 5.59° cosa
Matriz de rigidez:
1.925 -0.336 .
[K]= x10
-0.336 0.262
VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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Matriz dos esforcos independentes devidos aos modos de deformacéao:

2F1 6E]
- 4 42 -0.5 0.375 —-626500 469875
2]= - e
4EI  OEl 1 -0.375 1253000 —469875
4 42

Forcas de fixacdo devidas a Cargas nodais:

=g} ={55

Nota: O elemento Q; deste vector é o trabalho realizado por todas as forgas

nodais aplicadas durante o deslocamento virtual imposto em DDV;.

Forcas de fixacdo devidas a Cargas de vao:

Q2o
Qu  50kN/m
P

30 kN/m

L]
3

| | VY

/4

Barra AB

30 kN/m

40 kN.m
Y Y Y v“YY Y Y
( B > PI2/12 =30 * 42/ 12 = 40 kN.m

TGOKN TPI/2=30 412 =60 kN
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Barra BC

Nesta barra é necesséario decompor o carregamento para as direc¢des transversal e normal a
barra:

S s /7 (4472 cosa) = 40.00kN/m
14
50 kN/m (

/]

T (50" aosa) = 4472 N
= ID] = P

8
A A o= 20*5‘53””7 (44.72 * senq ) = 20.00kN/m
o/

Q1o = -40+156.24 = 116.24 kN.m, obtido directamente.

Q20 — usar o P.T.V. obtendo o trabalho virtual, multiplicando os esfor¢os de fixacdo das
cargas de vao pelos deslocamento no DDV2:

Qa0 = 60*1+139.75%cosar *1(1 )+111.8* senar *1(1 )~ 83.85* senar * tan a(— ) == 216 25kN

@) 116.24
{0}=17"1= 1
0, 216.26
Esforcos independentes devidos a Cargas de vao:
M -40
02
Calculo dos deslocamentos independentes:

[KI{d} + {Qo}= {Q} =
1.925 -0.336 ¢ |d, 116.24 0
e x10°x + = -
-0.336 0.262 d, 216.26 -35
d, =-0.293x10"rad
d, =-1.335x10"m
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Célculo dos esforcos independentes:
{X;}=[E]*{d} +{X;} =

M,| _[~626500 469875 |, [-0293x107]  [~40
M, [ "] 1253000 -469875| |-1335x107 [ |-40
{M 1} _ {— 44372 - 40 = —483.72kN.m}

M,[ | 260.15-40=220.15%N.m

Diagramas de esforcos:

™

|
kN.m 3 RIS
220.15

483.72

220.15 - (-483.72) + 30%4

Vi = ; =235.97kN
Vo = =30%4+235.97 =115.97kN

— *
v, 0722015 40%559 ) o0y

5.59
V,= —40%5.59+72.42 =-151.18
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PROBLEMA 2.1.10

Recorrendo ao método dos deslocamentos e sabendo que a estrutura da figura é sujeita ao
carregamento indicado:
- Determine o grau de indeterminacao cinemética da estrutura;
- Monte a matriz de rigidez, os vectores de forcas nodais e os vectores dos esfor¢cos nas
seccgoes;
- Monte o vector de esfor¢cos independentes sabendo que pretende desenhar o diagrama de
momentos flectores.

(Recorra ao principio dos trabalhos virtuais sempre que achar necessario)

31 kN 32 kN 33 kN
_ 10 kN/m BY éégﬁ
C
5.00
R AQ<§
3.80 |
Barra El EA
A-B 15 000 o0
B-C 15 000 0
B-D 0 50 000
Resolucdo do problema 2.1.10
a) Deslocamentos independentes:
d
d, 1
—»A\
Lgp = 6.28m
Grau de indeterminacgdo estatica 3 = 2
VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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Estrutura fundamental:

R-E

)

b) Discretizacdo da estrutura, vector de esforcos independentes:

¢) Modos de deformacao:

Modo 1
K11
7/—\ 6EL3.5° BEL3.82
Koy, 2EI/3.8
L w
3EI5
3EB -
VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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Modo 2

versdo provisoria

(12E1/3.8°)*Tan60®

K12

'/TEAE.28)’D.E1

Ky

7 —

cos(52.?7'°)=0.617</

315 ———

3615

Diagramas de deslocamentos virtuais:
DDV1 DDV2

s

1

Matriz de rigidez:

Do 1° modo:

Kk, =3 +% = 24789.47

5

3EI f] - 6El
52 3.8°

*tan 60 = —8995.33

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc
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Do 2° modo:
L= OB 60 = -8995.33
5 38

Ky :g*i+(12—E31*tan60j*tan60+( £ *o.mj*ﬁ =13163.66
5 3.8 6.28

[K]— 24789.47 —8995.33
—8995.33 13163.66

Matriz dos esforcos independentes devidos aos modos de deformacéao:

- N -
4El 6E1 tan 60

23E81 3.68E2I ~15789 10795
[E]=] == -—=-tan60|=| 7895 -10795
3.8 3.82
- =2 061
6.28

Forcas de fixacdo devidas a cargas nodais:

Q. e Q, séo iguais ao trabalho realizado pelas cargas aplicadas nos ndés quando se impde
respectivamente deslocamentos virtuais unitarios nas direccfes d; e d,.
Do diagrama DDV1:

0, *1=31%0+33%0

Do diagrama DDV2:

0, *1=31*0-33*tan 60 = —55.16

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc 2.1-
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Forcas de fixacdo devidas a cargas de vao:

2
810"5° _
o =16.7 .

3238
=152
r 8 l 2*3 8
10 KN/m ‘TZ jﬂ

(g

32216 32 =16
2 2

48*10%5

120 20

12*10*5
120

Do diagrama DDV1:

_ *x1O*&82 _ *
0, +i=8 1(2)05 474327338

*1=31.87kN.m

Do diagrama DDV2:

*1() *
A8TI0%S 1 432 tan60 = 47.714N
120 2

— |

QZO* =

tod={75

Esforcos devidos a cargas de vao:

32%3.8

M, 323}38 -152
{x,}=4Mm,}=1- 8' ={-152
N s 0 0

Céalculo dos deslocamentos independentes:
24789.47 —8995.33 . a’l 31.87 0
—8995.33 13163.66 d2 47.71 -55.16
d,| _|=0.0055 rad
d, -0.0116 m

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc
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Esforcos independentes:

M; —-15789 10795
—0.0055
M, b=| 7805 —10795|*
-0.0116
N 0 -4857
54
(w
||II| ....... il .

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulol.doc
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}+ -1524 =4 67 kN.m
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ANALISE DE ESTRUTURAS II

Parte 2 — Método dos Deslocamentos

Capitulo 2.2 — Exercicios Propostos
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PROBLEMA 2.2.1

Vai resolver a estrutura pelo método dos deslocamentos supondo que as barras sao
axialmente indeformaveis.

a) lIdentifigue os deslocamentos nodais independentes e desenhe a estrutura
fundamental.

b) Determine a matriz de rigidez

c) Determine os vectores {Qo} e {Q}

d) Qual o deslocamento horizontal de A.

e) Determine o0 momento na secc¢éo de topo da barra DB.

f) Foi entretanto colocada uma mola no ponto A que trabalha no sentido horizontal.
Determine a rigidez que essa mola devera ter de modo a que 0 momento na secc¢éo de
topo da barra DB seja nulo.

El = 50000 kNmZ2

25 kN/m

/5 kN
R m

A% &5 5 C W WA

) 50 m
) J W/
v 7
50 m — 120 kN/m
um
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PROBLEMA 2.2.2

As barras sdo axialmente indeformaveis. Determine a matriz de rigidez [K] e o vector de

forgas {Qq} recorrendo ao P.T.V.

El = 45000 kNmZ2

K = 2000 kNm-2 V)
Lv ¥ v & |y
10 kN/m /

15KkNI
—

3

:
N
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PROBLEMA 2.2.3

Determine a matriz de rigidez da seguinte estrutura supondo que as barras séo
axialmente indeforméveis e recorrendo a técnica de mudanca de base.

El = 4000 kNm?2

L=5m

/_ l 15°

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulo2.doc 22- 4
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PROBLEMA 2.2.4

Dada a grelha em betdo armado sujeita as accbes mostradas determine e desenhe 0s
diagramas de momentos flectores e momentos torgcores. Admita que o factor de rigidez a

torcao da seccao de betdo é 10% do factor de rigidez a tor¢céo elastico.

Z 65 KN/

T15kN /mr—__x ' /
90 kNi l 370" m
70 kN ///

- ? :
" W;O
- 500 m——& ——1 80 m
Barra |b (m) |h(m) E = 30 X 106 kN/m2

AC  [0.25 [0.40 P

DE 0.30 |0.50

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulo2.doc 22-5
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PROBLEMA 2.2.5

Vai recorrer ao método de Cross para resolver a seguinte estrutura.

1) Admita a estrutura completaisto € de Aa E

1.a) Determine os momentos finais e desenhe o respectivo diagrama devido as cargas
actuantes.

1.b) Determine os momentos finais e desenhe o respectivo diagrama devido as cargas
actuantes em simultaneo com um assentamento de 3mm (de cima para baixo ) no apoio
C.

1.c) Em relacdo a alinea 1.a) indique qual a rotacéo sofrida pelo n6 B.

(EI = 35000 kNm2)

2) Admita que agora simplifica a estrutura retirando a consola DE e substituindo-a por um
momento e um esforgo transverso aplicado a seccéo direita da barra CD. Responda

novamente a questéao 1.b).

20 kN 525 kN/m

R AR Errrry PN

Z L ;;B (261) é;C (EN D@ -

L 50 m—Lt—80 m——L—6.0 m—*ﬁ
.Um
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PROBLEMA 2.2.6

a) Calcule os momentos finais e esboce o diagrama respectivo quando a estrutura esta
Sujeita ao carregamento mostrado e a uma variacao uniforme de temperatura de 35 °C.
(Nota: De modo a nado alongar muito o tempo de célculo, ndo itere mais do que trés vezes em
cada ndé ou admita um erro de 0.5 kNm)

b) Qual arotacdodoné C ?
(EI = 50000 kNm2 ; a= 10-5 /°C)

yo kN
o §>OA (2E1) B

4.90 m (EN

20 kN/m

i [ Vidd v
QOkNm (2E1) j;/ (2E1) ZL
40 m (EN) @

—5.0 melH) mL6O m
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PROBLEMA 2.2.7

versao provisoéria

a) Calcule os momentos finais e esboce o diagrama respectivo quando a estrutura esta

Sujeita ao carregamento mostrado e a uma variagao uniforme de temperatura de 35 °C na

viga BD.

(Nota: De modo a ndo alongar muito o tempo de célculo, ndo itere mais do que trés vezes em

cada nd ou admita um erro de 0.5 kNm)

b) Qual a rotacdo doné B ?
(EI = 50000 kKNm2 ; a= 10-5 /°C)

70 kN
450 m (EN|*—
- fﬁa(zm
90kNm
40 m 77777

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulo2.doc
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ANALISE DE ESTRUTURAS II

Parte 2 — Método dos Deslocamentos

Capitulo 2.3 — Problemas de Exames

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulo3.doc
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PROBLEMA 2.3.1

Considere para a estrutura dada que:

Barra ABC : EA= I kN, EI=106 kNm2
Tirantes DB e EB : EA= 0.4x10° kN, El = EI=0 kNm?

Determine e defina:
a) Estrutura base (fundamental) e deslocamentos independentes
b) Matriz de rigidez

c) Matriz de forcas nodais de fixacao devidas as accdes de vao.

ww D /
Q\é/ 6.0 30 kN/m

\ T

4
A | Ao | c
voor
= 60—==—60 m—=

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulo3.doc

2.3-



UAIg-EST-C.Civil-AEll versao provisoéria

PROBLEMA 2.3.2

Vai resolver a estrutura pelo método dos deslocamentos admitindo que as barras sao
axialmente indeformaveis.

a) Defina grau de indeterminagéo cinematica de uma a estrutura. Determine-o0. Desenhe a
estrutura fundamental.

b) Monte a matriz de rigidez. Monte os vectores Q e Qo.

c) Determine os momentos finais e desenhe-os num diagrama.

d) Ocorre um assentamento de apoio vertical de 3 mm em A em simultdneo com as

cargas aplicadas. Qual o valor do deslocamento vertical em F ?

25 kN/m
E 3y F A
30 m (Elo)
. 30 kN/m
1 25 kN
— ; l C Q (3El) D >
(3£1) 0
% ’ 75 kNm %
3.0m (Elo)
A
= o

50 m i 50 m
E =30GPa , lg=2x10-3 m#
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PROBLEMA 2.3.3

versao provisoéria

Os deslocamentos nodais independentes e as caracteristicas das barras estdo mostrados

na figura.
Recorrendo ao PTV determine:
a) O elemento Q10.Qual o seu significado?

b) Os coeficientes Ky, e Ka.

= 45 m
E=210 GPa
Barra Area (m?) Inércia(m?)
AB oo 16x10°®
BC oo 16x10°®
DB 5x10* 0
VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulo3.doc 23- 4




UAIg-EST-C.Civil-AEll versao provisoéria

PROBLEMA 2.3.4

Vai resolver a estrutura pelo Método dos Deslocamentos. As barras AB e BC séo

axialmente indeforméaveis.

a) Monte a matriz de rigidez da estrutura. Indique qual o significado dos coeficientes
dessa matriz.

b) Monte o vector {Qq} recorrendo ao P.T.V.

c) Calcule e esboce o diagrama de momentos finais (nos célculos devera indicar
explicitamente qual o vector de esforgos independentes, {X} que adoptou).

d) Qual o deslocamento horizontal da viga ?

e) Qual arotacdo do n6 C?

f) Qual o vector {Qg} associado ao assentamento de apoio em A de 3 mm, em

simultaneo com a carga aplicada ?

El = 6525 kNmZ2 (
EA = 0.5x106 kN 30 m
. C 5 kN
I\
/4
3.0m <E|)
15 kN/m
3 Al |
< 30 ol 50 m o

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulo3.doc 23-5



UAIg-EST-C.Civil-AEll versao provisoéria

PROBLEMA 2.3.5

Vai resolver a estrutura pelo Método dos Deslocamentos atendendo aos valores do
guadro anexo.

a) Simplifique a estrutura

b) Qual o valor de B ?. Desenhe a estrutura fundamental.

c) Desenhe os modos de deformacédo independentes existentes.

d) Calcule os coeficientes da matriz de rigidez. Qual o significado de kqo ?

e) Calcule o vector {Qq} .

E = 30x106 kN/m2: EA =[O

Barra I(m4) 8 kN/m 0 kN/m
1 675x10-6 f
O X 9 m ©)
2 325x10-6 B (3)
3 1600x10-6 2
)
2.30m W 2.5
L wr 7%

PROBLEMA 2.3.6

A estrutura mostrada na figura € constituida por duas barras AB e BC de secc¢ao

guadrada e oca como se mostra no corte 1-1' cujo material tem o seguinte modulo de

elasticidade E=210 GPa, e que para efeito destes calculos se consideram tais barras

axialmente indeformaveis.

Posteriormente foi colocado um tirante AC do mesmo material mas de secc¢ao

desconhecida.

a) Supondo a inexisténcia do tirante AC determine o deslocamento do no C.

b) Dimensione a seccéo do tirante de modo a que o deslocamento anterior se reduza a
1/5.

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulo3.doc 23- 6
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c) Para a situacdo das alineas a) e b) esboce os diagramas de momentos flectores.

d) Qual o esforco axial instalado no tirante no caso b) ?

N,

25 kN/m

40 m—L—40 m—

PROBLEMA 2.3.7

Vai resolver a estrutura pelo método dos deslocamentos supondo que as barras sao
axialmente indeformaveis.

a) ldentifique os deslocamentos nodais independentes e desenhe a estrutura fundamental
(se achar conveniente pode simplificar a estrutura)

b) Determine a matriz de rigidez

c) Determine o vector {Qqo}

d) Exemplifique como determinaria um dos elementos de {Qq} recorrendo ao PTV.

e) Determine e esboce o diagrama de momentos finais.

f) Foi entretanto colocada uma mola no ponto A que trabalha no sentido horizontal.

Determine a rigidez que essa mole devera ter de modo a que 0 momento na secgao

direita do topo da barra DB seja nulo.
El = 50000 kNm2

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulo3.doc 23- 7
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25 kN/m

/5 kN
SO m
A &) 5 C W \VAVA

PROBLEMA 2.3.8

Considere a estrutura em betdo armado, contida num plano horizontal e onde as seccoes

A e C estéo encastradas a flexao e torgao.

E= 30 GPa
03 G=13GPa

a) ldentifigue o nimero de deslocamentos nodais independentes e designe por dq 0

relativo ao deslocamento vertical de B.

b) Construa a matriz de rigidez da estrutura e recorra ao Principio dos Trabalhos Virtuais
para quantificar K21

c) Defina o vector dos esfor¢os independentes {X};. Calcule {Q}, {Qq} e {Xo}

d) Qual o deslocamento vertical em B ?

e) Esboce os diagramas de momentos flectores e momentos torcores finais.
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PROBLEMA 2.3.9

Vai resolver a estrutura pelo método de Cross atendendo as cargas aplicadas e ao
assentamento vertical de 3mm no apoio F.

a) Determine e esboce o diagrama de momentos finais.

b) Qual a flecha final em B?

( El = 1546600 kNm2)

50 KN/m
R R R
- 100 kN D8O kNm
\ D E
30 m 75 kKN/m
B 3
B C
5.0 m
A F
— —_— R
1[.0 } 8.0 m l 8.0 m J

PROBLEMA 2.3.10

Vai resolver a estrutura pelo método de Cross.

a) Calcule e desenhe o diagrama de momentos devido ao carregamento no tabuleiro.

b) Qual a rota¢do do né D?

c) Suponha que existe um assentamento de apoio vertical de 5mm no apoio A em
simultaneo com as acc¢des definidas em a).

c.1l) Determine os momentos finais (esboce o diagrama).
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c.2) Qual a reaccéo vertical em A ?
d) Partindo do principio que apenas ha variagdo de temperatura uniforme no tabuleiro AT=
+30 °C quantifique os momentos de bloqueamento perfeito a ela associados.
( El = 3.5x106 kNm2, o = 10-5 /°C)

18 kN/m
A A WOKN

4E| E 4El = %

EI

160 m L 4.0m-

PROBLEMA 2.3.11

O edificio de betdo armado que se apresenta esta estruturado em portico, é corrente, tem
ductilidade normal e assenta num macico rochoso em Evora. A cada um dos pisos
correspondem 0s pesos das massas permanentes e quase permanentes mostradas
assim como a matriz de flexibilidade associada a cada um dos deslocamentos horizontais.
Massas: 1° andar M1=3000 kN

2° andar M2=3200 kN
3° andar M3=2500 kN

25 28 32
Matriz de Flexibilidade [F]=|28 50 80 |*107°
32 8.0 15.0

a) Determine a frequéncia prépria fundamental recorrendo ao método de Rayleigh
b) Quantifique o valor caracteristico das for¢gas sismicas

c) Determine os deslocamentos horizontais devidos a accéo sismica

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulo3.doc 2.3-
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d) Quais as vantagens e inconvenientes de uma estrutura com uma frequéncia prépria
fundamental proxima dos 0.5 Hz ?
e) Indigue dois métodos que lhe permitam distribuir as forcas sismicas globais actuantes

numa estrutura pelos porticos que a constituem. Indique as vantagens e desvantagens

1 kN 15.0x10%
—B — \1 ST = — 7
29 m
8x10° '
— _
2.9 m
3.2x10°
F— — —
35 m
— 77 777

de cada um deles.

SOLUCOES

Solucao do problema 2.3.1

a) d1=rotacao de B, d=translacao de B
b) k11 =106, k12 =0, ko2 = 0.233x106,
c) Q10=0, Q20 =-225 kN

Solucéo do problema 2.3.2

a) B = 3, d1=rotacao de C, do=rotacéo de E, d3 = translacdo de C

356000 40000 —20000 ~75kNm 9.375kNm
b) [K] = 116000 -40000| {Q}=4 0 {Qo} =1208.3kNm
Sim. 33333 25kN OkN
VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulo3.doc 2.3-
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¢) {X}T={M2,M3 Mg,M7,Mg,Mg,M10}={-93.1, -85.0, -53.2, 15.54, -114.6, -114.6, 197.7}
d) dd = 20.4 x 10-3m

Solucao do problema 2.3.3

a) Q10 = 25.986 kN
b) k11 = 25268.8 kN/m, k12 = 152.9 kN/rad, ko2 = 6426 kN/rad

Solucgao do problema 2.3.4

a) k11 = 16530, k12 =4350, ko2 = 61825

0){Q) = {— 90 kNm}’ Q) = {4.5 kNm}

75 kN 6.75 kN
¢) {X}T={M1,M2 M3}={26.7 , -42.1, 47.9}
d) d2 =0.00153 m
e) dd = 0.00306 rad no sentido anti-horario

y Q)= {9.198 kNm}

183.5kN

Solucéo do problema 2.3.5

a) Consiste em substituir as consolas por esforgos transversos e momentos.
b) B = 2. d1 = rotag&o no de topo da barra (2) , d2 = translacéo horizontal da viga inclinada

d) k11 =49488 , k12 = 2856 , koo = 4781

e) {Qo} = {

1.569 kNm
7.168 kN

Solucao do problema 2.3.6

a)d>=0.831m!..

b) A= 28.92 mmZ2
c)a) M1 = -330 kNm , M2 = +175 kNm

VB,RC:AN_ESTR_II-PRATICAS-2008-parte2-capitulo3.doc 2.3-
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c)b) M1 =-113.6 kNm , M2 = -5.3 kNm
d) N= 72.06 kN
Solucéo do problema 2.3.7

a) d1 =rotacdo de B, d 2 = translacao de B

b) k11 = 156666.7 kNm/rad , k12 = 33333.3 KNm/m , ko2 = 22222.2 kN/m

c) {Qo}= {

e) M1 = --37.52 kNm , M2 = +37.48 kNm, M3 = -142.5 kNm
f) km = 25763.6 kKN/m

—42.125 kNm
54.0kN

Solucéo do problema 2.3.8

a) d1= deslocamento vertical de B, d2= rotacdo de B em torno de BC, d3= rotagédo de B
em torno de BA

1067596.4 741577.1 —210937.5
b) [K]= 820265.6 0
Sim, 476718.7

c) {X}T={M1,M2 T2,M3,M4, T4}

120kN —110 kNm
{Q}=1 o {Qo}=4-20kNm
0 30 kN

{X0}T={-20, -20, 0, -30, -30, 0}
d) d1= 0.0006538 m
e) {X}T={M1,M2 T2,M3,M4,T4} = {-278.8, 16.6, 12.4, 12.4, -120.2, -16.6 }

Solucéo do problema 2.3.9

a) rca =0.562, rcp =0.438, rpc = 0.484, rpg =0.516, rep = 0.5, rep=0.5
MppcD =106.75 kNm, Mpppc =-106.75 kNm , MppDE = 310.74 kNm, MppED = -222.66

kNm
MNc = 37.5 kNm, MNg =-80 KNm
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UAIg-EST-C.Civil-AEll versao provisoéria

Mca =-4.53 kNm, Mcp =-42.06 kKNm, Mpc =-231.5 kKNm, Mpg =-231.5 kNm,
MEgD = -183.94 KNm, Mgg = -103.94 KNm, MEg = 51.94 kNm
b) fg =11.563 x 10-6 m (1)

Solucéo do problema 2.3.10

a) rpc = reF = 0.508, rpe = rep = 0.339, rpa = re = 0.153

MppDC =-144 kNm, MppDE = 384 KNm , MppED = -384 KNm, MppefF = 60 kNm

Mpc = - 298.1 kNm, Mpg =-344.5 kNm, Mpg = -308.3 kNm, Mgg = -250.7 kNm,

MpA = -46.39 KNm, Map = 23.2 kNm MgB = -57.4 kNm, MBg = 28.7 kNm

b) 6p = -29.352 x 10-6 rad (no sentido horario)

c.1) Mpc = +1979.48.1 kNm, Mpg = +1630.7 kNm, Mpg = -1613.95 kNm, Mg = -1254.2

kNm,
Mpa =-348.7 kKNm, Map = 174.35 KNm Mgg = -359.7 KNm, Mg = 179.8 kNm

c.2) Ra =-234.2 kN (Tracgéo !...)
d) MppAD = MppDA = -2114.2 KNm, MppEB = MppBE = -704.7 KNm, Mpppc = -590.625
kNm , MppDE = MbpED = +1575 kKNm, MppEF = -787.5 kNm,

Solucao do problema 2.3.11

a)f=2.122 Hz
b) Fk1 = 116.7 kN, Fk2 =227.7 kN, Fk3 =258.5 kN

c) d1 =4.391x10-3 m, d2 = 8.833x10-3 m, d3 = 15.181x10-3 m
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