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Resumo

Este trabalho ¢ dedicado a teoria da factorizacao de fungoes matriciais
no espago Lo(T), onde T representa a circunferéncia unitaria.

Consideram-se fungoes matriciais do tipo

e b
A’Y (b) = )
b* b*b+ e
onde v é uma constante complexa nao nula, e representa a funcao matricial

identidade, b pertence a [Lo(T)] e b* é a adjunta hermiteana de b.

nn

O objectivo principal é a elaboracao de um algoritmo para a construcao
de uma factorizacao das matrizes desta classe.

Constatamos e analisamos fortes ligacoes entre a factorizacao da funcao
matricial A, (b) e o operador N, (b) = PLbP_b*P,, onde Py sao os operadores
de projeccao de Cauchy.

Quando n = 1 e b é o produto de uma fun¢ao interna por uma funcao

racional externa, construimos um algoritmo que permite resolver equagoes

integrais da forma
(N1 (b) + ) wi(t) = g+ (1),

e cujas solugoes, por sua vez, nos vao permitir determinar uma factorizacao



i

da fungao matricial A, (D).

Mostramos ainda que um raciocinio andlogo ao que utilizamos para o
estudo de matrizes do tipo A, (b) pode ser adaptado para a obtencao de uma
representacao dos resolventes de uma classe especial de operadores integrais
de Hankel.

Palavras-chave: Factorizacao de fungoes matriciais, algoritmo de fac-

torizacao, problemas de contorno de Riemann, operadores de Hankel
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Title: Factorization of some classes of matrix functions and its applica-
tions

Abstract

This work is dedicated to the theory of factorization of matrix functions
in Ly(T), where T denotes the unit circle.

We consider matrix functions of the type

€ b
Ay(b) = )
b* b*b+ e
where v is a non-zero complex constant, e represents the identity matrix
function, b is a matrix function which belongs to [Loo(T)],,, and b* is the
Hermitian adjoint of b.

The main objective is the elaboration of an algorithm to the construction
of a factorization of matrix functions of that class.

Strong relations between a factorization of the matrix function A, (b)
and the operator N, (b) = P.bP_b*P,, where Py are the Cauchy projection
operators, are analyzed.

When n = 1 and b is the product of an inner function with a rational

outer function, we construct an algorithm that allows us to solve integral

equations of the form

(N4 () + D) wy (t) = g4 (t),

whose solutions permit us to determine a factorization of the matrix function
A, (D).

We also show that a similar reasoning to that used for the study of ma-
trices of the type A,(b) can be adapted to obtain a representation of the

resolvent operators of a special class of Hankel integral operators.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho é dedicado a teoria da factorizacao de funcoes matriciais rela-
tivamente a circunferéncia unitaria T. Por factorizagdo de uma matriz G(t)

compreende-se uma decomposicao multiplicativa
G(t) = GL(OA()G-(1), teT,

onde os factores G (t) e G_(t) sdo ndo singulares e as matrizes GT'(t) e
G*'(t) admitem prolongamento analitico na regido interior de T e na regido
exterior de T, respectivamente, e o factor A(t) é uma fun¢do matricial diag-
onal da forma

A(t) = diag [t"™,--- "],

com k1 > --+ > Kk, inteiros denominados indices parciais da factorizagao. De-
pendendo da posicao dos factores G4 distingue-se entre factorizagao esquerda
e direita.

A teoria da factorizacao de matrizes tem uma longa e interessante histéria
que tem raizes no trabalho de J. Plemelj ”Riemannsche Funktionenscharen

mit gegebener Monodromiegruppe. Monat. Math. Phys., 19, 211-245, 1908”.
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Esse artigo contém uma demonstragao completa da existéncia de factorizacao
para funcoes matriciais que sao analiticas num contorno. Plemelj também
considerou o caso de funcoes que sao continuas a Hélder num contorno, mas
a sua demonstracao é s6 parcial tendo sido completada posteriormente em
1943 por N. I. Muskhelishvili e N. P. Vekua.

O desenvolvimento da teoria da factorizacao foi estimulado por neces-
sidades surgidas na teoria de operadores integrais singulares, na teoria de
equagoes diferenciais lineares e nao lineares, na teoria de difraccao de ondas
electromagnéticas e acusticas, entre outras.

Nos primeiros anos, a teoria desenvolveu-se essencialmente para as fungoes
de Holder mas, devido as suas diversas aplicagoes, houve a necessidade de
modificar a nocao de factorizacao, tendo surgido o conceito de factorizacao
generalizada em L,(T), 1 < p < oo, por Simonenko.

Embora o conceito de factorizagao tenha tido grandes desenvolvimentos,
nao existe um método geral para a sua obtencao. Progressos tém sido con-
seguidos sé para algumas classes de fungoes matriciais cujas caracteristicas
particulares determinam a abordagem a adoptar no estudo do problema de
factorizagao (ver, por exemplo, [1], [3], [11] e [13]).

E possivel ver que mesmo no caso das matrizes triangulares surgem prob-
lemas. A factorizacao de fungoes matriciais triangulares 2 x 2 com compo-
nentes diagonais factorizaveis pode ser reduzida ao problema de factorizacao
de matrizes do tipo

0
G(t) = , teT.
h(t) t=™
Esse método para factorizar tais funcoes matriciais foi desenvolvido por G.

Chebotarev em 1956. No entanto, foi observado por Spitkovskii, em 1980,
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que existem fungoes matriciais triangulares factorizaveis com componentes
diagonais nao factorizdveis, sendo a factorizagdo de tais matrizes (mesmo
para o caso 2 X 2) um problema dificil. Embora em 1995, I. Feldman, I.
Gohberg e N. Krupnik, tenham descrito um método para factorizar algu-
mas classes de funcoes matriciais triangulares, em geral, o problema esta em
aberto.

A classe de matrizes para a qual foi mais desenvolvido o estudo da factor-
izacao ¢ a classe de func¢oes matriciais racionais. Em 1952 foi proposto por F.
D. Gahov um algoritmo de factorizagao para esse tipo de matrizes. No caso de
fungoes matriciais racionais nao singulares na circunferéncia unitaria, o prob-
lema de factorizacao pode-se resumir ao problema de factorizacao de fungoes
matriciais polinomiais. Um método de aproximagao algoritmica para a con-
strucao de uma factorizacao de uma funcao matricial racional factorizavel
encontra-se descrito em [34]. Mais recentemente (ver, por exemplo, [2]) foi
proposta uma aproximagcao alternativa para a construcao de uma factorizacao
de uma funcao matricial racional, onde é dado énfase a férmulas explicitas.
Em vez da aproximacao algoritmica descrita por F. D. Gahov, foi apresentado
um método baseado no facto de qualquer funcao matricial racional n x n, F,

admitir uma representagao na forma
F\)=E+CO\G—-A)"'B. (1.1)

Aqui E é a matriz identidade n x n, A e G sdo matrizes quadradas de ordem
m, e as matrizes C' e B sao do tipo n X m e m X n, respectivamente. A
representagao (1.1) é chamada uma realizagao de F. Esta representagao
permite-nos reduzir o problema de factorizacao de F' para um problema de

algebra linear envolvendo 4 matrizes A, B, C' e GG e obter os factores numa
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forma explicita.
O objectivo principal do nosso trabalho é a elaboragao de um algoritmo

para a construcao de uma factorizacao de fungoes matriciais do tipo

e b
A,(b) = , (12
b* b*b+ e
onde v é uma constante complexa nao nula, e representa a funcao matri-
cial identidade, b ¢ uma funcdo matricial pertencente a [Loo(T)],, e b* é a
adjunta hermiteana de b.

Fungoes matriciais deste género surgiram pela primeira vez relacionadas
com o problema de Riemann generalizado (ver, por exemplo, [28], Capitulo
4).

Também ¢ interessante notar que a factorizacao generalizada de fungoes

matriciais 2 X 2 do tipo (1.2) pode ser utilizada para a resolugao da equagao

de Schrodinger nao linear

0 0
; a_@tb _ _8_;25 + 202, Yz, t)|=0 = ¥ (z)

(ver [12], Capitulos 1 e 2).

Em geral, é possivel mostrar (ver [28], pag. 158) que, no caso 2 X 2, o
estudo da factorizacao de qualquer fun¢ao matricial hermiteana com algumas
relagdes entre os elementos diagonais pode ser reduzido ao estudo de A_1(b).

Por estes motivos, existem vérios trabalhos dedicados a este assunto (para
encontrar bibliografia adequada, ver [28] e [29]).

Mencionamos aqui somente os resultados que estao directamente ligados
com os do nosso trabalho. J4 hd mais do que trinta anos (ver [23]) que foi

descoberto que o problema de factorizagao das funcoes matriciais do tipo
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(1.2) estd relacionado com o estudo de operadores singulares que podem
ser representados como um produto de operadores de Hankel (em [28] e em
[29] é possivel encontrar mais bibliografia sobre este tema). O artigo [22]
relaciona uma factorizagao canénica da funcéo matricial 2x2, da forma A, (b),
quando v > 0, com o operador resolvente do operador N_(b) = P_b*P,bP_.
Em trabalhos de Litvinchuk e Spitkovskii foi mostrado (ver [28], pdg. 158)
que a fungao matricial A_;(b), de ordem 2 X 2, admite uma factorizagao
generalizada em Ly(T) se e s6 se a unidade nao pertence ao espectro limite
(isto é, ao conjunto dos pontos limite do espectro e dos valores préprios de
multiplicidade infinita) do operador N_(b) = H(b)H*(b) (H(b) = P_b*P, é
um operador de Hankel com simbolo b) e os seus indices parciais sao +I, onde
[ é a multiplicidade de 1 como um valor préprio do operador N_(b). Notamos
que, caso v < 0, podemos sempre relacionar A, (by) com A_;(b) através da

igualdade
10 1 0

A, (b)) = A_1(D) )
0 /—v 0 V/—v
onde by = /=7 b.

Estas fortes ligagoes entre a factorizagdo da fungdo matricial A, (b) e
N_(b) levaram-nos a dedicar um Capitulo da tese ao estudo dos operadores
N_(b) e N.(b) = H*(b)H (b) e de algumas equagoes que os envolvem.

Numa primeira etapa do nosso trabalho, o operador resolvente do oper-
ador N_(b) (N,(b)), definido em [Lo(T)],n, é obtido através de uma fac-
torizacdo generalizada canénica esquerda (direita) de fungoes matriciais do
tipo (1.2). Numa segunda etapa, uma factorizagdo generalizada canoénica

esquerda de (1.2) é construida (quando —y € p(N,(b)) = p(N_(b))) usando

o operador resolvente de N, (b) (a mesma factorizagdo é obtida utilizando o
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operador N_(b)).
Em particular, é possivel obter uma sua factorizagao generalizada canénica

esquerda através das solucoes das equagoes nao homogéneas
(N+(b) + ) up =€ e (Np(b) + D) vy = Prb (1.3)

(uma factorizagao generalizada candnica direita pode ser obtida através de
equagoes da forma (1.3), onde substituimos N, (b) pelo operador N, (b*) ou
N_(b*)). Destes resultados segue que através das solugdes das equagdes (1.3)
é possivel obter o operador inverso (quando existe) do operador N_(b) + 1.
Caso seja pretendido o inverso de N, (b) + I basta considerarmos equagoes
do tipo (1.3), substituindo b por b*.

E interessante notar que em trabalhos de L. A. Sakhnovich (ver [36])
foi desenvolvida uma teoria que permite obter os operadores inversos dos

operadores com nucleo de diferenca

d

rf= / " sa — 1) f(t)dt,

onde f € L*(0,w), s € L*(—w,w) e a fungao
ole) = [ sta—0)f ey
¢é absolutamente continua, através das solucoes das equacoes
Tf=1 e Tf=s(x). (1.4)

Nesta teoria a obtencao do operador inverso foi baseada na introdugao e no

estudo de alguns operadores construidos através das solugoes das equagoes

(1.4).
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No nosso caso o caminho ¢é diferente: solugoes de (1.3) permitem obter
uma factorizacao generalizada candnica da funcao matricial A, (b) e depois a
factorizacao, por sua vez, permite obter o operador inverso.

Numa fase seguinte, considerando fung¢oes matriciais 2 x 2, do tipo (1.2),
admitindo uma factorizacao generalizada canoénica e b representada como o
produto de uma funcao racional externa por uma funcao interna, construimos
um algoritmo para resolver as equagoes (1.3) e assim obter uma factorizagao
generalizada canénica esquerda de (1.2).

De seguida, estudamos as fung¢oes matriciais 2 x 2, da forma (1.2), ad-
mitindo uma factorizagao generalizada nao canénica. Nesse caso, estamos
perante uma funcao matricial hermiteana, os indices parciais sao simétricos
e podemos relacioné-los com a dimensao do nicleo dos operadores N, (b)+~1
e N_(b)+~I. Construimos entao um algoritmo que nos permite determinar
duas equagbes nao homogéneas, similares a (1.3) e, com as solugdes destas,
encontrar uma factorizacao generalizada nao canoénica da funcao matricial.
Caso b admita uma representacao através de um produto de uma funcao
racional externa por uma func¢ao interna entao, por um método similar ao
descrito para o caso candnico, as fungdes de que necessitamos (solugoes das
equagoes nao homogéneas) podem ser determinadas.

No 1ultimo Capitulo da tese mostramos que um raciocinio analogo ao
que utilizdmos para o estudo de matrizes do tipo A,(b) pode ser adaptado
para obter uma representacao explicita dos resolventes de uma classe especial
de operadores integrais de Hankel que, por sua vez, pode ser aplicada ao
estudo de equagoes que surgem nos problemas de difraccao de uma onda

electromagnética ou de uma onda acustica.
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A tese encontra-se estruturada da seguinte forma.

No Capitulo 2, de caracter auxiliar, sao introduzidos conceitos e resulta-
dos conhecidos que iremos precisar ao longo deste trabalho. Em particular, a
seccao 2.2 é essencial para a elaboragao do Capitulo 3 e a secgao 2.6 introduz
o motivo e a importancia da nossa escolha relativamente a classe de fungoes
matriciais a factorizar, relacionando uma classe de fungdes matriciais her-
miteanas 2 X 2, com determinante negativo, com a fungao matricial A_;(b),
onde b é uma funcao escalar.

Os Capitulos 3, 4 e 5 sao constituidos por resultados originais.

O terceiro Capitulo ¢ dedicado ao estudo dos operadores N, (b).

Na seccao 3.1 comecamos por definir os operadores autoadjuntos

N (b) = [Lo(T)],, = [L2(T)]

N,(b) = P.bP_b*P, e N_(b) = P_b*P.bP_,

e por analisar algumas das suas propriedades quando b € [Loo(T)],, .. Para
b com componentes na algebra de Douglas, isto é, b € [C(T) + LI ()], .,
e —7 pertencente ao conjunto resolvente do operador N, (b), descrevemos o
operador resolvente (N (b) + vI)~! através dos valores préprios e fungoes
préprias de N, (b). Constatamos ainda que se a fun¢ao matricial b admite

uma representagao b = b, + b_, onde by, b* € [H,] entao os operadores

n,n’
N, (b) ndo dependem da fungao matricial b_.

Na seccao 3.2 ¢ considerado o caso quando b € Hy,, (isto é, b pertence
ao conjunto das fungoes de H,, que se podem representar como o produto

de uma funcao interna por uma fungao racional externa). E construido um

algoritmo que nos permite resolver as equagoes do tipo

(N+(b) + D) ws (1) = g 1), (L5)
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e cujas solugoes nos vao possibilitar a determinacao de uma factorizacao
generalizada explicita de fungbes matriciais da forma (1.2) (no Capitulo 4).

Comegamos com algumas constatagdes sobre a solubilidade de (1.5) quando
b € Loo(T). Considerando b € Hy, e utilizando propriedades das fungoes in-
ternas e externas, chegamos a um sistema linear de p equagoes e p incognitas,
cuja solugao, ou solugdes, nos dara a solugao, ou solugoes, da equagao (1.5).
Terminamos a secgao com algumas observacoes sobre a equagao e respec-
tivo sistema em duas situacoes distintas, quando —+v pertence ao conjunto
resolvente de NV, (b) e quando —~ é um valor préprio de multiplicidade finita.

Na seccao 3.3 apresentamos um exemplo de aplicagao do algoritmo de-
scrito na secgao anterior.

Os resultados presentes no Capitulo 3, na sua maioria, foram apresenta-
dos na Conferéncia ” Operator Theory, Function Spaces and Applications”, na
Universidade de Aveiro, em Julho de 2005, e no Workshop sobre Operadores
Integrais da Escola de Verao de Matemética, promovida pela Sociedade Por-
tuguesa de Matematica, em Setembro de 2005, na Universidade do Algarve,
e encontram-se publicados no artigo [7].

O Capitulo 4 é dedicado a factorizagao de funcoes matriciais A (b).

Na seccao 4.1 sao indicadas algumas propriedades da funcao matricial.

Na seccao seguinte, os operadores resolventes de N (b) sao obtidos através
de uma factorizacao generalizada canénica de fungoes matriciais do tipo (1.2).

Na seccao 4.3 estudamos a fungdo matricial (1.2) quando esta admite
uma factorizacdo generalizada canénica esquerda, A,(b) = AT AZ (podendo
um raciocinio analogo ser feito considerando uma factorizagao generalizada

canonica direita). Analisando o caso quando b € [L..(T)]  (subsecgao

n,n
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4.3.1), comegamos por introduzir um problema de contorno de Riemann e
relaciona-lo com uma factorizacao generalizada canénica esquerda da funcao
matricial (1.2). De seguida, mostramos que (1.2) admite uma factorizacao
generalizada canénica esquerda se e s6 se —y € p(N,(b)). Obtemos a solugao
do problema de contorno de Riemann e, consequentemente, uma factorizagao
generalizada candnica esquerda de (1.2), através do operador resolvente de
Ny (b). Em particular, temos que é possivel obter uma factorizagao general-
izada candnica esquerda através das solugoes das equagoes nao homogéneas
(1.3). Terminamos esta subsecgdo com uma generalizacao dos resultados da
seccao 2.6, para o caso quando o determinante da funcao matricial hermiteana
considerada é positivo. Analisando o caso quando b possui todas as compo-
nentes na algebra de Douglas (subsecgao 4.3.2), o operador N, (b), além de
autoadjunto é compacto e como o seu operador resolvente pode ser repre-
sentado através dos valores proprios {\;} e respectivas fungdes préprias de
N, (b), {v;}, obtem-se uma factorizagao generalizada canénica esquerda de
(1.2) através dos Ay, e ;7. Na subsecgao 4.3.3, onde é analisado o caso quando
b pertence a uma &lgebra decomponivel de fungoes continuas [A(T)],.n,
constata-se que se considerarmos b = b_ + by, onde by € [AF(T)],n, a
construcao de uma factorizagao generalizada esquerda (direita) (mesmo nao
canénica) nao depende do factor b_ (b;). De uma forma mais geral, se a
funcdo matricial b € [Loo(T)],, admitir uma representagao b = b_ + by,
onde by, b* € [Hoo|nn, 0 raciocinio feito para [A(T)],, permanece vélido
(desde que (1.2) admita uma factorizacao generalizada). Este facto leva a
conclusao de que existe uma classe bastante geral de fungoes matriciais para

a qual o problema de existéncia de uma factorizacao generalizada canoénica
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esquerda (direita) depende somente da fung¢ao matricial b, (b_).

Na seccao 4.4, dedicada ao estudo do problema de factorizacao de fungoes
matriciais 2 x 2, da forma (1.2), admitindo uma factorizacao generalizada
nao canénica A,(b) = ATAAZ (isto é, quando —y € g(N(b))), comegamos
por mostrar que o problema de contorno de Riemann analisado na secgao
anterior nao é solivel. Desse modo, temos que determinar novos problemas de
contorno de Riemann a estudar (dependendo do comportamento do factor A7
no infinito). Estamos perante uma funcdo matricial hermiteana, os indices
parciais sao simétricos e podemos relaciona-los com a dimensao do nticleo dos
operadores N, (b) +~vI e N_(b) + ~vI. Construimos entdao um algoritmo que
nos permite determinar duas equagoes ndo homogéneas do tipo (1.5) e, com
as solucoes destas, encontrar uma factorizagao generalizada nao canénica de
(1.2).

Na seccao 4.5, onde retratamos o caso b € H ,, 0 algoritmo descrito no
Capitulo 3 permite-nos construir um algoritmo centrado na obtencao de uma
factorizacao generalizada explicita de fun¢oes matriciais da forma (1.2).

Terminamos com a secgao 4.6, onde sao apresentados alguns exemplos
com o objectivo de ilustrar e clarificar os resultados descritos nas secgoes
anteriores.

Os resultados presentes nas secgoes 4.1, 4.2 e 4.3 (com excepgao do Teo-
rema 4.2) foram apresentados na Conferéncia ”Internacional Workshop on
Operator Theory and Applications”, na Universidade do Algarve, em Setem-
bro de 2000, e encontram-se publicados no artigo [9]. O Teorema 4.2 foi
apresentado na Conferéncia ”Operator Theory, Function Spaces and Appli-

cations”, na Universidade de Aveiro, em Julho de 2005, e encontra-se pub-
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licado no artigo [7]. Os resultados das secgdes 4.4 ¢ 4.5 foram apresentados
na Conferéncia ”Operator Algebras, Operator Theory and Applications”, no
Instituto Superior Técnico, em Setembro de 2006, e foram aceites para pub-
licacao na forma do artigo [6].

No ultimo Capitulo, obtivemos uma representagao explicita dos resol-

ventes de uma classe especial de operadores integrais de Hankel,

Ko(t) = /0+0<> k(t + 7)p(r)dr, t > 0. (1.6)

Essa representagao é obtida através de uma factorizagao generalizada canénica
de uma classe de fungoes matriciais similar a (1.2), com a ajuda de oper-
adores com propriedades espectrais idénticas as dos operadores considerados
para o estudo de (1.2), utilizando um raciocinio semelhante ao utilizado na
obtencao de uma factorizacao generalizada candénica de funcoes matriciais do
tipo (1.2).

Os resultados presentes no Capitulo 5 foram apresentados na Conferéncia
”Factorization, Singular Operators and Related Problems”, na Universidade

da Madeira, em Janeiro de 2002, e encontram-se publicados no artigo [8].



Capitulo 2

Conceiltos e resultados

auxiliares

Seja T a circunferéncia unitaria, i.e., T = {t € C: |[¢| = 1}. Denotemos por
T o disco unitério, i.e., T4 ={z€ C: |z| <1} e por T_ a regido exterior
da circunferéncia unitaria, T_ = {z € C: |z| > 1}.

Iremos trabalhar com o espago Lo(T) das (classes de equivaléncia de)

fungoes complexas  mensuraveis & Lebesgue em T tais que |p|? é somdvel

lella = ([ Iw(t)|2|dtl)é |

Usaremos Lo, () para designar o espago das (classes de equivaléncia de)

em 1, com a norma

funcoes complexas essencialmente limitadas em T com a norma uniforme.
Designaremos por C(T) a algebra das fung¢oes continuas em T com a

norma uniforme e por C*(T) a subdlgebra de C(T) que consiste em todas as

funcoes que sao restrigoes a T de fungoes holomorficas em T 4 e continuas em

T+ UT. Usaremos ainda C~°(T) para representar o subespaco de C~(T)

13
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das fungoes que se anulam no infinito. Sabe-se que (ver, por exemplo, [15],
Capitulo 2)
CHM)® C(MT) S C(T). (2.1)

Seja a € C(T). Vamos assumir que a fun¢ao nao se anula em T. Por
larg a(z)]r denotamos a variacao total da fungao arg a(z) quando a varidvel
z varia em T no sentido positivo. Ao numero %[arg a(z)]r daremos a
designagao de indice da funcao a e serda denotado por inda.

Por R(T) denotaremos a &lgebra das fungoes racionais sem pélos em T .
R*T () representard o subespaco de R(T) das fungoes racionais sem pdlos
em T, e R~ () o subespago de R(T) das fungdes racionais com pdlos em

T .. Definindo R™°(T) como o subespago de R~(T) das fungoes racionais

que se anulam no infinito, temos a seguinte representacao em soma directa
R(T) =R"(T)®R°(T).

[A],, designa a classe de fungdes matriciais n X n cujas componentes
pertencem ao espaco A.

G[A],,» representard o grupo dos elementos invertiveis em [A],, ,,.

)

Vamos precisar de algumas relagoes entre os espagos referidos.

Proposicao 2.1 i) L. (T) C Lyo(T),
it) C(T) é denso em Lo(T),

iii) R(T) € denso em Lo(TT).
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2.1 O operador integral singular de Cauchy

Denotemos por St o operador integral singular de Cauchy definido em Lo(T),

) T —

Srp(t) = - /T *‘)(Tidn e,

onde o integral é entendido no sentido do valor principal de Cauchy.
Vamos precisar de algumas propriedades (ver, por exemplo, [15], Capitulo

1 e [20], Capitulo 1) do operador St.

Teorema 2.1 O operador St € limitado em Lo(T). Além disso,
St=1

Teorema 2.2 O operador St é autoadjunto em Lo(T).

O Teorema 2.1 permite introduzir em Lo(T) um par de operadores de

projeccao complementares

1 1
P+:§(I+S‘|r) (§] P,I—(I—S‘u’).

Obviamente temos que
P,—P =S5 e PP =PP =0.
Como habitualmente, usaremos a seguinte notacao
LE(T) =imP,, Ly°(T) =imP_, L; (T) = L,;°(T) & C.

Os projectores Py permitem decompor o espaco Lo(T) na soma directa
topologica

Ly(T) = L (T) ® Ly °(T).



CAPITULO 2. CONCEITOS E RESULTADOS AUXILIARES 16

Designe-se por LZ (T) o subespaco de Lo.(T) que consiste em todas as
funcoes que sao em q.t.p. o limite de funcoes holomorficas e limitadas em
T4. Vem que

LE(T) C Ly(T).

Temos os seguintes resultados (ver, por exemplo, [15], Capitulo 2).
Teorema 2.3 Seja ay € LT () (respectivamente, a_ € L__(T)). Entdo

P+@+P+ :a+P+ (P,GJ,P, :a,P,).

Corolario 2.1 Sejam a,b € Loo(T), ¢, € LL(T) ec_ € L_(T). Entao
Z) (CLP+ + bP,)<C+P+ + C,P,) = CLC+P+ + bC,P,7
ii) (Prc_I+ P_c.I)(Pial + P_bI) = Pyac_I + P_bc,I.

Corolério 2.2 Se ci' € LE(T) e = € L (T), entio c, Py + c_P_ ¢

o0

wvertivel, com inverso dado por
(crPr+cP)y ' =c'Pp+c'P.

Vamos a seguir enunciar um resultado relativo a compacticidade dos op-
eradores P_aP, e P,aP_ quando a pertence a algebra de Douglas, isto ¢,

a € C(T)+ LE(T) e que admite generalizagdo no caso matricial.

Lema 2.1 Os operadores P_aPy e P aP_ sio compactos em Ly(T) se e s6

sea€ C(T)+ LL(T).
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2.2 Factorizacao interna-externa

Denotamos por H, o espaco de Hardy, i.e., a classe de todas as funcoes f
analiticas em T, tais que

O = fme, ceTy,

n>0

11l =2 1F()]* < oo,
n>0

onde f(n), n > 0 denota os coeficientes de Taylor de f.

Denotemos por f|4 a restricao de f ao conjunto A.

Consideremos a correspondéncia
-, n n
jio 2", — 2", n>0,

que estende um operador de Hy a Lo(T).

Sejam ﬁ(n), n € Z, os coeficientes de Fourier de F', F' € Ly(T), i.e.,

F(n) =% (F,2"), onde (p,0) = / o G dm.
T

A imagem jH, consiste precisamente nas (classes de) funcoes F, F' €
Lo(T), para as quais ﬁ(n) =0, n < 0. Além disso, se F' = jf entdo
f(n) = F(n), n>0.

Iremos identificar f e jf para que Hy consista nos elementos de Lo(T)
que podem ser prolongados analiticamente em T ., i.e., o fecho linear do

conjunto gerado por z", n > 0,
Hy = clos span {z", n > 0} = {F € Ly(): F\(n) =0,n< O} :

De igual forma podemos associar a classe de todas as funcoes analiticas
e limitadas em T, Hy, a Loo(T) N Ly ().

Vamos definir agora dois operadores de deslocamento.
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1. O deslocamento bilateral
Df =zf,

onde f é uma fungao em T, z = z|;

2. O deslocamento unilateral

Df =zf,
onde f é uma fungao em Ty, 2z = z|r,.

O termo deslocamento pode ser associado a acgao de D (D) nos coefi-

cientes de Fourier (Taylor). De facto,

— ~

(Df)(n)=F(n—1), neZ e (Df)n)=fn—1), n>1.
Como Dz" = 2" n € Z, vem que
DHy, C Hy e D:D|H2

Teorema 2.4 Seja E C Ly(T), DE ; E. FEntao existe uma funcdo men-
surdvel 0, unica a menos de uma constante multiplicativa de maodulo 1, tal

que |0 =1 em q.t.p. em T e E = 6H,.

Corolario 2.3 Se E # {0}, E C Hy e DE C E, entdao existe 0 € H,,
0| =1 em q.t.p. em T, tal que E = 0H,.

Denotemos por Ey o fecho linear do conjunto gerado por D" f, n > 0, i.e.,

E; =%f clos span {z"f : n >0}.

Introduzimos agora os conceitos de funcao interna e funcao externa que
desempenham um papel importante na andlise espectral e teoria de fungoes.
Iremos usa-los na resolucao de equagoes integrais e na factorizacao explicita

de funcoes matriciais.
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Defini¢ao 2.1 Uma fungio 60 € Hy verificando |0 = 1 em q.t.p. em T €

chamada interna.

Como exemplo de funcgoes internas temos os produtos de Blaschke, i.e.,

funcoes da forma

ad )\k’ /\k—Z
B(z) = 2 |— —,
(=) kl_ll)\k 1— Mz

onde [ é um numero inteiro nao negativo e {\;} é uma sucessao de pontos de
T4 com Y o2, (1 —|X]) < oo. Um produto de Blaschke anula-se nos pontos
Ak €, caso [ > 0, em z = 0, e somente nesses pontos.

Um exemplo de uma fungao interna sem zeros em T, é

V<z>=Aexp{—/T§fjdu<£>}.

Tal fungao ¢é dita singular.
Teorema 2.5 Qualquer funcao interna 6 pode ser representada na forma
0 =BV,

onde B é um produto de Blaschke e V uma fun¢do interna sem zeros em

..

Lema 2.2 Seja 6 uma funcao interna. Entdo dim (HHQ)L < 00 Se e S0 se

0 ¢ um produto de Blaschke finito.
Definicao 2.2 Uma fungao f € Hy é chamada externa se Ey = H,.

Uma funcao externa, em geral, tem a forma

exo{ [ 2o p(@am()}.

Em particular, toda a funcao racional sem poélos nem zeros em T, U T é

uma funcao externa.
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Proposicao 2.2 Seja f € Hy. As afirmagoes sequintes sao equivalentes:

1. f € uma funcdo externa

2. g € H, QGLQ(T)égeHQ.
/ f
Notemos que se f e g sdo duas fungdes externas tais que |f| = |g| em

q.t.p. em T entao f=Ag, e T.
J& estamos em condigoes de enunciar o resultado principal desta seccao:

Teorema 2.6 Se f € Hy, f # 0, entao existe uma fungao interna 6 e uma

funcao externa f, tal que
f=20f..
Além disso, tal factorizacao € unica a menos de um factor constante multi-

plicativo e Ey = 0H,.

Denotemos por H,, o conjunto das funcoes de H., que se podem rep-
resentar como o produto de uma funcao interna por uma fungao racional

externa.

Seja # uma funcao interna. Consideremos a seguinte decomposicao do
espago de Hardy
Hy =0Hy ® (Hy © 0H,). (2.2)

Temos o seguinte resultado sobre o subespaco Hy © 0H, (ver [33], pég.
30).

Lema 2.3
H,©60H, = H, N Z0H,,

onde a barra significa conjugacao complezxa.
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Seja Py a projeccio ortogonal sobre o subespaco (0 H,)™ = Hy & 0 H,,
Py: Ly(T) — Hy © 60H,,

Py =% Py
Lema 2.4 Seja 0 uma funcao interna. Entdo
Py =P, —0P.0I.

Introduzimos ainda a seguinte projecgao

Qo = OP.0I : Ly(T) — 0H,.

As projeccoes Py e Qg tém as seguintes propriedades:

1.
Py =Py + Qo; (2.3)

2.
Pyf =0, Vf € 0H,; (2.4)

3.
Pef:f, \V/fGHQGtgHQ; (25)

4.
Qof = f, Vf € 0H;; (2.6)

d.
Qof =0, Vf € Hy © 0Hy; (2.7)

Vr € Hy temos
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6.
<P9 $,y> = 07 V?/ S QHQa
7.
(Pp z,y) = (x,y), Yy € Hy © 0Hy;
8.
<Q9 xay> - <l’,y>, V?J S 6H27
9.

<Q9 $,y> = O, Vy S H2 ) QHQ

2.3 Factorizacao de funcoes escalares

Vamos, nesta seccao, introduzir o conceito de factorizacao de funcoes es-
calares definidas em varios espagos e relaciona-lo com operadores integrais

singulares, definidos em Lo(T).

~ . - ~ . . . q1
Comecemos com a nogao de factorizacao de funcoes racionais. Sejar = —

a2
uma fungao racional sem p6los nem zeros em T (ou seja, r € R(T) que nao

se anula em T). Escrevamos

m4 m_
at)=a]]t-2)]]¢t-2).
j=1 j=1
onde « € Ce zj%+, j = 1,--- ,my, sao os zeros de r em T4, cada um

deles figurando na representacao anterior um niumero de vezes igual a sua

multiplicidade algébrica, e
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onde € Ce p?t7 j=1,--+ ng, sao os pdlos de r em T4 (também contando
com as respectivas multiplicidades). Obtemos entao a seguinte decomposigao

da funcao racional r:

r(t) = r-(Otr (1),

T (1 -ttt 17 (=27
j=1 J

Jj=1 J
Salientemos algumas das propriedades da representagao obtida:

r_(t) =

i) r_,r=' € R(T) sdo funcdes analiticas em T _
i) r,,r7' € R(T) sdo fungoes analiticas em T,
iii) &, univocamente determinado pela fungao r, coincide com o ind r.

Definicao 2.3 Seja r uma funcao racional sem polos e sem zeros em T .
Chama-se factorizacdo de r, em relacao a T, a uma representacao de r na

forma
r(t) =r_(t)t"ry(t), (2.8)

em que os factores satisfazem as condi¢des 1) a iil) acima indicadas.

Vamos agora estender o conceito de factorizacao de fungoes racionais

invertiveis a classes de fungoes mais gerais.

Definigao 2.4 Chama-se factorizagio de a € C(T), em relagio a T, a

qualquer representagao de a na forma
alt) = a_ ()", (1),

onde a=' € CF(T), aX' € C~(T) e k é um nimero inteiro.
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Visto que inda_ = inda, = 0, o nimero k é unicamente definido pela
funcao a e temos xk = inda.

A factorizagao diz-se canonica se Kk = 0.

Notemos que se a € C(T) é uma fungao que admite uma factorizacao
em relacao a T, entao podemos obter formulas explicitas para os factores da
factorizacdo, a4 e a_. De facto, a(t)t™" tem indice zero, assim log(t *a(t)) €

C(T). E, uma vez que logar € C*(T), temos
P log(t™"a(t)) = logay(t) e P_log(t "a(t)) = loga_(t). (2.9)
E assumido que a_(00) = 1. Obtemos as férmulas

ay(t) =exp {Pilog(t"a(t))} e a_(t) =exp {P_log(t "a(t))}.

No entanto, visto que o operador integral singular nao é limitado em C'(T)
(ver, por exemplo, [25]) (e, portanto, também P, e P_ nao sao limitados
em C(T)), ndo se pode garantir que P, f e P_f pertencam a C(T) para
qualquer f € C(T). Daqui resulta que os primeiros membros das igualdades
(2.9) podem nao pertencer a C(T), e, caso tal aconteca, a funcao f nao
admite factorizagao em relagao a T, no sentido da Definicao 2.4.

Tal limitacao sugere a necessidade de, ou restringir o conjunto das fungoes
continuas por forma a garantir a existéncia de factorizacao para os elementos
dessa classe ou estender o conceito de factorizacao por forma a permitir que
os factores pertencam a um espaco de fungoes que nao o das continuas.

Consideremos, em primeiro lugar, uma restricao de C'(T) por forma a
garantir a existéncia de factorizacgao.

Assim, seja C uma algebra de Banach de fungoes continuas em T, C C

C(), possuindo as seguintes propriedades:
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i) R(T)ccC
ii) C tem a propriedade da invertibilidade, ou seja, é fechada para o inverso,

1
a€C N alt)#0,teT = a€GC A (flza

Designaremos por C*, C~ e C~? as subélgebras de C definidas por
CE=CNCE), ¢cP=cno—o(). (2.10)

Proposicao 2.3 Seja C uma dlgebra de Banach de funcoes continuas em T
satisfazendo as condigoes i) e ii). Se a(z) € C* ea(z) #0, Vz € T4, entdo

a~'(z) € C*.

Definicao 2.5 Seja C uma dlgebra de Banach de funcoes continuas em T,

satisfazendo as condigoes i) e ii). Diz-se que C € decomponivel se
C=Ctec?
onde Ct e C™° sdo as subdlgebras definidas em (2.10).

Note-se que para as algebras de fungoes continuas em T nao se permite
que as subdlgebras CT e C™° sejam quaisquer subdlgebras fechadas tais que
C =C"®CY mas apenas as que resultam das defini¢coes dadas em (2.10).

A razao desta restricao é o seguinte resultado:

Proposicao 2.4 Nas condi¢coes da definicao anterior, C € decomponivel se
e 50 se o operador integral singular St € limitado em C. Se C € decomponivel
entio Py = (I + St) (respectivamente, P- = (I — St)) € o operador de

projec¢ao sobre CT (C™°) ao longo de C™° (CT).
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Podemos agora introduzir o conceito de factorizacao numa algebra de-

componivel de fungoes continuas.

Definicao 2.6 Seja C uma dlgebra decomponivel de funcgoes continuas em

T . Chama-se C-factoriza¢ao de a € GC a qualquer representacao da forma
a(t) = a_(t)t"a(t) (2.11)

em que a** € C~, af' € Ct ek € Z.

Se k =0 a factorizacdao de a diz-se canonica.

Note-se que, nas condigoes desta definicao uma C-factorizacao de a € C é
uma factorizagao de a relativamente a T no sentido da Definicao 2.4. Assim,
o numero k é univocamente determinado por a, x = ind a, e os factores a4
de duas factorizagoes de a sao multiplos um do outro.

Obviamente que apenas as fungoes a € C nao singulares em T (ou seja,
os elementos invertiveis de C) podem admitir uma C-factorizagao.

A préxima proposigao (ver, por exemplo, [4]) mostra o papel fundamental
da propriedade de decomposicao no problema de factorizacao em algebras de
Banach de fungoes continuas. Esta propriedade serd generalizada ao caso

matricial na seccao seguinte.

Proposicao 2.5 Seja C uma dlgebra de Banach de fungoes continuas. Para
que todo o elemento a € GC admita uma C-factorizacdo relativamente a T

€ necessdrio e suficiente que a dlgebra C seja decomponivel.

Definido o conceito de factorizacao de funcoes continuas, vamos relaciona-

lo com o estudo dos operadores integrais singulares, definidos em Lo(T), da



CAPITULO 2. CONCEITOS E RESULTADOS AUXILIARES 27

forma

T,» = aPy +bP_

Ty = Pral + P_bI,

com coeficientes continuos a e b (ver, por exemplo, [15], Capitulo 3).
Enunciemos um resultado que relaciona os operadores integrais singulares

da forma T, e Ta,b:
Teorema 2.7 Sejam a,b € GL(T). Entdo
Di(aPy +bP_)Dy = Pyal + P_bI,
onde Dy e Dy sao operadores invertiveis
Dy = I+ Puab™"'P)b"'I e Dy= (I — P_ab *P,)bl.

Enunciamos a seguir um resultado que relaciona a invertibilidade do op-
erador integral singular 7, (e, consequentemente, a invertibilidade do op-
erador integral singular 7, ;) com coeficientes continuos, com o conceito de

factorizacgao.

Teorema 2.8 Sejam a,b € GC(T) tais que a fungdo ¢ = a~'b admite uma

factorizagao em relagao a T, c(t) = c_(t)t*cy(t). O operador
Top =aPy +bP_ =a(Py +cP_)
admite 1nverso se k =0, e, nesse caso,

Ta_b1 = (C+P+ + c:lP_) cjrla_ll.
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Jé& tivemos ocasiao de referir que o conceito de factorizagao considerado
para fungoes continuas em T (Definigao 2.4) ndo permite garantir a existéncia
de factorizacao para todas as fungoes a € C(T) que nao se anulam em
T. De seguida vamos utilizar um conceito mais geral de factorizagao de
uma funcgao, que nao sé permita resolver o problema acima mencionado,
mas que permita considerar uma classe de funcoes mais geral, as funcoes

essencialmente limitadas em T .

Definicao 2.7 Sejam a € GL(T). Diz-se que a fun¢ao a admite uma fac-
torizagdo generalizada em (ou em relagio a) Lo(T) se pode ser representada
na forma

a(t) = a_(t)t"ay (t), (2.12)

em que Kk € Z e
i) aX' € Ly(T) e af' € Li(T)
i) o operador a; Pya;'l é limitado em Lo(T).

A factorizagdo diz-se canonica se k = 0.
Facamos desde ja algumas observacoes em relacao a definicao anterior:

(1) Pode parecer estranho que a condicao i) figure na defini¢ao de fac-
torizacao de uma funcao. No entanto, no caso da factorizacao gen-
eralizada em Lo(T) ser candnica, se tal corresponder (como nas out-
ras nogoes de factorizac¢do) a invertibilidade em Lo(T) do operador
T\, = a+(a;1P+ +a_P_), entao para garantir que o inverso continue a
representar-se por (a+P+ + a:lP_) ajrll deve exigir-se que sejam lim-

itados em Lo(T) os operadores ay Pya;'l e a-' P_a;'I. Notando que
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o operador a~'P_a;'l = a7 (I — ayPya;'I) ¢ limitado em Lo(T) se
e s6 se o for a, Pya;'l, é evidente a necessidade de impor que este

operador seja limitado em Lo(T).

(2) Suponha-se que a € GL(T) admite duas factorizagoes generalizadas
em Lo(T), digamos
a(t) = a_()t"ar(t) = a_()t"a,(t).

. : ~ ~ ~ 1
Entao tem-se necessariamente K =K, a_ =aa_ e a, = — ay, em
«

que « € C\{0}.

(3) O numero inteiro k na representacao (2.12), sendo univocamente de-
terminado pela funcao a, recebe a designacao de indice da func¢ao a no

espago Lo(T), representando-se por k = indsa.

(4) Os factores da factorizagao (2.12) podem ser expressos pelas formulas
ay(t) =exp{Pilog (t "a(t))} e a_(t)=exp{P_log(t " a(t))}.

(5) Se a € C(T) é tal que existe uma factorizacdo de a em relacao a T

(ver Definigao 2.4) entao essa é uma factorizacao generalizada de a.

(6) Existem fungoes a € GLo(T) que nao admitem uma factorizagao

generalizada em Lo(T).

Podemos ainda enunciar o seguinte resultado:

Teorema 2.9 Qualquer fun¢ao ¢ € GC(T) admite uma factorizac¢ao gener-

alizada em Lo(T), onde k = ind c.
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Note-se que o conceito de factorizacao generalizada permite estabelecer
féormulas para o inverso dos operadores integrais singulares associados (ver
[15]). Por exemplo, se ¢ admite uma factorizacdo generalizada candnica em
Ly(T), ¢ = c_cy, entao o operador 7). = P, + cP_ ¢ invertivel e o seu
inverso é

chl = (C+P+ + cilP_) cjrl[.

2.4 Factorizacao de funcoes matriciais

Nesta sec¢ao sintetizaremos alguns resultados gerais da teoria da factorizacao
de fungoes com valores matriciais e relacionaremos a invertibilidade de oper-
adores integrais singulares com este conceito de factorizacao.

Comecemos por introduzir a nocao de factorizacao de funcoes matriciais

cujas componentes pertencem a C(T), relativamente a curva T.

Definigao 2.8 Diz-se que a fun¢do matricial A € G[C(T )|, admite uma

factorizagao esquerda (direita) em relagdo a T, se pode ser representada na

forma
A=A, AN (A=A_AA,), (2.13)
onde
Ax € GICH(M)]pm
e

A(t) = diag[t™,--- ,t™], (te ™) (2.14)
com k1> -+ > K, inteiros.

Aos k;, © = 1,n, chamamos os indices parciais esquerdos (direitos) da

factorizacgao.
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A soma de todos os indices parciais sera denominada por indice total da
factorizagao, sendo denotada por k = > | K.

Se k1 = -+ =K, =0, entdo A = ALA (A = A_A,) diz-se uma
factorizacao candnica esquerda (direita), relativamente a T .

O resultado seguinte (que também se pode enunciar para a factorizagao
direita em relacao a T) refere-se a unicidade dos indices parciais (ver, por

exemplo, [4] e [29]).

Teorema 2.10 Seja A € G[C(T)|nn. Se a fungao matricial A admite duas
factorizagoes

A=A NA_ e A=A NA_,

relativamente a T, onde A e A sdo funcoes matriciais diagonais da forma

(2.14), entio A = A.

Vamos agora enunciar um resultado que relaciona duas factorizacgoes dis-

tintas de uma fungao matricial A (ver, por exemplo, [4] e [29]).

Teorema 2.11 Se a fun¢do matricial A € G[C(T)],, admite uma factor-
izacao em relagao a T, A = A, AA_, entdo os factores de qualquer outra

factorizagao A = AVJFAAV_, sao dados por

e

A =ATH'AA (2.16)
onde H, = [h;;] € uma fun¢ao matricial nao singular cujas componentes
satisfazem

Nopt
i) hi; =0, ser; >k,
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ii) h;; ¢ uma constante, se Kj = K;,
i) h;; ¢ um polindmio de grau menor ou igual a K; — Kj, se Kj < K;.

Inversamente, se H, é uma fungcao matricial polinomial nao singular cujas

componentes tém as propriedades 1), it) e iii), entao A admite uma factor-

izagdo A = AL NA_, onde os factores Ay sio da forma (2.15) e (2.10).

Com as devidas adaptacoes, é também possivel enunciar um resultado

similar para o caso de uma factorizagao direita em relacao a T .

Se a func¢ao matricial A € G[C(T)],, admite uma factorizacao (2.13),

entdo a funcdo detA(t), (t € T) admite a factorizagao
detA(t) = det [A4(¢)] t"det [A_(?)] ,

relativamente a T .

Como ind [detAy] = 0, vem que k = ind [detA].

Devido a (2.1), nem todas as fungoes matriciais A € G[C(T)},,., admitem
uma factorizacao em relacao a T. Assim, como na seccao 2.3, surge a ne-
cessidade de, ou restringir o conjunto de fungoes matriciais continuas por
forma a garantir a existéncia de factorizacao para os elementos dessa classe
ou estender o conceito de factorizagao por forma a permitir que os factores
pertencam a um espaco de fungoes matriciais que nao o das continuas.

Em primeiro lugar, devemos fazer referéncia ao caso particular das fungoes
matriciais racionais e que interessa considerar separadamente, pois trata-se
de uma classe muito especial uma vez que, tal como acontece no caso es-
calar, é possivel obter explicitamente uma factorizacao de qualquer elemento

pertencente a G[R(T)], -

)
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Teorema 2.12 Seja R € G[R(T)|nn. Entao R admite uma factorizagdo
R=R,AR_ (R=R_AR,),

em relagao a T, onde Ry € G[RE(T)|un e A € da forma (2.14).

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [4]. Um algo-
ritmo que permite encontrar uma factorizagao explicita de qualquer funcao
matricial R € G[R(T)],.» pode ser consultado em [5].

Analisemos agora uma restricao de G[C(T)],, por forma a garantir a
existéncia de factorizacao.

Seja C uma &lgebra decomponivel de funcoes continuas em T e C* as

subdlgebras de C definidas como em (2.10).

Lema 2.5 Se A € [C]
ATt e[Cl,, ([CF],,)-

([C*] e detA(t) # 0, Vt € T (TL), entao

n,n n,n)

Definigao 2.9 Diz-se que uma fungao matricial A € G[C],, admite uma

C-factorizagao esquerda (direita) se A pode ser representada na forma
A=A N (A=A_AA,),

onde

AT e [cY) e AN éda forma (2.14).

n,n

Caso a élgebra R(T) seja densa em C, diz-se que C é uma R-algebra.
Com estes conceitos podemos obter o seguinte resultado sobre a factor-

izagao de fungdes matriciais numa R-algebra (ver, por exemplo, [4]).

Teorema 2.13 Seja C uma R-dlgebra decomponivel de fungoes continuas em
T eAelC],,- Entio A admite uma C-factorizacao se e so se detA(t) # 0,
te .
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Notemos que existem algumas generalizacoes deste resultado a algebras
de fungoes matriciais continuas que nao sao R-algebras, como o espaco das
fungdes matriciais continuas a Holder (ver, por exemplo. [15] e [29]) e algumas

algebras de fungoes matriciais de [Loo(T)]nn-

Com o intuito de considerar operadores integrais singulares com coefi-
clentes matriciais essencialmente limitados é necessario introduzir o conceito

de factorizagao generalizada para fungoes matriciais.

Definigao 2.10 Diz-se que uma fung¢do matricial A € G [Lo(T)],, ,, admite
uma factoriza¢ao generalizada esquerda (direita) em (ou em relagao a) Lo(T)

se pode ser representada na forma
A=A NA_ (A=A_AA,), (2.17)

onde

i) Ax' e [Ly(T)] e A(t) é da forma (2.14)

n,n

i) O operador A,P AT (A_P,AZ'I) ¢ limitado em [Ly(T)]

n*

Se k1 = -+ = Kk, = 0, diz-se que A admite uma factorizagao generalizada
candnica.

Facamos desde ja algumas observacoes em relacao a definicao anterior:

(1) Caso a factorizagao de A seja canénica esquerda e se tal corresponder a
invertibilidade, em [Lo(T)], , do operador 1 4 = P, +AP_, entao para
garantir que o inverso possa ser representado por (A+P+ + AZIP_) AT
deve exigir-se que sejam limitados em [Lo(T)], os operadores A, Py A7'T

e AZ'P_AT'I. Como AT'P_AT'I = A7' (I — A, P A7'T) ¢ limitado
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(2)

(3)

em [Ly(T)], se e s6 se o for A, P, A7'I, é agora 6bvia a necessidade

de impor que este operador seja limitado em [Ly(T)], .

Se A€ G[C(T)],, ¢tal que existe uma factorizagao de A em relagao
a T (ver Defini¢ao 2.8) entao essa é uma factorizacao generalizada de

A.

O Teorema 2.10 também é vélido para o conceito de factorizacao

generalizada (ver, por exemplo, [29], pag. 59).

Proposicao 2.6 Se A € G[Loo(T)] . admite uma factorizacao gen-

n,n

eralizada relativamente a Lo(T), entao os indices parciais de A sao

unicamente determinados por A.
Temos uma extensao do Teorema 2.11 (ver, por exemplo, [29], p4g.60):

Teorema 2.14 Se a fungio matricial A € G [Loo(T)],,,, admite uma
factorizagao generalizada A = AL ANA_ em Lo(T), entdo os factores de
qualquer outra factorizacao generalizada A = ngAg_ em Ly(T) sdo
dados por (2.15) e (2.16), onde Hy = [hlﬂ ¢ uma fungao matricial

polinomial ndao singular com determinante constante, satisfazendo as

condigoes 1), ii) e iii) do Teorema 2.11.

Da Definicao 2.9 resulta imediatamente que qualquer C-factorizacao de
A é também uma factorizacao generalizada em Ly(T). Por outro lado,
tendo em conta a forma como se relacionam as diferentes factorizagoes
generalizadas conclui-se que, se A € [Cl, ., entao qualquer factorizagao
generalizada de A em Lo(T) é uma C-factorizagdo ou ndo existe C-

factorizacao de A.
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(6) O conceito de factorizacao generalizada em Lo(T) pode ser também

definido no caso da recta real (ver [10]).
Podemos ainda enunciar o seguinte resultado:

Teorema 2.15 Qualquer fun¢do matricial A € G [C(T)],, ,, admite uma fac-

torizacao generalizada.

Pode-se demonstrar (ver [4]) que o Teorema 2.7 verifica-se também para
fungoes matriciais. Assim, o estudo da invertibilidade dos operadores in-
tegrais singulares com coeficientes em G [Loo(T)],,,, reduz-se ao estudo do
operador integral singular Ty p = AP, + BP_.

Enunciaremos agora alguns resultados relativos a relacao entre a invert-

ibilidade de operadores integrais singulares e o conceito de factorizacao gen-

eralizada de fungoes matriciais.

Teorema 2.16 A func¢ao matricial A € G [Lo(T)],, . admite uma factor-

izag¢ao generalizada esquerda (direita) em Lo(T) se e sd se o operador inte-
gral singular Ty 4 = Py + AP_ (T4 = APy + P_) € invertivel, bilateral ou

unilateralmente, em [Lo(T)] .

Ja foi referido, através da condigao i) da Definigao 2.10, que o operador
Ty 4= (A4 Py + AZ'P_) AT é um operador limitado em [Ly(T)],,. Temos

a condi¢ao necessaria do

Teorema 2.17 A fung¢do matricial A € G [Loo(T)],, .. admite uma factor-

izagdo generalizada canonica esquerda (direita) em Lo(T) se e sd se o oper-
ador integral singular T\ o = Py + AP_ (Ta1 = APy + P_) € invertivel em
[Lo(T)],,- E, se o operador Ty g = P+ AP_ (Tay = AP+ P_) € invertivel

entio Ty = (A Py + AZ'P_) AT (T} = (A{'Py+ A_P_) AT'I).
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A demonstragao da condigao suficiente pode ser encontrada em [4], pag.

105.

Teorema 2.18 Duas factorizagoes diferentes de uma fungdo matricial A,

em Lo(T), sao ambas factorizacoes generalizadas ou nenhuma delas o é.

2.5 Problemas de contorno de Riemann

O problema de factorizacao é considerado paralelamente com o estudo do
problema de valores fronteiros de Riemann. Nesta seccao serd feito um re-
sumo da questao respeitante ao papel desempenhado pela factorabilidade em
Ly(T) do coeficiente matricial de um problema de contorno de Riemann para

a teoria de solubilidade deste problema.

Sejam A € [Loo(T)]pnn € g € [L2(T)],, dadas arbitrariamente.

O problema de contorno de Riemann vectorial é formulado da
seguinte forma: encontrar toda a fungao ®(z) analitica em C\T tal que as
fungoes vectoriais n-dimensionais ®,(z) e ®_(z) sejam analiticas em T, e
T _, respectivamente, e os seus valores de fronteira @ (¢) e _(t) pertengam

a Li(T) e Ly°(T), respectivamente, e satisfacam a condicio

O, () + AB)D_(t) = g(b). (2.18)

Consideremos agora o operador integral singular, definido em [Lo(T)],,,
da forma

Tl’A:P_A,_‘i‘AP_.

A equacao

Th,a(t) = g(t) (2.19)
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esta directamente relacionada com problemas de contorno de Riemann. De
facto, o problema (2.18) e a equagdo (2.19) sao equivalentes no seguinte

sentido:

e Se as fungoes matriciais ¢, e ®_ sdo solugoes do problema (2.18),

entao p(t) = ¢, (t) — _(t) é uma solugao da equacao (2.19).

e Se ¢ é uma solugao da equagao (2.19), entao a funcao

cp(z)—i/TMdT

211 T—2z

¢ uma solucdo do problema (2.18).

Daqui em diante vamo-nos concentrar nas funcoes matriciais factorizaveis
em LQ (T) .

Seja A uma fungao matricial nao singular admitindo uma factorizagao em

LQ(T)v
A=A, ANA_, (2.20)
onde
AT € [Ly (T)]nn e A(t) = diagft™, .- "],
com Ky > -+ > K, inteiros.

Enunciemos agora um teorema sobre a solubilidade do problema de con-

torno de Riemann (ver, por exemplo, [29], pdg. 90):

Teorema 2.19 Seja A(t) uma fung¢do matricial n X n, nao singular, ad-

mitindo uma factorizacao (2.20) em Lo(T). FEntdo o nimero de solugoes
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linearmente independentes da equacao homogénea | e o niumero de condigoes

de solubilidade p do problema de contorno de Riemann (2.18) sdo dados por
l:Zmax(/fj,O), p:Zmax(—/ﬁj,O).
j=1 j=1

Além disso, as solugbes do problema (2.18) podem ser representadas
através dos factores da factorizacao (2.20) e vice-versa.

O resultado seguinte diz-nos como obter a solucao geral do problema
(2.18) (caso seja soluvel) através dos factores da factorizagao (2.20) (ver, por

exemplo, [29], pags. 45 e 87):

Teorema 2.20 Seja A uma fung¢do matricial admitindo uma factorizagao
(2.20) em Lo(T). Entao

1) O problema (2.18) € solivel se e s6 se
i) AT'g € [Li(T)]u;
i) & 9=A P Ag € [Ly(T)],;
iit) & o= A'ATIP AT g € [Ly ()],
2) Se as condigoes de 1) sao satisfeitas entdo a solugdo geral do problema
(2.18) € da forma

(I)+ = (I)‘HO + A+p, d_ = (I)_’(] + A:lAilp

onde p € uma fungao vectorial, tal que o j-ésimo elemento é um polinomio

de grau < k; — 1, se k; > 0; e tgual a zero, se k; < 0.

No Capitulo 4 precisamos de condigoes necessarias para a solubilidade
do problema (2.18) descritas da seguinte forma (ver, por exemplo, [29], pag.

90):
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Teorema 2.21 Seja A uma fung¢ao matricial que admite uma factorizagdao
(2.20) em Lo(T). Entdo para que o problema (2.18) seja solivel é necessdrio

que, V3 =1,...,n, com k; <0, as condigoes

/F(A;I(t)g(t))j thdt =0, k=0,...,—x;—1

sejam satisfeitas.

2.6 Factorizacao de funcoes matriciais her-
miteanas

Nesta seccao iremos referir o que foi estabelecido por G. S Litvinchuk e I.
M. Spitkovskii sobre uma classe de fungoes matriciais hermiteanas. Assim,
vamos basear-nos na seccao 15.7 de [28], que contem relagoes entre uma

funcao matricial hermiteana de 2* ordem

G(t) = C@ blt) , (2.21)
b(t) d(t)

onde as fungoes a, b e d pertencem a Lo (T ), e uma fungao matricial

wP—1 @
Q= , (2.22)
w 1
onde w é uma composicao algébrica dos elementos de GG, para introduzirmos

o porqué da nossa escolha relativamente a classe de fungoes matriciais

€ b
A, (b) = , (2.23)
b* b*b+ e
onde v é uma constante complexa nao nula, e representa a funcao matri-

cial identidade, b ¢ uma funcdo matricial pertencente a [Loo(T)],, e b* é a
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adjunta hermiteana de b. Foi estabelecido que a anélise da existéncia de fac-
torizacao da fungao matricial (2.21), quando sujeita a certas restrigoes, pode
ser reduzida ao estudo de uma fungao matricial do tipo (2.22). Neste caso,
a fungao matricial {2 admite uma factorizagdo generalizada em Lo(T) se e
s6 se a unidade na@o pertence ao espectro limite, o; (isto é, ao conjunto dos
pontos limite do espectro e dos valores préprios de multiplicidade infinita),
do operador H(w)H*(w) (H(w) = P-wP, é um operador de Hankel com
simbolo w) e os seus indices parciais sao +[, onde [ é a multiplicidade de 1

como um valor préprio do operador H (w)H*(w).

Consideremos a fungao matricial hermiteana (2.21) e vamos concentrar-
nos no caso quando a fungao matricial G admite uma factorizagao general-

izada esquerda em Lo(T), (2.17). Assim,
detG(t) = A(t) = a(t)d(t) — |b(t)|?

é invertivel em L, (T). Em [28], assume-se que A(t) < 0, em q.t.p. em T.
Assim, a fun¢do A(t) também admite uma factorizacao em Lo(T) (ver [28],
pég. 157)

A=Ay,

onde

AT € Hy.

E assumido, adicionalmente, que um dos elementos diagonais (por exemplo,
d) de G também preserva o seu sinal em q.t.p. em T e é invertivel em

Lo (), ou seja, d(t) admite uma factorizagao em Lo(T) da forma

d= €|d+|27
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onde dfl € H, e ¢ representa o valor do sinal de d.

Introduzimos a funcao
- =2

bd
w==" (2.24)
Ay d
e construimos a fun¢ao matricial (2.22).
Seja
Aldyt 0
X, - +0y
0 dy

Como a funcao matricial X, pertence, juntamente com a sua inversa

P ATMd, 0
—+ - )
0 di
a classe [Hool, ,, segue de
G =eX QX7 (2.25)

que as fungoes matriciais (2.21) e (2.22) admitem uma factorizagdo gener-
alizada esquerda somente simultaneamente, e que os seus indices parciais
coincidem. Assim, sem perda de generalidade, podemos concentrar-nos no

estudo da fungdo matricial (2.22).

Enunciemos agora um resultado sobre a factorabilidade de uma funcao
matricial da forma (2.22) e sobre os seus indices parciais (ver [29], pag. 289

e [28], pag 158).

Teorema 2.22 A func¢ao matricial

wP?-1 @
Q= , W€ Ly(),

w 1
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admite uma factorizagao generalizada em Lo(T) se e s6 se a unidade nao per-
tence ao espectro limite do operador N_(w) = P_.WP,wP_ e os seus indices

parciais sio £1, onde l é a multiplicidade de 1 como valor préprio de N_(w).

Podemos agora acrescentar algo ao descrito em [28].
Por hipétese, a fungao matricial G admite uma factorizagao generalizada
esquerda em Lo(T). Assim, a fungdo matricial Q2 também admite uma fac-

torizacao generalizada esquerda em Lo(T)

Q=0Q, AQ_|
onde
tv 0
At) =
0 t*
e

k=dim Ker (N_(w) —I).

Assim, a fungao matricial G admite a seguinte factorizagao generalizada
onde os factores surgem representados através dos factores de uma factor-
izacao generalizada esquerda de €2, que podem ser determinados explicita-
mente através das solugoes de duas equagoes integrais ndo homogéneas (ver
Capitulos 3 e 4).

Temos

G=G,.AG_,

onde

G+ = 5X+ Q+

G_=Q_ X"
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Um resultado similar, envolvendo uma factorizagao generalizada direita
em Ly(T), seria obtido se tivesse sido escolhida a func¢ao a(t) como sendo
o elemento diagonal preservando o sinal em q.t.p. em T e invertivel em

Loo ().

O caso quando A(t) > 0, em q.t.p. em T, serd analisado no final da

secgao 4.3.



Capitulo 3

Resolucao de equacoes integrais

Este Capitulo é dedicado a resolucao de equacoes integrais da forma

(N () + D) ws (t) = g (2), (3.1)

onde a funcao b € Hy ,.

Na secgao 3.1 introduzimos dois operadores autoadjuntos N (b), definidos
em [Ly(T)]
[Loo(T)]

e analisamos algumas das suas propriedades quando b €

n,n’
nn Estudamos, em particular, o caso quando —y € p(N4 (D)) e
as componentes de b pertencem a algebra de Douglas. Notamos que, caso
a funcao matricial b admita uma decomposicao b = by + b_, onde by, b*

€ [Hw,, ,,, entao os operadores Ny (b) nao dependem da fungao matricial b_.

nn

Na seccao 3.2 consideramos o caso quando b € Hy,. Elaboramos um
algoritmo que permite resolver as equagoes do tipo (3.1) e cujas solugdes
nos vao possibilitar (ver Capitulo 4) a determinagao de uma factorizagao
generalizada explicita de uma classe de fun¢oes matriciais. Comegamos por

estudar a solubilidade de (3.1) quando b € L (). De seguida, considerando

b € H , e utilizando propriedades das fungoes internas e externas, chegamos

45
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a um sistema linear de p equagoes e p incognitas que darda a solugao, ou
solugoes, da equagao (3.1), quando soluvel. Analisamos esse sistema em duas
situagbes distintas, quando —v pertence ao conjunto resolvente de N, (b) e
quando —v é um valor préprio de multiplicidade finita.

Terminamos com um exemplo para ilustrar a aplicacao do algoritmo de-

scrito.

3.1 Propriedades dos operadores N, (b) e N_(b)

Seja b € [Loo(T)]nn- Denotemos por p(N4(b)) o conjunto resolvente do op-

erador N, (b) e por op(N4 (b)) o seu espectro. Seja

a(N4 (b)) = or(Ny (b)) \or(N4 (b)),

onde o;(N, (b)) representa o espectro limite de N, (b).

Comecamos por analisar algumas propriedades dos operadores
N (d) : [Lo(M)]nn — [La(T)]nn,
N+(b) - P+bP_b*P+ (S N_(b) - P_b*P+bP_,
onde 0* ¢ a adjunta hermiteana de b.

1)
NL(5) = Mo (D)ML(b) e N_(b) = M ()M, (b),
onde M, (b) = P.bP_.

2)

N4 (b) sao operadores autoadjuntos e positivos.
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3) Seja U : Up(t) =t~ 'p(t). Tem-se que
U(Ng(b) +vI)U = NL(b) +71, Vy € C.

Demonstragao.

Seja @ (t) +o_(t) = ¢(t) € Lo(T). Como
USt=—-57U,

pois

(UST) o(t) = [U(Py — P_)]p(t) = Ulps(t) — - (1)) =t s (t) =t T (1)

=P (t75%0) = P (171590 = (P- = P)U(t) = = (S1U) (1),
temos que

U (Ni(b) + 1)U = Ny (b) + 71

4)
or(N4(b)) C RY. (3.2)

Nota: Como 0 € op(N4(b)), V b, consideraremos, daqui em diante,
v #0.
5) Se —v € o (N+(b)), entao
Ly(T) = Im (N1 (b) + 1) & Ker (N.(b) +71). (3.3)

Demonstragao.
Como N (b) sdo operadores autoadjuntos e v é real (—vy € o (N(b))),

vem que os operadores Ni(b) + I também sao autoadjuntos. m
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Das propriedades 3) e 4) resulta imediatamente a seguinte propriedade.

6)
o1 (N4 () = or(N_(b)).
7)
dimKer(N (b) + vI) = dimKer(N_(b) + vI).
Demonstracgao.

Se —v € p(N-(b))(= p(N+(b))), entdo
dimKer(N_(b) +7I) = 0 = dimKer (N, (b) + ~I).
Para — € o(N_(b)) C R{, temos que
N_(b) +~I = U (N, (b) +~1) U.

Assim,

dimKer (N_(b) + vI) = dimKer (N, (b) +~I) .

Proposigao 3.1 Se —y € 0 (N,(b)), entdo
dimKer(N,(b) +~I) = &,

onde k € a soma dos indices parciais positivos de uma factorizacao general-

izada esquerda da funcdao matricial
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Demonstragao.
Para —y € o(N_(b)) C R{, temos que v < 0. Assim, A, (b) é uma funcio
matricial hermiteana. Nesse caso, uma sua factorizacao generalizada tem

como indices parciais
{K1, K2, ., Kny —FKny .-, —Ka, —K1}
(ver [29], pag. 258). Seja
K=K+ ...+ En.

Pelo Teorema 2.19 temos que k corresponde também ao nimero de solucoes
linearmente independentes da equacao que envolve o operador de Toeplitz
() = P_(Qlmr.

P_(Q)|mp_p =g, (3.4)

pois estudar o operador T'(2) relativamente as propriedades de Fredholm é
equivalente a estudar o operador P, + QP_. Mas, a equacao (3.4) pode ser

reescrita na forma de sistema. De facto, considerando

temos
p1+ P_(bps) = g1

P_(b*¢1) + P_ (b0 + ve) o2 = go

Y1 =091 — P—(b@z)
P_(b*g1) — P_ (b*P_byps) + P_ (b*byps) + ypa = go

1= g1 — P_(bpy) '
(N_(b) + 1) o2 = g2 — P (b*q1)
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Assim, os operadores T'(A,(b)) e N_(b) + v/ sao de Fredholm somente si-
multaneamente e os seus nimeros de defeito coincidem. Podemos concluir
que em (N_(b) +~vI)p = 0 temos o mesmo nimero de solugoes linearmente

independentes do que em T (A, (b)) ¢ = 0, ou seja, x. Logo,

dimKer(N_(b) + 1) = k.

Além destas propriedades devemos reparar que se a funcao matricial b

pode ser representada como
b=>by +0b_,

onde

b+7 b*— € [Hoo]an

entao os operadores N1 (b) ndo dependem da fungao matricial b_.

Analisemos agora o caso quando a funcao matricial b pertence a algebra
de todas as fungoes matriciais cujas componentes pertencem a algebra de
Douglas. Neste caso, Ny (b) sdo operadores compactos (ver Lema 2.1) e os
correspondentes operadores resolventes podem ser representados através dos
seus valores proprios e respectivas fungoes proprias.

Assim, introduzindo o operador K,
Z (¥, )
Ak + Y k 7
onde {r;} é um sistema ortonormal em [Ly(T)], formado pelas fungoes

préprias do operador N, (b) (considerando-o definido em [Ly(T)],,) e onde

A, sao os valores proprios correspondentes, temos o seguinte resultado:
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Proposigao 3.2 Se —y € p(N, (b)), entdao o operador resolvente de N (b)

¢ dado por

ROV (), =91)¥ = 20 = ZK(¥),

onde U = [, ..., 0] e K(O)=[K(@),... K@)

Demonstragao. Analisemos o operador autoadjunto N, (b), aplicado a

¢ € [La(T)]pn, considerando
o v =1|[p1;...;pn],onde @; € [Lo(T)],, Vi=1,--+,n
e N,.(b)p tem a forma N, (b)p = [Ny(b)p1;...; Ny (b)pn], com
Ny(b)os = > My, v il
k
Se
(N+(b) + 1) = ¥;

vem que

i =

1
—= <Z (g, v vyl —1/11) -
T\
Assim, para todo o n, obtemos
()\n + 7)(%0]7 V:Lr) = (wjv V:zr)
Como —vy # A, (pois A\ s@o valores préprios de N (b)), entao
1 Ak +\, +
= —— —— Wy v v =, ]
P == <§kj o G =

Obtemos

RN, (b), I = %w - %ij)

Analisemos agora um caso particular.
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Teorema 3.1 Seja b € [Hy),,,, uma fungdo matricial tal que b*b = e = bb*.

Se v # —1, entao
1

) 1) = =2 (v - 1), (35)

Demonstracao. Notemos que se b é tal que b*b = e = bb* (paran = 1,bé
uma fun¢ao interna) temos que o operador N, (b) é um operador idempotente,
isto é,

N(B) = N4 (b)
Podemos concluir que o (N4 (b)) = {0,1}. Assim, nao ¢é dificil provar (3.5),

pois

)0 |2 (e - 1) |

1+~

1 1 ¥
-2 (1 T N) = N () + TN () - 7]) iy

De igual modo se demonstra que

(- 1) | e ean =1

v \L+7y

Assim, quando b*b = e = bb* e v # —1, temos, por exemplo, que

i)

(N (B) 4 51) ™ e = s (e 10°(0). (36)
pois
(No(b) +4D) " e = —% <H1_7N+(b) _ 1) e
_ —% (1i71v+(b)e - e) _ —% [ﬁ (P, — bP. b T)e — e}
— > [ e WOy - ¢ = i e v )



CAPITULO 3. RESOLUCAO DE EQUACOES INTEGRAIS 53
ii)
_ 1
(No(b)+~D) " b= b (3.7)

pois

L 1/ 1
(N, (b) + 1) b:—;<1+7]\/+(b)—[)b

1 1 1
=——<——[Pyb—0bP, (b"0)] — by = —0.
s mo-or e -of -1

3.2 Algoritmo para resolucao da equacao

(N4(b) + v 1w (t) = g.+(t)

Nesta secgao construimos um algoritmo que nos permite resolver equacoes

soluveis da forma (3.1)

(N4 (0) + 1w (t) = g+(t)

quando a fungao b € Hu .

3.2.1 Sobre a solubilidade de (N, (b) + vy )w+(t) = g+(t)

Seja b € Loo(T).
Comecemos por reparar que se —y € p (N4(b)), entdo a equagao (3.1) é

sempre unicamente solivel,

wi(t) = (N4(b) + 1) g (t).

Neste caso, serd demonstrado no Capitulo 4 que conseguimos obter uma
factorizacao candnica de uma classe de fungoes matriciais através das solugoes

das equagoes integrais nao homogéneas

(N(b) + 1 )uy =1 e (N (b) + D)oy = b
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Quando —v € o (N4(b)), entdo a equagao (3.1) pode ser ou nao soluvel.
Se (3.1) é soluvel, entdo podemos resolvé-la através do algoritmo que iremos

descrever nesta secgao. Em particular, se g, (t) = 0, o algoritmo da-nos o
Ker(N,(b) +~I).
Como a equacao (3.1) é solivel se e s6 se g, (t) € Im(Ny(b) + 1) e

Ly(T) = Ker(Ny(b) ++1) @ Im (N4 (b)+~I) (ver (3.3)), resolvendo a equacao

homogénea correspondente ficamos a conhecer também a
Im (N4 (b) +~1).

Desta forma, sabemos se uma dada equacao é ou nao solivel.

Podemos ainda analisar a questao do seguinte modo:
o se N (b)g+(t) = —7g+(t), entdo (N4.(b) +71)g+(t) = 0. Assim, g, (t) €

Ker(N4(b) +~I). Logo, g+(t) ¢ Im(N(b) +~1). Concluimos que (3.1)

nao é soluvel.

o se N (b)gy(t) # —vg4+(t), entao g4 (t) ¢ Ker(N,(b) +~1). No entanto,
g+(t) pode pertencer ou nao a Im(N,(b) + vI). Ou seja, a equagao

(3.1) pode ser ou nao soluvel.

Por exemplo, se b(t) = 6(t), onde 6(t) é uma fungao interna, temos que
N, (b) = Py (ver Lema 2.4). Logo, o (N4(b)) = {0,1}. Assim, se v # —1
temos que a equagao (3.1) é unicamente solivel. Se v = —1, podem ocorrer

varias situacoes. De facto, como

Ny (b)b = P,bP_bb = 0 (# —~b),
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e se 1 —0(0)0(t) = —y, Yt € T, entao a equacao (N (b) + v )uy =1
nao é solivel e a equacao (N, (b) + ~vI)v, = b pode ser ou nao soluvel

e se 1 —6(0)0(t) # —v, Vt €T, entao a equagao (N, (b) +vl)ur =1e

a equagao (N, (b) +vI)vy = b podem ser ou nao soliveis

Iremos ver no Capitulo 4 uma classe de funcoes matriciais 2 x 2 que ad-
mitem uma factorizacao generalizada esquerda nao canénica, A = A AA_|
quando —y € o (N4(b)). Para obtermos uma factorizagdo generalizada
explicita da fungao matricial em questao, dependendo do factor A_(o00), de-

vemos resolver as equagoes nao homogéneas da forma (3.1),
i) (Ne(b) + 7Dz =7 e (N (b) + D)y = vPy(bry) (3.8)
i) (Np(b) +yD)zy =1 e (Ny(b) + )y = vPrb (3.9)
iit) (N4(0) +yD)zs =r1e e (Np(b) +7D)ys = 7Py (bray)  (3.10)
onde 7y, T, € T2, sao polinémios de grau £ = dimKer(N;(b) + vI) de-

terminados utilizando (3.3). Para tal utilizaremos o algoritmo que iremos

descrever nesta secgao.

3.2.2 Casob=r0

Vamos entao construir um algoritmo que nos permitird resolver a equacao
(3.1) (quando solivel), quando b € Hy, .
Seja b = rf, onde # é uma funcao interna e r é uma funcao racional

externa.

Sem perda de generalidade (o caso quando r(t) = 1 serd tratado no

exemplo 4.6.1) podemos considerar que a func¢do r(t) se pode representar
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desta forma
H?:l(t — )% ’

onde ay, 5 € N, Nj,pj € C, e {1, ..., Ay i1, - - -, i } tem m +n elementos

r(t) =

distintos tais que |N;|>1, Vi=1,m e |uj|>1 Vj=1,n.
Para resolver a equagao (3.1), vamos considerar a substitui¢ao

V. (3.12)

Wy =

S|

Obtemos
— 1
Pelr P (80)] +7= v =g.. (3.13)
Como P. = —P, e Py = P, —OP,0I, temos a seguinte equacao,

equivalente a (3.1),

PRt 4 PR ) =g, Y= P, (3.14)
isto é,
0=~ g~ IrPR v =Py (o). (3.15)
Sabemos (ver Lema 2.3) que
(Py )(t) = t7'0(t)a (1), (3.16)
——
€H260H>
onde z, € Hy. Assim,
0(t) = = {709 () = Ir QP 00) 220 = 1O P: [0 )(0]} . G7

Aplicando Py a (3.17) e usando (3.16) obtemos

rwwzngpqm%mo-nm@-n¢my (3.18)
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onde
N e N UE0) (3.19)
To- (1) = Py {7(0) Py [ )(1)]} (3.20)
Precisamos de encontrar Ty e _ para obtermos a solucao de (3.1),
wr) = = {as0) =0 OO TO - P w0} (62D

Vamos agora reescrever os operadores 17 e T, utilizando operadores de
dimensao finita, que dependem de p constantes que podem ser determinadas

através de um sistema linear de p equagoes.

O operador T}
Para reescrever o operador 177 numa forma mais apropriada para resolver

a equagao (3.1) precisamos de analisar a fungao

PP _ gy T (= )% (1= % )
S AN S T

(3.22)

onde
=) aj—) Bi—1,
j=1 i=1

decomposta numa soma de fracgoes elementares.

Se considerarmos

k’oziﬁi—zn:aj—lz—lo—Q, (323)
=1 j=1

precisamos de analisar trés casos diferentes:

e ko >0 (isto é, Iy < —2), onde

rOF N, g NS [ b R
=2 at+ [ SRET—— } +
oYt S [ ]
(3.24)
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o ko= —1 (isto é, [y = —1), onde

P _ Z {Z [ ] } LA e
o ko < —2 (isto é, [p > 0), onde
HOF _ Z {Z HLANE: } )
Para simplificar Tz (t) temos de calcular
Py(0(t)z (1)), Pge(it)_ﬁ, Py (91(?3% %)l ¢ Pee(t>z+<t) (3.27)

Usando a definicao de Py e o facto de # ser uma funcao interna, temos:

Proposicao 3.3

+1

P (t’@(t) m) — 6(t) (tl xy(t) — ZAi t”“) , 1>0, (3.28)

onde
(i—1)
zy ()
Ay ==F 3.29
(e —1)! (3:29)
Demonstracao.

Para [ = 0 temos
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Para [ > 0 temos

Py (00 (1)) = (P = o) PO ) (¢ 6(1) 240))

=11 0(t) 2 (8) = (1) P, (1 2,(1))
—o(t) [ o) - P (1 @)

Vamos agora simplificar P, <tl Ty (t)> Numa vizinhanga de 0 temos que

2 (O) x(l)(()) x(l+1)(0)
_ / + 2 + l I+1
Assim,
1 (0) 2P(0) ()
i D=7 i -1 'y ( -2 + + o
zy (t) +(0) t'+27,.(0) +—— 5 4+ I + I+ 1) +

Obtemos (3.28) m

Notemos que precisamos de Pp(t'0(t)x, (t)) somente quando kg > 0. E,

nesse caso, desta parte, existem ko + 1 constantes a determinar em Tyx (t).

Proposicao 3.4

0(t)z(t) :
P, =0(t) , 1>, 3.30
“( — 1)) () t—Mj ; z i+1 (3.30)
onde
7 () ™0
By="W o ) =2 eyl > 1. (3.31)
(i —1)!
Demonstracao

0(0)r D) S 002 (6) 0ty 0
Pile— gy = (P = 0OPBOT) G =Gy ~POP G
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bW (1) e —e () o) | 1
() oOP: t— t—py | (&= p)"
L BN o) Ny
—y (1) ) )
C0)a-(t) w-(py)0(t) )P y-(t) —y-(1y) | y— (1) 1
= p)t (= py) Tt e | )
== (1) ) )
_O0e_(t) e (m)00) 2 ()00 =1
=~ A ey 0P [

=0
. z_(t) i( xg_l)(ﬂj) ] 1>

(t— ) = (=Dt — )+

Nota: Numa vizinhanca de p; temos que

"

x_ (1)

v () = 2 () + 22 (1) (t = py) + (=)
Assim, )
v (1) = o) + )

Da mesma forma,

"

() = x_Q(ij) N x_?E!M)@_Mj) L
o () = z_ (1)

2

Seguindo este raciocinio obtemos (3.30) =

Desta parte, existem ) 7| a; constantes a determinar em Tz (t).
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Proposicao 3.5

l

Ot)e(t) 1 1,
Pe(l _M_jt>l o (1 _N_jt)l 8<t)x+(t) - ;Cij(t_ ’u:]) y lZ 1, (3.32)
onde
(0-) V()
Cij = —a-or ¢ || > 1. (3.33)
Demonstracao.
0(t)x+(t) _ —— N\ O(t)z, (t)
P o gy = <P+—0(t)P+ (t)]) e
o, () (1N (0)(t)
M mo _( u_j> P+<t_;>l
_ (_i>lp o)) =02 () o) (F)|
R | NN
k 1 (1) ) —

i t— L F_ L 1—2
! i Z (t - é,)
~ g SN—— Hj
=z+(t) (=) \___TV;___/
. - 7
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Nota: Numa vizinhanca de /% temos que
J

(02 )(t) = (63.) <%)+(9x_)’ <%) (t _ %)*M (t _ %-)2+' .

Assim,

yolt) = (00 ) (=) + — 22

Da mesma forma,

) (2) <an(i)<ﬁug)+u‘

2(t) = 9] + 31

Z+(1):M.
2%

Seguindo este raciocinio obtemos (3.32) =

Desta parte, existem »_7_, a; constantes a determinar em Tz (t).

Proposicao 3.6

onde
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Demonstragao.
Como t'0(t)x(t) € Hy © OH,, podemos utilizar a propriedade (2.5) e
obter
P (t*%(t)?(t)) =t79(t) (1)

Para | > 2 temos

t t -1
S ~ ~—
=y+(t) (=)

=Py <y+(t)tli_1)

pois numa vizinhanca de 0 temos que

(Ox_)(t) = (02_)(0) + ((91',)'(0) t+ M
— 2!
(+)

...

e t710(t)xr,(t) € Hy © 0H,, vindo (6z_)(0) = 0.

Continuando o raciocinio temos

Nota: Numa vizinhanca de 0 temos que

(0-)"(0)

o1 td..

y+(t) = (62-) (0) +
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/7

y+(0) = (6z_) (0).

Da mesma forma,

(02)'(0)

2(0) = o

Seguindo este raciocinio obtemos (3.34) =

Desta parte, existem ko + 1 constantes a determinar em 7z (¢).

Assim, temos de encontrar em Tyx (¢):

e para ky > —1,

64

2058 (=2kg+2+2377  a;) constantes que dependem de z (%)

(Ai, Dy, i=1,ko+1; e By, Cij, i =1,a;, j=1,n);

e para ky < —2,

22?:1 a; constantes que dependem de z,(t) (B;;, Cij, i = 1,a5, j =

).
Entao, temos

Ty (t) = £ 01 (D] — () Ky (1) — Ko (2),

ko I+1 n

l
Kz, (t) ZalZA t- Z“+ZZWZ%
j=1 =1

=1

(3.36)

(3.37)
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no ¢ l 1\ ! ko+2 d; .
Kgx_i_(t):ZZﬂZOij(t—E) +Z ZDt 338

1 —
j=1 I=1 Hi )i !

Demonstracao.
ko +1
Tix (1) Zal th— ZaZZA =iy
=0 =1
zz( ) -
a— t_,UJ (1_:“_jt>l

n oy l

Bij
CDIIUID Dy s =iy

j=1 1=1 i=1

De forma analoga, temos

2) (ko=-1)

Kizy(t) = 5y L (3.39)
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¢ n o c* l 1 i—1
Kyr,(t) = — L __N"¢y (t - :) . (3.40)
* j:”z:;(l—ujt)l; A
3) (ko < -—2)
noY ! B..
Ky ()= bi D (e (3.41)
j=1 1=1 i=1 J
(§

n Qj *x l i—1
: c* 1
Kox_ (t) = S [ — C'Z-(t——) . 3.42
) = L3 e Gl (3.49)

O operador T5

Para simplificar

Top-(t) = Py {r®) Py [(ré-)(®)] } —0(0) Py [000) r(B)Py [(r- ) (D]}, (3.43)

precisamos de analisar a fungao r(t) decomposta numa soma de fracgoes
elementares.

Temos dois casos:

o ko> —1 (isto é, l[p < —1), onde

ko+1 n
Z it +> Z (3.44)
7j=1 [1=1
o ky < —2 (isto é, Iy > 0), onde
r =33 (3.45)
perill G )

Para simplificar Ty (t), temos de determinar primeiro

Py{(ry-) ()] (3.46)
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Assim, temos de calcular

Py (t_(t) e P+(;/’_—<;?>l. (3.47)
J
Proposicao 3.7
l
Pup_(t) =0, Pu(ty_(t)=> Eit™" 1>1, (3.48)
i=1
onde B
5= o =vmm (3.49)
Demonstracao.

Numa vizinhanga de 0 temos que

, 1" O
@1 (t) = 4(0) + 0, (0) t + SD*Z(' ) 2+ o £

com ¢, (0) =0 (pois ¥_(t) = P_t)(t)). Assim,

¢4 (0) v (0)

V(1) = ¢, (0)t + T 2+ 5 34

Assim,

Py (t) =0,

Po(t (1)) = #4(0)
¢ Z
P - (1) = 750 1+ 2210
Seguindo este raciocinio obtemos para [ > 1
Pty (1) = zl: 9052!(0) =i

=1

Precisamos de Py (t!1_(t)) somente quando ky > 0. E, nesse caso, dessa

parte, existem ko + 1 constantes a determinar em Tyt (%).
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Proposicao 3.8
l
_(t F;;
P+L>l =) s > (3.50)
(t—p)t = = py)t
onde '
()
By = N |l > 1. (3.51)
Demonstracao.

E ansloga & demonstracio da Proposicio (3.4) m

Dessa parte, existem ) 7| a; constantes a determinar em Tyt ().

ko+1

l
P, ZleEt“JFZZgﬂZ%, (3.52)

j=1 1=1 i=1

n

j= =1

O passo seguinte é simplificar

l
Z%zz )z i+l (3'53)
1 1=1 —H

P AT P ro) (1)} (3.54)

Temos dois casos:

e ky > 0, onde

P Ar P [0 )(0)]}

ol £t )

j=1 1=1 i=1

(3.55)
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e ko < —1, onde

n

PP [(re (0]} = P { [ZZQ;%Z%”
j=1 l=1 .

=1

(3.56)

S6 temos funcoes racionais. Assim, temos simplesmente de decompo-las
em fraccoes elementares e escolher as fracgoes sem pélos em T .

O passo seguinte é simplificar

P A{8@) r(OP: [(re ) )]} (3.57)

Temos dois casos:

e ky > 0, onde

P {80 TP, [(ro-) ()}

ko+1

St S t)

j=1 [l=1 i=1

(3.58)

P80 TP, (o) (0]} = P { [ 292—)] }

=1

(3.59)
Precisamos de calcular
P, (W tl), P+(t§j)l e P+(1€(_—%t)l' (3.60)
Proposicao 3.9
P, (@ tl) - i 9(2!(0) =i 1> 0. (3.61)
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Demonstragao.

E andloga & demonstracio da Proposicao (3.3) =m

Proposicao 3.10

o(t) S ()
P —— = _ — [ >1, 3.62
) & =D — ) (862
onde
v ()= e |ul>1L
Demonstragao.

E andloga & demonstracao da Proposicao (34) =m

Notamos que L
o(t)

P, —
(1 t)

=0, (3.63)

onde |p;| > 1.

Podemos concluir que temos somente fungoes racionais em (3.57). Assim
sendo, temos simplesmente de decompod-las em fraccoes elementares e escolher

as fracgoes sem polos em T .

Entao, temos de encontrar em Tyt (t):

e para kg > —1,

ko+1+3 7 a5 = > ;") Bi constantes que dependem de i (t) (£, i =
17k0+17Ej7 1= 17@j7 j :L_n)v

e para ky < —2,

I
“b—\
e

<
.
I
ﬁ‘
2

>_j— a; constantes que dependem de ¥_(t) (Fij,
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Temos
Ty (1) = Kyv— (1) — 0(t) Kyto_ (1), (3.64)

onde K3t_(t) e K4_(t) sdo funcdes racionais dependendo de £ constantes

que temos de determinar,

1) (ko >0)
ko+1 ! F
K3 (t) = { [Z leE = Z—i—ZZQgZZﬁ]}
. e (3.65)
o ko+1 n ! F
K- (t) = {0 >[ZszEt”+ZZwZW”-
' e (3.66)

De forma anéloga, temos para

2) (ko <-1)

o= 20|33 S |} e

=1

n

s = {7070 S50 | b o

De (3.17) e (3.18) podemos concluir que as fungées x4 e ¥_ dependem
das p constantes que surgem em Tz (t) e Totp_(t). Assim, vamos ver como
podemos obter um sistema de p equacoes que nos permita determinar essas

constantes.

Como determinar as constantes A;, B;;, Cyj, D;, E; e F};?
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E agora possivel ver que (3.18) pode ser reescrita como
o —— 1 _ U
00 720 = - [P (19 (1)) = 17007 @I +00) Koo ()

F Koz (t) — Kb_(t) 4 0(t) Ky (1)],
(3.69)

Py (r{B)g:(8)) +0(t) Ky (8) + Koo (£) — Ko () + 0(t) Ky (1)
— THIrOP '
(3.70)

Como a fungao t~10(t) x, (t) nao tem pSlos em T, UT, os zeros de y+|r(t)|?,

com multiplicidade ¢, que pertencem a T, U T devem ser zeros da fungao

fl)(t), l=0,qg—1, onde

ft) =Py <r(t)g+(t)> FO(t) Koay () + Koay (1) — Kytb_ () + 0(t) Katb_ (D).
(3.71)

Temos também que

t 0P (rD9:(0) + Koo (6) + - (1)Ko, (1) = y-(8) Ko (6) + Kap_ (1)

ry(t
= ARG

(3.72)
Como a fungao x, (t) nao tem pélos em T _ U T, os zeros de v + |r(t)|%

com multiplicidade ¢, que pertencem a T _ U T, devem ser zeros de f2(l) (1),

l=0,9g—1, onde

12(t) = 5 (0P (7019 (1)) + K (D by (0 o () =y (1) Ko (6)+ Ko (1)
(3.73)

Podemos concluir que fl(l) (t) e f2(l) (t) dependem linearmente de p con-
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stantes
3y B, ko> -1
p= , (3.74)
32 a5, ko< =2
relacionadas com z (t) e ¢_(t). E, pode ser provado que o niimero de zeros
de y+|r(t)|? e o niimero de constantes a determinar que aparecem em Tz (t)
coincidem: %. De facto, como

o v Ty [ = )™ (U =75 )] + o+ [T [ — N)% (1 = N )]

T+ (#)? = [T, [t — ) (1 — 155 )] ’
(3.75)

temos que
e Se ko < —2, ou seja, se [y > 0, entao o numerador de v+ |r(¢)]* é um
polinémio de grau
max(2 Z?:l aj, lo+14+2377, Bi) = max(2 Z?:l @, Z?:l aj+ 0 B)
= 22?:1 o = %a pois Z?:l a; >0 B+ L

e Se ko> —1, ou seja, se [ < —1, entao

T T (= )™ (=75 0]+ T (6= WA (1 =X %]

YO = -
o [Ty [ = ) (1 = 1))
O numerador é um polinémio de grau
max(—lp—1+2 Z?:l aj,23 70, i) = max (3 1, ﬁﬂrZ?:l a;, 2377, Bi)
=230, 8= 3 , pois >0, 3 > Z?:l ;-

Assim, precisamos de calcular os zeros de v + |r(¢)|?. Depois temos de
exigir que esses numeros sejam zeros da fungao fl(l) (t), 1 =0,q9 — 1 (quando

esses numeros pertencem a T4 U T) ou da fungao f2(l) (t) (quando esses
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nimeros pertencem a T _). Obtemos um sistema linear com % equagoes e p
variaveis.
Para encontrar as restantes & equacoes de que precisamos, temos de anal-

isar a funcao
0 () = ~P- {7 0ig.(6) = 17'00) T DO = TP [0 (0]} - (.70
Precisamos de simplificar

P (rg: ), P~ (17000) 2 @Ir®F) e P-{r@Ps [0)(0)]}
(3.77)

Proposicao 3.11

P (@gw)) - iirﬂ (—l%)l l‘_l Lj_)l (3.78)

) — = 1= ' —_ =
Jj=11=1 0 ¢! (t u;)
para
_ _)\_z' Bi no% A
r(t) = L _>a. + L (3.79)
Lo (=) e (-t
Demonstracao.

Decompomos 7(t) em fracgoes elementares. Assim,

P_ (@%(t)) = szrﬂp—(lgj—i_?t)l-

j=1 I=1
t
Analisemos em pormenor P_%.
(1-m5t)
P g9+(t) _ <_i>lp g+(t)
C-mo ) =Ly

=y+(t) (=) (=)
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B < 1 )l 9+(,%.) p N
"\ T _ 1y - _ L _ 1 1\/-2
Hj (t ,Tj) t W 5 (¢ ;Tj)
~ -~ s e | — ———
=z4+(t) (=) (=)

Nota: Numa vizinhanca de Mé temos que
J

9+(t) = g+ (é)+g’+ <é> (t—%)Jrglg!“%) <t—/%)2+-~-.

Hj

Assim,

e
( | ) 7 (%)
Z+ = .
M

Seguindo este raciocinio obtemos (3.78) =

Proposicao 3.12 Se ky > 0,

P (700 7 Dlr()]*)
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no ri-1 o pW (L ko1 1-1 (i)
=D i (—é) S <”’ >l_i +>dy —h+.|(0)t"‘l = K5z, (t),
7=1 1=1 Hi/ =0 il (t - %) -1 =0
(3.80)

onde hy(t) =t"10(t) z(t) e as constantes s; e d; resultam da decomposi¢ao

de |r(t)]* em fracgoes elementares (onde escolhemos, por motivos dbvios,

somente as fracgoes com pdlos em T ).

Se k?() S —]_,
1 — 2 " 1\ hS:) (%
P (00 B @R OF) = 3w (<o) X = Kae (o)
j=1 1=1 Hi/ 520 41 <t — ué)
(3.81)
Demonstracao.
Seja ko > 0. Segundo a demonstracao de (3.78) temos
n 1 1 1-1 hgf) <Mé> ko+1 h (t)
- — i +
P <t 19(1) x+(t)]r(t)\2) =YY s (—:) 3 =Y AP
j=1 1=1 Hi/ 20 ) <t — L =1
Hj
hy(t
Falta simplificar P_ ;l( ) Como
1’0 10 h(0
h+(t)=h+(0)+h’+(0)t+#t2+#t3+---+ +l,( ) .

temos que

ha(t) e ) o BEY) kP (0) A (0)

= hy (0) t7 R (0) il g2y t -
HO R O == by T Ty

De forma anéloga se demonstra para kg < —1 m
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Proposicao 3.13 Se ky > 0,

P {r P [(re-)(0)]}

{ [OZ:szEtl Z+ZZ%Z%]}:K@L(Q.

Jj=1 1=1 =1

(3.82)
Se k?o S —
P {r@OP: [(ro)(0)]} = P { lzzg;zz F—)] } = Kgto_(1).
j=1 [l=1 =1 (383)

Temos somente funcoes racionais. Assim, temos simplesmente de decompo-

las em fraccoes elementares e escolher as fracgoes com pdlos em T ..

Assim, obtemos a fungao 1_(t) através das constantes que aparecem em
Tixy(t) e Torp_(t). Através das relagoes entre a funcao ¢ (t) e t = 0 (ver
(3.49)) e das relacoes entre a fungao 9_(t) e t = p; (ver (3.51)), podemos

. . D ~
obter um sistema linear com 3 equacoes e p constantes.

Sejam z; 4, 1 = 1,5, os zeros da fungao y + |r(t)|? situados em T, U T,
com multiplicidade ¢; . Sejam z; _, i = 1,s_, os zeros da funcao v + |r(¢)|?

situados em T _, com multiplicidade ¢; —. Sabemos que

S+ S— 2p
i+ T - =5
2t D 6=
=1 =1
Considerando as fungoes

Al = [P ({0 ) - Keos ) - Kov-(0] (380

fa(t) = f5(t), (3.85)
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obtemos o seguinte sistema linear de p equagoes e p incégnitas que nos per-

mite determinar as constantes A;, B;;, Cyj, D;, E; e Fyj,

(

fl(j)(zi,+) =0,1=1,54, 7=0,¢+—1

f2(])<zz7—) = 07 1= 175—7 ] = O’in_ -1

(3.86)

:Ej7 izlaoéja j:L_n

=FE;, i=1k+1 (seky>0)

Enunciemos agora um algoritmo que nos permite resolver uma equagao
solivel do tipo (3.1).

Algoritmo para resolugao da equagao (N, (b) +~v)wy(t) = g.(t).

Passo 1: Cadlculo de k.
Passo 1.1: Representar r(t) na forma (3.11). Ir para o Passo 1.2.
Passo 1.2: Determinar ky através de (3.23). Ir para o Passo 1.3.
Passo 1.3: Se ky > 0, entao ir para o Passo 2. Se ky = —1, entao ir

para o Passo 3. Se kg < —2, entao ir para o Passo 4.

Passo 2: O operador Tj.

Passo 2.1: Decompor

numa soma de fracgoes elementares (ver

[r(®)”
t

(3.24)). Ir para o Passo 2.2.
Passo 2.2: Representar Tix, (t) através de (3.36), (3.37) e (3.38). Ir

para o Passo 5.

Passo 3: O operador Tj.
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[r®)”

Passo 3.1: Decompor numa soma de fracgoes elementares (ver
(3.25)). Ir para o Passo 3.2.
Passo 3.2: Representar Tix, (t) através de (3.36), (3.39) e (3.40). Ir

para o Passo 6.

Passo 4: O operador T;.

Passo 4.1: Decompor numa soma de fracgoes elementares (ver

()
t
(3.26)). Ir para o Passo 4.2.
Passo 4.2: Representar Tz (t) através de (3.36), (3.41) e (3.42). Ir

para o Passo 7.

Passo 5: O operador Ts.
Passo 5.1: Decompor r(t) numa soma de fracgdes elementares (ver
(3.44)). Ir para o Passo 5.2.
Passo 5.2: Representar Tytp_(t) através de (3.64), (3.65) e (3.66). Ir

para o Passo 8.

Passo 6: O operador Ts.
Passo 6.1: Decompor 7(t) numa soma de fracgdes elementares (ver
(3.44)). Ir para o Passo 6.2.
Passo 6.2: Representar To_(t) através de (3.64), (3.67) e (3.68). Ir

para o Passo 8.

Passo 7: O operador Ts.
Passo 7.1: Decompor r(t) numa soma de fracgdes elementares (ver
(3.45)). Ir para o Passo 7.2.
Passo 7.2: Representar Ty (t) através de (3.64), (3.67) e (3.68). Ir

para o Passo 8.
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Passo 8: Cdlculo de P- (@g#t)).
Passo 8.1: Decompor r(t) numa soma de fraccoes elementares (ver
(3.79)). Ir para o Passo 8.2.

Passo 8.2: Escrever P_ <mg+(t)> através de (3.78). Ir para o Passo

Passo 9: Representacio da funcdo t=0(t)z(t) através das constantes
Ai, Bij, Cij, Dy, E; e Fy.
Passo 9.1: Escrever t710(t)x (t) através de (3.70). Ir para o Passo
9.2.

Passo 9.2: Se ky > 0, entao ir para o Passo 10. Se ky < —1, entao ir

para o Passo 11.

Passo 10: Os operadores K5 e Kg.
Passo 10.1: Decompor |r(t)|? numa soma de fracgoes elementares. Ir
para o Passo 10.2.
Passo 10.2: Escrever K5z (t) através de (3.80). Ir para o Passo 10.3.
Passo 10.3: Decompor r(t) em somas de fracgdes elementares. Ir para
o Passo 10.4.
Passo 10.4: Escrever Kg_(t) através de (3.82). Ir para o Passo 12.

Passo 11: Os operadores K5 e Kg.
Passo 11.1: Decompor |r(t)|? numa soma de fracgoes elementares. Ir
para o Passo 11.2.
Passo 11.2: Escrever Kz (t) através de (3.81). Ir para o Passo 11.3.
Passo 11.3: Decompor r(t) em somas de fracgdes elementares. Ir para

o Passo 11.4.
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Passo 11.4: Escrever Kg_(t) através de (3.83). Ir para o Passo 12.

Passo 12: Resolugdo do sistema (3.86).
Passo 12.1: Escrever f;(t) através de (3.71). Ir para o Passo 12.2.

(0 (3.71).

Passo 12.2: Escrever fy(t) através de (3.73). Ir para o Passo 12.3.
Passo 12.3: Escrever f3(t) através de (3.84). Ir para o Passo 12.4.
Passo 12.4: Escrever fy(t) através de (3.85). Ir para o Passo 12.5.
Passo 12.5: Determinar os zeros de v + |r(¢)[%. Ir para o Passo 12.6.
Passo 12.6: Resolver o sistema (3.86). Ir para o Passo 12.7.

Passo 12.7: Se ky > 0, entao ir para o Passo 13. Se kg < —1, entao ir

para o Passo 14.

Passo 13: A(s) solugao(des) w,(t).
Passo 13.1: Reescrever P, [(ri)_)(t)] através de (3.52). Ir para o Passo
13.2.

Passo 13.2: Escrever w, (t) através de (3.21).

Passo 14: A(s) solugao(odes) w,(t).
Passo 14.1: Reescrever P, [(ri)_)(t)] através de (3.53). Ir para o Passo
14.2.

Passo 14.2: Escrever w, (t) através de (3.21).

Observagao 3.1 Devemos referir que nem sempre, dependendo de g, (t), €
possivel simplificar Py (ngr(t)). No entanto, para as equacoes da forma
(8.1) que necessitamos de resolver para obtermos uma factoriza¢io gener-
alizada explicita de uma classe de funcoes matriciais que serd estudada no

Capitulo 4, conseque-se sempre simplificar Py <mg+(t)>.
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Vamos analisar mais pormenorizadamente P9< (t )g+(t)> em algumas
situagoes particulares.

3.2.2.1 Caso —v € p(N4 (b))

Sabemos que se —y € p(Ny(b)) a equacdo (3.1) é sempre unicamente

solivel e
wi(t) = (N4 (b) + 1) gy ().
Assim, o sistema obtido é possivel e determinado (unicamente solivel).
Vamos, em particular, analisar duas situagoes que nos permitirao con-

struir uma factorizagao generalizada candnica de uma classe de funcoes ma-

triciais que estudaremos no Capitulo 4.

L.gi(t)=1

A equagao nao homogénea a resolver tem a forma
(N () + 3D )us () = 1.
Nota: Neste caso temos que

Py (rg+ (1)) = 7(0) (1 - 80)0(1)) (3.87)

m — \.)Bi
2. gu(t) = b(t) = r(£)8(t) = Fr[["ll((f— :J%a 6(t) (ver (3.11))

A equacao nao homogénea a resolver tem a forma
(N4 (b) + 7)o () = b).
Nota: Neste caso temos que

e Se kg >0,
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n

—ZZ ZG <t——)

=1

(3.88)

onde

o, ") e
Yo (1= 1) ' il

Com um raciocinio analogo obtemos

e Se ky < —1,

Py (@m(t}) _ i & s—;lt)l lg(t) — ZGU (t _ é)i—ll |

= (1= i=1 Hi
(3.89)
Demonstracao.
Seja kg > 0. Temos
Py (rb(1)) = (P = 6@ PO (Ir(e)*61))
= P, ([r(t)P0(t)) — 0(t)Py[r(t)[?
:P+{<;;(1_M] +Z ) }
= zn:is P b(t) kOZH P @
j=1 I=1 ! +(1_ﬁ‘_jt)l =1 S
Mas, l
0(t) 1 o(t)
P A1) ( M_J) P, ; (3.90)

(ver demonstracao de (3.33)).

-1

ko+1 e
+) t_ll (9(t) D

1=0

)
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Temos também que

P+@ ! (9(t) - 3 9@(0)#)’ [>1, (3.91)

o
(a demonstracao ¢ andloga a de (3.35)).

De forma similar se demonstra para kg < —1 =

3.2.2.2 Caso —v € o(N,(b))

Quando —y € a(N4 (b)), a equagao (3.1) pode ser ou nao solivel. Assim,
neste caso, o sistema obtido pode ser impossivel ou possivel indeterminado.

Vamos analisar, em particular, algumas situacoes distintas. A primeira
dar-nos-a o nicleo do operador N, (b)+~I e duas das outras (ver (3.8), (3.9) e
(3.10)) dar-nos-ao uma factorizacao generalizada nao canénica de uma classe

de fungoes matriciais que analisaremos no Capitulo 4.

1. g4(t) =0
A equagao homogénea da-nos o Ker(N,(b) +~I), que denotaremos por

k. Como —vy € o(N, (b)), iremos provar, no Capitulo 4, que
0 <k <o0.

2. g4(t) =

A equacao nao homogénea a resolver tem a forma

(N1 (b) + D) () =, (3.92)
e o sistema (se soluvel) dé-nos as solugoes x(t) (ver (3.87)).

Nota: Neste caso temos que

Py (r{®)g+ (1)) = 9r(0) (1-60)0(1))
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y 2, (8 = X)”
H?:l (t — py)%
A equacao nao homogénea a resolver tem a forma

3. g1 (t) = 0(t) = yr(1)0(t) =

6(t) (ver (3.11))

(N4(b) +7D)yq. () = 7b(D),
e o sistema (se soluvel) da-nos as solugoes y. (t) (ver (3.88) e (3.89)).
4. g4 (t) = yr14(t), onde ry (t) 6 um polinémio de grau x da forma

le,ﬁ(t) =" + Sl,n—l(t)-

A equacao nao homogénea a resolver tem a forma

(N4 (0) + D)z () = yr1,6(2),
e o sistema (se solivel) da-nos as solugoes x4 (t).

Nota: Neste caso temos que

Py (r@g+(0) =7 (Pr = 60RO (rBra(t))

_ Hi:l( _ /\i)ﬁi ~
onde r(t) = (ver (3.11)). Basta decompor em fracgoes

[T (= )™

elementares a funcdo 7(t)r .(t) e escolher os factores sem podlos em
T .. Ficamos imediatamente com Py ( (t)r1.(t )) Para simplificar a

expressao Py <0(t)r(t)7"17,€(t)>, sé precisamos de (3.61).

5. g+ (t) = yb(t)rou(t) = yr(t)0(t)ra.(t), onde ro,(t) ¢ um polinémio de
grau k da forma

Tok(t) =" + s9,.-1(2).

A equacao nao homogénea a resolver tem a forma

(N4 () + D)y (t) = vb(t)r2.k(1),
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e o sistema (se soluvel) dd-nos as solugoes y ().

Nota: Neste caso temos que

Py (r@0:(6)) =7 [Py (Ir(OFra()6(1)) — 00 Py (1r(t)Pra 1))

m _ ). \G
gg;l((f_ :j;a (ver (3.11)).

Precisamos de decompor em fracgoes elementares a fungao |r(t)[*r2,.(t)

onde r(t) =

e escolher os factores sem pdlos em T .. Ficamos imediatamente com
P, (|r(t)|*rox(¢)). Parasimplificar Py (|r(¢)]|?rq,.(t)0(t)) ainda precisamos
de (3.90) e de (3.91).

3.3 Exemplo
Vamos agora apresentar um exemplo da aplicacao do algoritmo.

3.3.1 b(t) = ﬁ o(t)

Consideremos o caso

b(t) = ﬁ (1),

onde |u|>1 e 6(t) éuma funcdo interna.

Através de (3.11) e (3.23) temos que kg = —2 e sabemos que temos 3

constantes para determinar: By = x_(u), Cip = (0 2_) (%) e [y =v¢_(p).

Utilizando as férmulas (3.36), (3.41) e (3.42), obtemos

B(t = )Cry +0(t) [A(1 = 1) Buy — (A+ Bt — B — Afi (1)
fil0) = G wi-70 |

1 —
B H

onde A:—e = .
1 —|p? L — [pul?
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Utilizando as férmulas (3.64), (3.67) e (3.68), obtemos

pA[=1 +y- ()0()] Fia
t— '

Toy_(t) =

A funcao v + |r(#)]* tem um zero de multiplicidade dois ou dois zeros
distintos. Temos de analisar se o(s) zero(s) pertence(m) a T4, a T_ ou a
T. Assim, dependendo dos valores de i e de -, temos diferentes sistemas a
resolver.

Vamos considerar, para obtermos resultados numa forma simples, valores
concretos para as constantes p e . Vejamos, por exemplo, o caso quando

1

=2 v= ~9 e 0(t) é diferencidvel numa vizinhanga de t = —1 e tal que

§'(—1) # 0. Temos que —y € p(N4(b)) e a equacao

(N4(0) + yDwy (t) = g+.(t)

¢ unicamente soluvel. Analisando, em particular, as equagoes

(N4 (b) +yDus(t) =1

(N1 (0) + 1 1)vs(t) = b(t),

podemos aplicar o algoritmo e obter as solugoes

_27000) j+ () _ o 3(=1+200(t) + (t = 2°[6(=1) + (¢ + 1§/ (=1)

el 4ot=2 (t —2)(t+ 1)20'(—1)
outt) = 3740
onde
Ji(t) = (t=2)°0(=1)* = 3(=1+200()[(t + DI'(=1) — O(-1)]

(t+1)20'(-1)



Capitulo 4

Factorizacao de funcoes

matriciais

O Capitulo 4 é dedicado a factorizacao de func¢oes matriciais do tipo

e b
A (b) = : (4.1)
b* b*b+ e
onde v é uma constante complexa arbitraria, e representa a fungao matri-
cial identidade, b é uma funcao matricial pertencente a [L, (T)]nm eb*éa
adjunta hermiteana de b.
Comecamos por indicar algumas propriedades da funcao matricial A, (b).
Na seccao seguinte, constatando que existem fortes ligacoes entre uma
factorizagdo de A, (b) e os operadores N (b), obtemos o operador resolvente
de N_(b) (N4 (b)) através de uma factorizagao generalizada candnica esquerda
(direita) de fun¢oes matriciais do tipo (4.1).
Na secgao 4.3 estudamos a funcdo matricial A,(b) quando esta admite

uma factorizacdo generalizada canénica esquerda, A,(b) = AT A~ (podendo

38
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um raciocinio analogo ser feito considerando uma factorizagao generalizada
candnica direita). Analisando o caso quando b € [Le(T)],, mostramos
que A,(b) admite uma factorizagao generalizada canénica esquerda se e sé
se —y € p(N4(b)). Em particular, temos que é possivel obter uma factor-

izacao generalizada canodnica esquerda através das solugoes das equagoes nao

homogéneas
(N+<b>+’y.[)U+:6 e (N+(b)+’yf)v+:P+b

Caso seja pretendida uma factorizacao generalizada candnica direita basta
considerarmos equacoes do mesmo tipo onde substituimos b por b*. Notamos
que se considerarmos b = b_ + by, onde by, b* € [Hulnn, temos que a
construcao de uma factorizacao generalizada esquerda (direita) de A, (b) nao
depende do elemento b_ (by).

A secgao 4.4 é dedicada ao estudo do problema de factorizacao de fungoes
matriciais 2 x 2, da forma (4.1), admitindo uma factorizagdo generalizada
nao canénica A,(b) = ATAAT (isto é, quando —y € o(N,(b))). Estamos
perante uma funcao matricial hermiteana, os indices parciais sao simétricos e
podemos relacionéd-los com a dimenséao do niicleo dos operadores N, (b)++1I e
N_(b)+~I. Construimos entdo um método que nos permite determinar duas
equagoes nao homogéneas do tipo (3.1) e, com as solugbes destas, encontrar
uma factorizagdo generalizada nao canénica de (4.1).

Na secgao 4.5, onde retratamos o caso b € Hy, ., elaboramos um algoritmo
para a construgao de uma factorizacao generalizada explicita de fungoes ma-
triciais da forma (4.1).

Terminamos com a seccao 4.6, onde sao apresentados alguns exemplos

com o objectivo de ilustrar e clarificar os resultados descritos nas secgoes
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anteriores.

4.1 A classe de fungoes matriciais A.(b)

Vejamos nesta seccao algumas propriedades da funcao matricial A, (b).
Podemos facilmente constatar que a fungao matricial A, (b) pode ser ex-

pressa na seguinte forma

da qual segue que

det A, (b) =~".

Lema 4.1 Seja b € [Loo(T)|nn € v uma constante complera. A funcao

matricial

€ b
Aﬂ/(b> =
b* b*b+ e
¢ invertivel se e so se v # 0. Além disso, se v # 0 temos que
1 [ ye+0bb" —b
v —b* e

De agora em diante, assumiremos que y # 0.
4.2 Resolventes de N_(b) e N, (b) através da

factorizacao de A, (b)

Temos como finalidade a determinacao de um método para o cédlculo do
resolvente do operador N_(b) (N, (b)) através de uma factorizacdo canoénica

esquerda (direita) da fungao matricial A, (b) (A, (b¥)).



CAPITULO 4. FACTORIZACAO DE FUNCOES MATRICIAIS
Considerando a equagao
Yo+ N-(b)p = f,

onde
p=vs+o-, 0x€[Ly(Mlnn, [ € La(T)]nm,

obtemos imediatamente que
oy =7""Pyf,
se aplicarmos P, a equagao (4.2). Falta resolver a equagao
ve-+ N-(bp- = [,
onde f_ = P_f. Escrevendo
bp_ =wy —w_,

segue que

onde w, € [L;t(—ﬂ_)]n,n e X+ € [L3(T)]nn-

Temos que
e 0 e
o, = d_4+W_,
b* —e 0 —ve
onde
Wy w_ 0
(I)+ - ) ¢_ = € v =
X+ ¥— f-

Isto é,

91

(4.2)

(4.3)

(4.4)
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Wy =w_ +bp_
b'wy — x+ = 79—+ [-

De (4.4) segue o problema de contorno de Riemann
O, =A,(b)o_ —V_, (4.5)

associado a funcao matricial A, (b).

Podemos constatar que a equagao (4.3) e o problema (4.5) sdo equiva-
lentes. De facto,

o yp- + N_(D)p- = f- <= ypo_ + P_[0'Pi(wy —w_)] = f- <
Yo + P-(b'wy) = f- = yp- +bwy — x4 = f-, com x4 = P (b"w)

oY + P[0 Pi(bp-)] = vo- + P-(b'wy) = f- = b'wy + x4 + P (b'wy)
aplicando P_ obtemos:

fo = Pi(b'wi) + P_(b'wy) = f-

Como o problema (4.5) é unicamente solivel se e s6 se A,(b) admite
uma factorizacao generalizada candnica esquerda, podemos concluir que a
equacao (4.3) é unicamente soltivel se e s6 se A, (b) admite uma factorizacao
generalizada canodnica esquerda.

Vamos supor que a matriz A, (b) admite uma factorizagdo generalizada

candnica esquerda

A, (b) = ATAZ

Se considerarmos os operadores

o problema de contorno de Riemann referido mostra que
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p_ =7 (A7)IP_(AD) " w f

Usando um procedimento similar para o operador N, (b) e denotando o resol-
vente de N (b) por R(Nx(b), —yI) = (N+(b) +~I)~! e o conjunto resolvente

de N1 por p(Nyi), obtemos o resultado principal desta secgao.

Teorema 4.1

(i) Se A,(b) admite uma factorizagdo generalizada candnica A (b) = AT AZ,

entdo —y € p(N_(b)). Nesse caso,
R(N-(b),—y1) = # (A7) " P_(A) " & P+ 1 Py

(ii) Se A,(b*) admite uma factorizacdo generalizada candnica A, (b*) = A7 AT,

entao —y € p(N4(b)). Nesse caso,
R(N+(b)7_71) =7 (A:YF)_IP+(A;)_1 T P+ + % P .

Demonstracao. (i) Supondo que A,(b) admite uma factorizagao gen-
eralizada canénica esquerda A,(b) = AT A7, podemos obter, usando (4.3),

(4.4) e (4.6):
p = T(A]) T P(AY) IR S,
pois
F(A) T Po(AD) TR fo =R (AD) TP (AD) T

= (AP A )9 — @) = #(A7) P (AT A, (B0
=7(A)) AP = 7D = p_.
E, utilizando (4.2), obtemos

(N (8) + A 1)7(A5) " P(AD) 'R f- = N_(b) + 7 = f-
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(N-(B) D=4 = S

Finalmente, tem-se que —v € p(N_(b)) e

R(N_(b),=yI) = (N_(b) +~I) "' =7 (A])"P_(AT) " & P_+ 1 Py.

Usando um procedimento similar para o operador N, (b) demonstramos
(i) m
Assim, podemos determinar os resolventes R(N_(b), —yI) e R(N4(b), —vI)

através de uma factorizagio generalizada canénica da fungao matricial A, (b).

4.3 Factorizagao de A,(b). Caso candnico

Nesta seccao iremos ver como determinar uma factorizacao generalizada
canénica da fungao matricial A,(b) utilizando o operador integral singular

N, (b).

4.3.1 O caso b€ [Loo(T)]nn
Vamos estudar o problema de contorno de Riemann

&, = A()(E+ )
d_(00) =0,

(4.7)

onde b € [Loo(M)]nn ¢ £ = diag(e,e). O objectivo inicial é determinar
fungdes matriciais @5 € [L5 (T )]an2n satisfazendo as equagdes acima.

Sabemos que se A, (b) admite uma factorizagao generalizada canénica

A (b) = ATAZ

vy
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entdo o problema (4.7), onde ®, é uma fungao que admite prolongamento
analitico na regiao interior de T e ®_ é uma funcao que admite prolonga-
mento analitico na regido exterior de T tal que ®_(o0) = 0, tem solugao e
esta é unica:

o, =AF, &_=(A)"'-E.

y

Além disso, podemos relacionar a existéncia de uma factorizagao gener-
alizada candnica esquerda de A,(b) com o facto de —y pertencer ou nao ao

conjunto resolvente do operador N (b).

Teorema 4.2 A fun¢do matricial A,(b) admite uma factorizacio general-

izada candnica esquerda em Lo(T) se e sd se —y € p(N4(b)).

Demonstracdo. E bem sabido que a fun¢io matricial A, (b) admite uma

factorizacdo generalizada candénica esquerda em Lo(TT)

A (b) = ATAZ

Yo
se e so se o operador integral singular
T=P,+ A, b)P-

¢ um operador invertivel em [Ly(T)],, (ver Teorema 2.17).

Consideremos o operador

I 0 I —P_bP_ I 0
T(I-P, A, (b)P.) -
—P.bP_ 1 0 1 0 N_(b)+~P-+ Py
Visto que

(N=(b) +vP- + Py)(vPy + P-) = N_(b) + 71,
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obtemos que a fungao matricial A, (b) admite uma factorizacao generalizada
candnica

A, (b) = A;FA;
se e 56 se —y € p(N_(b))(= p(Ny (b)) =

Vamos entao assumir que —vy pertence ao conjunto resolvente do operador

N, (b). Escrevendo ¢4 como

obtemos de (4.7)
Ty =e+x_ + bz
Yr =y_ +b+bv_

zp =b"ry + vz

vy = by + ve + yu_

\
Aplicando o operador P, as duas primeiras equagoes e P_ as duas ultimas

obtém-se este sistema:

(
xy =e+ Py(bz)
Y+ = Prb+ Py(bv)

0=P_(b*zy) + vz_

| 0=P-(b"yy) +v-
Assim, as componentes das fun¢des matriciais @4 podem ser representadas

através do resolvente do operador N (b):

/
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O tltimo sistema resulta de:

o (Ni(b)+1)xy = PLbP-(b"wy )] +yaq = Prb(—y2-)) +7[e+ Py (bz-)]

:’ye

o (Ni(b) + v)y+ = PLP_(b"yy)] + vy+ = Py[b(—yv-)] + y[P:b +
Py (bo )] = 7Py

o == 1 P.(bes) = —1 P (yR(N,.(b), —71)e)] = —P_[" R(N, (), —71)¢]
*v_= —% P_(b'yy) = —% P_[b*(yR(N1(b), =) P1b)] = —P_[b"R(N,.(b), =71 ) P+.b]

Os restantes elementos de @, podem-se exprimir através destes.

Obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Se —y € p(N4(b)), entdo uma solugdo para o problema (4.7)

pode ser representada na forma

. R(N, (b), —T)e R(N, (b), —7I)P.b
T R ROGLE).—Dd et P ROV B), <D P
b —
P_{bP_[b*R(N.(b), —7D)e]} —P_b+ P_{bP_[b*R(N(b), —vI)P,b]}
—P_[b* R(N, (b), =71 )e] —P_[b* R(N (b), —7I) Py |

Podemos entao concluir o seguinte resultado.

Teorema 4.4 A funcdo matricial A,(b) admite uma factoriza¢io general-
1zada canonica

A (b) = AT A

YUY
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se e s0 se—y € p(N,(b)). E, nesse caso,

R(N+(b)7 _71)6 R(N+(b)7 _7[)P+b
AF =~ (4.8)
Py[b*R(N..(b), =v1)e] e+ Py[b"R(N4(b), —7I) P10]

e+ P_{bP_[b*R(N,(b), —yI)e]} P_{bP_[b*R(N,(b),—7I)Psb]} — P_b

—P_[0*R(N.(b), —7I)e] e — P_["R(N4(b), —yI)P+b]
(4.9)

Obtemos uma factorizagdo generalizada candnica de A, (b) através do
resolvente do operador N, (b).
Em particular, quando n = 1, temos que —y € p(N, (b)) implica que

1, Pyb € Im(N4(b) + 1), i.e., as equagdes

(N, (b) +yD)uy =1 (4.10)

(N, (b) + y)vs = Pyib (4.11)

sao soluveis e, caso b € H,,, podem resolvidas através do algoritmo descrito

no Capitulo 3. Temos que
us = RINL(D), =D)L e vy = RN, (5), —y1)(Pb).  (412)
Podemos reescrever a equagao (4.10)
1+ P_[bP_(buy)] = yu, + bP_(bu),
e a equagao (4.11)

P_[bP_(bvy)] = yvi — Prb+bP_(bvy).
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Usando (4.8) e (4.9), obtemos que
det AT = V*[uy — v P_(bvy) + v P-(buy )] = ydet(A]) ™"

Visto que A7 (0o) é a matriz identidade, temos que detAY = v e detAS =1,
consequentemente,
e 1—P_(bvy) P.b— P_[bP_(bv)]
! P (buy) 14 P [bP(bu)]

Isto é, se —y € p(N4(b)), entdo uma factorizacao generalizada de A, (b)
¢ canonica e pode ser determinada explicitamente através das solugoes de

duas equacgoes nao homogéneas.

Estamos agora em condigoes de analisar (ver secgao 2.6) o caso (nao

analisado em [29]) quando a fun¢do matricial (2.21),

a(t) b(t)

Git)y=| __
b(t) d(?)

admite uma factorizacao generalizada esquerda e
A(t) >0, em q.t.p. em T.
Sabemos que a fungao A admite uma factorizacao generalizada em Lo(T),
A=]ALP

1
onde AT'e H,.

Assumindo que a fungao d (um raciocinio anédlogo pode ser feito com a
fungdo a) preserva o sinal em q.t.p. em T, e é invertivel em L..(T), entdo

pode ser representada na forma

d= €‘d+’27
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onde dfl € H, e ¢ representa o valor do sinal de d.

Introduzimos a funcao

bd
w==—" (4.13)
A, d
e associamos a w a fungao matricial
1 w
Ay(w) =
o |wPr+1
Seja
0 A,d’
X, = i

d.y 0

Como a fungao matricial X, pertence, juntamente com a sua inversa

—1
—+ - ?
d A7 0
a classe [Hugl, o, segue de
G =eX A (w)XT, (4.14)

que as fungoes matriciais G e A;(w) admitem uma factorizacao generalizada
esquerda somente simultaneamente, e que os seus indices parciais coincidem.
Assim, sem perda de generalidade, podemos concentrar-nos no estudo da
funcdo matricial A;(w).

Por (3.2), temos que —1 € p(N,(w)). Assim, a fun¢do matricial A;(w)

admite uma factorizacao generalizada canodnica esquerda
Aj(w)=ALA_.

Obtemos
G - €X+A+A,X_T_
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Podemos concluir que a fungao matricial G admite a seguinte factorizacao
generalizada candnica esquerda onde os factores surgem representados através
dos factores de uma factorizagdo generalizada candnica esquerda de A;(w),
que podem ser determinados explicitamente através das solugoes das equagoes

nao homogéneas
(Ni() +Dup =1 e (Ny(w) + vy = Prw.

Temos

G=0G.G_,

onde

G+ = 5X+A+ (& G_ = A_X_T_

4.3.2 O -casobe [C(TM)+ LL(T)]un

9

Vejamos agora o caso quando b possui todas as componentes na algebra de
Douglas. Nesse caso, N (b) é um operador autoadjunto compacto (ver Lema
2.1). Logo, o resolvente de N, (b) pode ser representado em termos das suas
fungoes préprias e valores proprios. Assim, usando a Proposi¢ao 3.2 podemos
reescrever os factores (4.8) e (4.9).

Ja sabemos que
LTy = PYR(NJr(b)a _71)6 =€— K(€>7

com
>\k 6], Vk

K(e) = [K(e1);- - ; K(en)], Z )\k+7

e e; ¢ uma matriz coluna com componentes nulas excepto a j-ésima onde

possui o valor 1.
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T
Vamos calcular (e;, ). Seja v} = ( vhooee vt ) . Vem que

- vt (t
(ejvt) = /_|_1~V;;j(t)|dt| :/T mzjt( )dt = 27v;:(0).

Assim,
ry =e— K(e)
com
Z 271'/\ka]
A+
De

y+ = YR(N4(b), =) P1b
podemos concluir que

y+ = Prb— K(Pyb),
com

b=1[bi;-+ ;bn], Ppb = [Pybis-+ ;s Pybn], K(Pyb) = [K(Pyb1);- -+ K(P1by)]

)‘k(P-i-b]ka) t+
Akt G

K(Pyby) =)

k

Estamos em condigoes de enunciar um resultado, cuja demonstragao sai
directamente dos calculos anteriores e que nos mostra que as fungoes matri-
ciais (4.8) e (4.9) podem ser obtidas através dos valores préprios e fungoes

préprias de N (b).

Teorema 4.5 A fun¢do matricial A,(b) admite uma factorizacio general-

izada canonica esquerda se e sé se —y € p(N4(b)). E, nesse caso,

A (b) = AT A

v

onde
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s e—K(e) P.b— K(P.b)
T\ P e—K(€)]  qe+ PVIPL—K(PB)]} )
A; =
e+ %P_{bP_ b (e — K(e)]} %P_{bP_ B (Pob— K(P)]}— Pb \
Ly e e o Lo rpin
— P (e — K(©)) S PP = K(Pb))]
271')\ka]
e=ler, ..., e Z et

4.3.3 O caso b e [A(T)]

n,n

Consideremos uma algebra decomponivel de fungoes continuas A(T) e seja
AE(T) = A(T) N CE(T).
Seja b € [A(T)], . Assim, se considerarmos uma decomposigao
b=0_+by,

onde by € [AX(T)]

entao a construcao de uma factorizagao generalizada

n,n’

esquerda da func@o matricial A, (b) nao depende de b_. De facto, temos que

e 0 e b_
A,(0) = A, () . (4.15)
b* e 0 e

Assim, o problema de factorizagao da funcao matricial A, (b)
A (b) = AjAA;,
¢ equivalente ao problema de factorizagdo da funcao matricial A, (b, )

Ay(by) = CFACT,
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onde, obviamente,

Podemos concluir que uma factorizagao de A,(b;) dé-nos sempre uma fac-
torizagao de A,(b), independentemente de quao complicado b_ seja. Este
facto revela que temos uma classe bastante geral de fung¢oes matriciais para
a qual o problema de existéncia de uma factorizacao generalizada esquerda
explicita s6 depende da fungao matricial b, .

Obtemos o seguinte resultado quando b € [A™(T)],, ..

Teorema 4.6 A funcdo matricial A,(b) admite uma factoriza¢io general-

izada candnica esquerda se e s6 se —y € p(N4(b)). E, nesse caso,

A (b) = ATAZ

e— K(e) b— K(b)
Plb*(e = K(e))]  ve+ Pu[b"(b— K(b))]

e+ 1P {bP_[b"(e — K(e)]} LP_{bP_[b*(b— K(b))]}

~L1P_[b*(e — K(e))] e — 2 P_[b"(b— K(b))]
onde
27T>\k;Vk]
e=ler,..., e, Z Mt

Em particular, quando n = 1 temos, usando (4.12):

Teorema 4.7 A fun¢do matricial A,(b) admite uma factorizacio general-

izada candnica esquerda se e s6 se —y € p(N,(b)). E, nesse caso,

A (b) = ATAZ

YTy
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Ar =~ v o (4.16)
Py(buy) 1+ Py(bvy)
AT = 1 - P:(bv+) —P_ [bP—(bf-‘r)] ’ (4.17)
P_(buy) 14 P_[bP_(buy)]
onde

up = R(N4(0), —7vI)1 e vy = R(N.(b), =7I)(P4b).

De uma forma mais geral, caso a funcao matricial b € [Lo ()], ,, possa
ser representada na forma

b=1by +b_,

onde by € [Loo(T) N L;(T)}nn e b_ € [Lo(T)N L;’O(T)}nn, o raciocinio
anterior mantém-se vélido (desde que a funcao matricial A,(b) admita fac-

torizacao generalizada).

Finalmente, notamos que o estudo do problema de contorno de Riemann
v, = Az(b)(E + W)
U_(00) =0
e o uso do operador N (b*) (ou do operador N_(b*)) permite-nos enunciar re-
sultados andlogos aos anteriores, os quais dao-nos uma condi¢ao necessaria e

suficiente para a existéncia de uma factorizacao generalizada canodnica direita

de A,(b), escrita explicitamente na forma
Ay (b) = C5 (0)(CY(b7)

onde os factores C5(b*) sao dados por
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0 e 0 —e
Cy () = (E+2-)(b") :
—e 0 e 0O
1 0 e 0 —e
Crb) == @, ()
v —e 0 e O

Neste caso, a construcao de uma factorizacao generalizada canodnica direita

explicita depende somente da funcao b_.

4.4 Factorizacao de A,(b). Caso nao candnico

Analisemos nesta sec¢ao o caso quando n =1 e —y & p(N,(b)).

Sabemos que v < 0 (ver propriedade (3.2)). Notamos que neste caso,

1 0 1 0
A,(b) = A (w) ;
0 V= 0 v
onde w = b e N,(b) = —yN,(w). Podemos entao utilizar o Teorema
Neal i i
2.22 pois
01 01
A_l((.d) = Q
10 10

Assim, assumiremos que —y € (N (b)), i.e., vamos considerar que A, (b)

admite uma factorizacao generalizada
A, (b) = A;FAA;, (4.18)

onde

a a
PR A = diag(tt, )
Ct di
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k = dimKer(N,(b) +~I). (4.19)

A primeira diferenca que surge relativamente ao caso candnico é o seguinte
resultado.

Proposigao 4.1 Se —y € a(N,(b)), entao o problema (4.7) nao é solivel.

~ . % —) . ~
Demonstragao. Considerando ® = (¢41, ¢12) e a factorizagdo gener-

alizada (4.18), o problema (4.7) é transformado nos seguintes dois problemas.

— - — — 1
#) Ga=awiir @ T
— - = — b
(B) ¢+2 = Ary(b)qb—Q + g2, g2 =
b+

Analisemos o problema A. Se este problema é soluvel quando x > 0, as

condigoes (ver Teorema 2.21)

/((Aj,_(t))_lgl(t))gtkdt =0, k=0,1,...,6—1
.

sao satisfeitas. Mas,

1 1
(A5 (1) i (t) = (A3 (1)) A, (b(1)) N (AT ()T AT (A AT (1) ;
_ A(t)A; (t) 1 _ tr 0 aq _(t) _ t”al _(t)
0 0 t~ c_(t) t="c_(t)
Vem que,

/((Aj(t))—lgl(t))ztkdt: / c_ (O k=01, ., 5 — 1.

T

/T c_(t)tdt.

Para k = k — 1, temos
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Se ¢_(00) # 0, entao [ c_(t)t~'dt # 0.
Analisemos o problema B. Se este problema é solivel quando x > 0, as
condicoes

/((Ai(t))lm(t))zt’fdt =0, k=0,1,...,5—1

sao satisfeitas. Mas,

0
(AT (1)~ ga(t) = (A7 (£)) T A, (b(1)) )T (AT ()T AT (A AT ()
_AWAL() 0 _ 0 as —(t) _ t*as,_(t)
1 0 t=* d_(t) t="d_(t)
Vem que,

/T((Aj(t))lgg(t))ﬂ’“dt = / d_(t)t"kdt, k=0,1,..., 5 — 1.

T

/Td_ ()t dt.

Se d_(00) # 0, entao [ d_(t)t~'dt # 0.

Para k = k — 1, temos

Como AZ(t) é invertivel V&t € T _U T, temos que c_(o0) e d_(0o0) ndo
podem ser ambos iguais a zero. Assim, c¢_(00) # 0 e/ou d_(oco0) # 0. Ou

seja,

/c(t)tldt7éo % /d(t)tldt;«éo.
.

T

Logo, os problemas (A) e (B) nao sao soliveis simultaneamente.
Concluimos que o problema (4.7) néo é solivel.
]
Outra diferenca que surge relativamente ao caso candnico é que se uma
funcao matricial A admite uma factorizacao generalizada canénica esquerda,

entdo existe uma factorizagdo generalizada A = A;A_ tal que A_(o0) =
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E. Mas, se A admite uma factorizacao generalizada nao candnica esquerda,
entao uma factorizacdo generalizada A = A, AA_| tal que A_(o0) = E, nem
sempre existe. Podemos ter trés casos diferentes:

(caso 1)

(caso 2)

c_(00) 0
as,_(00) #0, c_(00) #0 e a;_(0c0) arbitrario,
(caso 3)
A_(o0) = ay,—(00) a,(oo) |
c_(00) d_(0)
c_(00) #0, d_(00) # 0, a1, _(00) e as_(00) tais que ndo sejam simultane-
amente iguais a zero.
Para cada um destes casos, temos problemas associados diferentes.

Comecemos por um resultado que serd utilizado para a func¢do c¢_ e/ou

para a funcao d_, dependendo de A_(00).

Proposicao 4.2 Se f_(c0) # 0, entdo eziste um unico polindmio de grau K,

re(t) =% + s._1(t), tal que
Py (f-(Orult) = 1 (s0)t"

Demonstragao.
Sejam «; os coeficientes da representacao em série de Laurent da funcao

f-(t). Seja g = f_(00) e re(t) =" + ap_1t" ' + ... + art + ao.
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Ao pretendermos determinar um polinémio r,, tal que

Py (f-()ra(t) = f-(00)t",

obtemos o seguinte sistema

(

a; + f(0)a,—1 =0

as + aja,1 + f_(00)a,_2 =0

Qp_1+...+agas + f_(c0)a; =0

a,+ -+ aoqa1 + f-(00)ag =0

\

Como
f(e0) 0 0 0
ar f-(c0) 0 0
= (f=(00))" #0,
Qpy o3 f-(0) 0
Qo1 Quo ... o  f_(c0)

o sistema tem solucao tunica.

Logo, existe um unico polinémio, r,(t) = t* + s,_1(t), tal que

Py (f-(t)ra(t)) = f-(00)t".
|

Proposicao 4.3 (Caso 1) Se A,(b) admite uma factorizacdo generalizada
esquerda (4.18), com c_(o0) = 0, entdo existe um unico polinémio de grau

K, re(t) = t" + s,_1(t), tal que o problema

10
O, =A0b) [0+ , (4.20)

0 r,

®_(00) = 0242, € solivel.
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Demonstragao.
Se k=0, temos que 79(t) = 1.

Seja k > 0. Analisemos o problema

Considerando
— —
q)i = (¢i17 ¢i2)
e a factorizagao (4.18), o problema (4.20) é transformado nos dois problemas

seguintes

(A) b1 — Ao =71, gi(b) = (i)

— — — b(t)Tn(t)
(B) ¢r2— A (b)o_o =93, gat) = ( , :
(6] +7)ra(t)
Usando o Teorema 2.20 temos que o problema (A) é soluvel se e s6 se

i) (A7) 7'g1 € [La(T)];
i) ¢ = AT PL(AT) o] € [L3(T)]:;
i) —¢r = (A7) ATP-[(A)) 1] € [Ly ()]

Como
) (A7) e 0) = (A7 ()74, (0)(1) ( ; ) = (A7 (6) 7 (AT () AW A; () (
= A(t)A; (1) ( 1) _ (t“ 0 ) (al,(t)) _ (t”al(t)) )
0 0 " c—(t) t™"c_(t)
[£1(T)]2;
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e ( P (tar,- (1) ) Ry ( P, (tar,- (1) ) M
P.(t%c_(1) 0

iii) ¢y o(t) = —(A7 () 7HA@) T P-[(AT (1)~ r(t)]

50 ) ( ' (tay (t)))
0 ¢ P_(t"c_(t))

como as fungdes e_(t)t™"P_(t"a; _(t)) e g_(t)t "P_(t""a; _(t)) se anu-
lam no oo e c_(00) = 0, entao ¢, € [Ly ()],
Logo, o problema (A) é solivel.
Vejamos agora o problema (B). E soltivel se e s6 se
) (AD) g € [£1(T)]s
i) ¢s0 = ATPL[(AT) " g2] € [L3 (T)]a;
ii) —¢ = (A7) "ATP_[(AT) " go] € [Ly ()]

Como
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) (tﬁ 0 ) (ag,m(t) ) ) (tﬁaz(tm)) B
0 ¢ d_(t)r.(t) R d_(£)ra(t)

iii) g0 (t) = —(A7 (1)~ (A () P-[(A7 (1)~ ga(t)]
(
d(

t™" 0 (t"‘ag
= (A7 (1)~ ( ) (
0

t=r tﬂag
— — (4,0 (
t"P_(

N ( e (1) f(t) ) ( ' (tas (t)ra )
g-(t) h_(t) t"P_(t7"d_(t)r.(t))

(t)
(t)
- ( e_ ()t P_(tas,_ (t)ra(t)) + f- ()t P_(t"d_(t)ra(t)) )
g (P (tas._ (1) d

como as fungées e_(t)t "P_(t"as_(t)r.(t)) e g_ ()t "P_(t"as_(t)r.(t))

se anulam no oo e d_(00) # 0, temos que

o ( e (DE"P_(1Fas (Dre(t)) + [ (D (E5d_ (E)ralt) — d_(00)
| g (O FP_(t"ay_(t)re(t)) + h_(O)t*(t"d_(t)r.(t) — d_(0))

Para que ¢, € [Ly°(T)], é suficiente que
P d_(t)ra(8) — d_(00))) = 0
= Py(d(ralt) — d_(00))i) =0

= Po(d_(t)ra(t)) = d_(s0)t"
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Como existe um tnico polinémio de grau «, r.(t) = t* + s,_1(¢), tal que
Py (d_(t)re(t)) = d_(o00)t" (ver Proposi¢ao 4.2), o problema (B) é soltvel.
Consequentemente, o problema (4.20) é solivel m

De uma forma similar obtemos as proposigoes:

Proposicao 4.4 (Caso 2) Se A,(b) admite uma factorizacdo generalizada
esquerda (4.18), com d_(o00) = 0, entdo eziste um unico polindmio de grau
K, re(t) = t" + s,_1(t), tal que o problema
O, =A0b) [0+ : (4.21)
®_(00) = 0242, € soluvel.

Proposicao 4.5 (Caso 3) Se A,(b) admite uma factorizacdo generalizada
esquerda (4.18), com c_(00) # 0 e d_(c0) # 0, entao existem dois unicos
polinomios de grau k, 11 4(t) =17 4+ 51 4-1(t) € T2,4(t) =t + 59,-1(t), tais

que o problema

o, = A0 [+ , (4.22)

O _(00) = 0942, € solivel.
Podemos sintetizar os resultados anteriores na Proposicao seguinte.

Proposicao 4.6 Se A,(b) admite uma factoriza¢io generalizada esquerda
(4.18), entao

3 7ik(t) = aiot” + si-1(t), i=1,2
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tais que o problema

®_(00) = 0242, € soluvel.

Para obtermos uma factorizagao explicita de A, (b) precisamos de resolver
duas equacoes nao homogéneas. Em primeiro lugar, para cada caso, temos
de resolver o problema associado, (4.20), (4.21) ou (4.22). Depois, através
das solugoes desses problemas obtemos uma factorizacao generalizada nao
candnica da funcao matricial A, (b), através das solucoes de duas equagoes
nao homogéneas.

Analisemos em pormenor o Caso 1.

Teorema 4.8 (Caso 1)

Se o problema (4.20) € soluvel, entdo as equacoes

(NL(b) + D)y =7 (4.23)

(N () +7D)ys = 1Py (b7, (4.24)

sao soliveis. E, neste caso, as solugoes de (4.20) podem ser representadas

na forma
o h i
L= § ) , (4.25)
Py (bgf,) ~re+ Py(boly)
o 1 P,[bP,Eb@l)] ~P_(br) +J_3f[be(b¢12)] | (4.26)
T\ —P_ (b}, —P_(bpyy)
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onde ¢i; e ¢y sao solugoes de (4.23) e (4.24), respectivamente, e A.(b)
admite a factorizacdo generalizada
A'Y(b) - F+AF_,
onde
1
— 0 tr
F,=o, A ;AR = Fo=A'FTA(b),
0 1 0
k=dim Ker(N (b)) +~I) e A=-— det D, .
Demonstracao. Seja
[ en o
L=
00 On
uma solugao do problema (4.20). Assim,
o) 1 b pntl o
P31 3 bo[o]? + b1 Py Tk
isto é,

11 _¢11+1+b¢21

=00 +boy+br,

¢21 = b¢11 + 7¢2_1

\ Cb;z = I_WSE + Y Py + Y7k
Aplicando o operador de projeccao P, as duas primeiras equagoes e 0 oper-

ador de projeccao P_ as duas ultimas, obtemos que

(

¢11 =1+ P+(b¢2_l)

¢12 = Py (bgg) + Py(bry)

0="P_(bof)) + 7

= P—(B(/ﬁﬁ) + 7 Gag
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Assim,

(N+(b)+”7]) fL1 = P+[bp_(5¢;r1)]+7 Qﬁl = _’YP+(b ¢2_1)+7[1+P+(b ¢2_1)] =7

(N4 (b)+~1) TQ = P+[bP—(Z_7 ¢1L2)]‘|’7 ¢1L2 = =P (b 9g0) +7[Py (b Pgp)+ Py (b7)]

=Py (bry).

Concluimos que ¢f, e ¢, sdo solugdes de (4.23) e (4.24), respectivamente.

Além disso,

1 _
¢2_1 = _;P—(bﬁﬁﬁ),

1 _
¢2_2 = —;P_(bqﬁﬁ),
1 _
¢1_1 - Tl —-1- b(b2_1 = _P—(b%_l) - ;P—[bP—(bﬁbﬁ)],
P12 = Py —b gy — b1 = —P_(bogy) — P-(bry) = %P b P_(bofy)] = P-(bry),

¢§r1 = Eﬁbﬁ +7 Py = P+(l_7¢;r1)

Oy = BTy + 7 o + 77 = Pr(bofy) + 7.
Portanto, as solucgoes do problema (4.20) podem ser escritas na forma (4.25)
e (4.26).
Por outro lado, podemos ter as solugoes do problema (4.20) represen-
tadas através dos factores da factorizacao generalizada (4.18). De facto,

considerando

(D:I: = (aa QZ?)

e usando o Teorema 2.20, obtemos que
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<> (I)_li

— N Pr-1(t)
¢, = (1)1,0 - (A'y) A 15, _1)(75) = ( ) )
0

onde p,_1(t) é um polinémio de grau menor ou igual a x — 1. Vem que

b

1
) — (A7)'A ',

ou seja,

—
<> q)_gi
— N Gx-1(t)
d_, = q)z,o - (A,y) 'A lp—2>7 —2>(t) = )
0
onde ¢,_1(tf) é um polinémio de grau menor ou igual a x — 1. Assim,
_— b/rh'/ —\ — —
o= () el (A7) A
(161 + )7
ou seja,

o (t))l(w[mt“aa,<tm<t>>+qﬁ1<t>])‘
5 P_(trd_(t)ra(t))
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COIIlO d_ (OO) 7é 07 vem

51@)<A¢o>1(tqp<ﬁ@v@m@»+%l@n)
t5(t="d_(t)ry(t) — d_(0))

= _<A;(t))71 ( tiﬁ[P—(t“aZ—(t)Tﬁ(t)) + qﬁ_l(t)] ) |
d_(t)ru(t) — d_(co)t”

Como

o, o p:‘ifl(t)
Oy =0f+ (AD)p1,  pit) = ( ) 7
0

onde p,_1(t) é o polinémio de grau menor ou igual a x — 1 ja referido. Ou

seja,
N 1
¢ﬂﬂﬂvml(5)+ﬂa.
Isto é,

— ( P (t"ay —(t)) + pre—1(t) )
Py(tre (1))
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Como P (t™"c_(t)) =0, vem

(1) = AT (1) ( Pr(ar,- () P8 ) |

0
——
¢ Do
—_— ¢i—1(t)
=05+ ATps,  pa(t) = ( ) ;

onde ¢,_1(t) é o polinémio de grau menor ou igual a x — 1 ja referido. Ou

seja,
br,, _
CI)—+2> = A,JYerL(A,JYr)il ) + A,tpz
(6] + )7
Isto é,
P (tfas _(t)r.(t)) + qu_1(t
<I>—+2>(t):Ajt) (7 ag,— (E)rs(t)) + gu-1(t) .
Pyt d-(t)ra(t))

Como P (t7"d_(t)rx(t)) = d_(c0), vem

N (t) ( P+(t”a2,_(t)7’,.;(t)) + QH—I(t> ) .
d_(00)

Temos assim os factores ®_(t) e ., (t), expressos através dos polinémios

pn—l(t) € QH—I(t):
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Visto que podemos sempre assumir que

det A (t) =~

Oy 52/@
_ gt
o, = A,Y ,
0 d_(o0)
onde «a, ¢é um polinémio de grau k e [, € um polinémio de grau menor

ou igual a 2k, podemos considerar que

det®, = yd_(00)ay.

Temos que
1 1 Ol
o, A 0 | Bax N 0 . A B
0 1 0 d_(o0) 0 1 0 d_(c0)
1
:A"F d_(OO) 625
0 d_(o0)

E sabido que qualquer factor E;F de uma factorizagdo de A, (b),
A, (b) = ATAAZ,

pode ser representado como

~ C1 lg,{
+ A+
AT = A7 ,
0 Co
onde [y, ¢ um polinémio de grau menor ou igual a 2k, ¢; e ¢y sao constantes

nao nulas (ver Teorema 2.14).

Assim, obtemos uma factorizacao de A, (b),

A, (b) = FLAF., (4.27)
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onde os factores sao definidos da forma

1

N t= 0 o
F+:(b+ 5 A(t): € F_:A F+ A,y(b)

0 1 0 t*

De acordo com o Teorema 2.18, temos que a factorizagao (4.27) representa
uma factorizagao generalizada da fungdo matricial A, (b). =

Podemos obter um resultado similar para o Caso 2.

Teorema 4.9 (Caso 2)

Se o problema (4.21) € solivel, entao as equagoes

(N4 (b) + D)y = 7 (4.28)

(N4 (0) + 1 )ys = vPyb, (4.29)

sao soliveis. FE, neste caso, as solugoes de (4.21) podem ser representadas

na forma
+ +
@4_ = H . )
P(bgt) v+ Pi(bols)
o _ 1 PP (bo1y)] —vP-b+ P_[bP_(by)]

T\ —Po(bf) —P_(bg1,)
onde ¢}, e @1y sao solugoes de (4.28) e (4.29), respectivamente e A, (b) admite

a factorizacao generalizada

A, (b) = FLAF_,
onde
0 1 e 0
F, =, 1 . At) = , Fo=ATFTAL(D),
—— 0 0 "
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. 1
k =dim Ker(Ny(b) +~vI) e A== det ®,.
Y

Para o ultimo caso, a principal diferenca é que F'; aparece dependente da

constante p = —Z:EZZ) que temos de determinar impondo que F; seja uma

fungao matricial do tipo (+), para todo o A (isto é, admite um prolongamento

analitico na regiao interior da circunferéncia unitéria).

Teorema 4.10 (Caso 3)

Se o problema (4.22) € solivel, entdo as equagoes

(N4 (b) +yD)zs = yr1m (4.30)

(N-‘r(b) + 71)y+ = ’7P+(br2,fi)7 (431)

sao soliveis. FE, neste caso, as solugoes de (4.22) podem ser representadas

na forma
+ +
<I)+ _ _11 12 ) :
Py (bgty) yras + Pi(bdiy)
o L[ Pr (b¢11)] —7P-(bra,) + P_[bP-(bo)]
v —P_(b¢})) —P_(bo1,)

onde ¢}, e @1y sao solugoes de (4.30) e (4.31), respectivamente e A (b) admite

a factorizacao generalizada

A,y(b) — F+AF_,
onde
1
A 0 e 0 11
F, =90, ) ) A(t): , Fo=A F+ A’Y(b)v
A 1 0 t*~
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. 1
k =dim Ker(Ny(b) +~vI) e A== det ®,.
Y
Notemos que, caso b € Hy,, as equacoes nao homogéneas que surgem

nos Teoremas 4.8, 4.9 ou 4.10 (dependendo do caso em andlise) podem ser

resolvidas através do algoritmo descrito no Capitulo 3.

Finalmente, notamos que o estudo de problemas de contorno de Riemann

da forma
.
1 0
0 Tk 3
[ ¥V _(00) =0
.
r, 0
0 1 )
[ V_(00) =0
ou
ri. O
U= AT (w4 | T
0 7“27,§ ’

e o0 uso do operador N (b*) (ou do operador N_(b*)) permite-nos obter re-

sultados andlogos aos anteriores, sobre uma factorizacao generalizada direita

de A, (b).
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4.5 Algoritmo de factorizagao de A,(b) quando
bec Hy,

Sabemos que se a fungdo b € L. (T) admite uma representacao da forma
b=b,+b_, onde by, b_ € H,, entdo podemos assumir, sem perda de
generalidade, que b admite prolongamento analitico na regiao interior de T .

Se a fungdo matricial A, (b) admite uma factorizagao generalizada entao,
para o caso quando b € H, ,, podemos usar o algoritmo descrito no Capitulo
3 para resolver as equacoes nao homogéneas que apareceram nas seccoes 4.3

e 4.4. Vamos ver agora um algoritmo que nos permite obter uma factorizacao

generalizada de A, (b), quando —v ¢ o;(N.(b)).

Passo 1: Determinar k.

Passo 1.1: Determinar Ker(N,(b) +vI) usando o algoritmo
descrito no Capitulo 3 para resolver a equagao homogénea (N, (b)+~I)p, =
0. Ir para o Passo 1.2.

Passo 1.2: O valor de x ¢é obtido visto que & ¢ a multiplicidade
de —y como um valor préprio do operador N, (b). Ir para o Passo 1.3.

Passo 1.3: Se 7 étal que k =0, isto é, ¢, (t) =0, entdo —7y €
p(N4(b)) e a funcao matricial A,(b) admite uma factorizacdo generalizada
canénica. Ir para o Passo 2. Caso contrario, a fungao matricial A, (b) admite

uma factorizacao generalizada nao candnica. Ir para o Passo 3.

Passo 2: Obter uma factorizacao generalizada candnica.
Passo 2.1: Usar o algoritmo descrito no Capitulo 3 para resolver
as equagoes (N4 (b)+~vl)uy =1 e (Ny(b)+~I)vy =b. Uma factorizagao

generalizada canénica de A, (b) é obtida através de (4.16) e (4.17).
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Passo 3: Encontrar as duas equacoes nao homogéneas que precisamos de
resolver para obtermos uma factorizacdo generalizada de A (D).
Como N4 (b) é um operador autoadjunto e vy é uma constante real
(—y € a(Ny(b)), temos que Lo(T) = Im(Ny(b) +~1) & Ker(Ny(b) +~I).
Passo 3.1: Se (1,¢7) = 0,V ¢ € Ker(N,(b) + ~I), entdo
(N1 (b) + 1)z = ~v é solivel. Caso contréario, (N, (b) + )z, =  nao é
solivel. E, neste caso, 3 71, : (r1e,90)) = 0, ¥V @) € Ker(Ny(b) +~I), isto
é, 311 (N£(b) + 1)y = 7r1, € solivel. Ir para o Passo 3.2.
Passo 3.2: Se (b,¢)) = 0,Y ¢ € Ker(N,(b) + ~I), entdo
(N1(b) +~I)y, = b é soluvel. Caso contrario, (N4 (b) +~vI)y, = b nao é
solivel. E, neste caso, 3 7o, : (ra.b, 0)) = 0, ¥V ¢f € Ker(N,(b) +~I), isto
é, I ro, : (NL(b) + vI)yy = ybry,, é solivel. Ir para o Passo 3.3.
Passo 3.3: Resolver as equagoes nao homogéneas soluveis
encontradas nos Passos 3.1 e 3.2, usando o algoritmo descrito no Capitulo 3.

Ir para o Passo 4.

Passo 4: Obter uma factorizacao generalizada ndao candnica.
Passo 4.1: Obter uma factorizagao generalizada nao candnica da
funcao matricial A, (b) usando (dependendo das equacées ndo homogéneas
que resolvemos no Passo 3.3) o Teorema 4.8, o Teorema 4.9 ou o Teorema

4.10.

4.6 Exemplos

Nesta secgao iremos ver alguns exemplos de factorizacao de func¢oes matriciais

da classe A, (b).
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4.6.1 be[Hyl,,, bb*=>bb=ce

Analisemos a factorabilidade da func¢ao matricial A, (b) quando a fungdo ma-
tricial b, analitica na regiao interior de T, é tal que bb* = b*b = e. Se
considerarmos, em particular, o caso quando b = e, o operador N, (b) é o
operador nulo e o tnico valor do espectro é o zero. Assim, para todo v # 0,

A, (b) admite uma factorizagao generalizada candnica trivial,

onde
e e
A;“ = e AJ=E
e (y+1e

Seja b # e. Neste caso,
N+(b) — P+ - bP+b*P+

Assim,

N2(5) = N (0).

Logo,
or (N-(b)) = {0,1}.

Analisemos dois casos distintos (em termos de factorizacao):

1) Pelo Teorema 4.2, sabemos que se —y € p (N4(b)), entdo a fun¢ao ma-

tricial A, (b) admite uma factorizagdo generalizada candnica esquerda
A, (b) = A;FA;.

Seja —vy € p(N4(b)), isto é, 7y #0 ey # —1.
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Utilizando (3.6), (3.7) e o Teorema 4.4 obtemos que
1

Ao s (ve + b*(0)b) b
b*(0) (1+7)e
e
e e 0
v T 1 x _ pk
m (b* —b*(0)) e
2) Analisemos agora o que acontece quando 7 = —1. Neste caso —y €

or(N4 (b)), podendo pertencer ou nao ao espectro limite de N (b). Se
—v € 0y(N4(b)), entdo A_;(b) nao admite factorizagdo generalizada
em Lo(T). Caso contrario, a fungdo matricial A_;(b) admite uma

factorizacao generalizada nao candnica.

Vejamos, em pormenor, o caso quando n = 1. Vem que b é uma fungao

interna e
Ker(N,(b) —I) = Ker(P, — I) = Hy © bH,
(ver (2.3), (2.6) e (2.7)).
Utilizando o Lema 2.2 e o Teorema 2.22, temos que a funcao matricial
A_1(b) admite factorizagdo generalizada nao candnica se e sé se b é um pro-
duto de Blaschke finito. Assim, b é uma fungao de R*(T)eb ' =be R~(T).

Seja ¢, uma funcao de Hy © bH>.

Considerando a factorizagao (2.8) de b,
b(t) = b ()" b (t),
obtemos a factorizacdo da fun¢ao matricial A_;(b)

A (b) = AT AAT,
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onde
At — —bs (b—p4) bJ_rl
71 9
0 byt
2findb 0
A(t) =
0 tfindb
e
-2
—p.bb_ —b
A = Y+
bt 0

4.6.2 b(t) = b_(t) + diag [ﬁi } , bt € [Hul,,

t— a;
Utilizemos agora o Teorema 4.6 para, juntamente com a relacao (4.15), deter-
minar uma factorizagdo generalizada canénica esquerda (quando esta existe)
da funcao matricial A,(b), quando a funcdo matricial b admite uma repre-

sentacao na forma

1
b=0b_+ diag [ﬁi },
t—ai
onde

b* € [Hoo] g, ﬁz eC e |CLZ| > 17 Vi = 1,_71

n,n’

Calculemos, em primeiro lugar, o espectro de N, (b). Sejam

[ 27 _
— —‘a |2 1 e Qo = ,ukﬁk, Vk = 1,7’L.
2 k™ —

Denotemos por ¢, (t) um vector n-dimensional pertencente a [Lo(T)]

1
t—ak

MkZH

n’

P (t) = ( er4(t), -+ pns(t) >T‘

Obtemos

M(bm(t):< aPes(2) 1 laPas(d) )

@@ (P -Dt-a’ 7 pfag (e - 1)t —a,
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Assim,
|on | o
a(N+(b)):{ __m
i (|aa]? = 1)° 12 (lanl? —1)°

e

1 1 g

{v}, yk*:_(()’ cee 0, .0, ...’0> 7

Mk t—ay

representa um sistema ortonormado em [Lo( )] formado pelas funcoes préprias
o |?

do operador N, (b) associadas aos valores préprios \, = ————.
A Ve
Seja —vy € p(Ny(b)), isto é, v # —\g, Vk = 1,n. Utilizando o Teorema

4.6 obtemos a factorizacao generalizada canénica da funcao matricial A, (b),

A, (b) = AjA;,

onde
A e 0 A, AL
’ br e A3 Ag

e
-1
AT AT e b_
A; _ 11 12 ’

Ay Ay 0 e

estando as fungoes matriciais A;S definidas da seguinte forma

Al = e — dia {L} ,
H g (= ar) | 1

Af, = dia [ T } ,
2 s pe( Mk + )t — ak) | o1

. g QA Crl

+ _

Ay, = diag {— ;
k=1mn

— +
a2 — D)t~ ar)

2
Aég = ~ve — diag [ Vow[Fax } ,
k=1,n

L2 (Ne + ) (Jag> = 1)(t — ax)
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—_— 2
A7, = e+ diag O+ O > o :
il =1) o 1
Yrgan(lal* —1) | T = — B
k=1n
2
A}, = —diag o[ ,
ot = 120w +9) (- £ )
k) dp=1n
A, = diag (1 + ckkgk ) O
e (la* = 1) — 1
Yurar© |t — —
k k=In
e
2
As, = e — diag o 1 :
(el = D0 +) (1 )
ak- k:W
onde
e (Jag? = 1)
Crk =— — .

(A +7)ax

Além disso, as funcoes matriciais A;; e A;, comutam e

A Ay — ApAy =e

Assim, se considerarmos, por exemplo, o caso quando Gy # 0, Vk = 1,n,

entao A,; € invertivel em T _ e obtemos

(A2_1)_1A2_2A2_1 _(A2_1)_1(A2_2A2_1A1_1<A2_1)_1 _6) e b
—Ay Ay AT (A5) 7! 0 e

A_:

8
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46.3 be Hy,, comf(t)=1

Vamos agora analisar em pormenor um exemplo simples, onde b € Hy,,,

com 0(t) = 1, para clarificar as secgbes 4.4 e 4.5.

Seja b(t) =t — 2. Pretendemos factorizar a fungao matricial

A(b) 1 t—2
y\Y) = 1 2 )
S=2 5— o =2ty

quando esta admite uma factorizacao nao candnica.

Comecemos pelo Passo 1 do algoritmo da seccao 4.5, isto é, vamos de-
terminar £ = dim Ker(N,(b) +~vI).

Passo 1.1 Analisemos o ntcleo do operador N, (b) 4+ v/ usando o algo-

ritmo descrito no Capitulo 3 para resolver a equagao homogénea (N, (b) +

v, = 0. Como 6(t) =1 vem que Py é o operador nulo. Assim,
t10(t)r o (t) =0,

isto é,

0.

4 (t)

Além disso, temos que

o0 =" 0= P (- 200 = -2 (5 -2) B

onde Ej é a constante dada por (3.49). Vem que

e (A1) -5

Utilizando (3.85) e o facto de que f4(0) = E; obtemos que

Temos duas situacoes distintas.
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1) Se v # —1, entdao E; = 0. Ou seja, ¥(t) = 0. Neste caso o nucleo de
N, (b) + ~I é trivial.
Passo 1.2 k=0.

Passo 1.3 A funcao matricial A,(b) admite uma factorizacao gener-

alizada canénica.
Passo 2 Obter uma factorizagao generalizada canénica de A, (b).

Passo 2.1 Usar o algoritmo descrito no Capitulo 3 para resolver as

equagoes (Ni(b) +~vuy =1 e (Ny(b)+~I)vy =b.

E
2) Se v = —1, entdo ¢, (t) = —— onde E; é uma constante arbitréria.
Isto é,
Ker(Ny(b) — I) = span{1}.
Passo 1.2 k= 1.

Passo 1.3 A funcao matricial A,(b) admite uma factorizacdo gener-

alizada nao candnica.

Passo 3 Encontrar as duas equacoes nao homogéneas que precisamos

de resolver para obtermos uma factorizagdo generalizada de A, (b).
Im(N,(b) —I) = Ly(TT) © span{1}.

Passo 3.1 Como 1 ndo pertence a Im(N,(b) — I), a equacdo nao
homogénea (N;(b) — I)z. = —1 néo é soluvel. Neste caso,

dr.=t4+ap: (ri. 1) =0,

isto é,

drie=t+ap: (Np(b) — Day = —ri,
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¢é soluvel. Temos que ag = 0.

Passo 3.2 Como (b,1) # 0, isto é, b ndo pertence a Im(Ny(b) — I),
a equagao nao homogénea (N, (b) — )y, = —b nado é solivel. Neste
caso,

dry,=t+dy: (bray, 1) =0,
isto é,
Irge=t+do: (Ng(b) = DNyy = —bras
¢ soluvel. Temos que dy = 0.

Passo 3.3 Resolver as equagoes nao homogéneas
(N4 (D) = Nwy ==t e (Np(b) — )y = —bt.
Usando o algoritmo descrito no Capitulo 3 obtemos que
rp(t) =t+ Eip, e yp(t) =ttt —2)+ By,

onde Iy ,, e Iy, sao constantes arbitrarias.
Passo 4 Obter uma factorizagao generalizada nao canénica de A_;(b).

Passo 4.1: Estamos perante o caso 3. Assim, utilizando o Teorema
4.10 conseguimos obter uma factorizacao generalizada nao candnica de

A_1(b). Analisando o problema

t 0
D, (t) =A,0) | 2-(1) + :
0 t
obtemos
t+ B, tt—2)+E
®+(t) — 17 + ( ) 17y+

1—2t—2E,, 4t—2*—2(1+4 Ey1,,)
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e
2F, t! 25, t!
d_(t) =
Byttt Bttt
Temos que
At) = —det ©(t) =t +2E1,, + E1 . .
Seja
AL 0
Fo=o, )
p A7t 1
isto é,
Ei, +t+F — 2pt + t?
Loy T Py, p = 2pt P By, —2t+ ¢
24+ 28, + Ey, ’
Fy(t) =
1 —-2E,,. —2t—p(2+2E,,. —4t+ 2t*
- PR2+2Eny, +20) 22t —1— Ey,, —1?)
t“ + 2E1,z+ + El,y+
, c_(00)
Notamos que detF', = —1. Determinamos p = — d_(o0) de forma a
_(oc0

que F; (e a sua inversa) admita um prolongamento analitico na regiao

interior da circunferéncia unitaria. Vem que p = 3

Obtemos a seguinte factorizagdo de A_(b),
A—l(b> = F+AF—7

onde
271 Eyy, — 2t + ¢

—1 2(=1— Ei,, +2t—1t%)

t 0
Alt) =
0 t!
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1+ Ey,, t72 —2E,, t?
—27! 1

4.6.4 b(t) = (t — p)(t)

Vamos considerar agora outro caso onde aplicaremos os algoritmos descritos
nas secgoes 3.2 e 4.5.

Seja

b(t) = (t — w)0(t),

onde p>1 e O(t) éuma fungdo interna.

Denotemos por pj o 0s zeros de v+ [t — u|*. Seja 6(t) uma fungao definida
numa vizinhanca de p; e numa vizinhanca de ps.

Usando o algoritmo descrito no Capitulo 3 podemos resolver a equacao

homogénea
(N4 (b) + 1)+ = 0.
Obtemos que,
i) sey# —1 ouse 0(py) # 0(ps), entdao @ (t) =0

_ Rt —p)o(t)

o+ bt — p)

[10(p1) + bt — p)6(t)]
0(p1)[p + it (t — p))

i) se y=—1¢e 0(p1) = 0(p2) =0, entao ¢, (t)

iti) sey = —1ef(p1) = 0(p2)(# 0), entdo p4 (1) =

1,

onde E) é uma constante arbitraria resultante de (3.49).

Para o caso i) a fungao matricial A, (b) admite uma factorizacao general-
izada canoénica. Para os outros casos a fun¢ao matricial A_;(b) admite uma

factorizacao generalizada nao candnica.
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[un
o

+

Analisemos o caso i) (aplicavel, por exemplo, a 0(t) = e %7). A

3
o

fungdo |t — p|? — 1 tem um zero com multiplicidade dois ou dois zeros dis-
tintos. Entdo, temos de analisar se o(s) zero(s) pertence(m) a T, a T _ ou
a . Assim, para este exemplo, obtemos diferentes sistemas para resolver,
dependendo do valor de u. Para obtermos resultados numa forma simples,
consideraremos um valor concreto de p.

Vejamos, por exemplo, o caso quando p = % Temos que p; = }1(3 — 2\/7)
e py = %(3 +44/7). Seguindo o algoritmo da sec¢do 4.5, obtemos que

Passo 1:

[20(p1) + (=3 +2¢)6(t)]
0(p1)[2 — 3t + 262)

Passo 1.1: Ker(N,(b) — I) = span{ }

Passo 1.2: k=1

Passo 1.3: A_;(b) admite uma factorizacdo generalizada nao candnica

Passo 3:

Passo 3.1: (N (b) — I)uy(t) = 1 nao é soluvel

(N4 (b) = Dy (t) = —[t — 2(1 — 0(p1)0(0))] é soluvel
Passo 3.2: (N, (b) — vy (t) = b(t) nao é soliuvel
(N(b) — Iy, (t) = —b(t)t é soluvel

Passo 3.3:

() = —2t(=3 +2t)(0(p1) — 0(2)) — 30(p1)t0(0)5(¢) + 3E14, B(1)
A 30(p1)(2 — 3t + 2t2)

N = O(p1)[AE1,, + 6t0(t) — 13t20(t) + 1230(t) — 4t*0(t)] — 2tEy,, 0(t)(3 — 2t)
y+(t) = 20(p1)(2 — 3t + 2t2)
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onde E ., e Ey,, sao constantes arbitrarias e 5(t) = 260(p1) +t(—3+2t)0(t).

Passo 4: Podemos obter uma factorizacao generalizada nao canénica da

funcao matricial A_;(b) usando o Teorema 4.10.



Capitulo 5

Operadores integrais de Hankel

Ja foi referido que o problema de factorizar explicitamente as fungoes matri-
ciais tem aplicacoes em diferentes areas, tais como a teoria dos operadores in-
tegrais singulares, os problemas de valores de fronteira e a teoria de equagoes
diferenciais lineares e nao lineares. Neste capitulo iremos obter uma repre-
sentacao dos resolventes de uma classe especial de operadores integrais de
Hankel através de uma factorizacao generalizada candnica de uma classe de
funcoes matriciais, com a ajuda de operadores com propriedades espectrais

idénticas as dos operadores considerados para o estudo de A, (b).

5.1 Preliminares. O operador integral de Han-
kel, K

Neste Capitulo, Ly(R) (Ly(R™)) denota o espago de Hilbert formado por

todas as fungoes ¢ mensurdveis em R (RT) para as quais |p|? é integravel a

139
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Lebesgue, induzido pela norma

bote = ([t (ugonz ([ \¢<T>|2df)é) |

De agora em diante denotaremos Ls(R) por Ls. O espaco Ly pode ser de-
composto na soma directa de dois subspacos fechados, in, formados, respec-
tivamente, pelas funcoes em Lo cujos suportes estdo contidos em RE, i. e.,
temos Ly = L§ & L, . Sejam P* = (I £ Sg)/2 os operadores de projec¢io
de Cauchy associados ao operador integral singular em R, Sg.

Consideremos o operador integral de Hankel

K:Ly — L3
definido por
+oo
Ko(t) = / k(t+7)p(r)dr, t >0 (5.1)
0
onde a fungao nicleo k (nula em (—o00,0)) é tal que a sua transformada de
Fourier,
+o0o )
K(w) = / k(t)e™'dt,w € R, (5.2)

pertence a L., i.e, é uma funcao mensuravel essencialmente limitada em R.
Pode-se provar que K é um operador limitado (ver, por exemplo, [31]),

para o qual

K]} < 15T oo

com || K ||oo = ess sup,,ep| K (w)].
Usando a transformacao de Fourier F em Lo, o operador de Hankel (5.1)

pode ser reescrito na forma

K:Li — L3,
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K=F'P'KJ |pmp+ F,

onde J é o operador de reflexao dado por
J: L2 — LQ,

Jp(t) = p(=t) q.t.p.. (5.3)

5.2 O operador de Wiener-Hopf 1" associado

a K. Invertibilidade

Precisamos de algumas propriedades do operador de reflexao J.

1)

JP=1 (5.4)

2)
JSr = —SgrJ (5.5)

4)
JP~J=PT (5.6)

5)
JPTJ =P~ (5.7)

Seja ¥ € Ly.

6)
U(t)S = J (p(=t)1) (5.8)

7)

J(b(t)T) = ()1 (5.9)
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8)
J(WP™) = (Jy) (P*J) (5.10)

Consideraremos o operador integral Ky,
Kyx=X—-K, XeC\{0}, (5.11)

caracterizando, tanto quanto possivel, a sua invertibilidade.

Em [37] foi demonstrado que ao operador de Hankel K, podemos asso-
ciar um operador de Wiener-Hopf T actuando em [L3],, com presimbolo em
[Loo)2,2, cujas propriedades estdo relacionadas com as de K, o que tornou
possivel o uso dos resultados da Teoria de operadores de Wiener-Hopf para
investigar K.

Analisando a equacao em L; ,
IC,\QOJF — f'+’ f+ c L;F7 (5.12)

aplicando a transformacao de Fourier a ambos os lados da equacao e uti-

lizando o operador de reflexao, obtemos o operador de Wiener-Hopf 7',
T:[Lyls — [L3 ]2,
T = F'P*Glimp+ F, (5.13)
com o presimbolo matricial G,

G=-x" e (5.14
N N-KJK K | i

Do Teorema 3.2 de [37], segue que se T' é um operador invertivel, entao

o operador K, também o é.
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Como T é um operador de Wiener-Hopf em [L3], com presimbolo G em
[Loo)2x2, T é um operador de Fredholm invertivel se e s6 se G admite uma
factorizagao generalizada candnica com respeito a Ly (ver, por exemplo, [4]).

Foi provado em [37] que uma factorizagao generalizada candnica direita

da funcao matricial G,

G=G_G., (5.15)

fornece uma expressao para o inverso de K.
Vamos assumir A fixo. Se G admite uma factorizacao generalizada candnica
(5.15), entdao o operador T' é invertivel podendo o operador inverso ser rep-

resentado pela expressao
T = fﬁlG;1P+G:1|1mp+f.
Neste caso, o operador I é também um operador invertivel, isto é,
Vit els,

a equacao (5.12) tem a solucao tnica ¢,

g0+ = ﬂT_lfIf+,
onde
N . ©1
H . [LQ]Q — LQ, H = ¥1
©2
e
. . 0
I: L3 — [Lf]y, MHff=x""
Koxft

Assim, o inverso do operador Ky é obtido através do operador inverso de T

([37], Teorema 3.3):
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Teorema 5.1 Seja T o operador de Wiener-Hopf associado a Ky, como em
(5.13). Se o operador T é invertivel entao Ky é invertivel, com inverso dado
por

Kt =TT

5.3 Representacao explicita do resolvente do
operador integral de Hankel K

Vamos de seguida ver em que circunstancias a fungao matricial G admite
uma factorizacdo generalizada canodnica direita (5.15) e como a podemos
obter (caso exista). Nos casos em que seja possivel factorizar explicitamente
a funcao matricial G, obtemos o operador resolvente do operador integral de
Hankel K numa forma explicita.

A funcao matricial G pode ser representada na forma

01
G =-\"'Bi(K) , (5.16)
10
onde
1 K
BA\(K) = : (5.17)
—JK N - KJK

e BT (K) ¢ a sua fungao matricial transposta. Se By(K) admite uma factor-

izacao generalizada candnica,
B\(K) = By By,

entao podemos facilmente obter uma factorizacao generalizada canénica (5.15),

da funcao matricial G, onde os factores G_ e GG sao dados por

G- =(By)"
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01
Gy = _Afl(B;)T
10

Podemos notar que a fun¢ao matricial By(K) tem uma estrutura similar
a da fungao matricial A, (b).

Vamos introduzir os operadores

N*(K)=—-P*KP (JK)P*

N (K)=-P (JK)PTKP~.
Utilizando algumas propriedades do operador J, obtemos que
J(N*(K)+ X)) J = NT(K) + X°1.

Assim,

p(NT(K)) = p(N™(K)).

Consideremos —\? € p(N*(K)). Neste caso, as equagoes

(N*(K) + N2 uy = 1

(NT(K)+ X1)v, = PTK

sdo soluvels e temos

uy = (NH(K) +A21) 1

vy = (NY(K)+ 1) (PK).
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Estamos em condigoes de, utilizando um raciocinio semelhante ao usado
para os Teoremas 4.2 e 4.4, determinar uma factorizacao da funcao matricial
B, (K), seguindo um método similar ao utilizado para o estudo de matrizes

)

do tipo A, (D).

Teorema 5.2 A funcao matricial By\(K) admite uma factorizagdo general-

izada candnica se e sé se —\* € p(N1(K)). E, neste caso,

onde
Uy o

—PH(JK)uy] 1—PH[(JK)vy]

By =\

1+ P [(JK)v,] P~ K+ P {KP[(JK)v]}
—P7[(JK)us] 1= P{KP[(JK)u.]}

>
|

Assim, se —A\? € p(NT(K)), podemos obter uma factorizagao general-

izada candnica (5.15) da fun¢do matricial G, onde os factores G, e G_ sdo

dados por
Y G TR s
1 —PH(JK)vy] vy
a 1+ P [(JK)vy] —P[(JK)u,] (5.19)

PK + P {KP[(JK)v:]} 1—P {KP[(JK)u.]}

Em particular, se K € L, é uma fungao que possa ser representada na

forma

K=K, +K_,
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onde Ky = P"K e K_ = P~ K, entao uma factorizacao generalizada candnica

esquerda da funcao matricial G nao depende de K_. De facto, temos que

10 1 K-
By(K) = Bx(K+)
~JK_ 1 0 1

Obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5.3 Seja K o operador integral de Hankel definido por (5.1). Se
—A? € p(N*(K)), entao
Kyx=X—-K

€ um operador invertivel, com inverso dado por
—1 = — — — =
Kt =1TF G PTG imp+ F1I,

onde G4 e G_ sao as fungoes matriciais dadas por (5.18) e (5.19), respecti-

vamente.
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Lista de Simbolos

Espacgos e Conjuntos Operadores Funcoes
(Al p. 14 J p. 141 A, (D) p. 88
A(T) p. 103 K, p. 64 By\(K) p. 144

AX(T) p. 103 K,  p.65 e p. 88
C(T)+ LL(T) p.8 K; p. 71 E p. 94
G[A]nn p. 14 Ky pT1 fi(t)  p. 72
H, p. 17 e p. 76 fa(t) p. 72
H p. 17 K p. 77 f3(t) p. 77
Heo p. 20 K p. 140 fa(t) p. 77
LF(T) p. 15 Ky p. 142 Y(t)  p. 56
Ly°(T) p. 15 N:(b) p. 46 . (t)  p. 56
LE (M) p. 16 NE(K) p. 145 Constantes
Ly(R) p. 139 Py p. 21 A; p. 58
L¥ p. 140 P, p. 15 Bi;  p. 59
Lo p. 140 Pt p. 140 Cij p. 61
R(T) p. 14 I p. 143 D, p.62
R*(T) p. 14 IT p. 143 E;  p. 67
R™0(T) p. 14 T p. 92 F; p. 68
0 p. 46 i p. 92 Gij p. 83

o p. 46 Qo p. 21 inda p. 14

o) p. 46 Ty p. b7 ko p. b7
or p. 46 T p. b7 lo p. 57



