| Ul A UE MATENE

I
9, 10 e 11 de JULHO, UNIVERSIDADE DO ALGARVE

Representacao proporcional —
problema de otimizacao inteira

ORGANIZACAO

Susana Fernandes
FCT - Universidade do Algarve




vv

v o Delineamento da apresentacao

* O problema da representacao proporcional

* Resolucao classica — Métodos de divisores
modificados

* Como medir a proporcionalidade de uma
solucao?
— Como é medida pelos métodos classicos?
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O problema da
representacao proporcional

* Nos Estados Unidos da América cada estado recebe um
numero de lugares no parlamento - “house of
representatives” — proporcional a sua populacao,
segundo o ultimo censo realizado.

 Em inumeros paises da Europa, Portugal incluido,
numa eleicao cada lista eleitoral recebe um numero de
mandatos no parlamento proporcional ao numero de
votos obtidos nas eleicoes.
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O problema da
representacao proporcional

e V-n2de votos validos de uma eleicao
e N-n2de listas eleitorais

* v;—n?de votos na lista eleitoral i

M — n? total de mandatos a distribuir pelas listas

* m,—n? de mandatos a atribuir a cada lista eleitoral /
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O problema da
representacao proporcional

* v,/V —proporgao de votos na lista eleitoral i

* g=M.,/V - quota de mandatos da lista i no
parlamento

D=V/M - divisor — n? de eleitores representados por
mandato

* M/V — proporcao de mandatos por eleitor
(representacao per capita)
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O problema da
representacao proporcional

* Formulacao:
objectivo distribuir os m, de acordo com as g, = M X %

. N
S. d. m:M

=1 !

—+ .
me’ly,,i=1.,N
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O problema da
representacao proporcional

Exemplo: M=26; N=5

Listas
eleltorals

9061 7179 5259 3319 1182 26000

quotas

adaptado de [2]
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Otimizacdo / Inves

_ Resolucao classica —
"~ Métodos de divisores modificados
Jefferson (1792) ~ D’Hondt (1878)

Adams (1832)

Dean (1832)

Webster (1832) = Sainte—Lagué (1910)
Huntington — Hill (1911)
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Resolucao classica EUA —

"~ Métodos de divisores modificados

o

<

Otimizagdo / Investiga¢cdo Operaciona Representacao proporcional — um problema de otimizacao inteira



Y Métodos de divisores modificados

* d(qg,’) — ponto de arredondamento de q’,
La/]<d(q/) <[q/]

+ Se g/ <d(q/) entdo m; =|q; |

+ Seq/>d(q/) entiom, = q; |
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~ classica EUA —
Métodos de divisores modificados

Métodos de Pontos de arredondamento
divisores d(q,’)

Adams g | por excesso
2lg': 1q' ] media
Dean g |+q" ] harmonica
| | —— média
Huntington-Hill \/|_qu 9 geométrica
ot ALY médi
aritmética

o Jefferson ra por defeito



esolucao classica Europa —
Meétodos de divisores modificados

(i) m =0 i=1.,N

(ii) Repetir até que ilm,- =M
Seja i tal que v, y,
— mMax
dim;) — d(m;)

Fazer m,=m,+1 em, =m, Vi#k
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esolucao classica Europa —
Meétodos de divisores modificados

Métodos de divisores | Divisores d(m;)| Sequéncia
modificados de divisores

Adams m; 0,1, 2,3,...
Dean 2m,(m, +1) ) 412 24
o +l) 35’7
Huntington-Hill Jm(m,+1)  0,42,6,412...
P 1 1357
Webster = Sainte-Lagué m, +A TS
Jefferson ~ D’Hondt m; +1 1,2,3,4,..
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esolucao classica Europa —
Meétodos de divisores modificados

Métodos de divisores | Divisores d(m;)| Sequéncia
modificados de divisores

Adams m; 0,1, 2,3,...
Dean 2m,(m, +1) ) 412 24
o +l) 35’7
Huntington-Hill Jm(m,+1)  0,42,6,12...
P 1 1357
Webster = Sainte-Lagué m, +A TS
Jefferson =~ D’Hondt m; +1 1,2,3,4,..
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Método de D’Hondt

9061 7179 5259 3319 1182
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Método de D’Hondt
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Método de D’Hondt

9061 7179 5259 3319 1182
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Método de D’Hondt

9061 7179 5259 3319 1182
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Método de D’Hondt

9061 7179 5259 3319 1182
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Método de D’Hondt

9061 7179 5259 3319 1182
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Método de D’Hondt

9061 7179 5259 3319 1182
4530.5 3589.5 26295
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Método de D’Hondt

9061 7179 5259 3319 1182
4530.5 3589.5 2629.5 1659.5 591

3020.(3) 2393 1753 1106.(3)
2265.25 1794.75 1314.75 829.75
1812.2 1435.8 1051.8
1510.1(6) 1196.5 876.5
1294.429 1025.571

1132.625 897.375

1006.(7)

906.1
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Resolucao classica —
Meétodos de divisores modificados

"~ Mewdo | A | B | C | D

(@)

9 7/ 5 3 2
5 4 1
Huntington-Hill 9 6 3 1
Webster ~
. " 9 3 5 3 1
Sainte-Lague
Jefferson ~
. 10 7/ 5 3 1
D 'Hondt
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o medir a proporcionalidade
de uma solucao?

* Questao equacionada em 1911 por Hill e
trabalhada por Huntington (1921, 1928)

* Huntington utiliza uma abordagem de
comparacoes de medidas entre pares de listas
eleitorais
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o medir a proporcionalidade
de uma solucao?

* Centrando a questao no eleitor, sera desejavel
gue a representacao per capita seja, para todas
as listas, o mais préoximo possivel de M/V

* O que pode ser traduzido por

2
. N m. M
mmzl_lv{v — V]

I
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o medir a proporcionalidade
de uma solucao?

2 2 2
> (mMJ g M M
=l !

i=1 V. 4 i=1 ! V2 i=1 !

2 2
: N [m M : N m;
min Z 1Vl' N — in Z 1
1= 1=
v, V v,
L . . - . e Susana Fernandes
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o medir a proporcionalidade
de uma solucao?

» Dada uma solugdo 6tima(m,,m,,---,m,, ) para

2

. N ml-
min }

i=1 Vl‘

uma transferéncia de mandatos de qualquer
lista i para outra lista j nao podera melhorar a
funcao objectivo
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o medir a proporcionalidade
de uma solucao?

(mi _1)2 (mj +1)2 mlz m12 (mj +1)2 _mjz' > mlz _(mi _1)2

+ >4 J o >
Vl- Vj Vl- Vj Vj Vi
2m; +1 2m —1 v,
e =
Vj i m / m. +/
. V

_max
/ m, +/ Método de Webster

(demonstracdes: idéntica em [Balinski 2001], com abordagem diferente em [Huntington 1928])
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omo medir a proporcionalidade
de uma solucao?

 Método de Webster (Sainte-Lagué)

2
mianvl"i(m" _Ag]

S. a: i
N M
=1 l
cZ i=1...N
ml' 0 ) l — 9ecey
o . . - . L Susana Fernan des
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o medir a proporcionalidade
de uma solucao?

 Pensando na representatividade de cada
mandato, sera desejavel que, para todas as
listas, ela seja 0 mais préximo possivel de V/M

* O que pode ser traduzido por

2
: N v, V
oA
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o medir a proporcionalidade
de uma solucao?

2
win 3 | 2| comin T,

2
Vi
i

m

* De forma analoga se mostra que o método de
Huntington-Hill produz a solucao que otimiza
esta funcao objectivo

(demonstracdes: idéntica em [Lucas 1978], com abordagem diferente em
[Huntington 1928]) Susana Fernandes
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omo medir a proporcionalidade
de uma solucao?

 Método de Huntington-Hill

2
: N v, V
SO

N M
i=1 !
meZ .i=1...N
l' 0 ) l I 9ecey
L L . - . . Susana Fernan des
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o medir a proporcionalidade
de uma solucao?

* QOutra abordagem sera a de minimizar o
numero de votos por mandato da lista mais
desfavorecida

* O que pode ser traduzido por

Vi

mi
* O meétodo de Adams produz a solucao 6tima
para esta fungao obJectlvo
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o medir a proporcionalidade
de uma solucao?

. Seja(ml,mz,--- m,, ) a solugdo construida com o

método de Adams que otimiza ;i max -

m.

1

* Suponhamos, por absurdo, que existe outra
solugéo(m'1 ,m', ,---,m'N) tal que

Vi Vi Vi Y
= max, <max,— =
! !
L . . - . e Susana Fernandes
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o medir a proporcionalidade
de uma solucao?

Vi Vi Vi Y

m' m', m, m,
vV, \Z Vi 1% \%
<< =m' >m, = 3km', <m = >~

E entao numa iteracao anterior a ultima ocorreu

Susana Fernandes
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o medir a proporcionalidade
de uma solucao?

\% ’ . ~
E como o max,— é decrescente de iteracao
. ~ m
para iteracdo

1% Vi 12
’f > (> "j
m, m, m',

° o ’ Vl vl
0 que contradiz a hipotese de —-=max, —
i m,
(demonstracao idéntica em [Edelman 2005]
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omo medir a proporcionalidade
de uma solucao?

e Método de Adams

V

I

min max
n.

1

S. 4.
N
m. =M

=1 !

—+ .
me’ly,,i=1.,N
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o medir a proporcionalidade
de uma solucao?

 Forma paralela a anterior sera minimizar a
representacao per capita da lista mais
favorecida

* O que pode ser traduzido por
mi

vi
* O método de Jefferson (D’Hondt) produz a
solugao otima para esta funcao obJectlvo
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omo medir a proporcionalidade
de uma solucao?

 Método de Jefferson (D’"Hondt)

m.

l

min max
V.

1

S. 4.
N
m. =M

=1 !

—+ .
me’ly,,i=1.,N

Otimizagdo / Investiga¢cdo Operaciona Representacao proporcional — um problema de otimizacao inteira



mo medir a proporcionalidade
de uma solucao?

* Note-se que:
m.

min max — min y
vi
N
[} N [ ] —_
Soao . m. :M Soao '_lmi —M
Zz=1 ! 1=
+ . + .
me’ly,,i=1.,N mely,,i=1..,N
m.
l S
<y, i=I..,N
vi
y=0
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o medir a proporcionalidade
de uma solucao?

T e

Adams mmmax;
l V ;
- . . N V;
= min m| —+——
Huntington-Hill DM m M
\2
Webster = Sainte-Lagué min Zjvlvi(’—
V; V)
’ . m.
Jefferson = D"Hondt min max —-
N
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